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Prologo

En este trabajo vamos a presentar un problema que estd actualmente muy de moda en la comunidad
cientifica, como es el estudio del comportamiento de la dindmica de diferentes sistemas de osciladores.
En particular focalizaremos nuestros esfuerzos en el estudio de las redes de neuronales. Dicho interés
nace fruto de las recientes innovaciones cientificas como por ejemplo la electroencefalografia o las
resonancias magnéticas que nos permiten obtener informacién sobre el cerebro a través de promedios
de actividad sobre un gran nimero de neuronas. Paralelamente a estos avances los investigadores en la
materia han sido capaces de desarrollar una herramienta matemadtica capaz de explicar y entender estos
fenémenos que suceden en el cerebro, por ejemplo se han obtenido diferentes sistemas de ecuaciones
diferenciales que han sido extremadamente tiles en la comprensién de las funciones propias del cerebro
como la memoria, el procesamiento visual, el control motriz o la toma de decisiones.

De los diferentes enfoques que podriamos tomar para abordar este problema vamos a desarrollar uno
que tiene mucha influencia dentro de la comunidad cientifica actual y sobre el cual se estd trabajando
y publicando a una velocidad vertiginosa en los tltimos afios gracias a su sencillez y a los grandes
resultados que con él se obtienen en las simulaciones de las diferentes redes neuronales. Técnica usada
para resolver este tipo de sistemas de osciladores es conocida como mean fiel reduction. Hablaremos
de las dos principales escuelas’ que trabajaron esta técnica, empezando por Watanabe y Strogatz que
fueron los precursores en la década de los 90 para posteriormente acabar hablando de Ott y Antonsen
que en los finales de los 2000 particularizaron el estudio anterior de Watanabe y Strogatz. Esta teoria nos
van a permitir reducir drasticamente la dificultad en el estudio del comportamiento de estos sistemas,
ya que como podemos imaginar estudiar el comportamiento de 10000 neuronas (osciladores) acopladas
puede resultar muy dificil, tanto a nivel tedrico como a nivel practico (aspectos computacionales). La
principal novedad de esta técnica es el paso de un sistema discreto de osciladores a un sistema continuo,
tomando el limite sobre el nimero de osciladores que componen el sistema. Una vez que ya estamos en
el caso continuo no tiene sentido seguir hablando de osciladores individuales, nos encontraremos ante
un fluido hecho con osciladores, y en este sistema seremos capaces de llevar a cabo la reduccién en
el caso de Watanabe y Strogatz introduciendo tres variables cuya evolucién va a resumir la dindmica
del sistema y en el caso de Ott y Antonsen identificando una variedad (manifold) reducida e invariante
donde la dindmica del sistema viene en términos de dos ecuaciones diferenciales. Veremos que existe
una relacién entre ellos y el alcance o la potencia que tienen ambos métodos en el estudio de la dindmica
de un sistema particular.

Posteriormente formularemos los diferentes modelos de redes neuronales de los cuales queremos
conocer y estudiar su comportamiento y para ello usaremos la reducciéon del modelo que nos aporta la
técnica desarrollada al principio.

En la segunda seccién plantearemos un modelo conocido como QIF neurons model. Ese modelo nos
servird como base para empezar a hablar sobre los diferentes aspectos propios de las redes de neuronas.
Una vez que ya tengamos planteada la formulacién discreta del modelo, procederemos a la reduccién
del modelo pasando al caso continuo con la mean field reduction, en particular usaremos el enfoque
de Ott y Antonsen y probaremos que, para este modelo, ese enfoque satisface completamente nuestras
expectativas. Su comportamiento lo vamos a describir en funcién de dos variables macroscopicas como
son: el firing rate y el mean membrane potential. Veremos como en estas redes neuronales se puede
originar un comportamiento dindmico bastante interesante, pudiendo llegar a situaciones donde se pro-
ducen fenémenos cadticos. La teoria de bifurcaciones serd una herramienta de la cual echaremos mano
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v Capitulo 0. Prélogo

con bastante asiduidad tanto en este epigrafe como en el siguiente para tratar de explicar algunos de los
fendmenos que ocurren en estas redes.

Finalmente ampliaremos el estudio del QIF model a un caso todavia mds general y con un compor-
tamiento dindmico m4s interesante como es el modelo de Gap junctions. La presentacion de este tltimo
modelo no es arbitraria ni casual sino que se presenta en este trabajo para enlazar con uno de los modelo
mads revisados por los investigadores especializados en este campo durante el tltimo lustro. Al igual que
antes, presentaremos el modelo y procederemos a su reduccion, ambos procedimientos guardardn bas-
tante relacion con los efectuados anteriormente, sin embargo nos servirdn para ver como, con pequeias
variaciones, podemos enfrentarnos a situaciones donde la dindmica del sistema sea incluso més rica y
variada que en los modelos anteriores. En dltima instancia presentaremos un modelo formado por dos
redes neuronales de gap junctions de diferente naturaleza para ver como interactiian ambas.

Por lo presentado anteriormente, la constante que marca el devenir de este trabajo es la bisqueda de
modelos neuronales donde podamos reflejar con mayor precision la informacién que tenemos acerca de
la naturaleza de las redes neuronales. Evidentemente esta bisqueda aumenta el grado de complejidad
del modelo y el estudio de la dindmica cada vez se hace més dificil y a la vez enriquecedor. Sin embargo
podemos estar tranquilos cuando aumentamos la complejidad del modelo discreto porque la herramienta
de reduccién que usamos para llegar hasta las ecuaciones finales no reflejan esta complejidad del modelo
discreto.



Summary

This paper consists of three chapters and we are going to summarize here the most important aspects
of them.

In the first chapter what we try to do is to put together all the information about the mean field
theory used to reduce oscillators systems. First we will talk about the powerful tool which Watanabe
and Strogatz developed in the early 90s to do this reduction. We introduce the global discrete oscillators
system

0;=f+gcosO;+hsinB;, j=1,...,N.

Then we see how they pass from the discrete system to the continuos systems where the number of
oscillators N tends to infinity and in this scenario we will present the three Watanabe and Strogatz
variables which will reduce the continuos system

an (SO0 m an (W20)

Once we have put the foundations of this WS theory and we have seen how this reduction work we carry
on and led to a more interesting model which has a strong relationship with the neuronal networks that
we will present in chapters two and three. This model is a particular case of the previous one presented
and has the form of

dO(x,1)
dt
The change of variables involving the WS variables will be the same one and the reduction of the
continuos where we can study the dynamic of the system will be only a system consisting of three
partial odes.

After the Watanabe and Strogatz theory, we will present the Ott and Antonsen one developed in
the mid 2000s. This theory has a major fact which makes it world-known and this is the invariant
reduced manifold in which the dynamic of oscillators system takes place, we will show where does this
manifold come from and we demonstrate why it is invariant and reduced. We will also prove that this
second theory is a special case of the previous one and we will focus on how we can pass from one to
another and what are the differences and drawbacks beetwen both theories.

This first chapter that we have already presented will be the tool what we would apply every time
that we want to reduce a discrete system of oscillators. In particular, neuronal networks can be viewed
as oscillators systems, therefore chapters two and three which are dedicated exclusively to the study of
the dynamic of different kind of networks, we apply the reduction of the networks.

As it was mentioned before, the second chapter is dedicated to the study of a neuronal network.
In particular we focus on the so called QIF (Quadratic Intregate and fire) neurons. We first present the
discret system

= v =0(x,t)+Im[H(x,1)e "],

Vi=Vitx;+Is(t)+1(t) if V>V, Vi<V, j=1,..N

Then we will proceed to the reduction of this system. We have two ways to do this procedure, the WS and
the OA, we will select the OA and we explain and demonstrate why this theory fulfil our requirements.
The final form of the reduction will be expressed in terms of two macroscopic variables which are the
firing rate, denoted r, and the mean membrane potential, denoted v.
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VI Capitulo 0. Summary

F=A/T+2rv,
v =12 4x0+Jr+1(t)—

Thanks to this reduction, the study of the dynamic of the neuronal network will be incredibly easier and
we devote the final part of this chapter to this aim, mentioning the bifurcations and the stability of the
steady states of the network.

The third chapter will be a step forward from the second one, the chapter will be dedicated to the
gap junctions neurons model

N
V=V Y Vi-V) =12,
k=1

The way we work this network will be the same as the one we have made in chapter 2. The reason
why this model is treated in this paper is due to variety of its dynamic which will be very enriching.
Moreover, in the final stage of the paper we will study the interaction of two populations of gap neurons,
one is excitatory denoted by the e-subscript and the other one is inhibitory denoted by the i-subscript,
which led us to a dynamic call PING rhythm.

Fo = AT+ 2rVe — geTe,

Ve =Vo + 1o — 1 + 8e(Qe (1) — re) + KeSe(t),
Fi=A/T+2rvi — giri,

Vi =vi 1= ] 4 i(Qit) — i) + KiSi(e),
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Capitulo 1

Mean field theory

En esta seccién vamos a desarrollar toda la teoria mean field que usaremos posteriormente en la red
de neuronas para reducir el sistema.

Como hemos dicho anteriormente esta teoria mean field aplicada a sistemas de osciladores tiene dos
grandes vertientes cada una de las cuales recibe el nombre de sus dos autores mas emblemadticos y que
mads aportaron a su desarrollo. La primera vertiente es la de Watanabe y Strogatz, en ella se tratan sis-
temas compuestos por osciladores idénticos y representa una herramienta analitica muy potente cuando
queremos analizar la dindmica de este tipo de sistemas. La segunda vertiente, la que mds influencia
tendrd cuando tratemos la red de neuronas, es la desarrollada por Ott y Antonsen en la cual se tratan
sistemas formados por un gran nimero de osciladores que en general no son idénticos. Esta teoria no
describe de forma tan minuciosa la dindmica del sistema como la anteriormente nombrada sino que su
principal logro radica en el hallazgo de un subconjunto de funciones invariante a lo largo del tiempo,
también llamado OA reduced manifold, que es solucién del sistema y donde podemos estudiar una parte
de la dindmica del mismo.

Una vez desarrolladas las dos teorias demostraremos la relacién que existe entre ambas y de paso
veremos que la teorfa de Ott y Antonsen es un caso particular de la teoria de Watanabe y Strogatz.
Ademds como punto final de este estudio veremos algunos casos donde la teoria de Ott y Antonsen
muestra claras deficiencias en comparacién con la de Watanabe y Strogatz.

1.1. Watanabe-Strogatz (WS)

Los inicios de la teoria desarrollada por Watanabe y Strogatz (WS) se remontan a la década de los
90 del siglo pasado. En esa época la potencia y efectividad de los ordenadores a la hora de realizar simu-
laciones numéricas iba en claro aumento y como consecuencia de este hecho se publicaron una serie de
resultados muy sorprendentes y poco esperados por la comunidad cientifica acerca del comportamiento
de diferentes sistemas biolégicos. El germen de la teoria de WS fueron unos experimentos realizados
sobre una serie de superconductores de Josephson, Josephson junctions ', que tenian las caracteristicas
de ser: idénticos, sobreamortiguados, unidos en serie y estar unidos mediante una carga comun. Los
resultados de esos experimentos arrojaron unas evidencias muy claras de un comportamiento dindmico
estable y con un aparente comportamiento de baja dimensién . En sus trabajos fue donde por primera vez
trataron estos aspectos, citando lo que los propios autores dicen "One of the goals of these papers is to
bring these results to the attention of the dynamical systems community, especially those people interes-
ted in integrable systems, coupled oscillators, or condensed-matter physics. A second goal is to present
a theory that explains much of what has been observed". El segundo objetivo de los autores es sobre
el que vamos a hacer hincapié nosotros porque es el hecho clave que va a explicar el comportamiento
estable y la dindmica de baja dimensidn del sistema, en [4] se demuestran estos sucesos probando que
el sistema de N Josephson junctions tiene N — 3 constantes de movimiento independientes y existe una

"Las Josephson junctions son dispositivos superconductores de electricidad que pueden generar diferencias de voltaje de
alta frecuencia, del orden de 10'° — 10'! ciclos por segundo.
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transformacion de las variables que reducen el sistema a uno de baja dimensién. No nos va a interesar
tanto la formulacién del modelo de las Josephson junctions en si mismo como las variables que WS
proponen para reducir el modelo y la transformacién de las mismas, ya que esas mismas variables y
esa misma transformacién nos va a servir para un abanico mas amplio de modelos entre los cuales se
incluyen los que posteriormente propondremos como base de las redes neuronales.

El modelo general del que vamos a partir no va a ser el modelo de Josephson junctions sino un
modelo mds general formado por N osciladores cuya dindmica viene gobernada por un sistema de
ecuaciones diferenciales de la misma dimensién

0;=f+gcosO;+hsin6;, j=1,..,N, (1.1)

donde vamos a encontrar una transformacién que va a reducirlo a un sistema de dimensién 3.

En cuanto a las variables: 6; es la fase del oscilador j-€simo y f, g, h son funciones de 6y, 65, ..., Oy,
pero que no dependen del indice j-ésimo. Las funciones f, g, h describen cantidades o variables comunes
determinadas por el estado de todos los osciladores. La situacién es muy similar a la de los mean field
models salvo que aqui no necesariamente son un promedio de las variables de estado sino que por el
contrario son funciones mds generales.

El espacio de fases de (1.1) es N-dimensional, sin embargo vamos a demostrar que cada trayectoria
va a estar contenida en un espacio 3-dimensional. Para ello vamos a considerar el siguiente cambio de

variables
0;(t)—0@)\  [1+y() v —¥(1)
an (2000 _ L0, (v 20) 02

Donde y; son las conocidas como constantes del movimiento y O < y < 1. El primer hecho que tenemos
que destacar es que con esta transformacién una solucién 6;(¢) del sistema (1.1) tiene la forma de (1.2)
y por lo tanto puede ser generada a partir de un conjunto de pardmetros y;(¢) que son invariantes en
el tiempo. Las tres variables O(t),y(¢) y W(¢) ajenas al modelo que hemos introducido son las que
se conocen como WS variables que serdn las que permitirdn la reduccién del modelo. A continuacién
vamos a explicar de dénde salen y por qué las introducimos, posteriormente veremos su interpretacion
fisica y significado.

La explicacién de porque se usa ese cambio de variable se vaticina desde articulos anteriores [5]
donde lo que se hace es resolver el sistema (1.1) cuando f, g y & son constantes, de esta forma podemos
obtener 0;(t) de forma explicita y tiene la forma de (1.2) pero ©(z) y W(¢) son simplemente proporcio-
nales a  mientras que () es constante. Entonces lo tinico que hay que hacer para resolver el problema
cuando f, g,/ no son constantes es aplicar el método de variacion de los pardmetros para llegar hasta la
expresion final (1.2).

Reescribamos el sistema (1.1) en términos de las nuevas variables segtin el cambio

A2 . . _
sin(6; — ©) = v(ll—y?)/c?:((ylzj—‘}q‘j))’ cos(6;— @) — SSWi—¥) =¥ (1.3)

= 1= yeos(y; — %)
(cos(yj—¥) —y)cos® — /1 — y?sinOsin(y; — ¥)

cos0; = 1 —ycos(y; —¥)
Gin 6 (cos(yj—W)—7)sin® — Mcos@sin(lyj—‘l’)
j =

1 —ycos(y;—¥)
Ahora nos falta por despejar el diferencial que lo podemos hacer directamente desde el cambio de

variable
1 i—¥
9]-—®:2arctan< +ytan<% ))

1—7y 2
d Ity .
1-y )/ . .
—(0;—-0) = - - < sm(l//~—‘1’)—‘P>
dt< i—©) cosz(%T#)+%sin2(%T#) 1— 2 !
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Queda como

ysin(y; —¥) — (1-7)¥

V1 =7 (1 —ycos(y; —¥))

Ya tenemos todos los elementos necesarios para expresar (1.1) en términos de las nuevas variables.

Como el denominador en las expresiones del sin6; y cos 6; es el mismo, multiplicamos todo por esa
cantidad para evitar tener denominadores

0, =0+

psin(y; —¥) — (1-y)¥
i

+g((cos(yj—¥) —7)cos® — ﬂsin@sin(y/j —¥))

+h((cos(y; —¥) —7y)sin® — Mcos@sin(wj —¥))

Y ahora ordenamos los términos para que nos quede la expresion definitiva

O(1 —ycos(y; —¥)) +

= f(1—ycos(y; —¥))

0=(0—+/1—72¥ — f+ gycos® + hysin®)
+cos(y; — ¥)(— YO+ yf — gcos® — hsin®)

+Sln(l//j—‘P) (\/1’)/_;’)/2 +g\/ 1—'}/2Sin®—h\/ 1—'}/2COS("D>7 J: 1,...,N,

Si queremos que se verifique la igualdad para todo j y para todo ¢ tendremos que anular los coeficientes
que acompaiian a 1,cos(y; —¥),sin(y; — ¥). Para ello tendremos que imponer tres condiciones sobre
las variables v, ¥, ®

7= —(1—79%)(gsin® — hcos ®)

Y0 = yf — gcos® — hsin® (1.4)

YW= —/1—72(gcos®+ hsin®)
De esta forma hemos conseguido lo que perseguiamos que era reducir el sistema de N ecuaciones
diferenciales (1.1) a uno de tres ecuaciones diferenciales (1.4) expresado tinicamente en términos de las
variables (y(¢),¥(¢),0(r)) y las funciones f, g, h.

Una vez vista la forma que toma el sistema en las nuevas variables (1.4) es conveniente arrojar un
poco de luz sobre el significado de estas nuevas variables que han hecho posible esta reduccién tan
dréstica en nuestro sistema. En términos generales el cambio que hemos hecho es algo similar a un
cambio a polares donde la variable ¥ estd relacionada con la amplitud o el radio y las variables ® y W
estan relacionadas con la fase o el dngulo. También si nos fijamos un poco mds en este sistema (1.4)
vemos un hecho que salta a la vista y es que nuestro sistema tiene una singularidad cuando y = 0.
Para evitar esta singularidad podemos hacer un cambio de variables que nos lleve de nuevo a unas
coordenadas cartesianas

x=7ycos®, y=7vsin®, >I=0-Y,

En estas nuevas variables (1.4) nos queda como
Xx=—yf+xyg+(1—x*)h,
y=xf—(1—y*)g—xyh, (1.5)
. 1— 1— 2
$=f— 5" (gx+hy),

Y si estudiamos el caso en el que Y = 0 vemos que las expresiones de x,y no nos dan ningtin problema
mientras que en la de W hay una indeterminacion pero si hacemos el limite

1—/1—9
Vs 7—0
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. Por lo tanto en y = 0 las nuevas variables toman el valor de
X =h, y=-8; Y= f7

Ahora vamos a enfocar nuestra atencion a los sistemas de osciladores donde el ndmero de oscilado-
res tiende a infinito, N — oo.

La principal diferencia que va a haber entre estos dos sistemas es la forma en la que vemos los
osciladores. En el caso discreto, cuando N es finito, las variables de fase de los osciladores del sistema
01,6, ...,0y las podemos ver como particulas moviéndose en el circulo unidad. En el caso continuo,
cuando N — oo, va a haber tal cantidad de osciladores que no los vamos a poder distinguir de manera
individual sino que por el contrario los vamos a tratar como si de un fluido se tratasen y por lo tanto los
vamos a caracterizar mediante una densidad p(6,7) que indica los osciladores con fase 0 en el instante
t.

Figura 1.1: Visualizacién del paso del pardmetro del caso discreto al continuo. [6]

Como es ldgico, el paso de un sistema discreto a uno continuo y la apariciéon de una funcién de
densidad asociada a las variables del sistema conlleva una serie de condiciones extra que se deben
verificar para no incurrir en problemas en el futuro:

= Como sabemos, para que una funcién pueda ser llamada funcién de densidad se debe satisfacer
que la integral a lo largo del dominio sea 1

2r
/ p(6,t)de =1, Vt>0,
0

= Esta condicién quizés no es tan conocida como la anterior ya que su naturaleza no tiene que ver
tanto con el campo de las matemadticas como con el campo de la dindmica de fluidos. Cuando
hablamos de un fluido de osciladores tenemos que imponer una condicién que lleva asociada la
no desaparicién o la conservacién del ndmero de osciladores, ya que de lo contrario el problema
seria mucho mas dificil de analizar si el nimero de osciladores fuera creciendo o decreciendo con
el paso del tiempo. Esta condicién se conoce como ecuacién de continuidad o de conservacién
del nimero de osciladores y tiene la siguiente expresion

aalt)Jraae(pv)—O, (1.6)
Donde v(6,¢) es la velocidad del fluido. Nuestro modelo de partida es (1.1), en él precisamente
vemos reflejado el cambio de estado de un oscilador a lo largo del tiempo por lo tanto la parte
derecha de esa ecuacion serd la velocidad de un oscilador en particular. Ahora no nos interesa ver
a los osciladores como elementos individuales sino como un fluido, por lo tanto tendremos que
generalizar esa expresion

v(0,t) = f+gcosO +hsin6, (1.7)
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Estas condiciones (1.6) y (1.7) son las que nos definen el sistema en el caso continuo. Lo que ahora
debemos hacer es aplicar una reduccién como la que hemos hecho antes en el sistema (1.1), la idea que
vamos a seguir va a ser la misma pero los detalles cambian un poco.

Lo idea principal es reducir (1.6) haciendo un cambio de variables que nos quite la dependencia
del tiempo que es justamente lo que hemos hecho antes cuando pasdbamos de 6 a y mediante (1.2),
lo Gnico que ahora vamos a tener que generalizarlo como hemos hecho con la velocidad quitando los

subindices
00)-01)  [1+v0),  (v—¥0)
tan (2) = () tan( 5 ) (1.8)

Lo que pretendemos con este cambio es, al igual que hemos hecho antes, encontrar unas condiciones
sobre (7, ¥, ®) que permitan poner la densidad p(6,¢) como una nueva densidad o(y) independiente
del tiempo.

Empezamos a trabajar el cambio para reescribir (1.6) y (1.7) en funcién de las nuevas variables.
Todas las férmulas de trigonometria obtenidas anteriormente (1.3) van a ser exactamente iguales cam-
biando 6; por 0 y y; por y. Del cambio podemos despejar y para luego hacer las derivadas pertinentes

1
w—‘P(t)+2arctan< W) tan(m)

La vamos a tener que derivar respecto del tiempo

v v 1 —ycos(y —¥).
W_‘P 17yzsm(l// v) = C)

y respecto 6
0¥ 1—rycos(y—¥)

% - 1= YZ
La relacidn exacta existente entre la densidad antigua p(6,7) y la nueva o (y), que es independiente del
tiempo, viene dada por

Transformemos ahora la ecuacion de continuidad para ponerla en términos de las nuevas variables

ap_G 8(1—ycos(y/—‘P)> d (G( )l—ycos(y/—‘P)>

(1.9)

Fre (W)E + 5%

-7 oV Vi-7
2 (ov) =22 2 (ov)
= I (o) (70~ peos(y—w)

+g(—ycos®@+cosOcos(y —¥) — /1 — y2sinOsin(y — ¥))
+h(—ysin®+sin@cos(y —¥) + /1 — > cos Osin(y — ¥)))

+o(y)[yfsin(y —¥) + g(—cosOsin(y —¥F) — /1 — y?sin@cos(y — P))

h(—sin@sin(y —¥) ++/1 — > cos@cos(l//—‘P))])
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Juntando todas estas condiciones obtenemos una igualdad muy similar a la obtenida en el sistema
discreto. Llamemos por comodidad ¢ = cos(y — W) y s = sin(y — ¥)

0= G<c(— 7—g(1—7)sin®+h(1— ) cos®)

+s5y/1— yz(—yG)—l—yf—gcos@—hsinG)))

—|—G’<\/1 — (01— 12— O+ f — ygcos® — yhsinO)
+cy/1—72(y® — yf +gcos® + hsin®)
+s(—7—g(1—7*)sin®+h(1 — yz)cos®)>

Y de aqui podemos ver que esta igualdad se verifica independientemente del tiempo y de o(y),c,s si
imponemos las condiciones

—7—g(1—9*)sin®+h(1 —¥*)cos®) =0,
y@—}/f+gcos®+hsin®:0, (1.10)
0+/1 72— 0O+ f—ygcos® — yhsin® = 0,

Que son las mismas que (1.4), por lo que la reduccién en el caso continuo es igualmente valida.

Llegados a este punto ya tenemos asentada la base sobre la de la teoria de WS. Como deciamos
al principio de esta seccion lo interesante de esta teorfa no era el modelo de Josephson junctions que
la propicié sino las variables de WS y la transformacion que permitia la reduccién de este tipo de
sistemas. Fruto de ello hemos planteado un modelo mucho més general sobre el que desarrollar toda la
herramienta matematica, ahora lo que vamos a hacer va a ser particularizarlo al modelo de osciladores
que nos interesa porque serd el que desarrollaremos posteriormente en lo que queda de este capitulo y
los siguientes.

El modelo va a ser un sistema formado por infinitos osciladores, por lo tanto estamos en el caso
continuo, donde la variable que va a reflejar el estado va a ser su fase (8) y ademds cada oscilador va a
tener una frecuencia natural denotada como @(x, ), que depende de un pardmetro continuo? como es x y
van a estar regulados por una funcién H (x,¢) que serd compleja. A pesar de que en un principio la teoria
de WS estaba desarrollada para sistemas de osciladores idénticos vamos a seguir el ejemplo marcado
por autores como Pikovsky o Rosenblum que en [7] y [8] demuestran que esta teoria también puede ser
aplicada a sistemas de osciladores no idénticos. En este modelo la heterogeneidad de los osciladores la
marca la variable continua x que afecta tanto a la frecuencia natural como a H(x,?).

La formulacién del mismo queda como

dO(x,1)
dt
Si comparamos esta expresion con (1.7) vemos claramente que se trata de un caso particular para unas
determinadas f, g,h. El estado del sistema continuo al igual que pasaba antes va a estar descrito por la
densidad p(x, 0,7). Ademds vamos a poder formar una funcién de distribucién P(x, 0,¢) multiplicando
la distribucién condicional del pardmetro x, que vamos a llamar n(x), por la densidad de osciladores

= v =w(x,t)+Im[H(x,t)e "], (1.11)

P(x,0,1) =n(x)p(x,0,1), (1.12)

Aligual que pasaba antes, la integral de estas funciones, p(x, 0,7) y n(x), sobre el espacio de los posibles
valores que toman sus pardmetros es 1.

Como estamos en el caso continuo (1.6) es la ecuacién que rige la dindmica de nuestro sistema.
Vamos a demostrar que la forma de reducir este sistema, a pesar de tener los osciladores una natura-
leza diferente a la de los originales de WS, va a seguir la misma idea que se habia desarrollado en

2No confundir esta x con la de las coordenadas cartesianas de (1.5)



Trabajo Fin de Master - Sergio Rabinal Carreras 7

WS pero introduciendo algunos pequefios cambios. Las tres variables de WS eran y(r),®(t),¥(¢) que
aparecian en (1.8), ahora van a ser un poco mds generales porque también van a depender de x, luego
Y(x,1),0(x,1), ¥(x,t) van a ser las nuevas tres variables de WS. Sin embargo para la reduccién que aqui
nos interesa no vamos a utilizar estas tres variables directamente sino una transformacién de las mismas.

2y

T ¥Y=Y+4+7, 0=0+m, (1.13)

’}/:

Con esa transformacién el cambio de variable original del WS (1.8) queda reescrito como

6-0\ 1-7 v-¥
tan( > )—1+7tan< 5 >, (1.14)

Si nos fijamos ahora en como aparece la variable 8 en la ecuacién de velocidad de nuestro modelo (1.11),
vemos que es de forma exponencial. Como lo que queremos es precisamente reescribir esa ecuacién en
las nuevas variables, nos serd mds cémodo si tenemos el cambio que acabamos de hacer escrito en
forma exponencial. Para ello recordamos la formula que relaciona la tangente con la exponencial para
un dngulo cualquiera §

ol 1+itan(§/2)
1—itan(§/2)’

Asi pues la forma exponencial del cambio (1.14)

r-ez

1+Ytan(ll/2 )

tan(wzq')

_ (1+7)cosw%@+i(l —y)sin"’%@
(I+ ~)Cosw%\y—i-i(f/— l)sian\P

. 6-0
el(@*é): 1+ltan( 5 ) 1+l
l—itan(eg) 1—il

(o]

-7
1+y

?e_i(w%ql) _|_ el(w%‘y)

Vamos a aliviar un poco la notacién y escribir las variables de WS sin necesidad de apostrofes, a pesar
de que como hemos dicho anteriormente existe una diferencia entre las variables con apostrofe y sin él.
De esta forma nos queda el cambio que va a reducir el modelo
o _ o vt
el =" ——— (1.15)
'Yel(w_\y) +1
Con este cambio y con esas variables de WS estaremos en condiciones de imponer unas condiciones
sobre su dindmica que al igual que en el caso continuo anterior nos dardn una nueva funcién de densidad
o (x, ¥) independiente del tiempo. La relacion entre ambas densidades sigue siendo (1.9). Para sacar esas
condiciones tenemos que irnos a la ecuacidn de continuidad (1.6) y reescribirla en términos de las nuevas
variables, como hemos hecho antes, y al imponer que esa igualdad que nos queda se debe verificar para
Vt > 0 entonces es cuando nos saldran las condiciones que hay que imponer sobre y(x,?), ®(x,), ¥(x,1).
Van a ser muy parecidas a (1.4) adaptando los valores de f, g,k segin (1.11) 3

Iyt _ 1-9 YZRe( ( )eﬂ'(a)7

or

290 = oo (x, t)+l+YZIM(H( 1)e™), (1.16)
oY (x

Pl = L7 Im(H (x,1)e ),

3Todos los detalles sobre la transformacién de la ecuacién de continuidad en términos de las nuevas variables se pueden
encontrar en [8] en el Apéndice B. No se derivan en este trabajo porque la derivacién es casi idéntica a la efectuada en las
paginas 5y 6.
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El estudio de este modelo de osciladores (1.11) no es casualidad ya que la generalidad del mismo
permite relacionarlo con muchos de los modelos mas famosos entre la comunidad cientifica depen-
diendo del valor que tomen @(x,7) y H(x,7). Uno de los modelos més famosos cuando hablamos de
osciladores es el de Kuramoto-Sagakuchi [19] y [20], una de sus principales aportaciones es el estudio
de la dindmica del modelo de osciladores mediante el pardmetro de orden de Kuramoto o complex mean
field.

Si llamamos Z(x,t) al pardmetro de orden local de Kuramoto, lo podemos relacionar con las varia-
bles de nuestro modelo mediante

. TC .
Z(x,1) = r(x, 1)) = [ p(x,0,1)e%d0, (1.17)
R

donde r y 0 son la amplitud y la fase del mean field. La interpretacion de r es la misma que la de y de
nuestro modelo, y la 0 es también un dngulo sin embargo su interpretacién es un poco mas ambigua
que las dos que ofrecen ® y W en nuestro modelo. En particular el modelo de Kuramoto-Sagakuchi lo
podemos obtener a partir de (1.11) si asumimos como hipdétesis:

= [os osciladores difieren tinicamente por su frecuencia natural. Esto afecta a la @ ya que no va a
depender del tiempo sino solamente de x, luego m(x).

= Todos estdn sujetos a una fuerza comun H que depende del global mean field Y obtenido mediante
la integracién del anteriormente mencionado pardmetro de orden local Z sobre toda la poblacién

Y =Re = /Z(x)n(x)dx,

Y esta dependencia es lineal .
H =€y, (1.18)

Nos queda reescrito (1.11) como el famoso modelo de osciladores de Kuramoto-Sagakuchi

do(r)
dt

= o(x) +eRsin(Y — 0(x) + ), (1.19)

1.2. Ott-Antonsen

El origen de la teoria de Ott y Antonsen (OA) es bastante méas reciente que la de WS ya que sus
trabajos m4s relevantes en este campo [32] y [33] datan de los afios 2008 y 2009. En ambos trabajos
se parte del mismo modelo basico de osciladores que nosotros hemos presentado en (1.11) y lo que se
pretende es dar una metodologia alternativa a la propuesta por WS para reducir este sistema. En parti-
cular demuestran que para los sistemas del tipo de Kuramoto (1.19), dada una determinada distribucién
natural de las frecuencias, existe una Unica ecuacién diferencial ordinaria de primer orden que determi-
na la dindmica del sistema y ademds, dadas unas condiciones iniciales, encuentran su solucién exacta
de forma analitica. En esta seccién vamos a ver cual fue su metodologia y como hicieron para hacer
todavia mas simple la reduccién del sistema de WS ya que lo primeros llegaron a un sistema reducido
de tres ecuaciones diferenciales mientras que OA llegan a una tnica ecuacién diferencial.

Como hemos anticipado, el modelo de origen es el mismo (1.6) por lo tanto va a llevar ligados tanto
la ecuacién de continuidad (1.6) como la condicion sobre la densidad del fluido de osciladores (1.12)
donde la distribucién natural de las frecuencias es

n(x) = /Omp(x,e,t)de,

Una vez asentada la base del modelo sobre el que vamos a trabajar llega el momento de plantear la
metodologia usada por OA para reducirlo. Igual que cuando habldbamos de WS deciamos que la clave
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para la reduccion eran las tres variables de WS y la transformacién en la que estaban involucradas, ahora
la clave para la reduccién va a ser el parametro de orden (1.17), que al ser un modelo de Kuramoto va
a hacer que la funcién H(x,t) de (1.11) se convierta en €Y por (1.18)*, y la expansién de la densidad
P(x,0,t) como una serie de Fourier.

A diferencia de lo que pretendian WS con su cambio (1.8) que era transformar la densidad p(x, 0,7)
en otra que fuese estacionaria e independiente del tiempo o (x,y), OA lo que buscan es desligar el
pardmetro de estado 6(r) de la densidad p. Para ello lo que hacen es expandir la p(x,6,7) como una
serie de Fourier en 0

P(x,0,t) = n(x)p(x,1) = nz(;){l - [;lfm(x,t)e"’”e —i—c.c] } (1.20)

donde c.c denota los complejos conjugados y |f,,(x,7)| < 1 para que converja la serie. Esta es la primera
diferencia importante entre OA y WS, pero el hecho clave de la teoria de OA que va a definir su fa-
moso OA reduced invariant manifold viene a raiz de esa expansién como serie de Fourier. Visto lo que
queda dentro del sumatorio, los autores prestaron especial atencion a f,,(x,7), es decir los coeficientes
de Fourier de la serie, y en particular adoptaron como posibles f,,(x,#) inicamente aquellas funciones
que pudieran expresarse como fy,(x,7) = [F(x,#)]"™ donde F(x,t) es una funcién desconocida. Esa clase
particular de funciones que verifican esa condicién es conocido como OA reduced manifold. Eviden-
temente aun queda por demostrar que con la nueva expresién de P(x, 6,¢) se simplifica la ecuacién de
continuidad (1.6) del modo que a nosotros nos interesa y que las soluciones que obtengamos de esa
ecuacién son invariantes a lo largo del tiempo.
Si ahora reescribimos la ecuacién de continuidad

JdF €, 5

— +ioF+-(YF~ —=Y") =0,

ot + + 2( )
donde Y* denota el conjugado de Y. Como vemos hemos conseguido lo que pretendiamos que era
obtener una ecuacién que rigiera la dindmica de nuestro sistema que no dependiera de la variable 6. El
pardmetro de orden Y va a ser la variable que van a utilizar OA para resumir el estado del sistema ya
que es la inica donde intervenia la variable 6. Si recordamos la expresion que tenia en (1.18) y (1.17)

Y =Ret = /Z(x)n(x)dx: /n(x)/n p(x,0,1)e®dBdx,

—T

veremos que esta también se ha simplificado en la variable 6 gracias a la expansién de p(x, 6,1)
Y = /F*(x,t)n(x)dx

Si trabajamos un poco mds la ecuacién de continuidad poniendo la funcién F = |F|e~ llegamos a

9|F|
ot

a partir de la cual es bastante sencillo demostrar la invarianza en el tiempo de las soluciones del sistema.
Ya hemos dicho que nos interesan las soluciones de (1.6) en las que podemos poner los coeficientes
de Fourier de p como f,,(x,t) = [F(x,#)]™, donde |F(x,t)| < 1, y ahora tenemos una ecuacién de la
dindmica explicitamente en funcién de ellos. En esa expresiéon podemos ver que si |[F| = 1 entonces
% =0, por lo tanto una trayectoria del sistema que empieza con la condicion inicial dentro del circulo
unidad, |F(x,0) < 1] nunca puede atravesarlo y salirse del mismo para 0 < ¢t < . Las soluciones que
a nosotros nos interesan son invariantes en el tiempo y el OA reduced invariant manifold esti bien
definido.

En [32] los autores derivan una tinica ecuacién diferencial ordinaria de la cual son capaces de obtener
exactamente la solucién analitica. Para ella lo tnico que hacen es dar una distribucién particular de las

+S(FP = 1)Re[Fe ] =0

4Por comodidad asumimos que 8 = 0.



10 Capitulo 1. Mean field theory

frecuencias natural del sistema, n(x), en ese caso toman la funcién de Lorentz. Usan esa funcién y sus
polos para evaluar el pardmetro de orden Y = [ F*(x,)n(x)dx y a partir de la expresién que obtienen la
reemplazan en la ecuacién de continuidad y obtienen la ecuacion diferencial definitiva de la dindmica
del sistema. A partir de ella obtienen la solucién exacta’

dy|

& 1
1— )Y+ =¢|Y]P = 1.21

1.3. Relacion entre WS y OA

A pesar de lo que puede parecer por la presentacion que hemos hecho de los métodos de WS y OA
no son métodos completamente independientes el uno del otro sino que por el contrario el método de
OA es un caso particular del método de WS. En esta seccién vamos a demostrar esa relacion y también
vamos a dar los fundamentos matematicos que soportan la existencia de esa relacion.

Como ya hemos anticipado, el método general es el método de WS y por lo tanto va a ser de este
del que vamos a tener que partir. Si recopilamos la informacién diseminada a lo largo de este trabajo
veremos que el desarrollo de OA 1o hemos introducido a partir de un modelo de Kuramoto, precisamente
ha sido al finalizar la seccién de WS donde hemos expuesto la existencia de estos modelos como un caso
particular del modelo general de (1.11), luego no nos queda més alternativa que empezar a hablar de la
relacion de estos dos métodos a partir de ese modelo de Kuramoto y en particular de la que habiamos
dicho que era su caracteristica principal como era el pardmetro de orden o complex mean field.

Cuando sefialdbamos la existencia del pardmetro de orden de Kuramoto (1.17) lo haciamos en un
principio para ver la relacién que este tenia con las tres variables de WS sin embargo en su momento no
profundizamos més en esta relacién ya que nos quedamos Unicamente en la interpretacion tan similar
que ambos poseian. Eso no implica que no existiera una relacién mayor ya que, si combinamos las
variables de WS de manera adecuada, podemos obtener una versién muy similar al pardmetro de orden
tomando z(x,t) = y(x,t)e’® y o = ® — P. De esta forma nos quedan las ecuaciones de la dindmica
(1.16) como

dz(x,t 1 2 do(x,t
Zg‘; ) _ io(x,t)z+ EH(x,t) - %H* (x,t)a();) = w(x,t) +Im(*H(x,1)), (1.22)
Lo mismo podemos hacer con el cambio de variable (1.15)
T eV 11 i@ ¥)ei(v—0) | |
Z+ei(a_W) Z+ei(a_W)

T Y ®eilaty) {1 greilety) |
1+ Leila—w) 1+ %ei(“_"’)
— < — g

Zz*ei(aer) +1 =z zreiaty) 4]

Si ahora con esta nueva definicién nos vamos a (1.17) y lo ponemos en funcién de las nuevas
variables

B i 1+Z*‘Z’726i((x7w) B T l_i_z*‘Z’fZei((fo/)
Zxn) = [ oy =z [ —Et——o(y)dy  (1.23)

1 > :
o = L ey

d 1+Z*‘Z’726i(aiw (v « i(y+a)\n w1 =2 i(a—y)
/ﬁ sy 5 oWy = | n;)(—ze )" ) (14272 e Jo(y)dy

5 Aqui se presenta a grandes rasgos los pasos que han seguido los autores, sin embargo se necesitan de unas cuantas condi-
ciones mas técnicas para poder realizar la evaluacion del pardmetro de orden. Para conocer mds detalles acudir directamente a

[32].
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T

. T )
_ Z (_Z*et(‘l“ra))nc(w)dw_ ‘Z|72/n_ Z (—Z*el(era))nJrlG(l[/)dl//,
—*n=0

T n=0

Cambiamos el sumatorio y la integral ¢ y separamos la parte que depende de v y de z,

_Z</ Vo ("’)d‘l’>( ) =l 22(/ vl (w)dw)( eyl

Por lo tanto, si llamamos
7[ .
o :/ elwnG(W)dWa
-7

podemos poner (1.23) como

oo

Z(x,t) :Z<’ZC (=g @) ZCn+1 7 la)n+1>

n=0
Co=0yC; =0,
Z(x,t) =z(1+ (1 -]z 2) Y Cu(—z*e' ™))

n=2
La expresion del pardmetro de orden Z(x,t) se podria simplificar todavia aun mds si consiguiéramos
anular C, =0 Vn > 2. Por la forma que tienen los C, vemos que si tomamos 6 () = 5_, es decir,
si suponemos que las constantes de movimiento Y siguen una distribucién uniforme ® entonces C, =
0 Vn >2.Y esto nos lleva a la relacion final entre el pardmetro de orden y las variables de WS
Z(x,t) = z(x,1).

Es necesario sefialar que el pardmetro de orden Z es una cantidad importante cuando tratamos de
describir la dindmica de un sistema de osciladores, sin embargo se queda insuficiente cuando queremos
dar una caracterizacién completa de un sistema. Para ello necesitamos recurrir a los pardmetros de orden
generalizados de Daido [11][12][13]. Estos se definen de forma muy parecida a (1.17) mas general

T .
Zn(x,t)= | p(x,0,1)e™0d0), (1.24)
J—T
Claramente Z; es el pardmetro de Kuramoto. Para escribirlos en funcién de z(x,#) y a(x,t) hacemos lo
mismo que acabamos de hacer y obtenemos que

P 1+Z*’Z|_2€i(a_w>
Zm ,t =7" - (o d 9
(e,t) =2 /—77: reilaty) 4] (w)dy

Y si, al igual que antes, imponemos que la distribucién de las constantes de movimiento sea uniforme,
o(y) = 5-, entonces obtenemos que

Zm(x,1) = z(x,0)" = Z(x,t)" (1.25)

Luego los pardmetros generalizados de Daido en este caso particular no son més que el pardmetro de
orden de Kuramoto elevado a la potencia correspondiente.

Si nos fijamos, esta tltima parte donde hemos podido poner una funcién como otra funcién elevada
a una potencia se asemeja mucho a las funciones que definian el OA reduced invariant manifold don-
de fin(x,t) = [F(x,1)]™. Por lo tanto vemos que el enfoque de OA es equivalente al caso cuando los
parametros de orden de Daido se pueden expresar como potencias del de Kuramoto. Asi, es evidente

6Esto lo podemos hacer gracias al teorema de Fubbini-Tonelli tomando como medida del sumatorio la de contar.

7En [8] y [3] se impone la condicién C; = . Vo (y)dy = 0 como condicién necesaria para que las tres variables de
WS 7,0, ¥ estén determinadas de manera tnica.

8En particular con que &() =cte nos valia, pero como estamos hablando de distribuciones la ms sencilla que nos viene
a la mente que es constante es la uniforme.
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que el OA reduced manifold corresponde al caso especial donde los pardmetros de orden generalizados
estdn expresados en potencias de la variable de WS z(x,7) y es vélido siempre que la distribucién de las
constantes de movimiento & () sea uniforme.

Esta relacién entre WS y OA y sus principales herramientas para la reduccion de los sistemas, es
decir, entre (1.8) y (1.20) tiene una fundamentacién matemdtica y esa no es otra que las propiedades
de un grupo de conformal mappings del disco unidad en si mismo. Estas propiedades de grupo de
conformal mappings surgen de manera natural como demuestran los autores Marvel y Strogatz en su
articulo [9].

Para definir estas aplicaciones conformes del disco unidad en si mismo las empezamos por englobar
dentro de un grupo de transformaciones conocidas como transformaciones de Mobius para ver que
tienen estructura de grupo. De momento definimos las transformaciones de Mobius

G:C—=C
_az+b
cz+d’

z+— G(z)

donde a,b,c y d son nimeros complejos y el numerador no es multiplo del denominador (eso es ad —
bc # 0). Esta familia de funciones tiene la estructura de grupo con la composiciéon como operacion
interna y la aplicacién identidad como elemento neutro. En particular las que llevan el disco unidad
abierto D = {z € C: |z| < 1} en si mismo pueden ser escritas [10] como

oa—z

G(Z):e_i(pw, (pER OCE]D,
- Z

La aplicacién inversa queda definida univocamente como

FPw+a

— ! —
=G = gy

(1.26)

Antes en la seccién de OA habfamos puesto el (1.8) en forma exponencial porque nos interesaba por
la forma (1.11)
o — 1+itan(£/2)
1 —itan({/2)

y ahora por el contrario nos interesa el cambio inverso

-0, .1—¢i(0-9)

tan ( 3 ) =i o)

(1.27)

Para enlazarlo con las transformaciones de Mobius veamos lo que ocurre cuando aplicamos G~! a
un punto w = ¢/® del circulo unidad. Puesto que la imagen es también un punto del circulo unidad
G !(e?) = ¢® para algiin d4ngulo 6. Para facilitarnos los célculos, como ¢ € C lo ponemos en forma
polar como o = re’®

FPw+a
G ! =
) = T oreow
4i6 el @F0) 4 pei®

"1+ re1@ei(9+9)
io-e) _ €OV +r
1+ rei(e—9)
siendo ¥ = @ — ¢ y sustituimos esta expresién en (1.27)

0-0, 1—r, 1—¢0®7?
ran(—=) = 1 )
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Esta expresion es equivalente a (1.8) si

l—r  [1+y

1+r \1-vy

Y esosedasiy= 1_+2rr2'

Veamos ahora como surge (1.20) del grupo de transformaciones de Mobius. Para poder ver esta
relacién, primero tenemos que trabajar un poco mds la expresién de (1.20). Lo que vamos a hacer es
sumar la serie de potencias que tenfamos y reordenar los términos hasta llegar a una expresion que se
conoce como nucleo de Poisson.

P(x.6.1) = n(x)p 1) = 222{1 n [ mz Ful 1) +] } _ ;72{1 ; [ mz fulet)em® +f;<x,r>e-"m9] }

= nz(j;){l + Lgl (F(x,1)e") + (F*(X,t)eie)] } _ nz(;) {1 + 15?&2?;"’ +1 f?j&gf;ie}
1

) F*(x,t)e™® } _ nz(;) { 0 _;’ejeiiieie)}

S 2n {I—F(x,t)eie 1 —F*(x,t)e 10
_n(x) 1-|F]?
21 14 |F|> —2Re(Fe®)

Si ponemos F(x,t), que es una cantidad compleja, como médulo y argumento, F (x,t) = re~'©, entonces
nos queda la expresion definitiva del nicleo de Poisson
1— 2
P(x,0,1) = il (1.28)

1472 —2rcos(6 —0)

A esta expresion (1.28) va a ser a la que tengamos que llegar desde nuestro grupo de transformaciones
(1.26).

Partimos al igual que antes fijando la imagen de un elemento de S' de tal forma que G~ (e/?) = €9,
trabajaremos por comodidad con la aplicacion equivalente 7 tal que 7(¢) = 6.

Sea ahora y la medida uniforme en el circulo unidad S' de tal forma que el valor de su derivada
por Radon-Nikodyn es d(¢) = ﬁd(p. Asi pues la transformacion 7 lleva p a la medida 7 * u y tiene
como derivada usando también Radon-Nikodym

1
d(T )(8) = 5—(T~'(6))'d6
2n
Veamos que expresion tiene T~ (0) = d%;(e), para conocer su valor partimos de la inversa de(1.26),

es decir, de G y tomamos logaritmos a ambos lados
T71(0) =log (G') = —ip +log(z— &) —log(1 — a*z) = —p —ilog(z — &) +ilog(1 — a*z),

Y ahora derivamos suponiendo que z = ¢’® € §!

Bl- ' Ot*eie ( 1—’06’2 )
. —1 — = . .

el —o 11— are® 1+ |a?| — (e 0 + a*ei?)
1—|af? 1—r2

- (1 +\a\2—2Re(a*e"9)) - (1 +r2—2rcos(6 —G)))

el

T71(0) = —i

De esta forma queda demostrado que el grupo de transformaciones de Mobius que llevan el disco
unidad en si mismo es la base de la cual parten las dos técnicas de reduccién empleadas por WS (1.8) y
por OA (1.20).
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1.4. Deficiencias de OA frente a WS

En esta secciéon vamos a mostrar dos casos particulares de simulaciones de sistemas de osciladores
donde compararemos los resultados que arroja el estudio de la dindmica de los mismos mediante la
reduccion propuesta por la teoria de WS y la propuesta por OA. Como es de esperar serd inexacta en
comparacién con la de WS porque la primera es un caso particular de la segunda. Los modelos que
vamos a tomar como base para nuestras simulaciones seran del tipo de Kuramoto-Sakaguchi (1.19) con
N=10e=3yB=0[3].

El primer caso en cuestion parte del dltimo parrafo de la Seccién 1.2, 1a de OA. Ese tltimo parrafo
recogia a grandes rasgos lo que hacian los autores OA en [32] para sacar la ecuacion final que regia la
dindmica del sistema. Dan una distribucioén de las frecuencias naturales del sistema, denotadas como
n(x), y en particular tomaban la distribucion de Lorentz

1 A
nx)=——— 1.29
() T (x—x0)2+A? (1.29)
para posteriormente proceder a la evaluacion del pardmetro de orden Y = [ F*(x)n(x)dx y llegar hasta
la expresion definitiva de la ecuacién diferencial que regia la dindmica del sistema. Sin embargo, en
este proceso existen una serie de hip6tesis que debemos asumir si queremos que sea védlido. Cuando
evaluamos la integral de Y con el valor de n(x)

A F*(x)
Y= E/ G —x0) L A2

ésta queda muy sencilla si la hacemos usando el Teorema de Cauchy y evaluando la funcién F*(x) en
los polos de la funcién de Lorenz que estén en nuestro dominio. Sin embargo para poder hacer esa
evaluacion necesitamos imponer la condicién de que la funcién F*(x) se pueda extender de manera
analitica al plano x-complejo °, ya que los polos donde vamos a tener que evaluar la funcién van a ser
x=xotiAeC.

Los resultados que arrojan los experimentos llevados a cabo en [8] se hacen dos simulaciones, una
siguiendo la reducciéon WS, otra con OA, donde se estudia la dindmica del parametro Y en funcién del
tiempo, en el caso de OA sin asumir la condicién que acabamos de presentar.

El segundo caso problematico que estudiaremos es cuando la distribucién de las constantes de mo-
vimientos o(y) no es completamente uniforme. Volvemos a seguir las indicaciones de [8], y en este
caso cuantificamos mediante la cantidad 0 < g < 1 cuanto difiere la distribucién 6 (y) que tomamos con
respecto a la uniforme. Tomamos como referencia que en el caso g = 1 las dos son uniformes. Como
antes estudiamos la evolucién del pardmetro de orden con respecto al tiempo.

Como conclusién de esta seccién podemos destacar dos aspectos. El primero es que la reduccion
encontrada por OA propone unos sistemas con una dindmica més sencilla de simular que los propuestos
por WS, ya que OA depende de una tinica ecuacién diferencial (1.21) mientras que WS depende de tres
(1.16). El segundo tiene que ver con el comportamiento estacionario de las soluciones de OA. Como
hemos podido ver en las simulaciones el comportamiento a largo plazo es el correcto mientras que por
el contrario el transitorio depende mucho de la eleccién que hagamos de los pardmetros. Por lo tanto
una buena solucién cuando hagamos el estudio de un sistema mediante OA es no tener en cuenta el
comportamiento transitorio e iniciar el estudio una vez que ya haya pasado un cierto lapso de tiempo.

9No olvidemos que el pardmetro x era continuo y real.
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Figura 1.2: La curva a sigue la solucion teérica que tendria la curva, mientras que la curva b, tiene un

comportamiento transitorio que difiere bastante del exacto.
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Figura 1.3: La trayectoria exacta seria la curva negra cuando g = 1. Las demds trayectorias vemos que
tienen un comportamiento transitorio que se aleja cada vez mas del verdadero a medida que vamos

disminuyendo el pardmetro q.






Capitulo 2

Modelo de red de neuronas

De aqui en adelante, tanto en este capitulo como en el siguiente, vamos a particularizar el estudio
previo general que hemos hecho sobre sistemas de osciladores en un modelo de red de neuronas. Nuestro
principal objetivo serd estudiar la dindmica de esta red de neuronas y para ello evidentemente nos vamos
a ayudar de toda la teoria mean field que hemos desarrollado en el Capitulo 1. En esta parte ya no nos va
a interesar tanto la formulacién y reduccién del modelo como los resultados acerca de la estabilidad de
las soluciones o las posibles bifurcaciones que obtengamos del mismo. Para que quede aun mas claro,
tanto en este Capitulo 2 como en el posterior Capitulo 3 vamos a centrarnos en el andlisis numérico
de unos sistemas que vamos a obtener basandonos en toda la teoria desarrollada en el Capitulo 1. En
particular en este Capitulo 2 desarrollamos un modelo de red neuronal conocido como QIF model y en
el Capitulo 3 haremos una extension mas general de este modelo.

2.1. Presentacion del modelo de QIF neurons

El modelo de red de neuronas que vamos a trabajar es el conocido como QIF neurons model
[23][24][25], en particular nos vamos a fijar en la formulacién que se propone en [22]. El modelo de QIF
neurons recibe ese nombre porque estd formado por neuronas Quadratic Integrate and Fire. Atendiendo
a la excitabilidad y como se generan los potenciales de membrana las neuronas se catalogan dentro de
dos grandes grupos, las neuronas del tipo I y las neuronas del tipo II. En este caso el modelo de QIF
neurons estd muy trabajado porque representa el modelo canénico de las neuronas del tipo I, aquellas
donde los equilibrios desaparecen por medio de una bifurcacién del tipo saddle-node' .

Como hemos dicho anteriormente el modelo més general posible para sistemas de osciladores era
(1.11), por lo tanto nuestro modelo va a tener que salir de (1.11) para unos determinados valores de
o(x,t) y H(x,t). Tomando

ox,t)=1+x+Js+I,
H(x,t)=i(—1+x+Js+1),

obtenemos el modelo canénico de theta neurons en funcién de 6 € [0,2x). Este modelo es el candnico
cuando queremos describir el estado de una neurona a través de su fase.

0 =(1-cos0)+ (1+cosO)[x+Js(t)+1(t)], (Caso continuo) (2.1)

0j=(1—cos@;)+ (1+cos0;)xj+Js(t)+1(t)], j=1,...,N (Caso discreto) (2.2)

Sin embargo el modelo de las QIF neurons no busca describir el estado de una neurona a través de su
fase sino a traves de su potencial de membrana, que es una cantidad microscdpica con una interpretacion
fisica més directa que la fase. La relacion entre estas dos variables es bastante sencilla y el cambio se

ILas neuronas del tipo II se caracterizan precisamente porque los equilibrios desparecen por medio de una bifurcacién del
tipo Andronov-Hopf y su modelo candnico se conoce como theta neurons model.

17
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ha dado unas cuantas veces en el desarrollo de este trabajo. Si denotamos como V; al potencial de
membrana de la neurona j-ésima, la relacion con su fase 6; viene dada por V; = ran(0;/2). Asi el
modelo de QIF neurons nos queda como

Vi=V}4x;+Js(t)+1(t), si V;>V,, entonces V;+V, j=1,..,N (Caso discreto)

(2.3)

V =V24+x+Js(t)+1(t), (Caso continuo) 2.4
Con la condicién

V;>V,, entonces V;<V, (2.5)

lo que pretendemos es reflejar la naturaleza de las neuronas en nuestro sistema. El potencial de mem-
brana de las neuronas no crece o decrece hasta alcanzar valores infinitos sino que por el contrario solo
aumenta hasta una cantidad que aqui llamaremos V), (potencial méaximo o peak) y cuando se alcanza ese
valor la neurona emite un pico o spike y su potencial se resetea a una cantidad minima conocida como
V. (potencial minimo o reser). Para el caso continuo tomaremos V,, = —V, — oo para evitar problemas.
La cantidad

Ii=xj+Js(t)+1(1)

representa la corriente externa que entra a una neurona del sistema y donde se dan lugar ademas de la
ya conocida frecuencia natural x;, una componente comun a todas las neuronas que varia en el tiempo 2
() y sinapsis de activacion media s(7) que va multiplicada por un peso J. Ademds esta sinapsis media
toma el valor

s(r) = !

=4

N t
Y X / az(t—1")8(¢ —1})adr
=1 oo

k
kjti<t

y / ; (™ J2)8 (' — ¥yt

Vijtk<t” ™

I
Z| -
™=

J

donde tj.‘ es el tiempo donde se produce el k-ésimo pico de la neurona j-ésima. Lo que pretendemos
hacer con esta expresion tan complicada que tiene s(¢) no es otra cosa que dada un instante ¢ contabilizar
cuantos picos o spikes se han producido en nuestro sistema y hacer una media de ellos.

2.2. Reduccion del modelo

Para reducir el modelo nos interesa la formulacién continua del modelo de (2.4), y como siempre
que hablamos de formulacién continua de un modelo la ecuacién de continuidad (1.6) tiene que estar
presente, quedando en este caso

dp

9 (12
5t W[(V +x+Js+1)p] =0,

El método que vamos a emplear para reducir esta ecuacion va a ser el de OA. Como ya sabemos este
método emplea la expansién de p como una serie de Fourier (1.20) o su formulacién equivalente como
nucleo de Poisson (1.28). En nuestro caso particular nos queda como
1 b(x,1)

p(Viw1) = (V —c(x,1))> +b(x,1)?

(2.6)

Ahora tendremos que emplear esa nueva expresion que tenemos de p(V|x,7) para simplificar la
ecuacion de continuidad. Antes de ello vamos a relacionar las variables que nos han salido en la ex-
presién de (2.6) b(x,t) y c(x,t) con unas variables macroscépicas que nos facilitardn la interpretacion
posterior del modelo. Esas variables macroscpicas son:

2Hay un abuso de notacién en (2.3) ya que se estd llamando igual a esta componente de la corriente que a la corriente total
externa en el sistema continuo, ya que si suprimimos el indice de /; nos queda /.



Trabajo Fin de Master - Sergio Rabinal Carreras 19

» r(x,t) el firing rate of neuronal population, es decir, el nimero de picos o spikes de la poblacién
total por unidad de tiempo. Esta cantidad, como es evidente, depende de la velocidad o frecuencia
con la que se producen los picos en una neurona V y de la cantidad de neuronas, p(x,t). De
acuerdo con esto nos queda

(1) = p(V )V (V] 1) = - b(x,1)

T Vet e T B (V2+x+Js(t)+1(t) —

V —oo T

b(x,t) = mr(x,1)

La cantidad r(x,7) depende también de la distribucién natural de las frecuencias por medio del
pardmetro x. Por lo tanto, si queremos que el pardmetro dependa tnicamente del tiempo, lo tGnico
que tendremos que hacer es integrar r(x,t) sobre todos los posibles valores de x, al estar en el
caso continuo esos provienen de una funcién de distribucién n(x).

He) = % / b, @7

= De la forma de (2.6) podemos deducir la interpretacion del pardmetro que nos queda, c(x,?). Esa
forma nos recuerda bastante a la de una distribucién de Lorenz y sabemos que la cantidad que se
corresponde con c(x,7) en ese tipo de distribuciones es el valor medio de V (x,7):

cter) = [ _p(Vixnvav.
al igual que antes, lo integramos sobre todos los posibles valores de x

v(t) = /oo c(x,t)n(x)dx, (2.8)

Reescribamos la nueva ecuacion de la dindmica en las nuevas variables
b(x,t) = 2xy,
é(x,t) = i(x+Js(t) +1(r) + c(x,1)? — b(x,t)z) ,

y para cerrar la ecuacién ponemos * s(t) - r(t).
T

b(x,t) = 2xy (2.9)

¢(x,1) = x4+ Jr(t) +1(2) 4 c(x,1)* — b(x,1)* (2.10)

Si queremos reducir todavia més este sistema lo tnico que debemos hacer es dar una distribucién
particular de las frecuencias naturales n(x), en particular tomaremos una distribucién Lorentziana como

(1.29) #. En este caso el polo de la funcién que va a estar en nuestro dominio > va a ser x = xo — iA. Esto
nos permite evaluar r(¢) y v(z) como

{ mr(t) = b(xo —iA, 1),

v(t) = c(xo —iAt),
Con esto ya estamos en disposicion de reescribir (2.9) en funcion unicamente de ¢.

F=A/T+2rv, (2.11)
v=v>+xo+Jr+I(t)—n*r, (2.12)

3La interpretaci6n fisica tiene que ver con tomar sinapsis infinitamente rdpidas y eso se consigue haciendo el limite T — 0.

“De este hecho se ha hablado en el tiltimo pérrafo de la seccién de OA (seccién 1.2) y posteriormente se ha explicado su
funcionamiento en la seccién 1.4 del capitulo 1.

SConsultar la referencia [41] de [22] para conocer mds detalles de porque se elige este polo de la funcidn.
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Estas son las ecuaciones finales definitivas del sistema reducido, si miramos del sistema que par-
tiamos (2.3), hemos pasado de tener N ecuaciones diferenciales a tener solo dos, ademds fijandonos
también en (2.3) vemos que aparece explicito en (2.12) junto con el término —7°r? que actda como un
feedback para y desempefia el mismo papel que (2.5) sobre el sistema discreto, impide el crecimiento
infinito del potencial de membrana. La ecuacién (2.11) refleja la interaccidén que se produce entre el
potencial de membrana y el firing rate.

2.3. Estudio de la dinamica del QIF model

Como ya hemos dicho anteriormente nuestro objetivo ltimo era aplicar la reduccion para obtener
unas ecuaciones a partir de las cuales poder estudiar la dindmica del sistema de neuronas. Vamos a
comparar los resultados que obtenemos si simulamos el sistema discreto global (2.3) y los obtenido
mediante la simulacién de (2.11).

El primer andlisis que podemos hacer y quizds el mds sencillo es estudiar la dindmica de (2.11)
cuando el sistema se encuentra en régimen estacionario, es decir, no estd sometido a ninguna corriente
(7). De esta forma es evidente que los unicos atractores de la dindmica de este sistema van a ser
los puntos fijos. Segun los resultado, que se han obtenido en las simulaciones del sistema hay tres
regiones del espacio de fases cualitativamente distintas dependiendo de la estabilidad de los puntos
fijos® [22]. Antes de empezar a hablar de la interpretacién del grafico vamos a detenernos en por qué

Stabla noda

. =10 =5 1]

mi.‘ll.lﬂ

Figura 2.1: Visualizacidén del plano de fases en funcién de los pardmetros normalizados del modelo.

hemos hecho esa eleccién de los ejes. El eje de coordenadas es xg, este pardmetro nos indicaba la media
de la distribucion de frecuencias naturales n(x), sin embargo la interpretacion fisica de las frecuencias
naturales del sistema se habia postergado de forma intencionada hasta llegar a este punto del trabajo.
Las neuronas principalmente tiene dos estados fisicos posibles: pueden estar activas en cuyo caso su
potencial de membrana varia oscilatoriamente y se produce el fenémeno de spike o por el contrario
pueden estar en reposo y no tener actividad, eso implica que el potencial de membrana se mantiene en
unos niveles constantes. Precisamente las frecuencias naturales de las neuronas son las que nos indican
el estado de una neurona y por lo tanto dependiendo del valor de x( la neurona estard en un estado u
otro. Si xp toma valores muy negativos, la neurona estard en un estado muy inhibitorio o de reposo, si
por el contrario toma valores cercanos al 0 o positivos tendrd una actividad mayor. Un fenémeno fisico
muy similar pasa con el eje de ordenadas J, este pardmetro nos indicaba el peso que le otorgdbamos a la
mean synaptic activation. Esta mean synaptic activation era una cantidad que lo que pretendia recoger
era la dindmica de la red neuronal, si miramos su expresion s(¢) lo que hacia era contar el nimero de

6Se ha hecho una normalizacién del sistema para reducir el niimero de parametros y ahorrarnos incluir A.
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spikes que se habian producido en la red con una cierta ponderacién y después hacer su media. Por lo
tanto si nosotros tenemos una red de neuronas muy inhibitoria o en reposo y ademads la ponderamos con
un peso J bastante grande es claro que la dindmica va a seguir siendo claramente inhibitoria, lo mismo
pasaria para el caso de una red muy activa. Atendiendo a lo que acabamos de decir es evidente que
hay otros dos casos donde el desarrollo futuro de la dindmica del sistema no va a estar tan asegurado
como hasta ahora. El primero se da si tenemos un red que no es especialmente activa o inhibitoria y la
ponderamos con un peso J pequeiio, y el segundo si ponderamos con un J muy grande la sindpsis y esta
va cambiando.

Todo lo que acabamos de decir lo recoge el diagrama de fases de la figura. Como habiamos anti-
cipado hay tres grandes zonas: una primera de estabilidad (stable node) correspondiente a valores del
pardmetro xp muy negativos o valores de xo menos negativos pero con un peso J menor, una segunda de
inestabilidad (stable focus) donde los valores del pardmetro xo son casi siempre cercanos a cero y si ese
no es el caso es porque J es muy pequefio, y por ltimo una zona de biestabilidad donde la dindmica del
sistema es mds rica y variada donde pueden producirse situaciones como las de la siguiente figura.

(&)

/A"

Figura 2.2: Retrato de fases donde cohabitan tres tipos distintos de puntos fijos: un foco, un nodo y un
punto silla.

Como dltimo apunte sobre la figura del retrato de fases cabe sefialar que la frontera con la zona de
biestabilidad estd marcada por una bifurcacién del tipo saddle-node .

El siguiente paso que deberfamos seguir en el andlisis de la dindmica de este sistema seria el estudio
de un sistema no estacionario, para ello vamos a tomar dos expresiones de /(z) distintas y vamos a ver
como se comporta nuestro modelo. En el primer caso I(¢) serd una step function y en el segundo caso
serd una funcidn sinusoidal. Veremos que este segundo caso nos ofrece una dindmica bastante mas rica
que el primero que servird para extender nuestro estudio posteriormente.

Para realizar estas simulaciones hemos tomado los mismos pardmetros que para la Fig.2.2 %, es
decir, en ambos casos vamos a partir de un punto dentro de la zona de biestabilidad y vamos a ver hacia
donde evoluciona el sistema.

La siguiente figura muestra los resultados de estudiar la dindmica de (1.4) cuando /(7) es una step
function. Como muestran las series de tiempo de las cantidades macroscdpicas r(r) y v(t), al aplicar la

7Cuya parametrizacién exacta se puede encontrar en las simulaciones realizadas en [22].
8En particular estos son xg = =5,/ = 15,A =1
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Figura 2.3: Serie de tiempo del firing rate, del mean membrane potential y de 1(t).

corriente al sistema este abandona la zona de biestabilidad y se aproxima a la zona de alta actividad
stable focus. Estas series de tiempo reflejan el comportamiento tipico de una neurona con alta actividad,
como se ve se producen numerosos spikes y numerosas oscilaciones en su potencial de membrana. Una
vez que la red de neuronas ha amortiguado el efecto de la corriente inducida esta se vuelve a situar en
la zona de biestabilidad donde habr4 un foco y un nodo. Ademds, si hacemos un barrido de neuronas en
ese tiempo que hemos aplicado la corriente, veremos que se ha producido un proceso de sincronizacién
dentro de la red ya que habrd aumentado el nimero total de neuronas con actividad

30C

Meuron index

0

Figura 2.4: Las zonas con mayor densidad de puntos indican una sincronizacion de la red ante el impulso
inducido.

Si nos fijamos ahora en los resultados cuando aplicamos al sistema una corriente /() = Iy sin(t)
con Iy =3y @ = m/20. Pasa lo mismo que antes pero al tratarse ahora /(z) de una funcién periédica
visitamos y abandonamos un par de veces la zona de alta actividad y por eso vemos esas fases de alta
actividad de forma periddica. Al igual que antes en los periodos de alta actividad se produce un alto
grado de sincronizacion dentro de la red de neuronas.

Dentro de la eleccién de pardmetros que hemos hecho para esta simulacién hay algo sobre lo que
no hemos prestado demasiada atencién pero tiene mucha importancia para investigar comportamientos
dindmicos mds complejos. Si nos fijamos en cémo hemos tomado la frecuencia de oscilacién de la fun-
ci6n sinusoidal @ = 7 /20, vemos que dentro de la escala de tiempo de nuestra simulacién solo abarca
dos periodos, gracias a este hecho el sistema se comporta de forma periddica ya que tiene tiempo sufi-
ciente para volver del estado de alta actividad a la zona de biestabilidad. Sin embargo si aumentaramos
esta frecuencia hasta tal punto que al sistema no le diera tiempo a volver a asentarse en la zona de bies-
tabilidad podriamos estudiar comportamiento caético. Por ejemplo para @ = 7 la frecuencia la hemos
aumentado en 20 veces su valor y si dibujamos ahora la serie de tiempo de por ejemplo r(r) para ver que
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Figura 2.6: Las zonas con mayor densidad de puntos indican una sincronizacion de la red ante el impulso
inducido.

comportamiento presenta nos encontramos con un comportamiento muy diferente a las opciones ante-
riores, aqui no hay periodicidad ni nada parecido, al revés, hay una oscilaciones muy grandes porque
pasamos de valores muy altos de r(¢) a valores muy bajos. Esto es fruto del comportamiento cadtico al
que hemos forzado al sistema al aumentar la frecuencia de la corriente inducida. El retrato de fases de
las dos variables macroscépicas también refleja ese comportamiento cadtico.
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Time series firing rate with sinusoidal chaotic
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Figura 2.7: Serie de tiempo y retrato de fases del sistema para I = Iy sin(®z).



Capitulo 3

Gap junctions

Vamos a hacer la dltima extensién del modelo de QIF neurons al caso mds general introducido por
Carlo R. Laing [28] [29] donde en la red de QIF neurons ademds de estar todas acopladas entre si via
corriente sindptica, la anteriormente llamada mean synaptic activation, también van a estar conectadas
mediante unas gap junctions' que actuaran sobre ellas. Sobre este modelo mostraremos su formulacién
y su reduccién ademds de estudiar mediante simulaciones su dindmica.

3.1. Formulacion y reducciéon del modelo

La formulacién del modelo es muy similar a (2.3) con/; = x;+Js(¢)+1(t), la conexién via sindptica,
siendo ahora constante a lo largo del tiempo y el nuevo término que incorporemos corresponderd a las

gap junctions
N
. g .
v,-:vj2+1,-+ﬁ Vi—V;)) j=1,2,..,N, (3.1)
k=1
donde g desempeifia el mismo papel que J en la corriente sindptica, es un indicador de la fuerza que

tienen los emparejamientos mediante gap junctions. Lo podemos reescribir como

N

Vi=V2+L—gVi+ S Y Ve j=1,2,..,N,
N3

Al igual que antes con el cambio V; = tan(6;/2) podemos pasar al modelo de theta neurons (2.1)

correspondiente a este sistema
6; = (1 —cosB; —gsinB;) + (1 +cos6;)[I; + N Y tan(6,/2)]
k=1

Sin embargo, esta formulacién posee un problema ya que en 6 = 7 hay una singularidad proveniente
del término tan (6 /2). Para evitarlo nos fijamos en cémo lo solventa Ermentrout en uno de sus articulos
[18] y lo que hacemos es reemplazar

sin 6

tan(6/2) — q(6) = 1+4+cosO+¢

donde 0 < € < 1 nos sirve para quitar la singularidad.
Ahora reformulamos nuestro modelo queddndonos como

N
6; = (1—cos 6; — gsin6)) + (1 +cos8)) [1;+ 3" q(6) + k5] (32)
k=1

IEs otro tipo de conexién neuronal que se da entre células animales y vegetales.

25
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Ahora el emparejamiento sindptico que antes en (2.3) venia expresado por s(f) toma una expresion
diferente como k5, donde «k refleja la fuerza de emparejamiento y § es la sindpsis, en este caso del tipo
pulso, y toma el valor

an(l —cos6y)", neN,

M=

B 1% 1
S = — Sk = —
N &= N
2r
/ an(1—cos0)"'d6 =2m,
0

La constante n € N refleja la agudeza de la corriente inducida por el pulso s, cuanto mayor sea el valor
de n mayor serd el pico que alcanzara la funcién a, (1 —cos 6;)" en 6 = m. Veamos cual es el valor de la

500 T T T .l_l' T T
400 |-
300 i
200 -

100

Figura 3.1: Representacion de a, (1 — cos 6;)" para valores de n desde 1 hasta 9.

constante de normalizacién a,, ya que serd necesaria en las simulaciones que haremos posteriormente
para estudiar el comportamiento de la dindmica del sistema. Partimos de

27 27[
/ an(1—co0s0)'d0 =2m — a, = T (3.3)
0 o (1 —cosB)"d6

Resolvamos la integral.

1 —cosf = 5570 (e —1)?
2 go— C [ :
| =coseyde = [T (e —1)7as
z:e'eﬁdezé
iz
28 )
1-— G"dezi/ ——d
/0 (1 —cosB) 2 Ju Z

Usamos la férmula de Cauchy para derivadas? para evaluar la integral:

Iy (R,
/

n!  2mi )y (w—z)t!

Nuestra funcién £, va a ser (z — 1)?", la cual es holomorfa, y el punto donde est4 evaluada la derivada
enésima de nuestra funcion es el 0. Entonces tenemos que
FW0)  2nQ2n—1)---(n+1)(=1)"
n! n!

(2n)!
(n!)?

2Suponemos que estamos en un abierto no vacio de C, para que nuestros célculos sean vélidos.

= -1y
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y nos queda la expresion de a,
2"(n!)?
ap =
(2n)!

Ya tenemos la formulacién discreta completa del modelo. Para la formulacién continua Gnicamente
necesitamos saber cual es la expresion continua de los dos pardmetros que tenemos en (3.2) que son
diferentes a (2.3), es decir, ¢(0) y 5. Si llamamos Q y S a la respectivas cantidades, las sacaremos de
igual manera que hasta ahora

o 2T
00 = [ [ a(@)pdods
oo p2T
S(1) = / / an(1 —cos 0)" pdBdx
—o0J0
quedando de esta manera la formulacién continua® del modelo de gap junctions (3.2)
6 = (1—cos6 —gsinB)+ (1+cos0)[I+ %Q(t) +KkS(1)] (3.4)

Con todo lo que ya tenemos podemos proceder a la reduccion del modelo (3.4). Va a seguir el mismo
procedimiento que hemos hecho en la seccidn 2.2 por lo que no lo vamos a repetir y inicamente vamos
a ir directamente a las ecuaciones reducidas del modelo

F=A/m+2rv—gr, (3.5)
v=1"4+Iy— 1> +g(Q(t) —r) + kS(1), (3.6)

Como vemos la formulacién es muy parecida a (1.16) pero ahora en vez de tener una dnica funcién /(z)
que depende del tiempo vamos a tener dos Q(¢) y S(¢), con lo cual el comportamiento dindmico del
sistema puede ser mds rico y variado que el que hemos estudiado en la seccién 2.3.

3.2. Dinamica del modelo

Como habiamos anunciado anteriormente la dindmica de este modelo (3.5) y (3.6) va a ser bastante
mds compleja y variada que la estudiada en el modelo de QIF neurons. Para investigar la dindmica
seguiremos los puntos fijos y sus bifurcaciones.

Estudiaremos cuando las neuronas se encuentran en estado de reposo pero por el contrario el em-
parejamiento que se da entre ellas es excitatorio. Esto que acabamos de decir queda traducido a los
parametros del modelo como: Iy = —3 indica el estado de reposo de las neuronas, ¥ > 0 indica que la
fuerza de emparejamiento es positiva por lo tanto excitatoria. Los otros dos pardmetros del modelo (3.5)
los fijamos como A = 0,05 y g > 0.* Siguiendo los resultados obtenidos por [29], si investigamos el
espacio de pardmetros correspondiente a valores positivos tanto de K como de g, ambos tienen que ver
con la fuerza de las gap junctions, veremos que existen diferentes zonas separadas por medio de curvas
de bifurcaciones donde los puntos fijos y su estabilidad varian de una zona a otra. En las regiones A,
E y F solo hay un punto fijo, tanto en A como en F es estable mientras que en E es inestable. Cuando
pasamos a las zonas interiores B, C y D al atravesar una curva de bifurcacién del tipo saddle-node pasa
de haber un tnico punto fijo a haber tres puntos fijos, en B y C solo uno es estable mientras que en D
hay dos estables debido a que atravesamos la bifurcaciéon de Hopf supercritica. Si recordamos que una
bifurcacién del tipo homoclinica se da cuando una 6rbita periddica colisiona con un punto silla, esto
nos lleva a ver la existencia de una érbita periddica en las regiones C y E. Hay biestabilidad solo en las
regiones C y D, sin embargo esta puede ser destruida por medio de la bifurcacién de Hopf.

3Recordar que siempre que formulamos un modelo continuo este lleva asociada la ecuacién de continuidad (1.6) y lo que
nos preocupamos por derivar es su velocidad.
4Si fuera g = 0 entonces las gap junctions no intervendrian en el modelo.
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0.8 .

0.71

0.61

0.31

0.2r

Figura 3.2: Las curvas en negro representan bifurcaciones del tipo saddle-node, las punteadas en rojo
bifurcaciones homoclinicas y las punteadas azules bifurcaciones de Hopf [28].

Si ahora nos fijamos un poco m4s en detalle en la zona central del dibujo donde ocurren las bifurca-
ciones homoclinica y de Hopf, en particular tomamos un valor de k¥ = 1,3 y veamos que ocurre al pasar
de D a C. En la regién D hay un punto fijo estable, si representamos el valor mdximo y minimo de r
firing rate a medida que aumenta g vemos en la bifurcaciéon de Hopf este valor sufre unas oscilaciones
fruto de la bifurcacion supercritica. Como habiamos dicho anteriormente en la region C existia una 6r-
bita periddica sin embargo también hemos dicho que en la bifurcacién homoclinica la érbita periédica
y el punto silla colisionaban, por lo tanto si representamos el periodo de estas oscilaciones en r firing
rate veremos que este incrementa rdpidamente cuando nos acercamos a la bifurcacién homoclinica ya
que en ella desaparece la érbita periddica.

(@) 12} (b)
o]
= 10 o
= 5 8 ,Y;:FOT
& o gycip
£ 6 » coiF
4l
0 0.05 0.1 0.15 0.1 0.12 0.14 0.16
g g

Figura 3.3: El panel a) muestra el efecto de la bifurcacién de Hopf en el firing rate mientras que el panel
b) nos informa acerca del periodo de la oscilacién [28]

Un andlisis muy similar es el caso k = —9, es decir, donde el emparejamiento sea fuertemente
inhibitorio. Si al igual que antes fijamos A = 0,05 y miramos qué le ocurre a la dindmica del sistema
a medida que aumentamos g > 0, podemos obtener un retrato de fases similar al de la Fig 3.2 con la
salvedad de que ahora el valor de k va a ser fijo y lo que vamos a representar en el eje de coordenadas
va a ser el pardmetro Iy > O que reflejaba la naturaleza activa de las neuronas.

Existen cuatro grandes regiones: A, B, C y D. En las zonas a la izquierda de la curva saddle-
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node existen tres puntos fijos mientras que en D solo hay uno que es estable. Mientras que en A solo
uno es estable en B y C dos son estables al atravesar la bifurcacién de Hopf, esto conlleva que en las
regiones B y C existe biestabilidad. Podemos resumir el comportamiento de este sistema conformado por
neuronas activas pero con un emparejamiento fuertemente inhibitorio diciendo que si lo que queremos
es estabilizar un punto fijo lo que debemos hacer es aumentar el valor de g > 0.

0.08
(a)

kS

@0.04

10,3 104 105 10.5 10,7 10.8 108 11

Figura 3.4: La leyenda de la figura es la misma que en Fig 3.2 afiadiendo en color rosa la curva de
bifurcacién saddle-node de 6rbitas periddicas. El panel a) es el diagrama global de bifurcaciones y el
panel b) es una ampliacién de la zona donde coexisten las tres curvas de bifurcacién [28].

3.3. Modelo con dos poblaciones

Podemos proponer un modelo con una dindmica mas compleja formado por dos poblaciones de
neuronas cada una de diferente naturaleza, una excitatoria y otra inhibitoria.

El modelo es el propuesto [29] basado en dos poblaciones de gap junctions neurons que no inter-
accionan entre si. La poblaciones excitatoria e inhibitoria estardn caracterizadas sobre todo por como
elegimos la distribucién de las frecuencias naturales, en ambas habrdn un parametro comin como la
amplitud A y lo que variard serd la media que serd I, en la excitatoria e I; en la inhibitoria. Los otros
parametros como Kk o g también serdn distintos para cada poblacién.

Fo =A/T+2r,ve — geTe, (3.7
Ve = V21, — 12 + 8e(Qe(t) — 1) + KeSe(2), (3.8)
Fi = AT+ 2rvi — giri, 3.9
Vi =i+ 1 — 1?4 gi(Qi(t) — 1) + 1Si(2), (3.10)

El comportamiento tipico de estos sistemas de neuronas acoplados es periddico, esta periodicidad se
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conoce como PING rhythm. Si representamos el firing rate r en funcién del tiempo en las dos poblacio-
nes, podremos ver este fenémeno del que hemos hablado. Con esta eleccion de pardmetros vemos que

1.4 .
— Excitatory

-I_ 4

0.8

0.6

0.4 | ]

0.2 : i

00 50 100 150
Time

Figura 3.5: PING rhythm con los pardmetros /; = 0,/, = 0,1,x; = 0,x, = 0,g. = 0,4,g; = 0,4,A =
0,01,n=21[29]

la poblacién inhibitoria empieza a tener picos como resultado de la corriente inducida por la poblacién
excitatoria. En [16] y [17] se explica mejor este fendmeno de PING rhythm y se muestran diversas situa-
ciones en las cuales se puede destruir este ritmo. Nosotros vamos a presentar una serie de casos donde
se destruye el ritmo entendiéndolo bajo el marco general de las bifurcaciones que se producen en (3.7).

= Una situacién donde se da esta destruccion del ritmo es cuando disminuimos el pardmetro g., €s
decir, cuando hacemos que la sindpsis de la poblacion excitatoria sea muy débil. Dicha destruccién
se lleva a cabo mediante un bifurcaciéon de Hopf supercritica.

0.2F |

Figura 3.6: Leyenda y pardmetros igual que Fig 3.5. Lineas continuas reflejan estabilidad y las discon-
tinuas inestabilidad [29]

= Otra situacién posible es que en vez de disminuir g, como haciamos anteriormente sea g; el que se
disminuya. En este escenario se dan hasta dos bifurcaciones distintas, al principio se destruye el
comportamiento periddico gracias a una saddle-node de 6rbitas periddicas, ésta coexiste con una
bifurcacion supercritica de Hopf y otra saddle-node de 6rbitas periddicas que destruye la 6rbita
creada por la bifurcacién de Hopf.

= Por tltimo puede darse el caso donde se destruye el ritmo PING como consecuencia del aumento
de I;. A medida que aumentamos /; aparece una bifurcaciéon de Hopf supercritica que destruye
este ritmo
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Figura 3.7: Leyenda y pardmetros igual que Fig 3.5. Lineas continuas reflejan estabilidad y las dis-
continuas inestabilidad. Los circulos representan el maximo y el minimo valor de r en un periodo de
oscilaciones cuando no hay estados estacionarios estables [29].

Queda visto que cuando relacionamos dos poblaciones de gap junctions neurons de diferente natu-
raleza el panorama que se nos abre en el estudio de la dindmica y las posibles bifurcaciones es comple-
tamente nuevo y enriquecedor.
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Anexo

% Ejemplo de simulacion del sistema QIF discreto.

N= 10"r—4;

delta= 1;

Vp= 100;

Vr= —100;

eta=zeros (N, 1) ;

mean_eta=—5; %n las simulaciones el valor medio es siempre negativo (
reposo)

J= 15 %ynaptic weight en las simulaciones es siempre positivo (las
neuronas estdn

activas)

Jinicializacion de la distribucion de las frecuencias naturales

for j=1:N
eta(j)=mean_eta+deltaxatan(pi/2+(2xj—N—1)/(N+1))
end

Jinicializamos la poblacion

Yva a ser una poblacion aleatoria con media 0 y desviacion tipica 100
mean_pop=0;

sd_pop= 100;

pop=mean_pop+sd_popxrand (N, 1) ;

Inicializamos el tiempo que simulamos el sistema
t=1:10"-2:40;

Jstep function

Istep=step(t);

Ysinusoidal function

Isin=sinusoidal (t,3,pi/20);

YJmean synaptic activation

tau= 107-3;

atau=heaviside (t, tau);

s(t)=heaviside (t,tau)/tau;

9o Jo Yo Yo

firings =[];

for i=t
I9Creamos la corriente externa aleatoria que meteremos a la red, por
ejemplo la step
I=eta+Ixstep(i);
IDeterminamos que neuronas han cruzado en el instante t el umbral Vp=100
spike=find (pop>= Vp);
I9Creamos una matriz de dos columnas, firings , donde almacenamos en la
primera el
Ydtiempo cuando se supera el umbral y en la segunda el niimero
identificativo de la
Jneurona que nos indicard que neurona spike en cada tiempo
firings=[firings ;t+xones(length(spike)),spike];
IReseteamos el valor de estas neuronas al Vr=—100
pop(spike)=Vr;
9Sumarle la mean synaptic activation de las que han spike hasta ese
instante
I=I+s(1i);
9Avanzamos en la simulacion haciendo un paso del método de euler al
sistema diferencial
pop=pop.~2+1;
end
I9Pintamos un raster plot de la actividad neuronal

plot (firings (:,1),firings (:,2),’.");
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ICodigo usado para obtener las funciones de densidad de la distribucion de Cauchy

1
2

3 x=linspace(—5,5,100);

amu= 0;

5 sigma= 0.5;

6 yl=cauchy_pdf(x,mu, sigma);

7 y2=cauchy_pdf(x,mu, sigma+0.5);

8 y3=cauchy_pdf(x,mu,sigma+1.5);

9 yd=cauchy_pdf(x,mu—2,sigma+0.5);
o clf

1 hold on

2 plot(x,yl,
3 plot(x,y2,
4 plot(x,y3,
s plot(x,y4,’m’)

6 legend ("w0=0_sigma=0.5", w0=0_sigma=1", w0=0_sigma=2", w0=—2_sigma=1");
7 hold off

ey
g7)
b’)

)

9Codigo usado para ver como varian las representaciones grdficas del integrando en
el modelo de Ermentrout—Kopell segiin aumenta el grado de \textit{sharpness},
es decir, $n$ se hace mayor

2
3 function a=integrando (theta ,n)

4

s a=(l—cos(theta))”n;

6

7 theta=linspace (0,2xpi,64);

n=9;

an=zeros(n,l) ;

dor i=1:n

1 an(i)=2xpi/quad(@(theta) integrando (theta ,i),0,2xpi);
2 end

3 synl=an(1l)*(l—cos(theta))."n;

4 syn2=an(2)*(l—cos(theta)).”n;

5 syn3=an(3)*(l—cos(theta))."n;

6 syn4=an(4)*(l—cos(theta))."n;

7 synS5=an(5)*(l—cos(theta)).”n;

8 syn6=an(6)*x(1—cos(theta))."n;

9 syn7=an(7)#*(l—cos(theta))."n;

po syn8=an(8)x(l—cos(theta)).”n;

p1

syn9=an (9)*(1—cos(theta))."n;

IS4
[N

clf;

hold on

plot (theta ,synl)
plot(theta ,syn2);
plot (theta ,syn3);
plot(theta ,syn4);
plot(theta ,syn5);
o plot (theta ,syn6);
plot(theta ,syn7);
plot(theta ,syn8);
3 plot (theta ,syn9);
axis([1 5 0 500])
35 hold off

= - - e = -
© ® 9 & g K~ W

4
B =

B

9%Simulacion del sistema reducido de QIF neurons
2

3 % Define initial conditions.

40 = 0;

stfinall = 40;

stfinal2 = 80;

50 = [0 0]";

Apéndice
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8% Define simulations parameters.
sdelta=1;

mean_eta=—35;

J= 15;

A0= 3;

omega= pi/20;

4% Simulate the differential equation.
stfinall = tfinall x(1+eps);
stfinal2 = tfinal2 x(l+eps);

1t,y] = ode23( @qifcontinuo ,[t0 tfinall],y0,delta ,mean_ecta,J);
s tl,yl]= ode23( @qifcontinuol ,[t0 tfinal2],y0, delta,mean_eta,J,I10,omega);
9% Plot results of the simulations
b0

pi9ddeaviside

psubplot (3,1,1)

pplot (t,y(:,1))

paxlim ([0 40])

psylim ([0 3])

petitle (*Firing _rate’)

prylabel (°1”)

b8

psubplot (3,1,2)

oplot (t,y(:,2))

pixlim ([0 40])

pylim([—3 3])

stitle (’Mean_membrane_potential ’)
paylabel (°v’)

BS

subplot (3,1,3)

pplot (t, step(t))

px1lim ([0 40])

oylim ([0 4])

wtitle (" Recurrent_input’)

wylabel (P1(t) )

ixlabel (" time )

43

b4

isISinusoidal

wIsubplot (3,1,1)

w9plot (tl,yl(:,1))

usYoclim ([0 80])

Wy lim ([0 3])

so%title (' Firing rate ’)

51% label ('r’)

52

53%ubplot(3,1,2)

s9plot (tl,yl(:,2))

bs%clim ([0 80])

seTylim([—2 2])

57%title ('Mean membrane potential )
8%y label (v )

59

60 Tsubplot (3,1,3)

61%plot (t1,10xsin(omegaxtl))

xlim ([0 80])

3% lim([—3 3])

6%t itle (’Recurrent input’)

Iy label ("1(t) )

b6doxlabel (’time )

67

fdunction yp = qifcontinuo(t,y,delta ,mean_eta,J)
60IIF quadratic—intregate and fire neurons model.
i f 0<t <30

Apéndice

35
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7t ypl = delta/pi + 2xy(1)xy(2);
12 yp2 = y(2)"2+mean_eta+Jxy(1)+3—(pixy(1))"2;
relse

14 ypl = delta/pi + 2xy(1)xy(2);

15 yp2 = y(2)"2+mean_eta+Jxy (1) —(pixy(1))"2;

rend

77

ryp=[ypl;yp21;

79

dfunction yp = qifcontinuol (t,y,delta ,mean_eta,J,I0,omega)
19QIF quadratic—intregate and fire neurons model.

2

ypl = delta/pi + 2xy(1)*xy(2);

yp2 y(2)"2+mean_eta+J*xy (1)+I0xsin (omegaxt)—(pixy(1))~"2;
5

yp=[ypl:yp2];

Capitulo 3. Apéndice
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