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TRABAJO FIN DE MASTER POLIEDROS Y CUERPOS DE REVOLUCION

A. Sobre la definicion del objeto matematico a ensefar

1. Nombra el objeto matematico a ensefar.

La Orden ECD/489/2016, de 26 de mayo, por la que se aprueba el curriculo de la
Educacion Secundaria Obligatoria y se autoriza su aplicacién en los centros docentes de
la Comunidad Auténoma de Aragon, es bastante concisa en relacion a este tema. Los
contenidos que hacen referencia a nuestro objeto matematico (Poliedros y cuerpos de

revolucion) son los siguientes:

%+ Geometria del plano.
«+ Geometria del espacio. Planos de simetria en los poliedros.
¢ Uso de herramientas tecnoldgicas para estudiar formas, configuraciones y

relaciones geométricas.

En los libros de texto encontramos unos contenidos mas detallados acerca del

tema. Los objetos matematicos que podemos encontrar se mencionan a continuacion:

Poliedros

» Poliedros regulares
e Tetraedro
e Octaedro
e Icosaedro
e Hexaedro o cubo
e Dodecaedro
» Prismas

> Pirdmides

Cuerpos de revolucién

> Cilindros
> Conos
> Esferas
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2. Indica el curso vy asignatura en la que situas el objeto matematico.

La propuesta va dirigida a la asignatura Matematicas orientadas a las

enseflanzas académicas de 3° ESO.

3. ;Qué campo de problemas, técnicas y tecnologias asociadas al objeto

matematico pretendes ensefiar?

Campo de problemas

N o g s~ w D Pe

Elementos caracteristicos de cuerpos geométricos
Célculo de areas de cuerpos geométricos
Descomposicion de cuerpos geométricos
Semejanza de cuerpos geométricos

Caélculo de volumenes de cuerpos geomeétricos
Principio de Cavalieri

Planos de simetria

Técnicas

© g k~ w e

10.

11.

Reconocer cuerpos geométricos en la vida cotidiana.

Aplicar el teorema de Euler a poliedros convexos.

Relacionar los cuerpos geométricos con su desarrollo plano y viceversa.
Comparar las caracteristicas de dos cuerpos geométricos.

Calcular el area lateral o total de cuerpos geométricos.

Descomponer 'y componer figuras geométricas en cuerpos geométricos
conocidos.

Reconocer la semejanza entre cuerpos geometricos.

Calcular el volumen de cuerpos geométricos.

Aproximar el volumen de cuerpos de la vida cotidiana.

Aplicar el principio de Cavalieri para calcular el volumen de cuerpos
geométricos.

Encontrar los planos de simetria de un cuerpo geométrico.
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Tecnologias

_ M

los sélidos platénicos.

son los siguientes:

Comprobacion visual de
la duplicacion del cubo

Graficamente, podemos ver
como al duplicar la longltud de
la arista, chtenemos un cubo de
volumen ocho veces el primero:

su desarrollo plano.

cubo.

base y altura.

semejantes.

-~

...

Comprobacion visual
del principio de Cavalieri

A la izquierda tenemos un mon-
ton de monedas perfectamente
alineadas; a la derecha las mis-
mas monedas no alineadas. Evi-
dentemente, ambos montones
ocupan el mismo volumen.

La formsalizacion de este princi-
pio es, precisamente, el princl
plo de Cavaliert.

POLIEDROS Y CUERPOS DE REVOLUCION

Uso de materiales manipulativos para justificar el teorema de Euler en el caso de

Uso de comprobaciones visuales, sobre todo cuando el resultado puede resultar
poco intuitivo para los alumnos. Algunos ejemplos de los propios libros de texto

Deduccidn de las formulas de area lateral de los cuerpos geométricos a partir de

Deduccién del volumen de la pirdmide cuadrangular a partir del volumen del

Uso del Principio de Cavalieri para deducir el volumen de cuerpos con la misma

Comprobacién de la relacion entre voliumenes de cuerpos geométricos

Deduccion del volumen de la semiesfera utilizando la idea de Arquimedes.

JOAQUIN GUTIERREZ RUMOROSO
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B. Sobre el estado de la ensefianza-aprendizaje del objeto
matematico

1. ; Como se justifica habitualmente la introduccion escolar del objeto matematico?

Los cuerpos geométricos se introducen en los libros de texto desde un enfoque
puramente aritmético. Dado un cuerpo geomeétrico y conociendo algunas de sus
distancias, se opera con esas distancias para obtener los elementos caracteristicos del
cuerpo (si fuera preciso) y se aplica la formula, bien del area o bien del volumen.

Ademas se tiende a presentar los cuerpos de manera abstracta, sin ser contextualizados.

En algunos ejercicios si se plantean situaciones cotidianas en las que éstos
aparecen, pero este tipo de ejercicios escasean en los libros de texto. Asimismo estos
problemas se presentan como ejercicios finales, por lo que los alumnos no tienen esa

percepcion de los cuerpos en la vida cotidiana hasta el final del tema.

En algun libro de texto, como la editorial Edebé, también se hace referencia en
la portada del tema a la motivacién que tienen y han tenido los poliedros como simbolo
de belleza ideal, perfeccidn, etc. en campos como la pintura o la arquitectura, se trata

pues de una justificacion estética.

2. ; Oué campos de problemas, técnicas vy tecnologias se ensefian habitualmente?

En todas las editoriales se comienza introduciendo los distintos cuerpos
geométricos y sus elementos, por lo que el campo de problemas se limita a ejercicios de

identificacion o reflexidn acerca de sus propiedades.

g
1. (Son convexos los poliedros regulares? ;Cumplen la 3. ¢Cuando es concava una piramide? ;Puede ser con- g
relacion de Euler? cava una piramide regular? ;Cumplen la relacion de S'
: ; Euler las piramides regulares? K
2. (Es regular este poliedro? Justifica tu res-
puesta. 4. ;Son convexos los prismas? ;Cumplen la relacion de g
PA |

Observa que esta limitado por triangulos Fler Lg

equilateros e iguales entre si. 5. ¢Cual es la diferencia entre una piramide recta y una

oblicua?

\

En cuanto al calculo de areas y volimenes, abundan los ejercicios de aplicacién

de formulas. Pocos de ellos requieren un razonamiento mas alla de dar un resultado
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final, como puede ser comparar dos cuerpos, pensar en lenguaje algebraico, realizar un

planteamiento diferente, hacer una reflexion del resultado. ..

En cuanto a las técnicas y tecnologias también hay bastante afinidad de
contenidos. Las técnicas y tecnologias no aparecen hasta que llegamos a los apartados
de &reas y volimenes, pues en los primeros apartados se centran en definir, clasificar e

indicar los elementos de los distintos cuerpos geométricos

En el apartado de &reas tenemos que las formulas son las técnicas y los
desarrollos planos son las tecnologias, pues en ellas se describe los elementos de las

formulas, justificando visualmente las formulas.

FIGURA DESARROLLO PLANO AREA LATERAL Y AREA TOTAL
= « Aroa lateral: la superficie lateral es un rectdngulo de base
o 2xr ’ ; la longitud ds |a circunferancia de la base y da altura la ge-
(=2 = S neratriz del cilindro.
2nr-
9 g Ao = 21r- g
R * Area total: se obtiane sumando el 4rea lateral y el area de
S las dos basss.
Cilindro <BL
. Aja = 20r-q+ 22 = 2ar- (g +1)

] « Area lateral: |a superficie lateral as un sector circular de
radio la generatriz del cone y de longitud de arco la longitud
de la circunferencia de la base.

q G g Agronl = 210 7 xr-g
2RI .
* Area total: se obtiens sumando & area lateral y el drea de
: % la base.
: Atal = 1 G 4+ = qr (g4 1)
Cono
D « Area lateral: la superficie latera es un trapecio circular,
£ 2nR+2nr o
q Aol { - xrrg ng-(R+r1)
2
g « Area total: se obtiana sumando d area lateral y el drea de
las dos bases
R
—D R —
G Ay =20 - (R4 1)+ nR% 4 nr
Tronco de cono

El apartado de volimenes es comun iniciarlo descomponiendo un ortoedro en
cubos de volumen la unidad. Dado que los alumnos ya saben calcular volumenes de

ortoedros, dicho procedimiento se considera una tecnologia.
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Asi, para calcular el volumen de este ortoedro, contaremos la cantidad de unida-
des de volumen de 1 cm® que contiene. Observa:

Vortoedro= 6 4-5=120 cm? /"_//, 4 ’," A

Fijate en que el numero de unidades de vo- - .
lumen que contiene coincide con el producto ]", [ '[
:
T
|

del area de su base por su altura. Por lo tanto: e l‘
|

Viortoedro = Abase - altura

Mas adelante se presenta el principio de Cavalieri, el cuél es una técnica. En este
caso no hay una tecnologia, pues su demostracion es muy larga y técnica. No obstante
en el margen de algunos libros aparece una columna de monedas alineadas y otra
desordenada, explicando que el volumen no cambia, lo cual para los alumnos podria

interpretarse como una tecnologia dado el nivel en el que estan (ver imagen pagina 3).

A continuacion, utilizando dicho principio como tecnologia, se expresa la
formula de un prisma y un cono, expresiones que se consideran técnicas. De forma
analoga se presenta la tecnologia que hace referencia al volumen de las piramides y su
técnica. Seguidamente la gran idea de Arquimedes es utilizada como tecnologia de la

férmula del volumen de la esfera (técnica).

Asl, las areas de las secciones por planos paralelos a sus bases son:
Aj=nr? Ay = 1 x2 Az =7 (r? - x?)

Es decir: As=m(P-X?)=nr’i-ax?=A,- A,

Repitiendo de nuevo esquema, se presenta la tecnologia que justifica la técnica
que permite calcular el area de la esfera. Dicha tecnologia consiste en descomponer la

esfera en piramides con centro el de la esfera y base triangular apoyada en la superficie
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esférica. Por ultimo se suele presentar como técnica la formula que relaciona el volumen

de cuerpos geomeétricos semejantes. La tecnologia aparece como ejercicio.

De modo general, si x, y y Z son las dimensiones de un objeto y k es la razén de
semejanza de estas medidas, la razén de semejanza de los volimenes es k°:

V' = KV

3. ¢ Qué efectos produce dicha ensefianza sobre el aprendizaje del alumno?

Se dedican muy pocos ejercicios a la interaccion de los alumnos. Este tema en
concreto permite maultiples actividades en las que los alumnos construyan poliedros,
descubran por si solos ciertas propiedades o muevan a su antojo un objeto
tridimensional por medio de las TIC. De esta forma conseguimos que los alumnos estén
motivados y no se dediquen la mayor parte de este tema a utilizar formulas de manera

mecanica.

Ademas, éste ultimo hecho tiene a mi parecer dos efectos bastante negativos: por
un lado se trabajan los saberes y no los conocimientos en los problemas y por otro lado
no hay una reflexion detras del resultado, los alumnos ponen el nimero que les sale en

la calculadora y ahi acaba el problema.

Otro aspecto Ilamativo que aparece con bastante frecuencia en los libros de texto
son los estereotipos. Los estereotipos mas recurrentes encontrados son los cuerpos
geométricos apoyados sobre la base y los cuerpos geométricos con altura mayor que el

ancho de la base. La siguiente ilustracion ejemplifica este hecho:
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Algunos ejemplos son:

caras
larerales

vértice

dponcma

altura

PRISMA RECTO FIRAMIDE TRORNCO DE FIRAMIDE

Del mismo modo, como también apreciamos en la imagen, destacan los cuerpos
geométricos presentados en perspectiva isométrica. Las editoriales tienden a presentar
cada cuerpo geométrico en una determinada perspectiva. Todos los prismas y pirdmides
de base no cuadrangular se presentan en perspectiva isométrica y todos los cuerpos de
revolucion en perspectiva dimétrica. En los poliedros si existe cierta variabilidad aunque

predomina la perspectiva cabellera.

Salida aceite puro

---------
-~

Entrada de agua

.....

Ademas los libros de texto exponen una variedad escasa de representaciones de
los objetos matematicos. La tendencia general es presentarlos mediante una Unica

representacion.

Por ultimo, la descontextualizacion de los ejercicios dificulta el proceso de
aprendizaje. Los alumnos necesitan imaginarse un contexto que les facilite la

asimilacion de contenidos, por lo que resulta un obstaculo afiadido.

Una metodologia que encaja muy bien en esta tematica es el modelo de Van
Hiele. La idea basica del modelo es que el aprendizaje de la geometria se construye
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pasando niveles de conocimiento. Segin este modelo es necesaria una correcta
instruccion para que los alumnos puedan pasar a través de los distintos niveles. Los Van
Hiele identificaron las siguientes caracteristicas del modelo a tener en cuenta para

planificar la instruccion:

o Secuencial: Una persona debe recorrer los niveles en orden. Para tener éxito en
un nivel el estudiante tiene que haber adquirido las estrategias de los niveles
anteriores.

o Progresivo: El progreso de un nivel a otro depende méas del contenido y
métodos de instruccion que de la edad.

o Intrinseco y extrinseco (explicito/implicito): Los objetos inherentes (o

implicitos) en un nivel pasan a ser objetos de estudio explicitos en el nivel
siguiente.

o Linguistico: Cada nivel tiene sus propios simbolos lingiisticos y sus propios
sistemas de relaciones entre simbolos.

o Desajuste: Si el profesor, los materiales empleados, el contenido, el
vocabulario, etc. estan en un nivel superior al del estudiante, este no sera capaz

de comprender lo que se le presente y no progresara.
Los cinco niveles de Van Hiele son los siguientes:

Nivel 0: Visualizacién o Reconocimiento

En este nivel los alumnos perciben las figuras como un todo global, describiéndolas en

relacion a la forma, tamafio o posicion de las figuras o elementos destacados.

Nivel 1: Analisis

El alumno analiza de un modo informal las propiedades de las figuras percibidas
mediante procesos de observacion y experimentacion. Aunque empiezan a establecerse
las propiedades esenciales de los conceptos el alumno es incapaz de ver relaciones

entre propiedades y figuras.
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Nivel 2: Ordenacidn o clasificacién

El alumno ordena légicamente las propiedades de los conceptos, empieza a construir
definiciones abstractas y puede distinguir en la determinacion de un concepto entre las

propiedades que son necesarias para su determinacién y propiedades suficientes.

Nivel 3: Deduccién Formal

El alumno razona formalmente dentro del contexto de un sistema matematico complejo
con términos indefinidos, axiomas, un sistema ldgico subyacente, definiciones y

teoremas.

Nivel 4: Rigor

El alumno puede comparar sistemas basados en axiomaticas diferentes y puede
estudiar distintas geometrias en ausencia de modelos concretos. Este nivel es

practicamente inalcanzable por un estudiante de secundaria.

C. Sobre los conocimientos previos del alumno

1. ; Qué conocimientos previos necesita el alumno para afrontar el aprendizaje del

objeto matematico?

Conocimientos sobre figuras planas:

%+ Conocer y describir los principales poligonos regulares, sus elementos y sus
propiedades basicas.

+¢+ Saber calcular el area de figuras planas basicas como el triangulo, el rectangulo
o el circulo.

«+ Componer y descomponer figuras planas en figuras conocidas.

¢+ Saber y conocer el teorema de Pitagoras.
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Conocimientos sobre cuerpos geométricos:

X/
L X4

X/
L X4

Conocer y describir las caracteristicas de los principales cuerpos geometricos.
Saber lo que es un desarrollo plano y su utilidad para calcular el area lateral de
cuerpos geometricos.

Conocer el procedimiento de como calcular el volumen de cilindros, prismas y

piramides.

Conocimientos generales de ambas

X/
L X4

X/
L X4

Concepto de semejanza y razon de semejanza.

Manejar las distintas unidades de medida y la relacién entre ellas.

2. La enseflanza anterior, ;ha propiciado que el alumno adquiera esos

conocimientos previos?

En el curriculo de Argén (Orden ECD/489/2016, de 26 de mayo) se establecen

los siguientes contenidos para el area de Matematicas (bloque de Geometria) para el

curso 2° ESO referidos a nuestro tema, Poliedros y cuerpos de revolucion:

X/
L X4

X/
L X4

X/
L X4

X/
L X4

X/
°

Figuras planas elementales: triangulo, cuadrado, figuras poligonales.
Clasificacion de triangulos y cuadrilateros. Propiedades y relaciones.

Medida y célculo de angulos de figuras planas.

Célculo de areas y perimetros de figuras planas. Calculo de &reas por
descomposicidn en figuras simples.

Circunferencia, circulo, arcos y sectores circulares.

Semejanza: figuras semejantes. Criterios de semejanza. Razon de semejanza y
escala. Razdn entre longitudes, areas y volimenes de cuerpos semejantes.
Poliedros y cuerpos de revolucion. Elementos caracteristicos, clasificacion.
Areas y volumenes.

Propiedades, regularidades y relaciones de los poliedros. Célculo de
longitudes, superficies y volimenes del mundo fisico.

Uso de herramientas informaticas para estudiar formas, configuraciones y

relaciones geométricas.
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Como podemos ver, los alumnos si deberian poseer los conocimientos previos

necesarios.

3. cMediante qué actividades vas a tratar de asequrar gue los alumnos posean esos

conocimientos previos?

Antes de comenzar con el tema realizaré una prueba de evaluacion inicial. Con ella
podré comprobar que conocimientos estan asentados y en cudles pueda haber mas

dificultades, y asi enfocar mejorar mi atencion hacia las necesidades.

Ejercicio 1: Escribe el nombre de los siguientes cuerpos geométricos y los elementos

que se indican.

<

Objetivo: identificar los cuerpos geométricos y sus principales caracteristicas.

Ejercicio 2: Calcula el area de la siguiente figura:

fem

fem /

NG

Obijetivo: conocer el area de las principales figuras planas.
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Ejercicio 3: En la figura puedes observar una torre y un poste cuyas sombras se

superponen en un momento dado.

A partir de los datos facilitados calcular la altura de la torre.

Obijetivo: Aplicacién de la semejanza de triangulos.

Ejercicio 4: Calcula el volumen de las siguientes figuras:

[ N ~
| ; S5cm
( | 7cm 4\ f

J

™

& e
. 10cm | \ 6cm

3cm 4cm 6cm

Dibuja el desarrollo plano de los cuerpos anteriores y calcula el area lateral de cada uno.

Objetivo: calcular el volumen y el area lateral utilizando el desarrollo plano de cuerpos

geométricos.

D. Sobre las razones de ser del objeto matematico

1. ;Cudl es la razon o razones de ser gue vas a tener en cuenta en la introduccion

escolar del objeto matematico?

La razdn de ser sobre la que se va a centrar la propuesta es la estrecha relacion

entre los cuerpos geométricos y la vida cotidiana. A lo largo de la propuesta veremos
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ejemplos en contextos cotidianos muy diversos, en los que es necesario reconocer el
cuerpo geométrico del que se trata y razonar acerca de sus dimensiones para poder dar
una respuesta al problema que se plantea.

Los problemas tendrdn un contexto cercano a los alumnos, de manera que
entiendan que la razon de ser de los poliedros y cuerpos geométricos no es otra que sus

maultiples aplicaciones en la vida real.

También tendremos en cuenta, por ejemplo al hablar de las simetrias, el impacto
que tienen en la pintura, escultura o arquitectura. La simetria ha sido utilizada como

simbolo de belleza y perfeccidn, y muchas obras de arte asi lo manifiestan.

2. ;. Coinciden con las razones de ser historicas qgue dieron origen al objeto?

Si. La geometria es una de las ciencias mas antiguas. Surgioé con una finalidad
practica, se pretendia buscar métodos para calcular areas, volimenes y longitudes. Un
ejemplo concreto es el célculo del &rea de una parcela para poder reconstruirla tras sufrir
una inundacion, de donde precisamente viene el nombre geometria: “medicion de la

tierra”.

La civilizacion babilénica contribuyé en la relacion entre la longitud de la
circunferencia y su diametro y ademas consideraron que la longitud de la circunferencia
era un valor intermedio entre los perimetros de un cuadrado inscrito y un cuadrado

circunscrito a dicha circunferencia.

La civilizacion egipcia logré grandes avances en el calculo de volimenes, areas
y longitudes, como se muestra en el papiro de Ahmes, todos ellos con fines practicos. A
pesar de que algunas aproximaciones eran bastante buenas (como el valor de m: 3.16),

no distinguian entre calculos exactos y aproximados.

La civilizacion griega comenz6 a asentar las bases de una geometria mas formal.
Para que una tesis sea cierta debe apoyarse en razonamientos validos. Bajo este punto
de vista Euclides decide construir la geometria a partir de 5 postulados, proposiciones

intuitivamente claras. Por otro lado Arquimedes también realizd trabajos en distintas
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areas de la geometria, si bien el mas famoso es su ingenioso calculo del volumen de la

esfera a partir del cilindro y el cono.

Por ultimo, la bdsqueda de la perfeccion ha llevado a muchas civilizaciones a
utilizar en sus obras la geometria con ese fin. Un ejemplo lo podemos encontrar en los
griegos. La escultura griega plantea un estilo naturalista, que pretende imitar la realidad,
pero idealizado, esto es, en funcion de un ideal de belleza que se basa en la proporcion,

la simetria y la armonia.

3. Disefla uno o varios problemas que se constituyan en razones de ser de los

distintos aspectos del objeto matematico a ensenar.

La familia Jiménez quiere disefiar una piscina en su casa de campo para el verano. A

continuacion se muestra el esquema de la piscina:

4m

1.5m

Dado que no tienen mucha idea de construir piscinas, deciden contratar dos albafiiles

para que hagan la obra.

Los albafiiles les dicen que necesitan hacer un refuerzo de hormigon alrededor de la

piscina, como muestran las siguientes figuras.
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10 m

25m

6m

Vista desde arriba Seccidn por el ancho

¢ Cuantos metros cubicos de hormigon son necesarios?

Los albafiiles también necesitan saber cuanto tiempo durara la obra aproximadamente

para comunicarselo a la familia Jiménez.

La hormigonera, que es la maquina que utiliza el albafil para hacer el hormigon, tiene la
siguiente forma:

N
47 dm

¢ Cuéntos metros cubicos de hormigon caben en el tambor de la hormigonera (figura de
la derecha)?

¢ Cuéntas veces deberan usar la hormigonera para realizar el refuerzo de la piscina?

JOAQUIN GUTIERREZ RUMOROSO Pagina 16



TRABAJO FIN DE MASTER POLIEDROS Y CUERPOS DE REVOLUCION

Los albafiiles trabajan 10 horas al dia y se turnan
(uno estd con la hormigonera y el otro mientras
coloca el hormigon). Tardan en realizar ambas tareas
media hora. ¢;Cuantos dias tardaran en acabar la

obra?

Finalmente hay que embaldosar el interior de la

piscina. ¢Cuéntas baldosas necesitara el albafiil

como minimo si la baldosa que eligié la familia

Jiménez tiene un area de 50 cm??

4. Indica la metodologia a sequir en su implementacién en el aula.

Se trata de una actividad de trabajo grupal a realizar en las primeras sesiones.
Aunque ya han trabajado con areas y volumenes el curso anterior, esta actividad permite
recordar ambos conceptos y trabajar otros como descomponer el volumen del refuerzo
de la piscina. Por esta razon, dividir la clase en grupos de 4 y hacer un seguimiento por
parte del docente a lo largo de la actividad, favorece el trabajo colaborativo y ayuda a
refrescar de una manera bastante natural los dos conceptos basicos sobre los que gira el

tema.

E. Sobre el campo de problemas

1. Disefia los distintos tipos de problemas que vas a presentar en el aula.

Campo de problemas 1: Elementos caracteristicos de cuerpos geométricos

Problema 1.1: ; Cuantos poliedros requlares hay?

Un poliedro es regular cuando sus caras son poligonos regulares e iguales entre si, y en

cada vértice el mismo nimero de aristas.

En primer lugar vamos a recordar algunos poligonos regulares, que seran las caras de

nuestro poliedro. ¢ Qué poligono regular tenia 3 lados? ;Y 4? ;Y 5?
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Los poliedros regulares los podemos construir a partir de su desarrollo en el plano. Es
importante dejar un hueco entre dos caras del mismo vértice, jpara poder doblar las

caras y construir nuestro poliedro!

Para averiguar cuantos poliedros regulares hay vamos a prestar atencion a un vertice, ya

que todos son iguales. ¢ Podriamos tener 2 caras compartiendo vértice? ;Y 3?

Una vez que nos hemos dado cuenta que necesitamos al menos 3 caras por Vértice,

comencemos con los triangulos. Vamos a sefialar con un punto rojo nuestro vértice.

¢Podemos tener en el vértice rojo 3 triangulos con hueco para poder unir las caras? ;Y

con 4? ;Y con 5?7 ;Qué ocurre si tenemos 67

Hagamos ahora lo mismo con cuadrados. ¢Podemos tener 3 cuadrados en el vértice

rojo? ¢Y qué ocurre con 4?

No podemos construir més poliedros con los cuadrados. Pasemos ahora a los

pentagonos. ;Podemos unir 3 pentagonos en el mismo vértice?

Como vemos, con 4 pentagonos nos pasaria igual que con los cuadrados, jno podriamos

construirlo!
¢ Qué ocurre si tenemos 3 hexagonos?

Pues ya los tenemos todos, jno podemos construir mas! A continuacion se presentan los
5 poliedros que hemos encontrado. Rellena la tabla con los datos que hemos obtenido y

asi sabras como se llama cada uno.
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Nombre Tetraedro Cubo Octaedro Dodecaedro Icosaedro

Tipo de

Cara

N° de
caras por

vértice

En las siguientes hojas (Anexo 1) se encuentran los desarrollos planos de los poliedros.

¢Sabriais decir que poliedro se construye a partir de cada uno?

Escoger cada miembro del grupo uno de ellos y construirlo. No los perdais, los
necesitaréis para el préximo problema. Los podéis dejar en clase si lo preferis.

Problema 1.2: Los poliedros, Euler y los duales

Nombre Tetraedro Cubo Octaedro Dodecaedro Icosaedro

N° de caras

(©)

N° de
aristas (A)

N° de

vértices(V)

V—-A+C
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Rellenar la tabla por grupos, utilizando los poliedros de la clase anterior.

El ndmero obtenido en la ultima fila se llama caracteristica de Euler. Euler demostrd
que esa relacidn entre vértices, aristas y caras la cumplen al menos todos los poliedros

convexos.

A continuacion se muestran tres de los sélidos platonicos. Hemos sefialado en rojo los

centros de las caras frontales y en un rojo mas claro los centros de las caras traseras.

Uniendo los puntos de forma conveniente obtenemos un poliedro regular. Si lo crees

necesario puedes hacerlo en tu cuaderno. ¢ Cual obtienes en cada caso?

Dibuja ahora los poliedros obtenidos y repite los pasos, toma el centro de cada cara y
trata de unirlo buscando un poliedro. ;Qué obtienes?

Los poliedros con esta propiedad se llaman poliedros duales. Observa la tabla que
rellenaste antes y deduce las relaciones que hay entre caras, aristas y vértices de dos
poliedros duales.

Problema 1.3: Poliedros truncados

Truncar un poliedro consiste en “cortar” sus vértices. Si cortamos todos los vértices de

un poliedro regular de la misma forma, obtenemos los poliedros arquimedianos.

La siguiente figura es un tetraedro truncado:
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Como podemos ver todas sus caras ya no son triangulos.

Ya contamos los Vértices, aristas y caras de cada poliedro regular en el Problema 2.
Fijate bien lo que ocurre en un vértice al truncarle. ; Como cambia el nimero de caras?
JY el de vértices? ¢Y las aristas? Usando la tabla del Problema 2 calcula el nUmero de

caras, aristas y veértice del tetraedro truncado.
Dibuja ahora como seria un cubo truncado. ;Cuantas caras, aristas y vértices tendra?

La siguiente figura es un poliedro truncado de un poliedro regular. ¢Sabrias decir de

cudl es? Explica por qué.

Campo de problemas 2: Célculo de areas de cuerpos geométricos

Problema 2.1: En el circo

El duefio de un circo quiere construir una carpa con forma de piramide cuadrangular.
¢Qué cantidad de lona tiene que comprar si la apotema de la piramide es de 20 m y el

lado de la base mide 16 m?
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Problema 2.2: El tetra brik

Una empresa quiere hacer un tetra brik de base cuadrada de 6 centimetros de lado y con

capacidad de medio litro. ¢ Cuanto carton va a necesitar?

Problema 2.3: La duda del pintor

Un pintor ha cobrado 1000 € por pintar el lateral de un depdsito cilindrico de 4 m de

altura y 4 m de didmetro. ¢Cuénto debera cobrar por pintar un depdsito esférico de 2 m

04 m ‘

Problema 2.5: La tienda de campaiia

de radio?

Una tienda de campafia de forma conica tiene una altura de 2 m y un diametro de 1 m.

¢ Cuantos metros cuadrados se necesitan para forrarla, incluyendo la base?

Campo de problemas 3: Descomposicion de cuerpos geomeétricos

Problema 3.1: El acuario

Una empresa que fabrica acuarios recibe un pedido. Tienen que disefiar un acuario con

la siguiente forma:
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Jcocm

S5cm

e ;Cuantos metros cuadrados de cristal necesitaran para construirlo?

e (Qué capacidad en litros tendréa el acuario?

Problema 3.2: La construccion de la iglesia

Determina el coste de construir este edificio, sabiendo que el metro cuadrado de ladrillo

cuesta 4.35 € y el de tejas 9.65 €.

Problema 3.3: La escultura

La escultora Maria Cincel ha recibido un encargo del ayuntamiento de Buril. Ha
pensado en realizar una escultura de granito, piedra predominante en los alrededores.
Cuando ha llamado a la cantera para que la proporcionen el granito, le han dado la

siguiente informacion:
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Un cono de 2,4 m de e

y un didmefro de L4 ™
Un cilindre de O4 mde
radio y O M de aifura
Ura ectera de osm

de radie

—

Para conseguir esa estructura deberé realizar un corte al cono y otro a la esfera, pero ¢a
qué altura los tiene que hacer?

Campo de problemas 4: Semejanza de cuerpos geométricos

Problema 4.1: Semejanza (Préctica Geogebra)

Geogebra 3D es una programa online que nos permite trabajar con los poliedros y
cuerpos de revolucion.

En esta ocasion, dedicaremos una sesion a trabajar el concepto de semejanza y romper
con la idea que tienen los alumnos sobre la llamada ilusién de linealidad, esto es, la

tendencia a aplicar modelos lineales a situaciones en las que no son aplicables.

Semejanza de esferas: Primero pincharemos en la herramienta Esfera (centro-radio).

Tomaremos como centro el origen de coordenadas (0,0,0) y radio 2. Despues

seleccionamos Volumen en el siguiente desplegable y clicamos en nuestra esfera.

éi Angulo

n‘m/( Distancia o Longitud
nn;ﬂ Area

—> @ Esfera (centro-radio) > T4 Volumen

@ Esfera (centro, punto)

Repetimos el proceso con una esfera de de mismo centro (0,0,0) pero radio 4.

Calculamos también su volumen. ;Qué obtenemos si dividimos ambos volimenes?
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Piensa en la formula del volumen en cada caso. ¢Qué obtienes si las divides?

Volumen de b = 268 os/

La razon entre el volumen
de la esferaderadio 4y la
deradio 2 es 8.

umen de a = 33.51

Semejanza de pirdmides: Vamos a construir una piramide y después una segunda con

las medidas dobladas, para comparar ambos volumenes.

Primero introducimos en Entrada los puntos (2,2,0), (2, —2,0),(—2,2,0) y (—2,—2,0).
A continuacion clicamos en la quinta herramienta llamada Poligono y unimos los

vértices de nuestra base.

™ » (4@

I:.‘ﬁ- Poligono $ Piramide

Por ultimo clicamos en la herramienta Pirdmide. Elegiremos nuestro poligono como
base y como vértice el punto (0,0,3). Para obtenerle basta con pinchar en el 3 de la linea

azul (es el eje z). Luego calculamos su volumen como hicimos antes con las esferas.

Nuestra segunda pirdmide tendra como base los puntos (4,4,0), (4,—4,0),(—4,4,0) y
(—4,—4,0). El vértice serd (0,0,6). Vemos cual es su volumen. ;Qué obtenemos si

dividimos ambos voliumenes?
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Volumende =128y

olumen de e =16 £

Compara ahora las dos férmulas en cada caso y trata de averiguar como ha ocurrido.

Nota: (Dependiendo del tiempo se pueden trabajar con otras construcciones sencillas

como el cilindro o el cono.)

Problema 4.2: Jugando con el cono

Si en un cono reducimos a la mitad el radio de la base y mantenemos la misma altura,

:el volumen se reduce a la mitad?

¢ Y si mantenemos la misma base y reducimos la altura a la mitad?

Problema 4.3: Pirdmides

Una pirdmide de base cuadrada se corta por un plano paralelo a la base y que pasa por el
punto medio de la altura. ;Cudl sera la relacion entre los volimenes del tronco de

pirdmide y la piramide pequefia a la vista del anterior ejercicio?

Problema 4.4: Formalizando ideas

Demuestra analiticamente la relacion entre volimenes V' = k3 V, en la que k es la
razén de semejanza de las dimensiones de dos objetos semejantes en cada una de las

tres dimensiones.
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Campo de problemas 5: Célculo de voliimenes de cuerpos geométricos

Problema 5.1: La esfera y el cilindro

En una botella de forma cilindrica, llena de agua, introducimos una esfera, de radio 1m,

cuyo diametro es igual a la altura de la botella.

e Calcula el volumen de agua que se desbordo.

e (Qué altura alcanzara el agua si sacamos la esfera de la botella?

Problema 5.2: La impresora 3D

Una impresora 3D imprime una piramide hexagonal a una velocidad de 45cm*/h. La

piramide mide 8 cm de arista de la base y tiene una altura de 15 cm.

Calcula el tiempo necesario para imprimir la piramide.

Problema 5.3: La hoja de Galileo

En el afio 1638 el gran matematico Galileo propuso el siguiente problema:

“Si se enrolla una hoja de papel en los dos sentidos, se obtienen dos cilindros distintos.

¢ Tienen estos cilindros el mismo volumen? ”

JOAQUIN GUTIERREZ RUMOROSO Pagina 27



TRABAJO FIN DE MASTER POLIEDROS Y CUERPOS DE REVOLUCION

Campo de problemas 6: Principio de Cavalieri

Problema 6.1: Torres Kio

Hallar el volumen de las torres Kio, sabiendo que su base es un cuadrado de 35 m de
lado, y la altura es de 114 m.

L REALIA

Problema 6.2: Capital Gate

El Capital Gate es un rascacielos situado en Abu Dhabi,

s 4
bort

considerado el edificio mas inclinado del mundo. Tiene

una altura de 160 m y cada seccion paralela a la
| superficie es de unos 25000 m?.

Halla el volumen del edificio.

Campo de problemas 7: Planos de simetria

Problema 7.1: Simetrias

Estableced grupos de cinco y analizad cada uno un sélido platénico usando la técnica
Rompecabezas. Indicad sus planos de simetria.
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En grupos como estais, realizar las siguientes cuestiones.

Las piramides regulares también tienen planos de simetria. ¢ Cuantos tiene una piramide
de base triangular? ;Y una de base cuadrangular? ¢Sabrias decir cuantos tienen en

funcion de los lados de la base?

Ahora hagamos lo mismo con los prismas que nos proporciona el profesor. Rellena una
lista con los diferentes planos de simetria de cada figura. ¢Hay algun plano que tengan
en comun todos los prismas? ¢Puedes decir cuantos planos de simetria tiene un prisma

con base un poligono regular de 19 lados?

2. ;Qué modificaciones de la técnica inicial van a exigir la resolucion de dichos

problemas?

Primero de todo, cabe destacar que en la mayoria de ejercicios no basta con
aplicar las formulas de areas y volimenes para llegar a la solucion. Los problemas estan
planteados de forma que la respuesta en muchos casos sea una relacién, un precio, un

tiempo, exija un razonamiento...

Hay algunos problemas que requieren de un planteamiento algebraico para su
resolucion. En general los libros de texto, como ya hemos comentado, se centran en la

parte aritmética.

Por otro lado se pretende relacionar los contenidos actuales con los contenidos
anteriores. Asi pues los alumnos no so6lo tendran que aplicar las técnicas anteriormente
mencionadas, sino también deberan realizar cambios de unidades o utilizar la

proporcionalidad, entre otros aspectos.

Ademas deberan hallar las areas y volumenes de distintas formas, para lo que

deberan aplicar distintas estrategias de resolucion en cada caso.

3. Indica la metodologia a sequir en su implementacion en el aula.

El Campo de problemas 1 se realizara por grupos de 5 personas. Se utilizara la

técnica Rompecabezas. En un primer momento cada miembro del equipo prepara su
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parte del analisis del sélido platénico de forma individual. A continuacién, se forman
grupos de expertos (integrantes de otros grupos que han analizado el mismo sélido
platénico) y se intercambia informacién. Finalmente, cada uno vuelve a sus grupos

originales y explica a su grupo la parte que ha preparado.

Como vemos en este caso partimos totalmente desde la razon de ser. Ademas
seguimos los niveles de Van Hiele. En un primer momento se establece una pequefia
exploracién individual del objeto, analizando las propiedades mediante la observacion
para mas adelante, establecer cada grupo una clasificacion de los mismos. Al final de la
clase el docente realizaria una pequefia institucionalizacién de los conceptos tratados en

las sesiones.

Los Campos de problemas 4 y 7 siguen la misma estructura en cuanto a niveles.
En el caso del Campo de problemas 4, la primera sesion se llevara a cabo en el aula de
ordenadores por medio del programa libre Geogebra. En este caso en vista de tener un
posible volumen de clase elevado, las actividades se realizaran por parejas. No es
necesaria tampoco una previa clase tedrica del docente, pues han tratado la semejanza
en la geometria plana y las actividades estan bastante guiadas. Se trataria de un modelo
metodoldgico de aprendizaje por descubrimiento. EI Campo de problemas 7 requerira

de una breve explicacién del docente acerca del concepto de plano de simetria.

Los Campos de problemas 2, 3y 5 tratan del célculo de areas y volumenes. Son
conceptos que en su mayoria ya conocen por lo que el docente comenzara recordando
las formulas de manera participativa, pidiendo que los alumnos se involucren en el
proceso. Posteriormente se realizaran los problemas propuestos y los alumnos seran los
que los corrijan, bien saliendo a la pizarra o bien explicando el procedimiento seguido
con el resultado. En la parte de Tecnologias se detalla el procedimiento a seguir para los

conceptos nuevos.

El Campo de problemas 6 se realizard posteriormente a la descripcion de

técnicas y tecnologias.
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F. Sobre las técnicas

1. Disefa los distintos tipos de ejercicios que se van a presentar en el aula.

Campo de problemas 1: Elementos caracteristicos de cuerpos geométricos y

desarrollo plano

Ejercicio 1.1

¢Puede tener un poliedro convexo el mismo numero de caras, aristas y vertices?

Justifica tu respuesta.

Ejercicio 1.2: ;Es cuerpo de revolucién?

¢Cudles de las siguientes figuras son cuerpos de revolucion? En caso afirmativo indica

su nombre en caso de que le conozcas.

a) b)

d) f)

Dibuja en el caso de los cuerpos de revolucion el eje de revolucién y la figura plana que

lo genera.

Ejercicio 1.3

Relaciona cada poliedro regular con su desarrollo plano y di la formula que permite

calcular su area.

Dodecaedro — Octaedro — Cubo — Icosaedro - Tetraedro
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a b \a
i >
|d
'
c A\ . ~—ap |
I-) >

Ejercicio 1.4: ;Qué cuerpo de revolucion es?

Dibuja el cuerpo de revolucion que se obtiene al girar 360° cada una de estas figuras

planas alrededor del eje indicado:

Ejercicio 1.5: “;Quién tiene...? Yo tengo...”

Se trata de un juego en el que todos los alumnos tienen una carta. Por un lado viene una
pregunta y por el otro lado la respuesta a la pregunta de otro compafiero. Se trata de
hacer una cadena de preguntas y respuestas. Es una actividad distinta e interactiva en la
que los alumnos repasaran conceptos importantes del tema jugando.

Campo de problemas 2: Célculo de dreas de cuerpos geométricos

Ejercicio 2.1

El volumen de una esfera es 288 m cm3. Cuél es su area?
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Ejercicio 2.2

Calcula el area lateral y el volumen de la piramide de Chichén Itza (México) cuyas
bases miden 18 m y 55 m de arista y tiene una altura de 30 m. (Observa que es un

tronco de pirdmide y que cada cara es un trapecio isosceles).

Ejercicio 2.3

Dos cilindros tienen la misma &rea lateral y sus radios miden 3 cm y 5 cm. La generatriz

del primero es 12 cm. ¢ Cudl es la longitud de la generatriz del segundo?

Ejercicio 2.4

Se quiere pintar una habitacion con forma de prisma recto de base cuadrada de lado 3
m, y la altura de la habitacion es 3,5 m. El pintor cobra 3 € por metro cuadrado. ;Cuanto

costara pintar las paredes de la habitacion?

Campo de problemas 3: Descomposicion de cuerpos geométricos

Ejercicio 3.1

Un ingeniero debe calcular el volumen de las siguientes piezas para hacer el pedido del

material. ;Qué volumen tiene cada una?
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B cm

7 m
(T

Ahora quiere saber cuéntos litros de pintura va a necesitar para pintar 20 piezas del tipo
A, 10 del tipo B y 15 del tipo C (todas las quiere del mismo color).

Ejercicio 3.2

Calcula el area y el volumen de los siguientes cuerpos geométricos:

~¢ 2Cm
/A
| \
I \
! €l g \ \
£ ~l @ 1 )
O - © : /
o | 1 _/
! s _12ecm _
P /"
< 3cm
~Y

Campo de problemas 4: Semejanza de cuerpos geométricos

Ejercicio 4.1

Queremos construir una piramide de base cuadrada y volumen 2 m3 semejante a otra,

cuya base mide 4 m de lado y altura 3 m. Calcula las medidas de la nueva piramide.

Ejercicio 4.2

Halla la altura de este tronco de cono:
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Ejercicio 4.3

El Pentagono es un edificio situado en Washington. Es considerado el edificio de
oficinas mas grande de todo el mundo, con una superficie total de unos 616.500 m2,
Como vemos en las imagenes es un edificio bastante particular que contiene un patio

pentagonal en su interior.

Calcula la razén entre el lado de los dos pentagonos. Para ello puedes medir con la regla

en la figura de la derecha. ; Como calcularias la superficie del patio interior?
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Campo de problemas 5: Célculo de voliimenes de cuerpos geomeétricos

Ejercicio 5.1: El estanque

Un estanque tiene forma de prisma hexagonal. Su apotema mide 3 m y su altura mide 4
m. Esta lleno de agua y se quiere vaciar mediante un grifo que arroja 100 litros por

minuto. ¢ Cuanto tiempo tardara en vaciarse?

Ejercicio 5.2: ;Qué poligono es?

¢ Qué poligono forma la base de un prisma de 18 aristas?

Calcula su volumen sabiendo que el lado mide 4 my la altura es 10 m.

Ejercicio 5.3: Medidas de la Tierra

Aproximar el volumen y la superficie de la Tierra, sabiendo que su radio es de 6371 km.

(Suponemos que la Tierra es una esfera)

Campo de problemas 6: Principio de Cavalieri

Ejercicio 6.1

Observa estos cuerpos geométricos. Aplica el principio de Cavalieri y razona si tienen el

mismo volumen.

-
-

9¢cm
9cm

2¢cm 1 4cm
a 6cm b 3cm

-
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Ejercicio 6.2

Calcula los volumenes de la semiesfera, de cilindro y del cono representados a

continuacion.

¢Cémo se relaciona el volumen de la semiesfera con el de los otros dos cuerpos

geométricos? Justifica tu respuesta.

2cm

2cm

|
|
|
p

2cm

Campo de problemas 7: Planos de simetria

Ejercicio 7.1

Dibuja un plano de simetria de una piramide de base hexagonal, de un cilindro, de un

cono y de una esfera.

¢ Cuales de estos cuerpos geométricos tienen infinitos planos de simetria?

Ejercicio 7.2

¢ Cuantos planos de simetria tienen las Torres Kio? ;Y la piramide de Chichén 1tza?

2. . Oué técnicas o modificaciones de una técnica se ejercitan con ellos?

Las técnicas necesarias para la realizacion de los ejercicios serdn las
relacionadas con el campo de problemas. En general no se precisan nuevas
modificaciones de la técnica, pues se trata de que reconozcan que se puede usar la
técnica y que recuerden como llevarla a cabo. Asi mismo la aplicacion de las técnicas

requerira que el alumno esté familiarizado con el objeto en cuestion.
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3. Dichas técnicas ¢estan adecuadas al campo de problemas asociado al objeto

matematico?

Las técnicas se adecuan al campo de problemas. Ambos aspectos estan
ordenados en orden de pertenencia. Las técnicas 1-4 hacen referencia al campo de
problemas 1, las técnicas 5, 6 y 7 se corresponden al campo de problemas 2, 3y 4
respectivamente, los campos de problemas 5 y 6 tratan de volimenes, técnicas nUmero
8, 9y 10 y por ultimo el campo de problemas 7 se corresponde con la técnica niUmero
11.

4. Indica la metodologia a sequir en su implementacion en el aula.

Se trata de ejercicios de repaso. Algunos de ellos se llevaran a cabo en el aula 'y
otros formaran parte de la tarea para casa.

Dependiendo del tiempo que quede de clase al final de cada sesién (se estima
entre 5 y 10 minutos), los alumnos realizarian dichos ejercicios. Se corregirian al dia
siguiente en los primeros 5 minutos. Los alumnos saldrdn de forma voluntaria y se

valorara con positivos.

La forma de trabajo de estos ejercicios serd individual, pues se trata de

conceptos vistos durante la sesion.

G. Sobre las tecnologias (justificacion de las técnicas)

1. ; Mediante qué razonamientos se van a justificar las técnicas?

La justificacion de las técnicas va a ser variada. En unos casos una justificacion
algebraica serd conveniente mientras que en otros casos una justificacién visual o

manipulativa puede ser mas pertinente.

El objetivo es que los alumnos tengan diferentes estrategias de resolucion y en
este caso de justificacion o demostracion, pues puede que un alumno se sienta mas
comodo con un tipo de justificacion que con otra, o que realmente la entienda mejor y

se sienta mas seguro.
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Las justificaciones de tipo algebraico son necesarias, pues nos permiten
manipular cantidades que no conocemos Y trabajar con ellas. Ademas es conveniente
que los alumnos comiencen a familiarizarse con este tipo de justificaciones, pues en

cursos superiores sera la predominante.

Este tema también permite justificaciones de tipo visual. Hay alumnos que
tienen una buen vision espacial y este tipo de demostraciones les resultaran sencillas de

entender. Con las practicas de Geogebra pretendemos fomentar este tipo de tecnologia.

Por otro lado, no podemos obviar el proceso de justificacion basado en la
experiencia. Los alumnos son capaces de observar qué ocurre en casos particulares y
tratar de obtener conjeturas a partir de ellos. A través del material manipulativo se
puede acercar a los alumnos esta forma de resolver problemas y tratar de justificar por

qué ocurren ciertos fenémenos.

En el Anexo 2 se detalla cada tecnologia asociada a cada técnica.

2. ;Quién (profesor, alumnos, nadie) va a asumir la responsabilidad de justificar

las técnicas?

La justificacion de técnicas como el &rea o volumen de la esfera seran llevadas a
cabo por el profesor, pues tanto la idea como su justificacion son demasiado complejas

y técnicas para el nivel de los alumnos.

Por otro lado tenemos técnicas como la semejanza de cuerpos geométricos, para
la cual se destinara una sesion de Geogebra y en la cual se pretende que los alumnos
sean capaces de observar que sucede al variar las medidas de un cuerpo geométrico. De
tarea deberan comprobar algebraicamente lo que han experimentado en el aula
(Problema 4.4).

Para justificar el area total de los cuerpos se llevarad a cabo una demostracion
guiada, en la que los alumnos deberan participar activamente. Se trata de conocimientos
que acaban en unidades didacticas anteriores por lo que el objetivo es ir refrescando

conocimientos entre todos mas que justificar una técnica nueva.

JOAQUIN GUTIERREZ RUMOROSO Péagina 39



TRABAJO FIN DE MASTER POLIEDROS Y CUERPOS DE REVOLUCION

El volumen del cilindro y el prisma sera llevado a cabo por el profesor. El
volumen de la piramide cuadrangular la pueden obtener los alumnos de manera guiada.
En la demostracion de la piramide y del cono los alumnos podrén participar mas, pues

su demostracion es muy parecida a la del cilindro y el prisma.

3. Disefa el proceso de institucionalizacion de los distintos aspectos del objeto

matematico.

En el proceso de institucionalizacion deben participar tanto alumnos como el
profesor, pues es el momento en el que se expresan la construccion de ideas que ha

tenido lugar durante la clase.

En general el proceso de institucionalizacion consistird en una puesta final en
comun. En caso de que los alumnos estén trabajando por grupos, el profesor nombrara
un representante por grupo para que traslade las experiencias y resultados obtenidos por

el grupo al resto de la clase.

Tras la comparacion de resultados de los distintos grupos, el profesor tratara de
buscar el debate lanzando preguntas acerca de lo ocurrido en clase y sobre casos que no
hayan tratado, buscando que los alumnos puedan responder basandose en su intuicién o
capacidad para extrapolar a otras situaciones. Un ejemplo lo podriamos encontrar en el
problema 2, donde ven que los solidos platénicos cumplen el teorema de Euler. “;Se
cumpliré el teorema para las piramides?”. “;Y para los prismas?” Cuando comparan
en Geogebra el volumen de cuerpos geométricos semejantes, cabe preguntarles por los

solidos que no han sido vistos: “;Ocurrira lo mismo?”.

4. Indica la metodologia a sequir en su implementacién en el aula.

El aprendizaje se basa en la construccion de conocimientos en la medida de lo
posible por parte del alumno. Es por ello que la metodologia consistira en la
interaccion y fomentara la participacion del alumnado, generando reflexiones sobre la
realidad y dandoles posibilidades de experiencia y contraste con lo que ensefiamos
(Garcia, 1998).
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El profesor tendra un rol mas pasivo en las tecnologias destinadas a los

estudiantes, tratando de guiarles por el camino adecuado.

H. Sobre la secuencia didactica y su cronograma

Esta unidad didactica se llevara a cabo en 10 sesiones, basadas e

n clases de 55

minutos.
SESION DISTRIBUCION DEL TIEMPO
1 Prueba de evaluacion inicial (25”) Problema de introduccion razén de ser (30°)
Breve explicacion de los y y o
o ) Resolucion y correccion del Realizacion del
2 conocimientos previos o
_ Problema 1.1 (40) Ejercicio 1.3 (5)
pertinentes de la prueba (10°)
3 Correccion de ejercicios | Resolucion y correccién del Problema Realizacion del
para casa (5°) 1.2 y Problema 1.3 (45”) Ejercicio 1.1y 1.2 (5)
Explicacion de la técnica de ) ] Resolucion y correccion del
L Repaso de areas y volumenes
4 descomposicion de cuerpos . Problema 3.1 y Problema 3.3
] de cuerpos geométricos (20°)
geométricos (10’) (25%)
. Correccion de ejercicios para casa (10°) Realizacion del Problema 4.1y Problema 4.3
(457)
6 Correccidn de ejercicios para casa (10°) | Explicacion del principio de Cavalieri y realizacion
de Problema 6.1 y Problema 6.2 (45)
. Correccidn de ejercicios Demostracién del volumen de la Realizacion del
para casa (5°) piramide, el cono y la esfera. (45”) Problema 5.1 (57)
o Correccion de ejercicios | Demostracion del area de Realizacion del Problema 2.3,
para casa (5°) la esfera (20”) Ejercicio 2.1y Ejercicio 5.3 (30°)
9 Breve explicacion del concepto de Resolucion y correccion del Realizacion del
plano de simetria (10”) Problema 7.1 (40”) Ejercicio 7.2 (5°)
10 Realizacion de la prueba de evaluacion (55°)
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I. Sobre la evaluacion

1. Disefia una prueba escrita (de una duracion aproximada de una hora) que

evalle el aprendizaje realizado por los alumnos.

EXAMEN DE POLIEDROS Y CUERPOS DE REVOLUCION

1. a) Dibuja los siguientes poliedros sefialando de forma clara sus vértices:

I.  Un octaedro
Il.  Un prisma de base hexagonal

[1l.  Un tronco de pirdmide triangular

b) Completa el cuadro a partir de las figuras del ejercicio anterior:

Vértices Aristas Caras

Octaedro

Prisma de base hexagonal

Tronco de pirdmide triangular

c) ¢Cudles de ellos cumplen la férmula de Euler?

2. Calcula la superficie total de un tetraedro regular de 12 cm de arista.

3. Calcula el area total del recipiente de la figura sabiendo que el radio de la base es 7

cmy su alturaes 13 cm.
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4. Una piramide de base cuadrada se corta con un plano paralelo a la base por la mitad

de la altura de la pirdmide, obteniendo una pirdmide méas pequefia y un tronco de
piramide ¢ Cuantas veces es méas grande el volumen del tronco con respecto al volumen

de la piramide pequefia?

5. a) Si un cilindro y un prisma recto de base pentagonal tienen la misma base y la

misma altura, ¢cuantas veces es mayor el volumen del prisma que el del cilindro?
b) ¢Cuantos planos de simetria tienen los cuerpos anteriores?

Cada pregunta vale lo mismo, 2 puntos. En las preguntas con varios apartados, cada

apartado tiene el mismo valor.

2. ¢Qué aspectos del conocimiento de los alumnos sobre el objeto matematico

pretendes evaluar con cada una de las prequntas de dicha prueba?

PREGUNTA 1

CAMPOS DE Elementos caracteristicos de cuerpos geométricos (apartado b)
PROBLEMAS Teorema de Euler (apartado c)

, Reconocer cuerpos geométricos en la vida cotidiana. (apartado a)
TECNICAS . .
Aplicar el teorema de Euler a poliedros convexos (apartado c)

. Justificar el conteo de elementos del cuerpo (segunda forma de
TECNOLOGIAS y
resolucion) (apartado b)
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TAREAS
PRINCIPALES

a) No hay

b) Utilizar técnicas de conteo o razonar a partir de las simetrias del
cuerpo.

c) 12 forma: Utilizar la formula de Euler

22 forma: Decir que estamos en las condiciones de la formula (se

trata de poliedros convexos) y que por tanto se cumple

TAREAS AUX. ESP.

a) Dibujar correctamente las distintas caras y sefialar de forma
clara los vertices.

b) No tiene

c) No tiene

TAREAS AUX.
GEN.

a) No tiene

b) Contar correctamente

c) 12 forma: Operar correctamente
22 forma: No tiene

ESTANDARES DE
APRENDIZAJE

Est. MAAC.3.5.1. Identifica los principales poliedros y cuerpos de

revolucion, utilizando el lenguaje con propiedad para referirse a

los elementos principales.

PREGUNTA 2
CAMPOS DE . .
Desarrollo plano de un sélido platénico
PROBLEMAS
TECNICAS Utilizar el desarrollo plano de un cuerpo para calcular su area

lateral.

TECNOLOGIAS

Célculo del area lateral del tetraedro.

TAREAS
PRINCIPALES

Descomponer el area total en 4 tridngulos equilateros.

TAREAS AUX. ESP.

Calcular el area del triangulo.

TAREAS AUX.
GEN.

Utilizar Teorema de Pitagoras.

Resolucion de la ecuacion.

ESTANDARES DE
APRENDIZAJE

Estt MAAC.3.5.2. Calcula areas y volumenes de poliedros,

cilindros, conos y esferas, y los aplica para resolver problemas

contextualizados.

JOAQUIN GUTIERREZ RUMOROSO

Pagina 44




TRABAJO FIN DE MASTER

POLIEDROS Y CUERPOS DE REVOLUCION

PREGUNTA 3

CAMPOS DE
Célculo de areas

PROBLEMAS

TECNICAS Si el alumno utiliza directamente las formulas de areas (a)
TECNOLOGIAS Si el alumno calcula el area por medio de razonamientos (b)
TAREAS _

Descomponer la figura y obtener su desarrollo plano.

PRINCIPALES

TAREAS AUX. ESP.

Utilizar las formulas pertinentes para el calculo de areas (a 'y b)

Justificacion de las férmulas. (b)

TAREAS AUX.
GEN.

Resto de operaciones.

ESTANDARES DE
APRENDIZAJE

Est. MAAC.3.5.2. Calcula areas y volimenes de poliedros,

cilindros, conos y esferas, y los aplica para resolver problemas

contextualizados.

PREGUNTA 4
CAMPOS DE Descomposicion de cuerpos geométricos
PROBLEMAS Semejanza de cuerpos geométricos
Semejanza de pirdmides
Descomponer el tronco como resta de dos volumenes
TECNICAS 12 forma: Raz6n de volumenes de cuerpos semejantes

22 forma: Célculo del volumen del tronco de pirdmide y las

piramides

TECNOLOGIAS

Volumen del tronco de una piramide

TAREAS
PRINCIPALES

Aplicar la semejanza de piramides para obtener el lado de la

piramide pequefia

TAREAS AUX. ESP.

12 forma: Uso de la propiedad sobre la razon de cuerpos
semejantes

Descomposicion del tronco como resta de dos volimenes o
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aplicacion directa de su formula

22 forma: Célculo de volumenes y su posterior razén

TAREAS AUX.
GEN.

Resto de operaciones (muy sencillas en 12 forma, no tanto en 22

forma)

ESTANDARES DE
APRENDIZAJE

Est. MAAC.3.5.2. Calcula areas y volimenes de poliedros,

cilindros, conos y esferas, y los aplica para resolver problemas

contextualizados.

PREGUNTAS

CAMPOS DE
PROBLEMAS

Principio de Cavalieri

Planos de simetria

TECNOLOGIAS

Comparar las caracteristicas de dos cuerpos geométricos.
Aplicar el principio de Cavalieri para calcular el volumen de
cuerpos geométricos (apartado a)

Encontrar los planos de simetria de un cuerpo geométrico

(apartado b)

TECNOLOGIAS

No hay.

TAREAS
PRINCIPALES

a) Justificacion de la respuesta:

12 forma: Principio de Cavalieri

22 forma: Hallar los volumenes utilizando la formula del volumen
del cilindro y del prisma

b) Técnica utilizada para deducir el nimero de planos de cada

Cuerpo.

TAREAS AUX. ESP.

a) 12 forma: No tiene
22 forma: Deducir que tienen el mismo volumen
b) Uso de la formula general sobre los planos de un prisma
recto de base un poligono regular.
En el caso de ver las rectas que dejan invariante el

pentagono y volver al prisma, dicho razonamiento.
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TAREAS AUX. a) No tiene
GEN. b) Contar correctamente el nimero de planos de simetria

ESTANDARES DE | Est MAAC.3.5.3. Identifica centros, ejes y planos de simetria en
APRENDIZAJE figuras planas, poliedros y en la naturaleza, en el arte y

construcciones humanas.

3. /Oué respuestas esperas en cada uno de las preguntas en funcién del

conocimiento de los alumnos?

En Anexo 3 se detallan las respuestas esperadas del los alumnos en cada pregunta y en

Anexo 4 los posibles errores asociados a cada una de ellas.

4. ; Qué criterios de calificacion vas a emplear?

Se utilizara el modelo de penalizacion de errores llamado Modelo de tercios. Como
podemos apreciar en el siguiente esquema, este modelo tiene 3 partes bien
diferenciadas: Tareas principales, Tareas auxiliares especificas y Tareas auxiliares

generales. La calificacion de cualquiera de las partes es ajena a las otras dos, por tanto el

. . . 1 . ..
conjunto de errores en cada parte queda restringido a 3 de la nota del ejercicio.

TAREAS AUXILIARES GENERALES

Conjunto de errores < 33% de la puntuacion
Continuar calificando

TAREAS AUXILIARES ESPECIFICAS

Conjunto de errores < 67% de la puntuacion
Continuar calificando

TAREAS PRINCIPALES
Conjunto de errores < 100% de la puntuacicn
Puede finalizar la calificacion
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Dado que no en todos los apartados tenemos tareas de cada tipo, adaptaremos el proceso

de calificacion a los objetivos perseguidos en cada pregunta.

La informacion concreta de cada ejercicio se encuentra mas detallada en Anexo 5.
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ANEXOS

ANEXO 1
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ANEXO 2

Relacion de Euler

El problema 2 estd muy relacionado con esta técnica y su tecnologia. Tecnologia como
tal no la vamos a tratar, pero si que se pretende que los alumnos experimenten y tengan
conjeturas acerca de esta técnica. En dicho problema los alumnos deberdn comprobar
que efectivamente la formula es correcta para el caso de los solidos platonicos

utilizando el material manipulativo creado en la clase anterior.

Area total de cuerpos geométricos

Como ya mencionamos la forma natural de justificar el area de cuerpos geométricos es
a través de su desarrollo plano. Para el caso de cuerpos de revolucion ya vimos como

podiamos desarrollar tanto el cono como el cilindro y calcular el area a partir de él.

En el caso de los prismas la forma de justificar su area total es exactamente igual. Nos
fijamos en la forma de la base y de una cara lateral. Su desarrollo plano tendra tantas
caras laterales como aristas tiene la base. A partir de ahi s6lo nos queda sumar al area de
la(s) base(s) y el area de una cara lateral multiplicada por el nimero de aristas de la
base. El siguiente esquema muestra este hecho:
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AREA LATERAL vAnEAm

« Area lateral: la superficie lateral esta formada por parale-
logramos.

FIGURA DESARROLLO PLANO

Ayerw = Area de sus caras laterales

« Area total: se obtiene sumando el 4rea lateral y el drea de
las dos bases.

At = Agteral + 2Apase

« Area lateral: la superficie lateral esta formada por tridn-
qulos.

Apters = Area de sus caras laterales

« Area total: se obtiene sumando el area lateral y el drea de
la base.

Ajotar = Asstara * Apase

« Area lateral: la superficie lateral esta formada por trapecios.

V- *
/ y Y Agiora = Area de sus caras laterales
N
; \ S « Area total: se obtiene sumando el area lateral y el 4rea de

X 7 las dos bases.

Tronco de pirdmide ‘ a Acotal = Ajatecal + Aot + Aoz

Principio de Cavalieri

La demostracion del Principio de Cavalieri es demasiado técnica y larga para ser
mostrada a los alumnos. Es por ello que en este caso es necesario optar por una
justificacion visual. La siguiente imagen muestra como a ambos lados tenemos el
mismo namero de pajitas y por tanto el mismo area. Facilmente los alumnos podrian
imaginarse que tenemos varias columnas con la misma forma y entonces los cuerpos

que resultan tendrian el mismo volumen.
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Volumen del prisma vy del cilindro

Consideramos un ortoedro, un prisma recto, un prisma oblicuo y un cilindro, todos ellos

con la misma area de la base, que llamaremos A, , ¥ la misma altura, h.

i

B

Abase Abase Abase Abase

El principio de Cavalieri nos dice:

“Si dos cuerpos geométricos de la misma altura cumplen que las secciones por planos
paralelos a sus bases tienen el mismo area, entonces estos cuerpos tienen el mismo

volumen.”’

Por tanto aplicando el principio de Cavalieri, los 4 cuerpos tienen el mismo volumen.

Vortoedro = Vprisma recto — Vprisma oblicuo cilindro

El volumen del ortoedro es conocido, es igual al area de la base por su altura.

Vortoedro = Abase h

Por tanto podemos concluir que el volumen del cilindro y del prisma es igual al area de

su respectiva base por la altura, o lo que es lo mismo:
= — 2
Vcilindro - Abase ‘h=m-r“-h
V.

prisma = Apgse * h

Donde r es el radio del cilindro.

JOAQUIN GUTIERREZ RUMOROSO Péagina 58



TRABAJO FIN DE MASTER POLIEDROS Y CUERPOS DE REVOLUCION

Volumen de la piramide de base cuadrangular

En la figura observamos que podemos descomponer un cubo de arista a en 6 pirdmides

de base cuadrangular y altura h = =. EI volumen del cubo es conocido, luego:
2

1 1 1
4 piramide recta = Echbo = gAbase - 2h = §Abase “h

de base cuadrada

Volumen de una pirdmide v de un cono

La idea es la misma utilizada para calcular el volumen del prisma y del cilindro.
Consideramos una piramide recta de base cuadrada, una piramide triangular recta, una
piramide triangular oblicua y un cono, todos ellos con la misma &rea de la base, que

[lamaremos A, , ¥ la misma altura, h.

1
o
1 | A \ A A A )
Las secciones de cada figura son semejantes con razon de semejanza k = % , luego se
cumple que:

Al AZ A3 A4 (x 2

Abase Abase Abase Abase
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Por tanto, las secciones por un plano paralelo a sus bases tienen la misma area. Asi, por
el principio de Cavalieri, los cuatro cuerpos tienen el mismo volumen, el cual podemos

calcular a partir del volumen de la pirdmide recta de base cuadrada.
Vi=Vy=V3 =V, =Apgse - h
Finalmente podemos concluir que:

1
Vpirémide = §Abase “h

v, =1A -hzlnrz-h
cono 3 base 3

Volumen de la esfera

Arquimedes determind el volumen de una esfera relacionandolo con el volumen de un
cilindro y un cono. Para ello considerd un cilindro y un cono de radios r y cuyas alturas

son iguales a los radios, y una semiesfera de radio r.

Observemos ahora la relacion entre el radio de sus bases y el radio de las secciones por

un plano paralelo a dichas bases.

De la primera figura tenemos: r; =r.

En la segunda observamos que tenemos semejanza: Tr—z = ’rﬁ =1r =X

En la tercera figura aplicando el teorema de Pitagoras obtenemos: 132 = r? — x?

De esta manera obtenemos las areas de las secciones por planos paralelos a sus bases:
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A = n(r? —x?)
de donde
Ay =n(r?—x?) =nr’> —nx? = 4, — A,

Las secciones de la semiesfera por un plano paralelo a la base son iguales a la del
cilindro menos las del cono. Si aplicamos ahora el principio de Cavalieri a la semiesfera

y al cuerpo que resulta de extraer el cono del cilindro, se tiene que:

Vsemiesfera cilindro —cono

Luego el volumen de la esfera es:

2 1 2 3 1 3
Vesfera =2 Vsemiesfera = 2(Veitindro —cono ) = 2\ T“r — 57'[7‘ r|=2(nr’— §TL’T‘

=2 —qrd3 =—murd

3 3

Area de la esfera

Como sabemos, la esfera no tiene desarrollo plano, por lo que no podremos justificar

dicha técnica como con el cilindro o el cono.
Veamos cdmo obtener el area de la esfera a partir de su volumen.

Vamos a recubrir la superficie esférica con triangulos iguales y consideraremos las
piramides con base esos triangulos y vértices el centro de la esfera. El radio de la esfera
por tanto seré la altura de la pirdmide. De esta manera obtenemos que el volumen de la

esfera puede aproximarse sumando los volimenes de dichas piramides:
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1 1 1
Vesfera =V1+V2+...=§A1-r+§A2-r+...=§(A1+A2+...).T

1
= §Aesfera 'r

donde Vesferas Aesfera Y T SON €l volumen, area y radio de la esfera 'y V; y 4; el

volumen y el area de la base de la piramide nimero i.
4
Por otro lado, sabemos que Vesferq = gnr3.

Por tanto, igualando las dos expresiones obtenemos:

1
§Aesfera r = Eﬂ:r

Despejando el area de la esfera llegamos a que A.sferq = 4mr2,

Semejanza de cuerpos geométricos

Supongamos que tenemos dos cuerpos geométricos, cuya razon de semejanza es k. Al
ser semejantes, los lados y la altura son proporcionales y sus bases son poligonos

semejantes.
Calculamos sus volumenes:
V=Apeh ; V= A,base “h

Como son cuerpos semejantes:
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Albase _ . h
Abase h

Si ahora calculamos la razén entre sus voliumenes:

V! Abase B —k2-k=kK3
|4 Apgse *h

En el caso de dos esferas, su razon de semejanza es el cociente de los radios:

rl

—=k
r
Por tanto obtenemos del mismo modo que
V' % Tr'’
- = = k3
[
3 Tr
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ANEXO 3

Ejercicio 1

a) En este caso las respuestas podrian variar al dibujar cuerpos rectos u oblicuos.

b) Para rellenar la tabla la mayoria de los alumnos contaran los elementos en las figuras

anteriores.

Otra estrategia distinta (a fin de justificar el conteo) seria razonar de la siguiente

manera, la cual se vio en clase en el problema 2:

Ejemplo: “El octaedro tiene 8 caras, como su nombre indica. Cada cara tiene 3
vértices y cada veértice es compartido por 4 caras. Luego el nimero de vértices es
83

- = 6. Cada arista tiene 2 vértices y cada vértice es compartido por 4 aristas. Luego

, - 6-4 2
el nimero de aristas es - = 12.

¢) Una posible solucidn seria escribir la formula de Euler y ver que se verifica en cada

Caso.

o Octaedro: V—A+C=6—-12+8=2
o Tronco: V—A+C=12—-18+8=2
o Prisma; V—A+C=6—-9+5=2

Un razonamiento mas directo seria decir que los 3 cuerpos son poliedros convexos, por

lo que la férmula de Euler se cumple.
Ejercicio 2

Para calcular la superficie total del tetraedro la técnica es bastante limitada en cuanto a
variedad. Se espera que los alumnos se den cuenta de que el desarrollo plano del
tetraedro regular esta formado por 4 triangulos equilateros de lado en este caso 12 cm.
Una vez que hemos descompuesto la figura, basta con calcular el area de un triangulo.

Para ello necesitaremos calcular la altura, utilizando el teorema de Pitagoras:
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x?+ 6% =122 = x? =144—36 = 108 = x = V108 = 6v/3 cm
Por tanto el area total del poliedro es

b-h

Areatotal=4-T=2b-h=2-6-6\/§=72\/§cm2

Ejercicio 3

La primera parte del ejercicio seria descomponer la figura en las partes del cilindro y del

cono que necesitamos y obtener su desarrollo plano.

Después habria que calcular el area de las figuras. Se podria hacer utilizando

directamente la formula de cada superficie, es decir, utilizando las técnicas de memoria.

Otra manera seria razonar a partir de las figuras obtenidas. El rectangulo y el circulo
tienen areas conocidas. En el caso del sector circular podemos recordar que su area es
igual a la longitud de arco por el radio del sector entre 2. Esto nos daria de igual manera
el area buscado.

Areatotal = Arearecténgulo +Areasector +Areacirculo =

=2m-7-13+2m-7-V218 + 7%m = 7n - (33 + 2v/218) cm?
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Ejercicio 4

12 forma: “La pirdmide pequeiia y la piramide principal son semejantes. Sabemos que
dos cuerpos geométricos con razon de semejanza k, tienen como razon de sus
voltimenes k3, es decir el cuerpo grande es k3 el pequefio, en nuestro caso 23 =8
veces. Como no nos piden la relacion entre las piramides sino entre el tronco y la
pirdmide pequefia debemos restar una piramide pequefia a la piramide grande para

’

obtener el tronco y por tanto en lugar de § veces sera 7 veces mayor su volumen.’
22 forma: Célculo directo de cada volumen y su posterior comparacion.

Si llamamos [ al lado de la pirdmide, el lado de la pirdmide pequefia mide por

. !
semejanza -, luego obtenemos que:

1 1/\> h *h1
Vpirémide peque ia = §base ~altura = 5(5) 5 = 3 g
1 2-h
Voir amide grande = §ba5€ altura = 3
I?h 1?-h1
Vironco piréamide = Vpir dmide grande ~ Vpirémide peque fia = T B T . §
_-h ( 1)_12-h 7
E 8/~ 3 8
Por tanto
*-h 7
Vironco pirdmide 3 8 _ 7
Vpirémide peque fia [>-h . 1 .
3 8
Ejercicio 5

a) Para contestar a la pregunta basta darse cuenta que estamos en las condiciones del
Principio de Cavalieri pues los cuerpos tienen igual base y altura, y cualquier seccion
por un plano paralelo tiene la misma area que la base. Tienen por tanto el mismo
volumen.
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Otra posible solucion seria tratar de calcular el volumen de los cuerpos.

Veilindro = Abase " h

Vprl’sma = Apgse
Sivuelven a leer el enunciado se daran cuenta de que en realidad  Veyjin gro = Vprisma -

b) Los planos de simetria del cilindro consiste en ver que cualquier cuerpo de
revolucion tiene infinitos planos de simetria, pues una vez encontrado uno tenemos
infinitos girdndolo alrededor del eje de revolucion. Por tanto se espera que los alumnos

digan que tiene muchos, o0 mas precisamente infinitos.

Para ver los planos de simetria del prisma (aparte del plano horizontal) lo podemos

hacer de varias formas:

Hay un ejercicio dedicado a averiguar la férmula general del nimero de planos de
simetria de los diferentes cuerpos geométricos. Tal vez algin alumno se acuerde de esos

resultados.

En todo caso, podemos reducir el problema a buscar simetrias en el plano, en este caso
del pentagono, ya que se trata de un prisma recto. Tras un pequefio rato cabe esperar que
los alumnos se den cuenta que cada recta que pasa por el vértice y el punto medio del
lado opuesto es el eje de una simetria. Volviendo al plano cada recta se convierte en un

plano de simetria.
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ANEXO 4

Posibles errores que pueden cometer los alumnos en cada una de las

preguntas:

Antes de empezar haremos referencia a algunos errores propios de estos temas, que

suceden con cierta frecuencia independientemente del ejercicio:

o Falta de unidades de medida.
o Confusidn entre las formulas de areas y volumenes.

o Errores algebraicos al despejar, operar y simplificar.

PREGUNTA1

a) No se acuerden que forma tiene alguno de ellos, especialmente el octaedro.
b) Contar mal los elementos de alguna figura.
c) Escribir erréneamente la férmula de Euler.

PREGUNTA 2

No recuerden cudl es el tetraedro.

Mal planteamiento del teorema de Pitagoras.

Uso incorrecto de la formula del area del triangulo.

PREGUNTA 3

Descomposicion erronea de la figura en otras mas simples.
Confusion con la notacién: radio de la base y generatriz del cono.

Mala aplicacion de las formulas del area de figuras planas.

JOAQUIN GUTIERREZ RUMOROSO Pé4gina 68



TRABAJO FIN DE MASTER POLIEDROS Y CUERPOS DE REVOLUCION

PREGUNTA 4

Aplicar la llusion de linealidad (Van Dooren, 2012), es decir, aplicar modelos lineales a

situaciones que no lo permiten.
Problemas con la formula del volumen de la pirdmide.
Errores algebraicos derivados del cociente de férmulas de volumenes.

PREGUNTAS

No verificar todas las condiciones del Principio de Cavalieri.

Concluir que el volumen de los cuerpos es igual por una mala notacion (utilizar la

misma letra en ambas férmulas).
Olvidarse el plano de simetria horizontal.

Pensar que el prisma de base pentagonal sélo tenga un plano de simetria.
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ANEXO 5

PREGUNTA1

a) Valorar con un tercio de la nota del apartado cada correcta representacion de cada
cuerpo. La representacion incorrecta o parcial supondrd la peérdida total de la

calificacion de esa figura.

b) La eleccion justificada de una técnica de conteo supondra la mitad de la calificacion.
La otra mitad se destinard a la aplicacién correcta de la técnica.

c) 18 forma de resolucion: Se valorara con dos tercios de la calificacion escribir

correctamente la formula de Euler y un tercio su aplicacién a cada caso.

22 forma de resolucion: Se penalizara con un tercio la omisién de informacion relevante

para aplicar la férmula: poliedros convexos.

PREGUNTA 2

Se podra penalizar hasta un tercio de la nota por una incorrecta descomposicion del area
total en 4 tridngulos equilateros.

Se penalizara con hasta un tercio de la calificacion el calculo incorrecto del area del
triangulo equilatero.

El ultimo tercio de la nota se destina al correcto uso del Teorema de Pitagoras y las

consiguientes operaciones para dar el resultado final.

PREGUNTA 3

Un tercio de la nota supondra la descomposicion del cuerpo geométrico en otros

conocidos y la obtencion del desarrollo plano.

Otro tercio de la nota se destina a la utilizacion o deduccion de las férmulas necesarias

para calcular el area de las figuras planas.

El resto de operaciones hasta llegar al resultado se valorara con un tercio de la nota.
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PREGUNTA 4

Un tercio de la nota de destinara a aplicar la semejanza de las piramides para obtener el

lado de la piramide pequefia resultante.
El siguiente tercio de la nota se distribuye como sigue:

o Con la mitad de la calificacion se valorard la descomposicion del tronco de
piramide como resta de dos volumenes o la aplicacion directa de su formula.

o La otra mitad se aplicard al correcto uso de la propiedad que relaciona el
volumen de cuerpos semejantes o el calculo de cada uno de los volimenes y su

posterior razon.

El resto de operaciones y el resultado final comprendera el tercio restante de la

calificacion.

PREGUNTAS

a) 1@ forma: La aplicacion correcta y razonada del Principio de Cavalieri supondra la
totalidad de la puntuacion. Se penalizard con un tercio de la nota la omisién de
informacion necesaria para su aplicacion: no decir que tienen igual base y altura o que

las secciones de planos paralelos a la misma altura tienen la misma area.

22 forma: La mitad de la nota consistira en hallar los volimenes utilizando la férmula
del volumen del cilindro y del prisma. La mitad restante queda destinada a deducir de
forma razonada que tienen el mismo volumen. Llegar al resultado de forma errénea se

penalizara con la mitad de la puntuacién del apartado.

b) Un tercio de la nota se destina a la descripcion de la técnica utilizada para deducir el

namero de planos de cada cuerpo.

Otro tercio de la nota valorara el uso de la formula general sobre los planos de un
prisma recto de base un poligono regular. En el caso de ver las rectas que dejan

invariante el pentdgono y volver al prisma, dicho razonamiento.

El Gltimo tercio de la nota penalizara el incorrecto conteo de los planos.
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