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Dinamica en el modelo de Hotelling con costes
cuadraticos y empresas multiproducto

Isabel Moreno Puyuelo

Resumen

El modelo de Hotelling es un referente en el estudio de la competencia, ya que muchos
modelos microecondmicos tradicionales de competencia perfecta, han prescindido del
espacio para describir el mercado. Pero cuando observamos la realidad vemos que la
mayoria de los mercados son de naturaleza dispersa, ni los vendedores ni los
consumidores se encuentran todos concentrados en el mismo punto, sino que se
encuentran repartidos a lo largo el mercado. Recientemente numerosos autores han
hecho estudios sobre este modelo abordando el andlisis dindmico en mercados
oligopolisticos. Siguiendo esta linea, en el presente trabajo se desarrolla el modelo de
Hotelling con costes cuadraticos y empresas multiproducto en un contexto dindmico
atendiendo a diferentes formulaciones de expectativas , en concreto a las expectativas
adaptativas y a la regla del gradiente, y a las diferentes posibilidades que tienen las
empresas a la hora de distribuir sus sucursales en el espacio. Con el objeto de ilustrar el
comportamiento del modelo son presentadas una serie de simulaciones, las cuales nos
permitiran comprender mejor la evolucion temporal de las variables, sobre todo en el
ultimo caso, donde el desarrollo formal se vuelve complejo y necesitamos ayuda para
sacar conclusiones.

Lo que motivo mi eleccion hacia este ambito fue mi interés por la teoria
microecondmica, las matematicas, y en especial por la teoria de juegos y el equilibrio de
Nash.



Abstract

The Hotelling model is a benchmark in the study of competition, since many traditional
microeconomic models of perfect competition have dispensed with the space to describe
the market, when we observe the reality we see that most markets are dispersed in
nature, neither the sellers nor the consumers are all concentrated in the same point, but
they are distributed throughout the market. Recently, many authors have done studies
on this model, approaching the dynamic analysis in oligopolistic markets. Following
this line, the present work develops the Hotelling model with quadratic costs and
multiproduct companies in a dynamic context, attending to different formulations of
expectations, specifically to the adaptive expectations and to the gradient rule, and the
different possibilities that the companies to distribute their branches in space. In order to
illustrate the behavior of the model, a series of simulations are presented, which will
allow us to better understand the temporal evolution of the variables, especially in the
latter case, where development becomes complex and we need help to draw
conclusions.

What motivated my choice in this area was my interest in microeconomic theory,
mathematics theory, and especially in game theory and Nash equilibrium.
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1. INTRODUCCION A LA COMPETENCIA ESPACIAL

Los modelos microecondémicos de competencia perfecta no han tenido en cuenta el
espacio a la hora de describir la realidad econémica, entendiendo el mercado como un
lugar de intercambio en el que un elevado nimero de compradores y vendedores se
concentran con el fin de realizar transacciones libremente.

Sin embargo, si observamos la realidad, vemos que la mayoria de los mercados son de
naturaleza dispersa. En ellos, los agentes que intervienen en las actividades econdmicas
no se encuentran concentrados en un solo punto, sino que tanto consumidores como
productores se hallan distribuidos a lo largo del espacio geografico, atn en el caso de
realizar intercambios del mismo producto.

En definitiva, el reconocimiento de la naturaleza dispersa de los mercados pone en duda
la relevancia de algunos de los supuestos y propiedades del modelo tradicional de
competencia perfecta, viéndose sustituido por un conjunto de teorias alternativas,
tradicionalmente aisladas de la corriente econdémica principal, pero capaces de ofrecer
una aproximacion mas adecuada de la realidad. De entre ellas podemos destacar la
Teoria de la Competencia Espacial.

Uno de los rasgos mas significativos de los modelos espaciales es la existencia de costes
de transporte, implicitos en todas las relaciones de intercambio, los cuales permiten
dividir el mercado en areas sobre las que cada empresa goza de una posicion cuasi
monopolista. En otras palabras, si los consumidores adquieren una cantidad de producto
finita y existiendo costes de transporte en el proceso de intercambio, cada unidad
productiva se enfrenta a una curva de demanda con pendiente negativa.

Por tanto, podemos decir que cuando los mercados se caracterizan por la dispersion
geografica y los costes de transporte son lo suficientemente relevantes, el modelo de
competencia espacial surge como una aproximacion analitica mas adecuada que el
modelo competitivo basado en la concentracion del mercado.

La importancia adquirida por los modelos de competencia espacial dentro de la teoria
economica se debe, en gran medida, a su extendida utilizacion en el terreno propio de la
diferenciacion del producto, esencialmente a partir de la apariciéon del enfoque de
caracteristicas introducido por Lancaster (1979).

La diferencia entre mercados concentrados e industrias dispersas tienen una clara
equivalencia con la distinciéon entre mercados con producto homogéneo y aquellos en
los que los bienes estan diferenciados.

En un mercado con producto perfectamente homogéneo, podemos entender que todos
los bienes son sustitutivos entre si, se concentran en un solo punto dentro del espacio de



caracteristicas, siendo muy numerosas las empresas oferentes. Por el contrario, en una
industria con bienes diferenciados, las distintas variedades sustitutas se hallan dispersas
sobre el espacio de caracteristicas, existiendo pocos vendedores, por lo que cada una de
las empresas oferentes ejerce un grado de monopolio sobre los consumidores que
prefieren la variedad ofrecida.

Esta analogia ha caracterizado a los modelos de localizacion como una de las
principales aproximaciones en el analisis de la diferenciacion del producto.

Siguiendo a Gabszewic y Thisse (1986), puede admitirse que los modelos tradicionales
de microeconomia no son adecuados para analizar la dispersion en los mercados y, por
extension, las industrias con productos diferenciados. Por un lado, el modelo de
equilibrio parcial analiza soluciones de mercados en los que el producto es
perfectamente homogéneo. En el otro extremo, el modelo de equilibrio general esta
disefiado para explicar la determinacion de los precios considerando las
interdependencias entre todos los bienes existentes.

Entre ambas configuraciones existe un grado intermedio de complejidad, representado
por los modelos de competencia espacial. A diferencia del equilibrio parcial, dichos
modelos permiten la sustitucion entre bienes. Por otro lado, en contraposicion al modelo
de equilibrio general, s6lo considera un conjunto de productos pertenecientes a una
misma industria.

Objetivo del trabajo

En este contexto, el objetivo del presente trabajo es analizar en un marco dinamico la
estabilidad local del equilibrio de Nash en precios en el modelo de Hotelling (1929),
con costes cuadraticos y empresas multiproducto. En concreto, analizaremos si se tiende
asintoticamente al equilibro en precios o si por el contrario se aleja de él cuando se
produce alguna perturbacion.

El andlisis dinamico exige introducir supuestos sobre el comportamiento de las
empresas a lo largo del tiempo. En este trabajo el estudio se realiza considerando
distintas expectativas, en concreto, las expectativas adaptativas y las basadas en la regla
del gradiente.

Materias y asignaturas relacionadas con el trabajo:

Este trabajo combina conocimientos de Economia Industrial y Anélisis dindmico. Por
tanto, permite poner en practica habilidades adquiridas en asignaturas como
Microeconomia IV, Matematicas II, y Decision y Juegos.



Si bien es cierto que en otras asignaturas tales como Microeconomia II y Economia
Publica es presentado el modelo de Hotelling, en Microeconomia IV y Decision y
Juegos se profundiza mas en ¢l, dando conceptos tales como la funciéon de mejor
respuesta y el equilibrio de Nash.

En Matematicas II se estudian las ecuaciones diferenciales, que son instrumentos
propios de la dinamica en tiempo continuo. En este trabajo consideramos el tiempo
como una variable discreta, por lo que ha sido necesario ampliar estos conocimientos
adquiridos en tiempo continuo y extenderlos a discreto. Las herramientas matematicas
son fundamentalmente las ecuaciones en diferencias, en particular, las técnicas de
analisis cualitativo de la estabilidad del equilibrio. Ademas para la obtencion de las
figuras se han simulado los modelos se han simulado los modelos correspondientes
utilizando el software Mathematica.

Estructura

Este trabajo se desarrolla en dos bloques, en el primero se presenta el modelo original
de Hotelling.

En el segundo bloque se modela y resuelve, primero en un contexto estatico y luego
dindmico, el modelo de Hotelling con costes cuadraticos y empresas multiproducto,
atendiendo a diferentes especificaciones a la hora de generar expectativas, en particular,
se resuelve con expectativas adaptativas, y con la regla del gradiente.

Finalmente se exponen las conclusiones derivadas del andlisis dindmico



2. EL MODELO DE HOTELLING

2.1 Definicion

La literatura sobre competencia espacial podemos decir que comienza en 1929 con el
famoso articulo de Hotelling, “Stability in Competition™.

En ¢l se consideran dos empresas A, B, que se situan a lo largo de una calle
representada por el segmento [0, []. La primera decision que deben tomar las empresas
es decidir la localizacion a lo largo de la calle.

Para llevar a cabo la distribucion del producto, cada una de ellas cuenta con un punto de
venta en el mercado. Denotamos la localizacion de la empresa A por a, a € [0, [] que es
la distancia desde el origen del segmento hasta el punto A, a = d(0,A). Denotamos la
localizacion de la empresa B por b, b € [0, (], donde b representa la distancia desde el
punto B hasta el extremo final del segmento b = d(B,l). Ambas empresas
comercializan un producto homogéneo a lo largo del mercado representado por el
segmento [0, [].

Los consumidores se distribuyen uniformemente a lo largo del mercado. Estos tendran
que soportar un coste de transporte lineal € por unidad de distancia, por lo que el precio
se definira como la suma entre el precio de fabricacion y coste de transporte, el cual sera
medido como la distancia entre la localizacion de la empresa y el consumidor. Por tanto
el precio que soportaran serd p; + cx si son consumidores de la empresa A, y p, +
cy si son consumidores de la empresa B, X e y representan la distancia del consumidor
hasta la empresa A y B respectivamente.

Figura 1

Cada empresa intentard maximizar su beneficio individual eligiendo secuencialmente su
localizacion en el mercado y, posteriormente compitiendo en precios. Por tanto, la
nocion de equilibrio utilizada es la de Equilibrio de Nash Perfecto en Subjuegos
localizacién-precio.



2.2Resolucion

Para obtener el equilibrio de este juego utilizaremos la localizacion del consumidor al
que le es indiferente comprar a una empresa o a otra, a este lo llamaremos consumidor
marginal.

El consumidor marginal es aquel que cumple que p; + cx = p, + cy. Dado que
l=a+b+x+y estevendra definido por las siguientes expresiones:

pz—p1+c(l—a—>b)
2C

X =

pr—pz+c(l—a—>b)
2c

y:

A partir de estas podemos obtener la funcién de demanda de cada una de las empresas:

D =x+a
—p;+c(l+a->b

D1=p2 pl 25‘ ) (1)
D2=y+b

pr—pa+c(l+a—>b)

e (2)

D2=

Si una empresa sube el precio por encima de la de su rival, no tiene por qué perder a
todos sus clientes. Habria consumidores que, aun asi, preferiran comprarle a ella
simplemente por su ubicacion. Solo si la diferencia en precios es muy elevada podria
ocurrir que: D; < 0, en cuyo caso, D, = 1, o viceversa.

Suponemos que ambas empresas tienen costes marginales constantes y nulos. El
beneficio para cada empresa serd 11, = p;q;, i = 1,2, dado g; en (1) y en (2).

La resolucién del juego se hace por induccidon hacia atras, primero se calcula el precio
optimo de cada empresa y después se calcula la localizacion 6ptima dado el precio. Las
funciones de beneficio de cada empresa son por tanto:

p, —p1+c(l+a—>b)
H1=p1< 2c )
p1 —p2+c(l—a+Db)
H2=p2< 2c )



. . ..o (oIl , .
De las condiciones de primer orden de maximizacién ( =00 = 1,2) se obtienen las
i

funciones de reaccion:

p,+c(l+a—>b)

Ry (p2) = 5 (3)
p1+c(l+b—a)
Ry (p) = ——— (4)
Resolviendo el sistema dado por (3) y (4) obtenemos los precios de equilibrio:
1
pi=c(l+3@-b) (5)
1
pi=c(l+30-a) (6)
Sustituyendo p; y p5 en las funciones de beneficio obtenemos el beneficio de cada una
de las empresas en el equilibrio:
c 1 2
M, Gipsab) =5 (1+5@- b)) (7)
c 1 z
M, Gipsab) =5 (1+50 - ) (8)

Las empresas deciden la localizacion en la primera etapa, en funcion del
comportamiento dptimo de la segunda, por lo que dado el beneficio en (7) y (8) y que:

6H1—60+1 b)>0
5a 3\ tz(@=h)

aHZ—CQ+1b )>0
b 3\ 1tz
Las empresas tenderan a colocarse lo mas cerca posible de su rival, desplazandose hacia
el centro del mercado, y alcanzaran su localizacion 6ptima en el centro de este, donde
a*=b*=1/2.

Este resultado es lo que Boulding (1966) denominé Principio de minima diferenciacion,
que nos ayuda a comprender muchos de los fenomenos de competencia que se dan en
los mercados, como por ejemplo, por qué las tiendas que ofrecen productos similares se

a2 11, 1 . . .. L.
"Dado que: 307 L= — - < 0,i = 1,2, se garantiza las condiciones de maximo
i
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concentran a lo largo de la misma zona, o por qué los distintos bancos colocan sus
sucursales una al lado de la otra a lo largo de la misma calle.

Extendiendo este principio mas alld de un contexto espacial, podemos ver, por ejemplo,
que si analizamos el comportamiento de las cadenas de television en una franja horaria
determinada comprobaremos que la programacién entre ellas es muy homogénea, si
analizamos el mercado de automoviles, veremos que los coches son muy similares entre
si, o que por lo general, cuando un productor entra en un mercado, su estrategia consiste
en lanzar productos similares a los ya existentes.

En otras disciplinas también se aplica el principio de minima diferenciacion; una que
viene siendo muy comentada es el comportamiento de los partidos politicos, que a la
hora de disefiar sus campafias electorales tratan de parecer moderados y menos
extremistas, con el objetivo de alcanzar el mayor nimero posible de votantes.

Es necesario mencionar que Gabszeewicz y Thisse (1986) demostraron que le equilibrio
de Nash Perfecto en Subjuegos en localizacion y precios no existe bajo condiciones de
costes de transporte lineales.

La introduccion de costes de transporte cuadraticos permite asegurar la existencia del
equilibrio perfecto en subjuegos, si bien no reproduce el Principio de Minima
Diferenciacion, todo lo contrario, consiste en diferenciarse al maximo de su rival,
localizandose en los extremos del segmento: a=b=0.

11



3. EL MODELO: COMPETENCIA ESPACIAL CON
EMPRESAS MULTIPRODUCTO.

3.1 Introduccion

La teoria sobre empresas multiproducto en modelos de competencia espacial, tiene que
cumplir dos requisitos, para que el espacio sea considerado un factor importante.

El primero es que los costes de transporte por unidad de distancia no sean irrelevantes,
debe tener elevada importancia, de lo contrario el analisis espacial careceria de sentido.
El segundo es que haya economias de escala o rendimientos crecientes de la produccion,
puesto que si no consideraramos los rendimientos crecientes las empresas producirian
alli donde los consumidores se encuentran y la discusion de los efectos del espacio
quedaria de nuevo vacia

Lo que da sentido a este andlisis es la equivalencia que existe entre los modelos de
localizacion espacial y los modelos de diferenciacion del producto. El espacio fisico, en
una interpretacion, es lo que equivale al espacio de caracteristicas en la otra. Por otro
lado, los costes de transporte equivalen a la pérdida de utilidad que experimentan los
consumidores ante la imposibilidad de poder consumir la variedad preferida, teniendo
que sopesar el beneficio que ésta les aportaria frente al coste de desplazamiento para
adquirirla. Esto es lo que nos permite hablar indiferentemente de productos y puntos de
venta, asi como de empresas multiproducto.

Martinez Giralt y Neven (1988) consideran un modelo en el que dos empresas localizan
dos puntos de venta a lo largo de una calle. Utilizando costes cuadraticos, distribucion
uniforme de los consumidores y que los costes marginales de produccion son
constantes, demuestran que el Unico equilibrio perfecto en los subjuegos consiste en la
concentracion de los dos puntos de venta de cada empresa en un solo punto. Esto se
debe a la funcion de costes de transporte utilizada. Cuando las empresas eligen de forma
secuencial precios y localizacion, la competencia en precios es tan intensa que las
empresas tienden a situar sus puntos de venta lo mas lejos posible la una de la otra para
disminuirla.

En el presente trabajo, sobre un mercado lineal y con los mismos supuestos, vamos a
considerar que una de las empresas ha concentrado sus puntos de venta, en este caso la
empresa B, mientras que su rival, la empresa A sigue manteniendo dos sucursales.
Posteriormente, analizaremos los resultados valorando cual es la estrategia optima de la
distribucion de las sucursales de la empresa A a lo largo de la calle. Consideraremos dos
alternativas, segiin estén dispuestas las dos sucursales de la empresa A.

12



3.2 Analisis Estatico

3.2.1 Casol

La primera alternativa considera que la empresa A tiene dos sucursales localizadas en
los extremos del mercado mientras que la empresa B tiene un punto de venta situado en
algun punto intermedio, es decira; = 0,a, = 1;,0< b <1

a,=0 b a,=1

Figura 2

Ahora tendremos dos consumidores marginales, el primero estard indiferente entre
consumir en a, o en b por lo que tendra que cumplir:

Par + cx? = pp + c(b —x)?

Db — Pa1 + cb?
2¢ch

X =

El segundo estard indiferente entre consumir en b o en a, y tendrd que cumplir:
pp+ c(y —b)* = paz + c(1-y)*

Paz — Pp + c(1 — b?)
2c¢(1—Db)

y:

A partir de estas relaciones podemos obtener la funcion de demanda de cada empresa:

D1 =x
Da2=1_y
Dy=y—x

Y con ellas las funciones de beneficios para cada empresa bajo costes marginales nulos
son:

HA = Pa191 t Pa292

HB = Prqp

13



Que sustituyendo las funciones de demanda quedaran:

Db — Pa1 + cb? Paz — Db + ¢(1 — b?)
n, = _
_ (Paz —pp +c(1 =b?)  py —pas +cb?
s = b( 2¢(1 - b) - 2¢h (10)

Las condiciones de primer orden del problema de maximizacién seran’:

oI, pp—2pa + cb? (11)
op, 2¢ch

oM, _ 2Pz —pp+c(l- b?) (12)
op, 2c(1—-b)

0ll;  paz —2py +c(1—b2)_2pb — Pg1 + cb? (13)
op, 2c(1-b) 2ch

De las condiciones de primer orden del problema de maximizacién se obtienen las

funciones de reaccion:

pp + cb?
Ra1 (pp) = bT (14)
pp + c(1 — b)?
Rz (pp) = L 2 (15)
Par(1 —b) +b(c —chb +pyz)
Rp (ParPaz) == > = (16)

Resolviendo el sistema de ecuaciones dado por (14), (15) y (16) se obtienen los precios

de equilibrio™:

a2 I1,

2 . . .. , .

Dado que: 377 L < 0,i=ay,a, b se garantiza las condiciones de maximo.
i

3 Notese que el supuesto de costes de transporte cuadraticos permite asegurar la existencia del equilibrio
de Nash en precios

14



ch

Pa1 = Bl (17)
_ c(1->b)

Paz = Y

py, = cb(1 —b) (19)

Sustituyendo pgq1, Paz ¥ Pp en las funciones de demanda, obtendremos la demanda
capturada por cada sucursal:

Dg1(p*) :Z:Daz(p ) :Z

. 1
Dy(p™) :E

En consecuencia las funciones de beneficio evaluadas a los precios de equilibrio son:

m,e)=: 20
b(1—-0>b 21

. , 1
La localizacion 6ptima de la sucursal b en este caso sera b* = 5 » bor tanto esta empresa

tendera a situarse en el punto medio del mercado, si sustituimos este valor en los precios
de equilibrio (17) (18) y (19) obtendremos que py; = Paz = Pp =§ , dando lugar a
C

unos beneficios IT , (p*) =I1, (p*) = .

Este resultado no es un optimo de Pareto, estd estrictamente dominado por el modelo
basico de Hotelling en que cada empresa tiene una sola sucursal en cada extremo del
mercado, puesto que los beneficios obtenidos por cada empresa son superiores.

3.2.2 Caso II.

La segunda alternativa considera que cada empresa sitia un punto de venta en cada
extremo del mercado, y que ademas la empresa a tiene otra sucursal, colocada en algin
punto intermedio, es decira; = 0,b=1;0<a, <1

15
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a=0 a, b

Figura 3

De nuevo tendremos dos consumidores marginales, el primero estard indiferente entre
consumir en a, y a, por lo que tendré que cumplir:

Pa1 + cx? = Paz + c(az; — x)z

Daz — Pa1 + €ay?
2ca,

X =

El segundo estara indiferente entre consumir en a, o en b, y tendra que cumplir:
Paz + c(y —a2)* = pp + c(1 —y)°

_ Py —Paz+c(1—a3)
2c¢(1—ay,)

A partir de estas relaciones podemos obtener la funciéon de demanda de cada empresa:

Da1=x
Dy =y —x
Db:]-_y

Y con ellas las funciones de beneficios para cada empresa son
I, =Pa1d1 + Pa242

HB = Pb4p

Que sustituyendo las funciones de demanda quedaran:

I = Paz —pa1+ca22 Pp —paz+c(1—a%)_pa2—pa1+ca22
4 = Pa1 2ca, az 2¢(1—ay) 2ca,

Db — Paz +c(1 — a%))

Hp =y (1 B 2c(1—ay)

16
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Las condiciones de primer orden del problema de maximizacion seran’:

d HA _ 2Dz — 2Pa1 + Cazz (24)
01 B 2ca,

aHA _ Pa1 pp + c(1- a%) — 2Pq2 . 2Paz = Pa1 + Ca% (25)
0ps, 2ca, 2c(1—a,) 2ca,

olly 2Py —paz +c(1—a3) (26)
opy 2c¢(1—a,)

De las condiciones de primer orden del problema de maximizacion se obtienen las
funciones de reaccion:

cas

Ry1 (Pa2) = Daz + > (27)

(pp + ¢ — 2pg1 — caz)a,

> (28)

Rz Pa1,Dp) = Par +

(1 - a22)2 + Paz (29)

c
Rp (Pa1,Pa2) =

Resolviendo el sistema de ecuaciones dado por (27), (28) y (29) se obtienen los precios
de equilibrio:

_ 2
oy = e 2 E 60)
Do, = c(1- aZ;(S +a,) 31)
,_c(1-ay))(B—ay) (32)
Pp = 3

Sustituyendo p;q1, paz ¥ Pp en las funciones de demanda, obtendremos la demanda
capturada por cada sucursal:

“ _ %2
Dal(p ) = Z
~ 3ta,

* La concavidad de las funciones de maximizacién permiten asegurar el cumplimiento de las condiciones
suficientes de maximo
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6—(12
12

Dy(p*) =

En consecuencia las funciones de beneficio evaluadas a los precios de equilibrio son:

. 5a5 — 20a3 — 12a, + 36 (33)
II,()=c 7

. (3—-ay)*(1—a,) (34)
M, (p) = c——g——

La localizacion optima de la sucursal a; en el intervalo (0,1) sera a; = 0, puesto que si

oI, o
az
funcion estan fuera del intervalo que nosotros consideramos como la longitud de
nuestra calle, pero vemos que esta funcion en nuestro intervalo ( 0,1) es decreciente
tanto para la empresa A como para la empresa B, por lo que el maximo beneficio se

encontrara en el punto a, = 0 para ambas empresas.

calculamos para i = A, B obtenemos que el minimo y el maximo de esta

A la vista de estos datos la empresa A tendera a concentrar sus dos sucursales en el
mismo punto, por lo que deducimos que no tendra incentivos en tener varias sucursales.

Al sustituir este valor en los precios de equilibrio (30) (31) y (32) obtenemos que
Py = pi, = p; = c, dando lugar a unos beneficios I1, (p*) =1, (p*) = % , y a unas
funciones de demanda D,; = Dy, = %yDaz = 0, resultados que coinciden con los

obtenidos anteriormente en el andlisis del modelo bésico de Hotelling sin costes
cuadraticos.
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4. ANALISIS DINAMICO

En este apartado se realiza la dinamizacion de la segunda etapa de este juego siguiendo
la metodologia expuesta en Bischi (2010).

La dinamizacion se realiza en tiempo discreto, es decir, los agentes toman sus
decisiones en un periodo y las mantienen hasta el periodo siguiente.

El equilibrio es el concepto en torno al que se desarrolla este analisis dinamico.
Entendemos como equilibrio aquellos valores para los cuales las variables del sistema
se mantienen constantes, es decir, que en ausencia de shocks exdgenos, las variables no
varian, esto es lo que denominamos estado estacionario.

Un equilibrio dindmico es estable si, dada una perturbacién, toda la secuencia de
movimientos posteriores se mantiene en torno a una posicion de equilibrio, de manera,
que la distancia a ese punto sea tan pequefia como se quiera, en caso contrario es
inestable.

Si partimos de un punto fuera del equilibrio y al final acabamos convergiendo a éste, el
equilibrio no so6lo serd estable, sino que sera asintoticamente estable

Como este modelo consta de dos empresas, y una de ellas tiene dos sucursales, el
comportamiento del modelo ha de ser caracterizado mediante un sistema dinamico
discreto tridimensional.

Dependiendo del tipo de expectativas nos encontraremos con que los sistemas
dinamicos adoptaran formas diferentes, o bien sistemas dinamicos lineales tres por tres
o sistemas dindmicos no lineales tres por tres.

Si el sistema dinamico es lineal, la estabilidad del equilibrio estacionario se realizara
sobre los valores propios de la matriz jacobiana del sistema dado, que sera constante.

Para que haya estabilidad asintdtica del punto de equilibrio, se ha de cumplir que el
modulo de los valores propios de la matriz jacobiana sean menores que uno. Si uno de
estos valores es de modulo mayor que uno, el equilibrio sera asintdticamente inestable.

Si nos encontraramos en el caso de que el sistema fuera no lineal, el analisis de la
estabilidad se realizaria de forma indirecta. El procedimiento consiste en linealizar el
sistema en torno al punto de equilibrio considerado a través del desarrollo de Taylor.
Dada la rapida convergencia de los términos mayores que uno, estos pueden ser
truncados, con lo que obtenemos la linealizaciéon del sistema en un entorno del
equilibrio. Por tanto, es sobre la jacobiana del sistema no lineal evaluada en el punto de
equilibrio sobre la que se realizara el andlisis de estabilidad de forma andloga al caso
lineal. Hay que sefialar que si existe un valor propio de la matriz jacobiana de modulo
uno, esta linealizacion no es valida.
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4.1 Expectativas

Al incorporar la dinamica en la etapa de precios hay que establecer el comportamiento a
seguir de los agentes econdomicos respecto al futuro. Ante la incertidumbre los agentes
han de establecer mecanismos sobre como tomar decisiones. EI comportamiento de los
agentes estd condicionado por las expectativas que proyectan sobre su futuro. Véase
Bischi (2010).

Consideramos dos empresas que compiten en precios en tiempo discreto. Denotamos
los precios lanzados por cada una de las empresas en el momento t como p;(t), y para el
siguiente periodo, que sera t +1, como p;(t + 1), parai = 1,2.

El problema al que se enfrentan las empresas es decidir el precio al que lanzar el
producto al mercado en el periodo siguiente:

pi(t + 1) = argmax,; 11, (p;(t),p; (t + 1)

Donde IT; denota el beneficio de la empresa i, y pj (t + 1) representa las expectativas

de la empresa i sobre el precio de la empresa j(j # i). Si el problema de optimizacion
tiene una unica solucion, se definiran las funciones de reaccion o funciones de mejor
repuesta como:

pi(t+1) = fi(p; (t + 1))

El caso mas sencillo es el de las expectativas ingenuas. En este caso los agentes esperan
que su rival se comporte en el periodo siguiente igual que en el presente. De tal manera
que pj (t +1) = p;(t), i =1,2 por lo que quedara:

pi(t+1) = fi(p;(®))

El modelo bésico de Hotelling desarrollado en un contexto estatico proporcionaria el
mismo resultado que el que se alcanzaria en un contexto dinamico en el que los agentes
presenten expectativas ingenuas, sin embargo esta equivalencia no se daria bajo otro
tipo de expectativas, como por ejemplo las expectativas adaptativas o regla del
gradiente, que son con las que vamos a considerar en el presente trabajo las cuales
pasaremos a exponer a continuacion.
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4.1.1 Expectativas adaptativas.

En estas expectativas los agentes intentan corregir el error que han cometido en t,
estableciendo para eso una combinacion lineal entre el precio en t y el precio resultante
de la funcién de mejor respuesta una vez conocido el precio establecido por el rival. La
forma que adoptara el modelo dindmico sera el siguiente:

p(t+1) =1 —B)p(t) + ﬁ1f1(P2(t)) 0< B <1

p2(t+ 1) = (1 = B)p2(t) + B2 f2(p1 (D)) 0< B, <1

(35)

Donde pf;,f,, representan la ponderacion que realizan las empresas entre un
comportamiento miope y el comportamiento que realizarian bajo expectativas ingenuas.
Si B; = 1 la empresa i tiende a comportarse bajo expectativas ingenuas, mientras que si
Bi — 0 el comportamiento tiende a ser miope. Entendemos un comportamiento miope
como aquel en el que la empresa no incorpora la presencia de la empresa rival en la
toma de decisiones.

4.1.2 Regla del gradiente.

Bajo estas expectativas los agentes intentan corregir el error que han cometido en t, de
acuerdo con la variacién del beneficio marginal. La forma que adoptara este modelo
dinamico seré la siguiente:

all,
p1(t+ 1) =p,(t) + asps(t) ap 0< o<1
1
(36)
oIl,
p2(t + 1) = po(t) + azp,(t) ap 0<a,<1
2

Donde a4, a,, representan las ponderaciones de las velocidades de ajuste de las tasas de
variacion de los precios de un periodo al periodo siguiente. En la formulacion (36) estas
velocidades de ajuste se suponen constantes.
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4.2Caso 1

A partir de las expectativas obtenidas en el andlisis estatico, la demanda a la que se
enfrentan las empresas en el momento t queda determinada por las siguientes

expresiones:
Py (£) — Pai(t) + cb?
= 37
Qa1 (t) 2ch ( )
Paz(t) —pp(®) + c(1 - b?)
- 1_ 38
Pa2(t) =pp(8) + c(1 = b*)  pyp(t) — pai(6) + cb?
_ - 39
 (t) 2¢(1-b) 2ch 9)
Y las funciones de beneficio de las empresas en t son:
Py () — pai(t) + cb? Paz(t) = pp(t) + c(1 - b?)
= - 4
Paz () —pp(8) + (1 —b*)  py(8) — Pai () + cb?
= — 41
Hp =pp(®) ( 2c(1—b) 2¢h 1)
Donde los beneficios marginales quedan:
0Tl _ py(t) = 2pas () + cb? (42)
op; 2¢ch
oIl _ 1_2Pa2(t)_Pb(t)+C(1—b2) (43)
ap, 2c(1—-0b)
OTl, _ paa(t) = 2pp(t) +c(1 = b?)  20y(8) = pas(t) + cb? w
apy 2c(1-Db) 2¢ch

Las funciones de mejor respuesta p,, (pp), Paz(Pp), para empresa Ay py,(pp), para la

oll, oll, oll,\
9par ' 9paz ' Opp | (0,00) tal y

empresa B, se obtienen resolviendo del sistema: <
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como establecen las condiciones de primer orden del problema de optimizacion, por
tanto las funciones de reaccion de las empresas en el momento ¢t seran:

par (o (0)) = 22T s)
paz (rp(0)) = P20 D) (#6)
b (pal(t)rpaz (t)) — pal(t)(l - b) + bz(c —¢b + Py (t)) (47)

4.2.1 Expectativas adaptativas

Tomando la formulaciéon de las expectativas en (35), y sustituyendo las funciones de
reaccion dadas en (45), (46) y (47) el comportamiento de los agentes queda
caracterizado por el siguiente sistema dinamico lineal:

Pa 1) = B p + Cbz
1(t ) 1pa1(t) + (1 —_ ﬁl)L
Pa +1) = 6 P +c(1-0b 2
Z(t ) Zpaz(t) + (1 — '82) b(t) ( ) ( )

b 2 ~ Pal al b(l—b»
py(t + 1) = Bapp(t) + (1 — B3) (Pa2(® — P (t));p (t) + cb(1 — b)

Suponemos por simplicidad que 5; = £, i =1,23 S €[0,1)

En el equilibrio ha de cumplirse que p;(t + 1) = p;(t) = p;, i = 1,2. Sustituyendo en
(48) obtenemos que el equilibrio en precios es el mismo que en el modelo original
estatico, y resolviendo el sistema se obtiene:

. cb
Pa1 = ?

i c(1-b)
Paz = — 3
pp = cb(1—Db)

Que constituye el equilibrio de Nash.

23



Condiciones de estabilidad

Para que este equilibrio estacionario resulte asintdticamente estable debe cumplirse que
los valores propios de la matriz jacobiana del sistema (48) evaluada en pyq, Ph2, Db
tengan modulo menor que uno”.

Los valores propios A4,4,,4; vendran determinados por la ecuacion caracteristica
|J] — AIl = 0. Si finalmente hay convergencia al equilibrio, el signo de estos valores nos
proporcionara también informacién de como es esa convergencia hacia el mismo,
mondtona u oscilante.

La matriz jacobiana de (48) es:
1-p
[ 0 =)

J@a1)Paz, Dp) = 0 B 1= (49)

1-8 1-8
— 4=b) b B

En este caso la matriz jacobiana es constante, (D1, Paz2 Pp) = J D1, Paz Pp), €St €8
asi porque este sistema dindmico es lineal.

Para calcular los valores propios haremos:

( B -2 0 #\

k#(l—b) 1-£, /3—,1)

2

El determinante de esta matriz sera:
(1-p)?
=l =B -1 [(ﬁ—/l)z - =0

De aqui obtenemos directamente que A; =f € (0,1) y nos quedara resolver la
ecuacion:

1-— 2
-2 - S

(1-p)

=B+
A=p+—

> Véase Fernandez (2003)
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1+ 38 —1
AZ=T'8 €01 3= 52 € (-1,1)

Podemos ver que |[A4],|4;], [15] < 1, por lo tanto queda comprobado que el equilibrio
de Nash con expectativas adaptativas es asintOticamente estable. Es decir,
indistintamente de las localizaciones y para cualesquiera que fueran las condiciones
iniciales, las trayectorias de los precios convergen a los precios de equilibrio. Asi pues,
cualquier perturbacion exdgena que modifique el equilibrio serd corregida y los precios
volveran a los valores de equilibrio.

La convergencia al equilibrio sera mondtona si los valores propios son positivos, de lo
contrario podria ser oscilante. Sabemos que A; 4, > 0, por tanto la convergencia

dependera directamente de A3. Si ff > 3 la convergencia serda monotona, de lo contrario

sera oscilante, dependiendo de las condiciones iniciales.

4.2.2 Regla del gradiente

Tomando la formulaciéon de la regla del gradiente ya mencionado en (36), y
sustituyendo las expresiones de los beneficios marginales dadas en (42), (43) y (44) el
comportamiento de los agentes queda caracterizado por el siguiente sistema dinamico
no lineal:

Po(®) = Zpcn(®) Q)

pal(t + 1) = pal(t) + alpal(t) < 2ch 2

Py (t) — 2Pz (t) N 1- b>

Paz (t+1) = paz(t) + Olzpaz(t) ( 2c(1-Db) 2

Paz2(t) — 2pp(0) N Pa1(t) — 2p, (1) N 1)

pp(t +1) = py(t) + agpb(t)< 2¢(1—b) 2¢h 2

Supongamos para simplificar que a4, a,, a3 = a > 0.

En el equilibrio ha de cumplirse que p;(t + 1) = p;(t) = p;, i = 1,2. Sustituyendo en
(50) obtenemos el siguiente sistema:

r Pb — 2Pa1 b)_
p‘”( 20 Tz)70

Db — 2Paz 1—b>_
p“2(2c(1—b)+ 2 )=0

Paz — 2Pp  Paz — 2Dp 1)
=0
b <2c(1 0 26 T2
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Este sistema determina las combinaciones de precios que satisfacen el equilibrio, al
resolverlo obtenemos varios equilibrios, pero solo uno de ellos es un equilibrio interior,
el resto son equilibrios frontera inestables. Por tanto el equilibrio de Nash de este
modelo sera:

* * * * Cb C(l - b)
Ef = (p1,p3,pp) = <7,T,Cb(1 - b))

Este equilibrio es el mismo que obteniamos con expectativas adaptativas.

Condiciones de estabilidad

Para que este equilibrio estacionario resulte localmente, asintéticamente estable, debe
cumplirse que los valores propios de la matriz jacobiana del sistema (50) evaluado en
Di1, Pias D tengan modulo menor que uno®.

Los valores propios A4,4,,4; vendran determinados por la ecuacién caracteristica
|J — AI| = 0. Si finalmente hay convergencia al equilibrio, el signo de estos valores nos
proporcionara también informacion de cémo es esa convergencia hacia el mismo,
monoétona u oscilante.

La matriz jacobiana de (50) evaluada en el punto de equilibrio es:

1-= 0 =
2 4 \

](palJ Pa2, pb) = 0 1- E Z

1-b ab 1
a— > o
Para calcular los valores propios haremos:
1-=-2 0 2
4
. ile, @
J—Al = > 1
1-b ab 1 2

a— > a

El determinante de esta matriz sera:

® Véase Fernandez (2003)

26

(52)



-~ 1| =(1—%—/1)l(1—%—A)(l—a—/l)—%zl:0

De aqui obtenemos que 4; =1 —% , como a > 0 sabemos directamente que 4; < 1,

por otra parte 1; > —1 siempre que a < 4, por tanto el mdédulo de A; serd menor que
uno siempre que 0 < a < 4.

Ahora nos queda resolver la ecuacion:

A? (2 3a>a+1 3a+3a2—0
2 2 8

De donde sacamos las expresiones de 4,, A3:

AZ=1—?(1+\/§)(1 < 13=1+?(1—\/§)a

Al ser ¢ > 0 obtendremos otra vez directamente que 4, < A; < 1.Veamos cuando va a
ser A, > —1:

1—?(1+\/§)a>—1

8
BT

Si juntamos las restricciones obtenidas sobre el parametro a para asegurar que el

. . 8
modulo de los valores propios es menor que uno, y tenemos en cuenta que %) <4

se obtiene que el umbral que asegura la estabilidad asintotica del equilibrio de Nash es:

I
a_(3+x/§)

Por lo tanto, siempre que la velocidad de ajuste « sea menor que el umbral queda
demostrado que el equilibrio de Nash es asintéticamente estable para cualquieras que
sean las localizaciones. Asi pues, cualquier perturbaciéon exdgena suficientemente
pequena que modifique el equilibrio sera corregida y los precios volveran a los valores
de equilibrio.
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Esta convergencia sera monoétona si los valores propios son positivos, de lo contrario
podria ser oscilante. En este caso, el valor que tarda més en pasar a ser positivo es A,
por tanto el tipo de convergencia dependera de €I, se convergerd de manera mondtona

. 4 . , . . 4
siempre que @ < =,y la convergencia podria ser oscilante si a > PR

Un ejemplo de convergencia al equilibrio se puede ver en la simulacion presentada en la

figura 4:
Pa1 Pa2
04 00
05
03 /
020
02 015
010
01
006
t t
0 2 4 6 8 0 2 1 0 2 4 6 8 0 12 u
Po
00
0%
00
015
010
(o163
t

0 2 4 6 8 10 12 14

Figura4. @ = 0.5,b = 0.5,c = 1,pg4,(0) = 0.4,p,,(0) = 0.2,p,(0) = 0.3

En el caso de que la velocidad de ajuste supere el umbral de estabilidad, las trayectorias
de precios no convergeran a los precios de equilibrio pudiendo tener un comportamiento
ciclico, como se ilustra en la figura 5, o incluso un comportamiento cadtico como se
puede ver en la figura 6.
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Pa1 Paz
04 0.30

03

AcAAAAAAA A A A A A AAAAAAAAANZ 0.20
T VYVVVVVVVVVVVVVVVVVVVY

0.2 0.15

0.10

0.1
0.05

Po
0.30

0.25]

0.20

0.15

0.10

0.05

t

0 10 20 30 40 50 60

Figura 5. @ = 1.8,b = 0.5,¢ = 1,p41(0) = 0.4, pg2(0) = 0.2,p,(0) = 0.3

Pa1 Pa2
:v( AMARN 'HH AAR m” NIRAAN] 0.25 T ,’”“”,’ Kt fI,' i
'” RO U 0.20 I s
015 015
010} 010 |
00 | o |

100 20 0 " 10 20 0 0

Po

o (LR T i

100 200 30 40

Figura 6. @ = 2.4,b = 0.5,c = 1,p,4,(0) = 0.24,p,,(0) = 0.26,p,(0) = 0.23
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4.3 Caso I1.

La demanda a la que se enfrentan las empresas en el momento t queda determinada por
las siguientes expresiones:

Paz (t) — Pa1 (t) + Ca%

= 53
G (® e (53)
t) — t) +c(1— a3 (t) — pgy(t) + ca’
oy () = Pr(t) ~Pa2 () + ¢(1 = a3)  Pa2(t) = Pa 2 (54)
2c¢(1—a,) 2ca,
Py(t) = a2 () + c(1 — aj
—1_ 55
ap () =1 2c(1—ay) (35)
Y las funciones de beneficio de las empresas en t son:
3 Paz(t) — pas(t) + caj Pp(t) — Paz(t) + c(1 — aj)
I, =pau(t) ( 2ca, + Paz(t) 2c( —ay) 56)
_ (t) Pa2 (t) — Pa1 (t) + Ca%
Pp(t) = Paz(t) + c(1 — a3)
I1, = - 57
Donde los beneficios marginales quedan:
aHA _ 2pa2(t) — 2paa (T) + Ca% (58)
op, 2ca,
aHA _ pal(t) Pb (t) - Zpaz (t) + C(l - a%) Zpaz (t) - pal(t) + Ca% (59)
= + —
ap, 2ca, 2c(1—a,) 2ca,
GHB -1 Zpb(t) - paz(t) + C(]- - a%) (60)
apy 2c¢(1 —ay)

Las funciones de mejor respuesta p,, (pp), Paz(Pp), para empresa Ay py,(pp), para la
oll, oll, oll,\
opy ' dp2  opy | (0,00) tal y

como establecen las condiciones de primer orden del problema de optimizacion.

)

empresa B, se obtienen resolviendo del sistema: (
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Por tanto las funciones de reaccion de las empresas en el momento t seran:

2

Pa1 (Paz (t)) = Pa2(t) + % (61)

pas 0y (8) = pay + P2~ 2”‘“(;) t e ), 62)

a 1- 2
P (Par(0), Pz (1)) = 0 Z( %) (63)

4.3.1 Expectativas adaptativas

Tomando la formulacion de las expectativas en (35), y sustituyendo las funciones de
reaccion dadas en (61), (62) y (63) el comportamiento de los agentes queda
caracterizado por el siguiente sistema dindmico lineal:

[ Par(t+1) = Bipa:(0) + (1 — ,31) Paz2(t) + %l

| Paalt + 1) = fopea(®) + (1= ) | pog + L2 = Pl H €= Cr)es (64)

a2 1- 2
e+ 1) = ﬁgpb(t)+(1—ﬁs>[p xd “)]

Suponemos por simplicidad que 5; = £, i =1,2,3 f€[0,1)

En el equilibrio ha de cumplirse que p;(t + 1) = p;(t) = p;, i = 1,2. Sustituyendo en
(64) obtenemos que el equilibrio en precios es el mismo que en el modelo original
estatico:

% (a2_2)2+2
Pa1 = C7

. c(l1—ay)(3+a,)
a2 = 3

. _ c(1—ay)(3—ay)
Pr = 3

Que constituye el equilibrio de Nash.
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Condiciones de estabilidad

La matriz jacobiana de (64) es:

B 1-p 0 \
1-BRa,
J@avpazpy) = | A ~PA—a) B 2 | (65)
1_
0 iy )

En este caso la matriz jacobiana es constante, (D1, Pa2 Pb) =J (P21, Paz Pp), €StO €8
asi porque este sistema dinamico es lineal.

Para calcular los valores propios haremos:

L—A
]_/U: ((1_ﬁ)(1_a2)

-

El determinante de esta matriz sera:

e
|
W N ™
N o
~_

N ’

3
== @E-D|E-0?-a-p2a-=2 =0

De aqui obtenemos directamente que 4, = € (0,1) y nos quedara que:

3a,
B-D7--pa-22=0

A=ﬁiﬂ—ﬁ)ﬁ—%?
L=B-1-8) ’1—% < /13=,3+(1—ﬁ)/1_%

Sin mas que operar se demuestra que para los valores paramétricos considerados se
verifica que —1 < 1, < A3 < 1, por tanto, queda comprobado que el equilibrio de Nash
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con expectativas adaptativas es asintoticamente estable, es decir, indistintamente de las
localizaciones y para cualesquiera que fueran las condiciones iniciales, las trayectorias
de los precios convergen a los precios de equilibrio. Asi pues cualquier perturbacion
exdgena que modifique el equilibrio serd corregida y los precios volveran a los valores
de equilibrio.

La convergencia serd monoétona si todos los valores propios son positivos, de lo
contrario podria ser oscilante. Sabemos que 4; A3 > 0, por tanto el tipo de convergencia
4 (1-28)
3(1-p)?
. r . ’ . . 1
seria monotona, y en caso contrario podria ser oscilante. Observar que si f > 5 la

dependera de A,. Se demuestra que si a, > entonces A, > 0, y la convergencia

convergencia mondtona esta garantizada.

4.3.2 Regla del gradiente

Tomando la formulacion de la regla del gradiente ya mencionada en (36), y
sustituyendo los beneficios marginales dados en (58), (59) y (60) el comportamiento de
los agentes queda caracterizado por el siguiente sistema dinamico no lineal:

2pa2 (t) - Zpal(t) + Ca%
2ca,

pal(t + 1) = pal(t) + alpal(t) <

a1(t) (t)—2pg2(t)+c(1- 2 2Da2(t)—Ppg1(t)+ 2
Paz(t + 1) = paz(t) + (lzpaz(t) (p EAZANE Pp Pa2 C( ‘12) __ Z2Paz Pa1 caz)

2ca, 2c(1—ay) 2ca;
2pp(t) = paz(t) + c(1 — a3)
1) = 1-—
pp(t + 1) = py(t) + azpy(t) ( 2c(1—a,)

Supongamos para simplificar que a4, a,, a3 = a > 0

En el equilibrio ha de cumplirse que p;(t + 1) = p;(t) = p;, i = 1,2. Sustituyendo en
(66) obtenemos el siguiente sistema:

[ 2pa2 (t) - Zpal(t) + Ca% =0

] Par(6)  Pp(0) = 2par () + €1~ a3) _ 2pe2(t) = par (V) + caj
22\ 2ca, 2c(1—ay,) 2ca,

L2 ®) —Pe® + e —ad)) _
L P» 2c(1—ay) -
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Este sistema determina las combinaciones de precios que satisfacen el equilibrio, al
resolverlo obtenemos varios equilibrios, pero solo uno de ellos es un equilibrio interior,
el resto son equilibrios frontera inestables. Por tanto el equilibrio de Nash unico interior
de este modelo sera:

o ok ok (a; —2)*+2 c(1-ay)(3+ay) c(1—ay)(3—ay)
Ey = (p1,02,Pp) = <C 6 ) 3 ) 3 )

Este equilibrio es el mismo que obteniamos con expectativas adaptativas.

Condiciones de estabilidad

La matriz jacobiana de (64) evaluada en el equilibrio de Nash es:

| g|@=2*+2] (a2 +2 0
6a, 6a,
* ok ey (1—-ay)(3+ay) (3+ay) (3+ay)
3—a, (3—-ay)
0 ‘5 1-a [T]

En este caso, el céalculo de los valores propios de (68) se complica y también la
obtencion de resultados formales sobre la existencia de un umbral de la velocidad de
ajuste a por debajo del cual la estabilidad asintdtica del equilibrio de Nash esté
asegurada.

Optamos por presentar alguna simulacién del modelo que parece sugerir que en este
caso la localizacion de la sucursal a, de la empresa A influye en la estabilidad del
equilibrio de Nash. Manteniendo el mismo valor del pardmetro «, en la figura 7 se
muestra una situacion de convergencia al equilibrio de Nash, sin embargo, en la figura
8, para un valor menor del parametro a,, se observa una situacion de inestabilidad del
equilibrio de Nash, las trayectorias de precios fluctuan alrededor del equilibrio de Nash
pero sin converger a dichos valores.
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Figura 8. a = 0.5,a = 0.22,¢ = 1,41 (0) = 0.65, pa»(0) = 0.66,p,(0) = 0.6
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S CONCLUSIONES

A lo largo de los diferentes apartados se trabaja el modelo dindamico de Hotelling con
costes cuadraticos y empresas multiproducto, obteniendo diferentes resultados en
funcion de la formulacion empleada en las expectativas de precios y la localizacion de
las empresas en cada uno de los casos.

En el primer modelo trabajado al que nos referimos en este estudio como caso |
obtenemos que las condiciones de estabilidad no dependen de la localizacién de la
empresa B, bajo ninguna de las expectativas estudiadas. En concreto, el equilibrio en
precios siempre es asintOticamente estable con expectativas adaptativas y bajo
expectativas basadas en la regla del gradiente, la estabilidad esta asegurada por debajo
de un umbral de la velocidad de ajuste que es independiente de la localizacion de la
empresa B.

En el caso II, la convergencia al equilibrio en precios, si depende de la localizacion de
las empresas, en concreto de la localizacion de la sucursal a, de la empresa A, pero esto
no condiciona la estabilidad bajo expectativas adaptativas ya que se verifica que el
equilibrio de Nash serd asintdticamente estable siempre. Bajo la regla del gradiente el
desarrollo se vuelve complejo, pero tras hacer varias simulaciones estas parecen sugerir
que en este caso, el umbral que asegura la estabilidad del equilibrio de Nash si que
depende de la localizacion de la sucursal a,.

En ambos modelos, si las expectativas se basan en la regla del gradiente como
acabamos de decir existe umbral de la velocidad de ajuste por debajo del cual la
convergencia al equilibrio estd asegurada, pero si este umbral es superado las
trayectorias de los precios se vuelven ciclicas e incluso mas complejas como puede
verse en las figuras presentadas a partir de las simulaciones.

Este trabajo no puede considerarse un trabajo completo sino un punto de partida, ya que
incorpora la innovacion de de incluir la dindmica al modelo de competencia espacial de
Hotelling con empresas multiproducto.

Una posible ampliacion de este estudio seria que las empresas tuvieran expectativas
heterogéneas, o bien, anadir mdas tipos de expectativas bajo las que estudiar la
estabilidad del equilibrio. También podria continuarse considerando que ambas
empresas tuvieran dos sucursales a lo largo del mercado, e ir intercambidndolas de
posicion para analizar los distintos equilibrios, si estos son asintoticamente estables y de
serlo como se tenderia de nuevo a ellos tras alguna pequefia perturbacion o cambio
dentro del mercado, como se ha hecho en el presente trabajo, o incluso considerar un
nimero de empresas mayor que dos.

Respecto a la especificacion del modelo podria generalizarse la funcidon de costes a una
especificacion mucho mds general. También se podria jugar con los consumidores,
suponiendo que en vez de estar repartidos uniformemente a lo largo del mercado se
encuentran en grupos en puntos concretos.
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Con la realizaciéon de este trabajo he tenido la oportunidad de afianzar y profundizar en
muchos de los conocimientos adquiridos durante mi formacidn universitaria, ademas de
tener la oportunidad de aprender hacer un andlisis formal de un modelo econdémico,
haciendo desarrollos y estudiando los resultados obtenidos.

Particularmente he aprendido a comprender el uso de las expectativas adaptativas y las
basadas en la regla del gradiente a la hora de predecir en los modelos econdmicos, como
se formulan y utilizan, y a como hacer un anélisis de la dinamica de un modelo a partir
del célculo de los valores propios que nos permite conocer la estabilidad de asintotica de
equilibrio y su tipo de convergencia, conceptos que no manejaba con soltura hasta la
fecha, y que tengo claros después de haber realizado este trabajo.
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