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Prologo

Desde el inicio de los tiempos el Sol ha sido uno de los astros mas estudiados por la Ciencia. Du-
rante cientos de afios la mayoria de las civilizaciones fijaron sus ojos en esta estrella, sabiendo que la
vida en nuestro planeta dependia de su existencia. Siempre fue intuitiva la necesidad de su luz y calor
para la supervivencia, sin embargo hoy sabemos que los efectos del Sol en la Tierra van mucho més alla
de lo imaginable.

El campo magnético del Sol abarca todo el Sistema Solar y es fundamental para comprender nues-
tro medio natural. Lo llamamos Campo Magnético Interplanetario y es, junto con el Campo Magnético
Terrestre, corresponsable de muchos de los fendmenos que afectan de forma directa a nuestro planeta.
Uno de los més conocidos es la aparicidn de auroras boreales y australes, visibles desde latitudes cer-
canas a los polos terrestres. La emision desde la superficie solar de corrientes de particulas cargadas,
denominadas viento solar, ejerce un efecto sobre la superficie exterior de nuestra atmdésfera y produce
la aparicién de manchas luminicas de distintas tonalidades. Otra de las consecuencias del magnetismo
solar es el dafio que éste puede causar a nuestros equipos eléctricos o electrénicos. Tanto los satélites
con fines cientificos como los que tienen un objetivo comercial o militar se ven en ocasiones dafiados o
incluso destruidos por las tormentas magnéticas provenientes del Sol. Esto puede producir fallos en las
sefales telefonicas, de television, de Internet y en sistemas de posicionamiento global (GPS). Adem4s,
también pueden afectar seriamente a las redes eléctricas de las grandes ciudades y producir consecuen-
cias graves en nuestro mundo tecnolégico.

En 1859 se produjo la mayor tormenta solar registrada en la historia, denominada evento Carring-
ton. Este fendmeno causé graves daiios en el sistema de telégrafo de toda Europa y América del Norte
y se llegaron a observar auroras en zonas de latitud media, como Roma (latitud 41°53°30” N), Ma-
drid (latitud 40°24°59”N) o Monteria (Colombia, latitud 8°44°52”N). Més recientemente, en 1989 una
eyeccion de plasma solar inutiliz6 un generador y dejé sin energia eléctrica a 6 millones de personas
en la provincia de Quebec (Canadd). Estos acontecimientos son ejemplo de que las consecuencias de
una tormenta solar pueden ser muy dafiinas. En 2013 el mercado de seguros Lloyd de Londres tratd
de cuantificar los costes que un fendmeno asi podria suponer. Estimé a través de un estudio que los
costes de recuperaciéon de una tormenta solar de una potencia elevada, como las dos comentadas ante-
riormente, podrian alcanzar entre 600.000 y 2.600.000 millones de ddlares. Algunos gobiernos también
han tomado precauciones ante la posibilidad de sufrir dafios por el clima espacial. El 13 de octubre de
2016 Barack Obama, entonces presidente de EEUU, firmé una orden ejecutiva por la cual todas las ins-
tituciones estadounidenses (incluidas la NASA, los departamentos de Interior, Energia, Comercio y la
Fundacion Nacional de Ciencia) debian preparar un plan de accién para antes, durante y después de una
tormenta espacial que pudiera afectar a su pais. Alegd que un fenémeno de estas caracteristicas podria
causar problemas o incluso anular servicios primarios en continentes completos, como abastecimiento
de agua, salud y transporte.

En definitiva, se puede afirmar que las investigaciones que giran en torno al magnetismo solar,

especialmente sobre su creacién y evolucién, son fundamentales y de gran interés en la época en la que
vivimos.
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Abstract

This project considers the numerical solution of a partial differential equation that arises in the study
of the emergence and transport of magnetic flux throw the Sun surface.

To solve numerically this PDE, first of all a semidiscretization in space is done and a set of ordinary
differential equations is obtained. After that, different numerical methods to solve the above ordinary
differential equation are used.

This research is carried out by Dr. Yeates et al, from the Department of Mathematical Sciences of
Durham University. I was working with Dr. Yeates as an intern at his department during summer 2016.
Personally, I found that period really fascinating, that’s why I decided to continue developing my work
there as a Final Degree Project.

The ODE has a special structure since it contains a part that depends on a set of Dirac deltas.
This fact makes the problem thought-provoking because the solution loses the continuity. Moreover,
the estimated error of the numerical values obtained increases immensely at the points where the Di-
rac delta’s values are positive. The Python code for finding a solution of the equation that Dr. Yeates
programmmed is based on the explicit Euler method. It makes the integration process day by day, but it
doesn’t show if the results are satisfactory. The main goals are to study if this method is good enough
and to improve it by implementing new higher-order methods. Driven by this goals, two Runge-Kutta
second-order methods are implemented to estimate the local error of the Euler method. Then, the codes
are modified to add a variable stepsize police. Finally, the solution is aproximated by programming a
third-order three stage explicit Runge-Kutta method, again using variable stepsize, and the results are
discussed depending on a tolerance given by the user.

The structure of the project is divided into four different chapters. In the first chapter you can find
an introduction to the goals of the project. Some magnetism concepts are explained too in order to
understand the topic of the equation. Moreover, it tries to explain how important is researching about
the magnetic field of the Sun. Chapter 2 is focused on the equation and its parts. All the variables and
some physical phenomenon are defined. Chapter 3 contains the most important mathematical part of the
project, that is focused on the analysis and resolution of the equation. It explains why it has a special
structure and why is it necessary to approximate the solution numerically. Furthermore, the part that
refers to the evaluation of the equation on the code is really important. Then, it studies the different
methods and its characteristics, how they are implemented on the initial code and the estimated error
of each method, choosing different stepsizes and making them variable, or seeing what happens when
changing the fixed tolerance. Finally, in the last chapter all the conclusions are exposed. Also, it explains
the difficulties founded and it considers if the code could be better anyway.
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Capitulo 1

Introduccion

En este Trabajo de Fin de Grado se pretende estudiar un modelo matemadtico referente a la actividad
magnética solar. Este modelo estd siendo desarrollado por un equipo liderado por el Dr. Yeates del
Departamento de Ciencias Matemadticas de la Universidad de Durham (Inglaterra), con quien tuve la
oportunidad de colaborar durante el verano de 2016 gracias a unas pricticas que ofrecié la Universidad
de Durham para dicho periodo. Durante ese tiempo con el Dr. Yeates en Inglaterra pude introducirme en
el campo del magnetismo solar y en concreto en su investigacidn, que abarca el estudio de una ecuacién
en derivadas parciales que modeliza el transporte de flujo magnético en la superficie solar. En particular,
comencé a trabajar con un cédigo programado en Python que empleaba como método de integracion
numérica el método de Euler explicito a paso fijo. Tras las practicas, tomé la iniciativa de continuar
trabajando sobre ese cédigo y tratar de evaluar de forma matematica los resultados obtenidos (ya que
no teniamos ninguna informacién cualitativa de los mismos) y ver si habia posibilidades de mejorarlos.
De esta experiencia naci6 el desarrollo de este trabajo, que pretende implementar nuevos métodos de
integracion numérica para la resolucién de la ecuacion de transporte de flujo magnético.

1.1. Objetivos del trabajo

= Profundizar en el aprendizaje de métodos de integracién numérica para la resolucién de ecuacio-
nes diferenciales ordinarias, aplicando estos conocimientos a la programacién en Python.

= Introducirme en el campo del magnetismo solar y de la investigacién cientifica gracias a mi cola-
boracién en el proyecto del equipo del Dr. Yeates, y realizar de esta forma un trabajo de caricter
multidisciplinar.

= Estudiar el proceso de semidiscretizacion espacial de una ecuacion en derivadas parciales y ob-
tener, en el caso de este modelo, un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias con deltas
de Dirac. Estudiar la peculiaridad de este tipo de ecuaciones a la hora de ser resueltas mediante
métodos de integracién numérica.

» Trabajar sobre un c6digo ya existente programado en Python. Obtener datos cualitativos de los
resultados obtenidos al resolver la férmula mediante un método de orden uno a paso fijo (ya
implementado por el equipo del Dr. Yeates). Implementar diferentes métodos de orden dos tanto
a paso fijo como a paso variable. Implementar un método de orden 3 a paso variable.

1.2. Conceptos previos acerca del magnetismo solar

Dado que en este Trabajo de Fin de Grado se va a estudiar un modelo matemdtico referente a la
actividad magnética solar, se introducen brevemente algunos conceptos relacionados con los procesos
magnéticos que tienen lugar tanto en el interior como en la superficie de esta estrella, y que por tanto
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tomarén parte en el modelo.

Globalmente, el campo magnético solar tiene una estructura
dipolar. El material magnético que se encuentra bajo la superficie
del Sol estd sometido a continuos movimientos de conveccién
generan la emergencia de flujo magnético (medida del campo
magnético total que pasa a través de un drea dada) a la misma.
Esta emergencia es quasi-periddica y crea a su vez regiones mag-
néticas dipolares, a las que llamamos regiones activas, que con-
tribuyen a la emisién de destellos solares y eyecciones de masa
coronal. Una vez ha salido a la superficie, el flujo magnético se
transforma y dispersa por toda ella, y cuando entran en contacto
flujos magnéticos de polaridades opuestas se cancelan sus propie-
Figura 1.1: Representacién de las li- dades, anulandose la misma cantidad de flujo de cada polaridad.
neas de flujo. Fuente: NASA Estudiar y modelizar todo este proceso de emergencia y trans-

porte de flujo magnético en la superficie solar es importante para
conocer y prever el clima espacial y su actividad o repercusién en nuestro planeta.

MANCHAS SOLARES Y CICLO SOLAR

Las manchas solares son regiones magnéticas que emergen en la fotosfera con temperatura inferior
al resto de la superficie de su alrededor, lo que las hace mas oscuras y asi facilmente visibles. Estas
manchas corresponden a regiones en las cuales el campo magnético es muy intenso. Esto hace que se
incremente notablemente la actividad solar a mayor nimero de manchas solares. Suelen aparecer en
parejas, una de cada polaridad, alineadas en la direccién longitudinal del Sol.

Aunque la aparicién de manchas en el Sol habia sido
ya observada desde siglos atrds, son significativos los
dibujos realizados en torno a 1612 por Galileo Galilei
de las mismas, que fueron un comienzo para estudiar-
las de una forma mads cientifica con respecto a las ob-
servaciones anteriores. Hoy en dia conocemos que el
nimero de manchas solares crece y decrece de forma BN .,
quasi-periddica cada 11 afios, habiendo sido los ciclos o P, ™
mads corto y mas largo observados de 8 y 14 afios res- ;
pectivamente. Llamamos a esta etapa ciclo solar y en él
se aprecia como el nimero de manchas solares (y por
tanto la actividad solar y sus efectos sobre los planetas)
va desde un minimo hasta un méaximo, y de nuevo de-
crece. También cambia la localizacién de las manchas Figura 1.2: Ciclo Solar 23. Fuente: NASA
solares a lo largo de un ciclo solar. En el maximo solar

las manchas surgen en lugares mds alejados del ecuador solar, repartidas en ambas latitudes: norte y
sur. En el minimo solar, sin embargo, las visualizamos en puntos mucho més préximos al ecuador. El
nimero de manchas solares que podemos apreciar funciona como un marcador visual de la fuerza del
campo magnético que emerge del interior solar en un momento preciso dando lugar a eyecciones de
masa coronal que afectan a todo el Sistema Solar. Ademads, cada aproximadamente 11 afios se produce
una inversion del campo magnético solar. El primer ciclo solar registrado fue en 1755, por lo que ac-
tualmente nos encontramos en el vigésimo cuarto ciclo solar.
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Figura 1.3: Diagrama de mariposa. Fuente: NASA

En la figura 1.3 se muestra un diagrama de mariposa, que representa la localizacién (latitud) de las
manchas solares en cada instante de tiempo. El nombre de este diagrama viene dado por su apariencia.
La linea central, de izquierda a derecha, es el ecuador del Sol, y las manchas ocurren al norte y sur,
sobre y debajo de esta linea. Los colores representan el area que abarcan las manchas. En este diagrama
se demuestra de una forma visual que a iguales latitudes hacia el norte y hacia el sur, aparecen apro-
ximadamente el mismo nimero de manchas solares. El maximo solar corresponde a los puntos donde
las manchas estdn més alejadas del ecuador, y el minimo a los puntos en los que estdn mds proximas al
mismo. Ademads, también se aprecia que los ciclos solares son quasi-periédicos, pues se va repitiendo la
imagen de una forma similar, aunque no en todos los ciclos el campo magnético llega a tener la misma
intensidad. En definitiva, son una herramienta visual para estudiar la evolucién de un ciclo solar.






Capitulo 2

Modelo de transporte de flujo magnético
en la superficie solar

En 1961 se produjo un avance significativo en el entendimiento de la naturaleza de las manchas
solares. Babcock present6 su teoria acerca de la topologia del campo magnético en la superficie solar
[2]. En ella explicaba la deformacién del propio campo magnético debida a la rotacién diferencial (el
Sol rota sobre si mismo, pero al estar compuesto de gas y plasma, no lo hace en todos sus puntos a la
misma velocidad angular) y describia cémo la emergencia de flujo magnético a la superficie forma gru-
pos dipolares de manchas solares. Babcock estimé que la aparicion de estas regiones activas se producia
de forma periddica, dando lugar a ciclos solares de 22 afios. Su teoria lograba explicar la informacién
reflejada por los diagramas de mariposa y la polaridad que se habia observado en el Sol.

En 1964, partiendo de los resultados de Babcock, Leighton presenté su teoria sobre el transporte de
flujo magnético en la superficie solar [1]. Segin Leighton, una vez las regiones magnéticas han emer-
gido a la superficie se expanden y se difunden por la misma. Lo hacen siguiendo un mecanismo fisico
basado en un intercambio de energia entre las componentes poloidal y toroidal del campo magnético.
Tras esta dispersion de regiones magnéticas dipolares, llega su decaimiento, mostrando un patrén de in-
clinacién respecto de la direccién este-oeste. Todo este proceso termina por neutralizar y a continuacién
invertir la polaridad en el Sol cada aproximadamente 11 afios, lo que propone la reduccién de ciclo solar
a 11 afios, y lo divide en cinco fases diferentes.

Los modelos que parten de los estudios de Babcock y Leighton son exitosos en el campo tedrico
de la fisica solar y ain hoy contindan desarrolldndose. El modelo estudiado en este trabajo parte de
sus bases para estudiar el transporte y la dispersion de flujo magnético en la superficie solar y que serd
detallado a continuacion.

La mayoria de los estudios previos han utilizado métodos de extrapolacidn del potencial para conse-
guir una primera aproximacion de los movimientos de transporte de flujo y de la Heliospheric Current
Sheet !, pero sus predicciones de los destellos solares y las eyecciones de masa coronal son muy limita-
das. Esto causa que dichos modelos no consideren la energia libre, y la escasez de corrientes eléctricas
simuladas no permite estimar el flujo abierto a todo el campo magnético solar, en especial en los perio-
dos més activos. Como consecuencia, no se pueden obtener resultados suficientemente precisos acerca
del clima solar en un instante de tiempo. Ademas, diferentes coddigos numéricos de extrapolacion han
dado lugar a resultados distintos, lo que supone un problema grave. Por otra parte, en los dltimos afios

La Heliospheric Current Sheet es la superficie ilusoria que determina el cambio de polaridad del campo magnético a lo
largo de todo el Sistema Solar. Parte del ecuador y la inclinacién de los ejes magnéticos, relacionados con la inclinacién del
eje de rotacion del Sol, hace que vaya adquiriendo la forma de una bandera moviéndose con el viento conforme se aleja del
Sol.
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se han llevado a cabo modelos magnetohidrodindmicos > que han resultado ser practicos. Sin embargo,
todavia no son capaces de simular la evolucién temporal de la corona mas alla de varios meses.

Los avances del modelo estudiado en este TFG, que
actualmente continua desarrollindose por el Dr. Yea-
it Tonvecon tes, parten de considerar la estructura magnética solar

- ; y su topologia mediante simulaciones del campo mag-

' nético en la corona en funcién del tiempo, es decir,
en cada momento de su evolucion histérica. Para ello
; se utiliza una aproximaciéon simplificada de la evolu-
convecre ) cion real de la corona y asi quedan atrds las extra-
. polaciones de datos en la fotosfera. También se simu-
" prouncuce la la emergencia de flujo y sus movimientos de for-

conona ma continua. Asi, este modelo permite predecir el cli-
ma espacial porque considera los movimientos de la

Figura 2.1: Estructura interna del Sol. energia libre y las corrientes eléctricas, lo que pa-
Fuente: Fundamentos de astrofisica, Jor- rece resolver los problemas de los modelos anterio-

ge 1. Zuluaga, Universidad de Antioquia. T€S.

Se presenta a continuacion la ecuacion diferencial que describe la evolucién temporal del campo
magnético radial B(6,¢,7) en la superficie solar,

0B 0B
Nl 9 (.g9B), L B
TR Line 96 <sm939> T in?0 992 2)
1 d .
—lB 2.4)
T
+5(6,9,1), (2.5)

donde 0 y ¢ son las coordenadas esféricas (colatitud y longitud respectivamente), 7 el tiempo, ®(6)
la velocidad angular, i) la constante de difusion, R el radio solar, v(A4) la velocidad, 7 la constante de
decaimiento y S(6, ¢,7) el sumando correspondiente a la emergencia de nuevas regiones magnéticas [5].

Esta ecuacién incorpora cinco efectos fisicos que serdn explicados a lo largo del capitulo y que
responden a cada uno de los cinco sumandos que la componen:

= Emergencia (2.5)

= Transporte
Difusién (2.2)
Adeccion por rotacion diferencial (2.1)

Adveccion por circulaciéon meridional (2.3)

s Decaimiento (2.4)

2La magnetohidrodindmica (MHD) estudia la dinamica de los fluidos que son buenos conductores de la electricidad, y
especificamente los efectos que aparecen por la interaccién entre el movimiento del fluido y un campo magnético cualquiera
que pueda estar presente. (Universidad de Navarra, http://fisica.unav.es/mhd/).
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2.1. Emergencia (2.5)

Este modelo asume que la emergencia de regiones magnéticas dipolares ocurre en un periodo de
tiempo muy corto, lo que permite tomarla como un fenémeno instantdneo. En la ecuacién esto se refleja
en el sumando (2.5), es decir, en el término S(0,¢,¢) que viene dado por:

S(B,QD,I)ES(G,(I))S(I—Q) (26)

Esto significa que el valor de S serd no nulo tinicamente en los instantes de tiempo #; en los que produzca
la emergencia de flujo magnético a la superficie solar. Ademas, se asume que esta emergencia se produce
de forma aislada (serd para cada t; y para cada par de coordenadas (6, ¢) una constante determinada) y
cada regién dipolar corresponde a la emergencia de un par de flujos de distinta polaridad pero de igual
intensidad entre si.

2.2. Transporte

El transporte de flujo magnético, como se verd a continuacién, puede considerarse de dos formas
diferentes: como movimientos aleatorios a pequeiia escala (difusién) o como flujos con un comporta-
miento sistematico (adveccidn).

2.2.1. Difusion (2.2)

El sumando de la ecuacién (2.2) modeliza la difusién de la componente radial del campo magnético.
Para ello, se toma una constante de difusidon 11 que permite basar esta modelizacién globalmente.

La estimacion inicial del valor de esta constante de difusién fue dada por Leighton (1964), que ba-
sédndose en el tiempo que transcurria hasta la inversion de polaridad, determiné que deberia tomar un
valor entre 770 y 1540 km?s~!. Sin embargo, este valor se consideré menor en 1977, cuando Mosher
estudié el periodo de vida de las regiones magnéticas activas a través de datos proporcionados por dife-
rentes observaciones. Se consideré entonces que el valor de 7] estarfa entre los 200 y los 600 km?s~!. A
partir de entonces, se han llevado a cabo multiples estudios para determinar el mejor valor de la cons-
tante de difusidn, aunque cada modelo considera un valor diferente.

Para este trabajo se considera el valor de la constante de difusién 1 = 500 km?s~!, tal y como detalla
el modelo trabajado por el Dr. Yeates.

2.2.2. Adveccién por rotacion diferencial (2.1)

Esta clase de movimientos se producen en direccién longitudinal. El modelo representa en el su-
mando (2.1) el transporte de flujo en cada pequefia zona de la superficie solar, teniendo en cuenta que,
como la composicién del sol es plasmadtica y gaseosa, no rota uniformemente en toda la superficie.

Los movimientos de flujo magnético en la superficie solar por rotacién diferencial fueron los pri-
meros en ser conocidos (Christof Scheiner, 1610), lo que hace que en la actualidad hayan podido ser
desarrollados con més detalle. Destacan las investigaciones de Newton y Nunn (1951) y de Ward (1966)
que determinaron que cuanto menor era el tamafio de una mancha solar, mayor era su velocidad de
rotacién, aunque sélo describieron estos movimientos en latitudes inferiores a 30°. Posteriormente los
estudios de Howard y Harvey (1970), Howard et al. (1984), Snodgrass et al. (1984) y Ulrich et al. (1988)
extendieron esta descripcion a todas las latitudes. Recientemente, se ha ido ampliando el conocimiento
de estos movimientos, destacando los avances de Thompson et al. (1996), Schou et al. (1998), Corbard
y Thompson (2002), Komm et al. (2003), Meunier (2005), Hathaway y Rightmire (2010-2011) y Howe
(2011). Hoy en dia se conoce que la superficie de rotacién diferencial varia sistemdticamente durante
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cada ciclo solar. [5]
En el modelo considerado en este trabajo se tomard la velocidad angular ®(6) como:
®(0) = 0,521 —2,396c0s*(0) — 1,787 cos*(0) deg dia~!

2.2.3. Adveccion por circulaciéon meridional (2.3)

Este movimiento se produce en direccién latitudinal. En el sumando (2.3) de la ecuacién se modela
el transporte del flujo magnético de la superficie solar hacia los polos, donde se produce la inversién
de polaridad de los campos magnéticos. El transporte del mismo de nuevo hacia el ecuador se produce
en el interior del Sol, y una vez se encuentra en la zona ecuatorial se cancela con el flujo de distinta
polaridad procedente del otro hemisferio.

Los movimientos de adveccién por circulacién meridional dependen de la velocidad v(4), que en
este modelo viene dada segtin las conclusiones de Schiissler y Baumann en 2006 [3]:

V(L) = —vpsin(2A) exp( —2|A|) ms~!

siendo A = /2 — 0 la latitud y Vo = 16 ms~! una constante?.

2.3. Decaimiento (2.4)

Si no fuera por la emergencia de nuevo flujo magnético modelada por (2.5), el flujo magnético total
en la superficie solar se irfa reduciendo de forma mondétona. Al aproximarse regiones magnéticas dipo-
lares entre si, se anula cierta cantidad de flujo entre polaridades opuestas. Este proceso es mds rdpido
cuanto mds préximas estdn unas de otras, pero incluso entre los flujos que se encuentran en los polos
solares se produce esta anulacidn.

En nuestro modelo, este fenémeno viene representado por el sumando (2.4), donde se fija una cons-
tante de decaimiento T = 10 afios.

3 Aunque suele tomarse v como el méaximo valor de v(4), en el caso del modelo estudiado por el Dr. Yeates se fija esta
constante para definir dicho término.



Capitulo 3

Resolucion de la ecuacion del modelo

Uno de los métodos mds utilizados para la resolucién numérica de una ecuacién en derivadas par-
ciales consiste en mantener la variable en tiempo continua y semidiscretizar las variables espaciales
(por ejemplo con el método de las diferencias finitas). En este caso se trata de una semidiscretizacion
espacial y el problema semidiscretizado se reduce a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
cuya dimensién coincide con el nimero de nodos espaciales que tenga la discretizacion espacial.

3.1. Analisis de la ecuacion

La emergencia de flujo magnético a la superficie solar se ha modelizado como una secuencia de
regiones magnéticas dipolares discretas. Gracias a estudios estadisticos y a observaciones llevadas a
cabo durante los pasados afios se cuenta con un registro de datos! que simula dichas emergencias. En
él, se proporciona la informacién del dia de aparicién de cada una de estas regiones singulares, sus
coordenadas (longitud y latitud), la separacidn entre los polos de cada polaridad (lo que nos informa a
su vez del tamaiio de la region magnética), el valor del flujo magnético de cada polaridad y el dngulo
de inclinacién con respecto a la linea este-oeste. Todos estos datos permiten obtener una constante
que represente la emergencia de flujo en cada instante y en cada localizacién en la que ésta tenga lugar,
aunque para este trabajo se omitird este calculo.

Para modelizar cada emergencia en el instante de tiempo #; se utiliza la férmula (2.6), por lo que hay

que afiadir al sistema de ecuaciones diferenciales un término del tipo Y. S(0,¢)5(z —¢;). La solucién de
este tipo de ecuaciones diferenciales se explica en [8].

Proposicion 3.1. Sean fy g globalmente Lipschitz (uniformemente en intervalos de tiempo compactos),
ysea G(y) = [dy/g(y) invertible. Entonces las soluciones de la ecuacion

Y (@) = f(t,3(1) +8(y(1)) 8(t —11)

3.1)
y(to) = Yo

Pueden escribirse como

Donde yi es solucion de

yi(to) = yo

IEsta base de datos ha sido proporcionada por el Dr. Yeates del Departamento de Ciencias Matematicas, Universidad de
Durham (Inglaterra).
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e Y es solucion de
' (1) = f(t,52(1))
n(n)=G6"(G((n))+1)
En el caso del modelo estudiado, con ¢ € [fp, T], el sumando con una delta de Dirac en la ecuacién

(3.1) corresponde a S(6,¢,7) en la ecuacion (2.1)-(2.5). Ademads, como se ha explicado al inicio del
capitulo, g(y(¢)) es la constante o dada por los dias de emergencia, y por tanto G(y) queda definida por:

GO = [2 =20

Asi, la funcién y; viene dada por:

W' (t) = f(t,y(1))
V() = a(gyi(t)+1) =yi(n) + o

Y finalmente, aplicando la proposicion anterior, la solucién de la ecuacién del modelo converge a la
solucidén de la ecuacién definida a trozos:

{y_ll(f) =ft. () t€to,t] o W' () =f(t. () ten,T]
yi(to) = Yo n(t)=y(h)+a

Notar que por tanto, en un problema de estas caracteristicas, el efecto producido es una disconti-
nuidad de salto finito en ¢ = #;. En la figura 3.1 se puede observar esta discontinuidad para un ejemplo

concreto.

Ejemplo 3.1.

y(0) =2

{y’(t)+y(t):(t+l)5(t—l) t € [to,2]

Figura 3.1: Gréfica de la solucién del ejemplo 3.1.

Por otra parte, en el caso del modelo estudiado hay varios instantes #; en los que la funcién tomara
un valor diferente. Ademads, el valor de la constante ¢ serd distinto para cada punto ¢;:

N

Y =f)+), 8 —na() (3.2)
i=1
La parte del sumatorio, de nuevo con una delta de Dirac, hace referencia a la aparicién de emer-
gencias en los instantes #;. Asi, en estos puntos en los que, segin los datos facilitados, surge una nueva
region magnética, se perderd la continuidad de la solucién.
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La complejidad de la ecuacion, la alta dimensién y el nimero elevado de deltas de Dirac de la fun-
cion derivada correspondiente al modelo estudiado impiden que pueda resolverse la ecuacién aplicando
la transformada de Laplace. Es por ello que deben utilizarse métodos numéricos de integracion.

3.2. Evaluacion de la ecuacion en el codigo

Para la integracion de la ecuacién (2.1)-(2.5) es conveniente introducir un vector potencial (Ag,Ay),
que viene dado por las siguientes ecuaciones:

8A9 B . n JB 1
8A¢ . n JdB 1
T~ VOBt Rag A (34

El término S4 es el que corresponde a las regiones magnéticas dipolares emergentes y su valor en
cada dia de emergencia y en cada par de coordenadas se tomard constante. En este trabajo se omitira el
célculo de estos valores de S4, que vendran dados por los datos proporcionados, tal y como se explica
en la subseccién 3.1. Ademads, este termino guarda la siguiente relacion con el término (2.5):

d
5(6,0.,1) z—;;(w,r)

También ha sido proporcionado un cédigo inicial?, programado en Python, que aproxima la solucién
de la ecuacién (2.1)-(2.5). En él se trabaja sobre este vector, que permite describir el campo magnético
radial B(0, ¢,¢) de la siguiente forma:

o (o Ag

Sera objetivo de este TFG analizar ese c6digo inicial e implementar distintos métodos de integracion
numérica para tratar de mejorar la resolucién de la ecuacion (2.1)-(2.5).
3.2.1. Mallado y condiciones iniciales

Siendo ¢ y 6 la longitud y colatitud respecti-
vamente, se construye una particién de toda la su-

oo e nen perficie solar en celdas de las mismas dimensiones
nth+1 o O o O 0O O O 0O o©
o o o O ° e & nth 1 16 -
GluNeN N O N NN BN NN N NN NN NN e Segup ¢ y COS/(Q)’ ya.que eSta eleCCIOn d'e/l malla
oo oo 00 o o o do simplificard posteriormente la evaluacién de la
O00G0000090009000800 O ., .
oo ioieiejo oo funcién. Se toman nph = 180 celdas en longitud
o NN NN NN NNNENNEMNHNNNRDNE NN Nol .
st s sl sle sls cos(8) (¢ € (0,2m)) y nth = 90 celdas en latitud (cos6 €
2000000000000 0000009 090
e e = =k -4 4 -4 - S (—1,1)).
ien RN NN ENNENRNERENNENNENRHN NN N
eloleleglelalelelel ™,
¢ 2,9 9000000 En la figura (3.2) se representan estas celdas de

forma esquematica. Los puntos azules hacen referen-
cia a los centros en los ejes verticales, donde se defi-
Figura 3.2: Mallado del dominio. ne Ag, y andlogamente los verdes a los centros en los

ejes horizontales, donde se define Ay. Asi, aplicando

el método de las diferencias finitas en la evaluacién de estas componentes se permite estimar el valor de

’Dr. Yeates, Departamento de Ciencias Matemadticas, Universidad de Durham (Inglaterra).
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B, que esté definido en los puntos rojos, es decir, en los centros de cada celda.

Los puntos no coloreados pertenecen a celdas imaginarias, en las que se define el valor de B de la
siguiente forma:

Para cada valor de la longitud (ver ecuacién (3.3)), B es un valor modular, es decir, para cada
valor de cos(6) el valor de B en la celda O serd el valor de B en la celda nph y el valor de B en la
celda nph+ 1 seré el valor de B en la celda 1.

Para cada valor de la colatitud (ver ecuacién (3.4)), para asegurar que no haya difusién més alld
de los limites de la celda, se fija en los ejes el valor de la velocidad como v =0y 3—3 = 0. A partir
de ahi, para cada valor de ¢ el valor de B en la celda O serd el valor de B en la celda 1, y el valor
de B en la celda nth+ 1 serd el valor de B en la celda nth.

Sea A = 7 — 0 la latitud y By una constante que representa la intensidad inicial del campo magné-
tico polar, tomando el flujo meridional particular vy dado por v(A) en la subseccion 2.2.3, se define la
condicion inicial para B(A4, 9,7 = 0) como:

B(1,9,0) = By exp | — ReXP(T—2IA)

7 — an (sin(2|A]) +cos(2|A])) |- (3.6)

Esta expresion es una solucion estacionaria de la ecuacidn que resulta al considerar en la ecuacién
del modelo tnicamente los sumandos referentes al transporte de flujo magnético, es decir, (2.1), (2.2) y
(2.3), despreciando los referentes a la emergencia (2.5) y decaimiento (2.4).

Por otra parte, dada la ecuacién (3.5), se toman las siguientes condiciones iniciales para Ag y Ay:
Ay = (3.7)

= smﬂ/ (3.8)

3.2.2. Método de diferencias finitas

Se trata de estimar el valor de B en la celda (i, j), siendo i y j los nimeros de la columna y la fila de
la celda en la malla respectivamente (ver numeracion en rojo en la figura 3.2). Asi, denotaremos por 6;
y ¢; a los valores de dichos dngulos en cada celda.

BAg

En primer lugar se estimaran los valores de y ‘M" en los ejes correspondientes de la malla. Para

ello, se deben tomar los valores de B, % ¢ y a 9 adecuados para evaluar las ecuaciones (3.3) y (3.4). Se
denotard como i, a los ejes verticales y j. a los ejes horizontales (ver numeracidn en azul y en verde
respectivamente en la figura 3.2).

Se explica a continuacién el proceso de evaluacion de la ecuacién (3.3). Ag estd definida en los ejes
verticales (i.,j) de la malla, por lo que se toma el valor de B en dos celdas longitudinalmente conse-
cutivas y se calcula su valor en su punto central. En este caso se trabaja con matrices de dimensiones
(nph+1) x nth, es decir, 181 x 90.

Parai € [0,nph+1], i, € [0,nph], j € [1,nth]:

By j) + B(it1,))
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JB _ Biiv1) = Bij)  Biir1.) = Biiy)

%(iﬁj)— i1 —0 Gi—¢o

y sustituyendo en la ecuacion (3.3):

dAg ,. . . B(i )+ B(it1,)) N [Bi+1)) — By 1
(] = R : : . : : —-A IR &) .
210 = 0(0)Rsin(0) | 20 S|P B g sy6.00) 09)

Si t; es un dia donde se produce una emergencia, el valor de S4(0,9,1) = S4(0,9)5(t —1;).

La ecuacién (3.4) se evalua de forma andloga. Ay estd definida en los ejes horizontales (i, j.) de la
malla, y en este caso trabajaremos con matrices de dimensiones nph x (nth+ 1), es decir, 180 x 91.
Empleando la relacion:

a—B = —sineigB
00 dcosO’

parai € [1,nph], j € [0,nth+1], j. € [0,nth]:

B j) + B j+1)

Biij) = >
JB . - By — By . Biijr) —Bij)
- o) = — 0 - ’ = — o—~2 2
00 (i, Je) SIY o8 6; —cos6;_1 Sy os 6, —cos 6y

Finalmente, sustituyendo en la ecuacién (3.4):

dAg o o _ Bijy+Bijn] _n . o [Beiy—Bay] 1

Una vez se hayan obtenido las estimaciones numéricas para el vector potencial, se volvera a aplicar
el método de las diferencias finitas para evaluar B en el centro de las celdas. Se utilizard para ello una
expresion equivalente a (3.5):

1 d . 1 JdAg

_Eacos(e)(mn(e)A(p)_Rsin(G)W .11

B(6,9,1) =

La matriz de valores de B tiene dimensiones (nph+2) x (nth+2), es decir, 182 x 92. Para evaluar
esta expresion se vuelve a aplicar el método de las diferencias finitas, de forma andloga a los procesos
de evaluacién anteriores (ver (3.11)). En las celdas imaginarias el valor de B vendra dado tal y como se
explica en la subseccion 3.2.1.

Sine(j—l)eAq)(ia(j_l)e)_SinejeAd)(ivje)+ 1 Ap((i—1)e,j) —Ag(ics j)
cos 8 —cos By sin(6) 01— o

B(i,j) = (3.12)

Parai € [1,nph+1], j € [1,nth+1].
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3.3. Integracion mediante el método de Euler explicito

Para la integracion numérica de las ecuaciones del vector potencial (3.3) y (3.4), en el cédigo origi-
nal se aplica el método de Euler explicito (orden uno) [11], el cual se va a introducir brevemente.

Dado el problema de valor inicial:

{y'm = f(t,y(t)), yeR™ 1€ln,T),

(3.13)
¥(to) = yo,

el método de Euler explicito calcula el valor de y; que aproxima a y(tp + ), solucion exacta de (3.13)
con condiciones iniciales (9, yo) y paso de integracién h. Este algoritmo de resolucién del PVI viene
dada por:

Yn+1 =DYn +hf(tn>yn)7 n=0,1,.., (T _to)/hv
¥(t0) = yo.

Ag

En este modelo, y = ( A y la funcién derivada f tiene por componentes (3.3)-(3.4). Ademas la

integracion se realiza dia a dia (en intervalos de 86400 segundos) durante 11 afios para poder evaluar los
resultados obtenidos en cada una de las posibles fases de un ciclo solar. As{ se garantiza la evaluacién
en todos aquellos puntos ¢ = t; que representan los dias de emergencia en los que hay que considerar las
deltas de Dirac.

Una vez mds, en el caso de Ag se trabaja con matrices de dimensién (nph+ 1) x nth, es decir,
181 x 90, y en el caso de Ay con matrices de dimension nph x (nth+ 1), es decir, 180 x 91. Por tanto,
la dimension del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias es 32670.

El esquema resolutivo global sigue el siguiente proceso en cada paso:

1. Se toman los valores de Ag y Ay y B en el paso anterior o de la condicion inicial en caso de ser el
primer paso (ecuaciones (3.6)-(3.8)).

2. Se toma el valor de B en las celdas imaginarias (ver 3.2.1).

3. Se utiliza el método de diferencias finitas para obtener los valores de aa# y %‘” (ver 3.9) y

(3.10)).

4. Se actualiza el vector potencial por el método de Euler explicito con paso A:
JA
(i) = C) ()
- JdA
Ao Ao i

6. De nuevo mediante el método de las diferencias finitas, se actualiza el valor de B a partir de los
valores que se acaban de obtener de Ag y Ay (ecuacion (3.11)).

5. Avanza el tiempo: t =1+ h.

Se puede concluir que la implementacién de este método es sencilla, siendo la mayor complicacién
del codigo la evaluacion de la funcidn, y que en principio su coste computacional (medido en el nimero
de evaluaciones de la funcién por paso) es minimo. Sin embargo, se trata de un método con limitaciones
ya que para que el error sea pequefio, los pasos han de ser pequefios también, y esto eleva el coste
computacional. Ademads, existe la posibilidad de que los errores de redondeo acaben por contaminar los
resultados obtenidos. Por este motivo, es conveniente aumentar el orden del método aplicado para la
resolucion de este problema.
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34.

Implementaciéon de métodos Runge-Kutta de orden dos a paso fijo

En esta seccidén se detalla la implementacién de métodos Runge-Kutta de orden dos y dos etapas
para integrar numéricamente el sistema de ecuaciones diferenciales y se comparardn los resultados ob-
tenidos con el método de Euler explicito.

Dado un problema de valor inicial (3.13), su resolucién mediante un método Runge-Kutta explicito
de dos etapas y orden dos con paso de integracién i [11], viene dada por:

81 = f(tmyn)
g2 = f(ta+c2h,y, +hazig1)
Yn+1 =yn+h(b1g1+b2gg) n:(),l,...,(T—to)/h

Cuya tabla de Butcher es

0
¢ | ag
| b1 by

Asf, para resolver el modelo sobre el que se estd trabajando, se seguird el siguiente esquema en cada

paso:

1.

10.

Se toman los valores de Ag, Ay y B en el paso anterior o de la condicion inicial en caso de ser el
primer paso (ecuaciones (3.6)-(3.8)).

Se guardan estos valores de Ag y Ay como Agy A¢.

. Se toma el valor de B en las celdas imaginarias (ver 3.2.1).

Se utiliza el método de diferencias finitas para obtener los valores de aAJ y a ; ? (ver (3.9) y
(3.10)).

0Ag aAe 8A¢
Se guardan estos valores de 5% y at como 52y 5~

Se actualiza el vector potencial:

JdAg

Ag Ag o1
= h
(3r) = (oo +an ()

. De nuevo mediante el método de las diferencias finitas, se actualiza el valor de B a partir de los

valores que se acaban de obtener de Ag y Ay (ecuacion (3.11)).
Se vuelven a obtener los valores de a{’;f’ y a";t" utilizando la actualizacién de B dada por el paso
anterior (ver 3.9 y 3.10).

Se actualiza el vector potencial siguiendo el esquema del nuevo método:

(91’49 aAG
A A o r
Ao)  \dy 2 5

Finalmente, se actualiza el valor de B segtn los valores del vector potencial que se acaban de
calcular (ecuacion (3.11)).
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METODO DEL TRAPECIO.

El método del trapecio viene definido por:

g1 = f(ta,yn)
82 :f(tn+ha)’n+hgl)
J’n+1:yn+%(gl+82)7 n:0717”'7(T_t0)/h7

cuya tabla de Butcher es

1
12 12

0
1

Con este método, puede obtenerse mediante la técnica de pares encajados una estimacidén del error
local del método de Euler [11], dada por

h( 0Ag 0A dAy OA
el =5 (1552 = 252+ 11 %52 - 252 h ) a1

1.2 T T T T T T 2.0

1.0

0.8

0.6

estimacion del error local
estimacion del error local

0.2

15 20 2. .
t (segundos) le8 t (segundos) led

1.5 2.0

Figura 3.3: Método del trapecio. Error local estimado, 17 pasos por dia (izda.), 9 pasos por dia (dcha.).
La magnitud de la solucién es del orden de 103.

Se puede observar en la figura 3.3 que inicialmente la estimacién del error local es muy pequeia,
y en el primer dia de emergencia hay un salto y la estimacion del error local aumenta notablemente.
Estos aumentos se van sucediendo a lo largo de los 11 afios (3,47 x 108 segundos), y cada uno de ellos
se produce en los dias ¢#; en los que hay emergencia.

Segtin los datos proporcionados, el primer dia de emergencia es el 262 (0,226 x 108 segundos), que
es cuando aparece el primer aumento de la estimacién del error: pasa de 8,20 x 107% a 2,70 x 10~
El segundo dia de emergencia es el 299 y en este caso el valor de la estimacion del error aumenta de
7,01 x 107* 2 3,49 x 10~!. Puede observarse que el maximo se obtiene en el dia 2845 con un valor de
1,03.

Por otra parte, es evidente que el tiempo que tarda el cddigo en ejecutarse es aproximadamente el
doble del que tardaba mediante el método de Euler explicito, pero desde un punto de vista computacio-
nal este método serd mds favorable, ya que tiene orden dos. Si se reduce el nimero de pasos por dia a
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9, el tiempo de ejecucioén del cddigo vuelve a ser similar al inicial, en el que se aplicaba el método de
orden uno. Sin embargo, la estimacién del error local aumenta, tal y como se muestra en la figura 3.3
(dcha.).

METODO DEL PUNTO MEDIO.

El método del punto medio viene definido por:

g1 = f(ta,yn)
82 :f(tn+%7yn+%gl)
Yn+1 :)’n‘f‘hg% HZO,I,...,(T—I())/}Z,

definido por la tabla de Butcher

0
1/2 | 1/2
0 1

Con este método, puede obtenerse una estimacidn del error local del método de Euler, dada por

dAg A dAy JA
el ={ 11252 = 252 1+ 11 %52 - 252 1 ) a15)

25 T T T T T T 4.0

2.0

estimacion del error local
estimacion del error local

15 2.0 . .
t (segundos) le8 t (segundos) le8

Figura 3.4: Método del punto medio. Error local estimado, 17 pasos por dia (izda.). 9 pasos por dia
(dcha.).

Las figuras 3.4 representan el valor de la estimacién local del método de Euler con 17 y 9 pasos por
dia respectivamente. Se observa que los resultados obtenidos con este método son menos satisfactorios
que los obtenidos por el método del trapecio, pues la estimacion del error local llega a alcanzar 2,07 con
17 pasos por dia o 3,92 con 9 pasos por dia.

El andlisis llevado a cabo en este capitulo muestra las limitaciones de los métodos de paso fijo, y
por ello serd conveniente implementar métodos de paso variable.
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3.5. Implementacion de métodos Runge-Kutta de orden dos a paso va-
riable

En esta subseccion se implementaran los métodos del trapecio y del punto medio, pero esta vez a
paso variable. Esto significa que ahora se permite que la longitud de un paso pueda variar al recorrer el
intervalo de integracién de longitud 1 dia (86400 segundos) de modo que la estimacién del error local sea
siempre menor o igual que una tolerancia (7OL) fijada por el usuario y asi adaptarse al comportamiento
de la solucion.

e(ty) < TOL=TOL,+ (|Agl1 + |A||1)TOL, (3.16)

siendo TOL, y TOL, las tolerancias absoluta y relativa empleadas.

Tanto si el paso es aceptado (e(,) < TOL) como rechazado (e(t,) > TOL) se emplea la siguiente
férmula para la longitud del siguiente paso de integracién

1/2
hyr1 = FAC h,, <T0L> . (3.17)
e(tn)

Se toman FAC = 0,9, TOL, = 10~' y TOL, = 1072, TOL, = 10~* x TOL,, obteniéndose los si-
guientes resultados:

Cuadro 3.1: Resultados numéricos obtenidos a paso variable.

TOL, TRAPECIO PUNTO MEDIO
P. aceptados | P. fallados | Max. est. error local | P. aceptados | P. fallados | Méx. est. error local
107! 29717 2159 7,47 % 107! 30092 2730 7,00 x 107!
1072 60761 3225 7,40 x 102 61278 3705 7,30 x 102
0.08 0.08

0.07 |-

0.06 |-

0.05F

0.04

0.03

estimacion del error local
o
o
s

estimacion del error local

o
o
[N}

0.02

0.01 0.01

0.00 .
0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

0.00 A

0.0 8
t (segundos) 1le8 t (segundos) 1le8
Figura 3.5: Método del trapecio (izda.), método del punto medio (dcha.). Error local estimado, paso
variable.

El nimero de pasos que realiza el método de integracion a paso fijo (en torno a 65.000) es aproxi-
madamente el mismo que el que realiza el método de integracién a paso variable con tolerancia 107!, lo
que significa que, mediante la implementacién de un método a paso variable, se ha conseguido reducir
la estimacidn del error local desde 1,30 hasta 0,75 en el caso del trapecio y desde 2,07 hasta 0,70 para
la regla del punto medio.
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3.6. Implementacion de métodos Runge-Kutta de orden tres a paso va-
riable

Dado el problema de valor inicial (3.13), su resolucién mediante un método Runge-Kutta explicito
de orden 3 viene dado por:

g1 = f(tn,yn)

g2 = f(tn +cah,y, +hay g1)

g3 = f(t,n+c3h,y,+h(asig1 +asng2)))

Ynt1 = Yn+h (D181 +bag2 +b3gs3), n=0,1,...(T —1ty)/h,

cuya tabla de Butcher viene dada por

0
€2 | a2
€3 | 431 a4z

by by b3

Se considerard el método Runge-Kutta explicito de 3 etapas y orden tres dado por los coeficientes
c2=1/2,c3=1,ay1=1/2,a3y =—1,a3p=2,b; =1/6,b, =4/6 y b3 = 1/6.

En la tabla 3.2 se muestran los resultados obtenidos en funcién de la tolerancia, incluyendo la esti-
macién del error local para el método encajado del trapecio de orden 2 (dos primeras etapas). En primer
lugar, se observa que cuando la tolerancia se divide entre 10, la estimacién del error local también lo
hace. Esto se conoce con el nombre de proporcionalidad de la tolerancia.

Cuadro 3.2: Resultados obtenidos con el método de orden 3 a paso variable.

TOL | PASOS FALLADOS | PASOS ACEPTADOS | MAXIMO EST. ERROR LOCAL
1071 1881 19441 6,56 x 10T
1072 4471 22727 7,56 x 1072
1073 5233 29971 7,53 %1073
107% 6484 51537 7,56 x 1074

En este caso, se puede observar de las tablas 3.1 y 3.2 que la eficiencia del método de orden tres
es muy superior a cualquiera de los métodos de orden dos considerados. Para una tolerancia dada, el
nimero de pasos requerido por el método de orden tres es claramente inferior al método de orden dos.

Las figuras 3.6 muestran la estimacién del error local en todos los pasos (izda.) y sélo en los acep-
tados (dcha.) cuando la tolerancia vale TOL, = 10~2. Para contrastar el valor de la estimacién del error
local de los pasos aceptados con la de los pasos fallados, el color rojo representa la estimacién del error
local en los pasos fallados, y el azul en los aceptados.

La figura 3.8 muestra una comparacion entre la eficiencia de los métodos de orden dos a paso
variable (trapecio y punto medio) y el método de orden tres y tres etapas. El eje de ordenadas representa
el error global de B en el punto final (habiendo tomado como solucién exacta la obtenida con una
tolerancia muy pequefa) y el eje de abscisas representa el costo computacional medido en nimero de
evaluaciones de la funcién derivada. Salvo para tolerancias mayores a 10!, el método de orden 3 es
claramente superior a los métodos de orden dos, ya que su costo computacional es menor para obtener
un mismo error. De los métodos implementados, el Runge-Kutta de orden tres es el mas adecuado para
el problema considerado en esta memoria.
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Figura 3.7: Estimacién del error local, pasos aceptados (azul), pasos fallados (rojo). TOL, = 1074,

3.7. Resultados proporcionados por el codigo

El cédigo con el que se ha trabajado guarda una serie de imagenes de la intensidad del campo
magnético B en la superficie solar (figura 3.9) segtin la estructura del mallado 3.2. El color rojo y el azul
hacen referencia a las polaridades del campo magnético. El hecho de que estos colores se encuentren
muy concentrados en la parte superior e inferior del grafico muestra la estructura dipolar del campo
magnético solar en cada instante de tiempo. Las manchas que aparecen en el centro de la imagen tienen
relacién con la aparicion de regiones magnéticas dipolares emergentes. Este conjunto de imédgenes son
utiles para el estudio de la inversion de polaridad que se produce en el Sol.

En la figura 3.10 se muestra una segunda imagen impresa por el cédigo. En la gréfica superior
estd el diagrama de mariposa se observa la inversion de polaridad en el Sol. En la parte izquierda de
este diagrama, el color rojo se encuentra en la parte alta y el azul en la parte baja, pero a la derecha
estas posiciones estdn invertidas. La grafica central muestra la intensidad normalizada total del campo
magnético en funcién del tiempo y en la dltima, cada curva representa la intensidad del campo magnético
en uno de los polos geogréficos del Sol en funcién del tiempo. El signo de las curvas indica la polaridad.
Notar que en torno al cuarto afio hay un cambio de polaridad que se observa en la primera grafica y
en el cruce de las curvas de la dltima grafica. También es el punto en el que la intensidad del campo
magnético es maxima (grafica central).

Si se omiten las emergencias de nuevas regiones dipolares (figura 3.11), se observa que la intensidad
del campo magnético decae (grafica central) y no hay inversion de la polaridad.
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Figura 3.8: Gréfica de eficiencia de los métodos Runge-Kutta implementados a paso variable.

Day 4010
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Figura 3.9: Imagen de la intensidad del campo magnético y su polaridad en el dia 4010 en la superficie
solar.
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Capitulo 4

Conclusiones

En este Trabajo de Fin de Grado se ha analizado un cédigo en Python proporcionado por el Dr. Yea-
tes para la resolucién numérica de la ecuacion de transporte de flujo magnético en la superficie solar.
Se trata de una ecuacidén en derivadas parciales que, tras ser semidiscretizada espacialmente (método de
diferencias finitas) da lugar a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias con deltas de Dirac. En
este cddigo se realizaba la integracién numérica mediante el método de Euler explicito, pero no se tenia
ningtn conocimiento cualitativo de los resultados obtenidos.

Se han implementado sobre el c6digo dos métodos de orden dos, que permitieron calcular una es-
timacién del error local que cometia el método de Euler explicito. Se observé que esta estimacion del
error local daba lugar a valores altos y que los métodos a paso fijo podian no ser suficientemente ade-
cuados. Entonces, se implementaron estos mismos métodos a paso variable, de forma que el paso de
integracién se adaptara para hacer que los valores de la estimacién del error local fueran inferiores a
una cierta tolerancia. Se consiguié de esta forma, con el mismo costo computacional, una estimacién
del error local més pequefia a la obtenida a paso fijo (desde 1,30 hasta 0,75 en el caso del trapecio y
desde 2,07 hasta 0,70 para la regla del punto medio).

Andlogamente, se implement6 un método Runge-Kutta de 3 etapas y orden 3 a paso variable. Este
esquema es claramente superior a los de orden 2 anteriores, en particular con el mismo costo compu-
tacional que el codigo original, el error global es como minimo 10 veces menor.

4.1. Dificultades encontradas

= Trabajar en el campo de la astrofisica y del magnetismo solar me ha resultado complicado, ya
que no tenia ninglin conocimiento previo en la materia. Sin embargo, ha sido interesante poder
introducirme entre estos conceptos para asi poder entender la interpretacion de los resultados y el
modelo.

= El hecho de que la ecuacién contuviera un sumatorio con deltas de Dirac ha hecho que el problema
a resolver (en particular la evaluacién de la funcién y su implementacién en el cédigo) fuese
complejo.

= Una de las mayores dificultades a la hora de desarrollar el trabajo fue partir de un cédigo escrito
por otra persona, adaptarme a la nomenclatura, estructura y evaluaciéon de la funcién derivada de la
ecuacion diferencial, para posteriormente implementar sobre €l los diferentes métodos utilizados,
asi como realizar el cambio de paso fijo a paso variable de forma optima.

23
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4.2. Continuidad y mejoras del trabajo

Los codigos y métodos expuestos en este trabajo realizan la integracion dia a dia. Esto significa que,
sea cual sea la longitud de los pasos de integracién, se para en cada dia volviéndose a reiniciar la inte-
gracion. Se planted la idea de cambiar este hecho y hacer que el método parase inicamente en los dias ¢;
de emergencia dados por la base de datos del Dr. Yeates. Sin embargo, la implementacién de un cédigo
que cumpliera esto es mas compleja, ya que para obtener los diagramas finales se necesita informacién
de todos los dias, habria que aplicar métodos continuos para aproximar los valores en cada dia. Tras
analizar los resultados obtenidos por un cédigo de estas caracteristicas, se observd que no merecia la
pena debido a la complejidad del cédigo, y a que los resultados fueron similares.

Resolver la ecuacién con un método de orden superior podria no ser conveniente debido al alto costo
computacional y a que el orden de la semidiscretizacion espacial utilizada es bajo.
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ANEXO

CODIGO DE INTEGRACION
METODO RUNGE KUTTA DE ORDEN 3 Y 3 ETAPAS A PASO VARIABLE.

# Simple surface flux transport model
# - python version: Agosto 2017

#

#

#

from __future_

_ import division
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

from bmr import BMR

from numpy import linalg as LA

# (0) Simulation parameters

# _________________________

nth = 90 # number of grid points in latitude

nph = 180 # number of grid points in longitude

ndays = 365%11 # number of days to run simulation

bflyFreq = 2 # frequency to output butterfly diagram [in days]
diagFreq = 2 # frequency to output fluxes [in days]

bipFile = ’bips.txt’ # name of the bipole data file

BO = 10.0 # initial polar field strength

latPole = 70.0*np.pi/180.0 # location of pole boundary for calculating polar flux
movie = True
#movie = False

movireq = 27
bmax = 30.0 # Plotting threshold (G) for running map of Br

# (1) Read in the BMR list from file [probably neater way]

# __________________________________
rsun = 6.96e10
bmrs = [];

f=open(bipFile,’r’)

data = f.readlines()

f.close()

nbips = int(datal[0].split() [0])

print (’Reading in ’+str(nbips)+’ BMRs from ’+bipFile)
for k in range(1,nbips+1):

27
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datal = datalk].splitQ)

bdayl = int(float(datal[0]))

blonl = float(datal[1])*np.pi/180.0
blatl = float(datal[2])*np.pi/180.0
bsepl = float(datall[3])

bfluxl = float(datall[4])/rsunx*2

btiltl = float(datal[5])*np.pi/180.0

bmrs.append (BMR(bdayl,blonl,blatl,bsepl,bfluxl,btiltl))
f.close()

nxtbmr = 0 # Initialise pointer to next BMR

# (2) Set up the grid (equally spaced in phi and cos(theta))

# (a) Arrays at cell centres

cthcl = (np.arange(nth)+0.5)/nth*2.0 - 1.0

phcl = (np.arange(nph)+0.5) /nph*2*np.pi

# Make into 2-dimensional arrays:

phc, cthc = np.meshgrid(phcl,cthcl,indexing="ij’)
thc = np.arccos(cthc)

latcl = np.arcsin(cthc1)*180.0/np.pi

sthc = np.sin(thc)

# (b) Grid spacings:

dph = phc1[1] - phc1[0]

dcth = cthcl[1] - cthcl[0]

# (c) Arrays on theta-ribs:

temp = np.arange(nph+1)

temp, ctht = np.meshgrid(temp,cthcl,indexing="1ij’)
tht = np.arccos(ctht)

stht = np.sin(tht)

# (d) Arrays on phi-ribs:

cthpl = (unp.arange(nth + 1))/float(nth)*2.0 - 1.0
temp, cthp = np.meshgrid(phcl,cthpl,indexing=’ij’)
thp = np.arccos(cthp)

sthp = np.sin(thp)

# (3) Initialise flows and diffusion

# __________________________________
# (a) Supergranular diffusion coefficient:
eta = 500.0/6.96e5*%*2 # i.e. 500 km"2/s

# (b) Differential rotation (on th ribs):

omA = (13.7195 - 360.0/27.2753)/180.0*np.pi/86400.0
omB = -2.396/180.0%np.pi/86400.0

omC = -1.787/180.0%np.pi/86400.0

om = omA + omBxctht**2 + omCkctht*x*x4

vph_om = om*stht

# (c) Meridional flow (on ph ribs):

# —-— Schuessler-Baumann profile

v0 = 16.0/6.96e8 # i.e. 11 m/s

latp = 0.5*np.pi - thp

vth_mf = -np.sin(2.0*latp)*np.exp(np.pi-2*np.abs(latp))
v0 = vO/np.max(np.abs(vth_mf))

Anexo . ANEXO



Anexo . 29

vth_mf = vth_mf*xv0
vth_mf[:,0] = 0.0
vth_mf[:,nth] = 0.0

# (d) Exponential flux decay time:
tdec = 10.0%86400.0%365.25
invtdec = 1.0/tdec

# (4) Set timestep for CFL condition

cflFactor = 0.2

# Minimum grid spacings:

hphmin = np.min(np.abs(sthcxdph))

hthmin = np.min(np.abs(thp[0,1:nth]-thp[0,0:nth-1]))
# Maximum timestep for diffusion term:

dt_eta = np.min([hphmin**2/eta,hthmin**2/etal)

# Maximum timestep for meridional flow:

t_mf = np.abs((thp[:,1:nth]l-thp[:,0:nth-1])/vth_mf[:,0:nth-1])
dt_mf = np.min(t_mf)

# Maximum timestep for differential rotation:

dt_om = np.min(np.abs(stht*dph/vph_om))

dt = min([dt_eta, dt_mf, dt_om])*cflFactor

print (’Chosen timestep (s):’+str(dt))

# Modify dt to fit evenly into a day:

ndt = int(round(86400.0/dt))

ndt=9

dt = 86400.0/ndt

print (’Rounded timestep (s):’+str(dt))

# (5) Initial condition

# Choose initial distribution of Br.

br = np.zeros((nph+2,nth+2)) # array includes ghost cells (182%92)

latc = 0.5*%np.pi - thc

brNew = latc/np.abs(latc)*np.exp(-np.exp(np.pi - 2*np.abs(latc))*v0/4.0/eta*(np.sin(2*np.ab:
br[1:nph+1,1:nth+1] = brNew/np.max(np.abs(brNew))*BO0

# Compute corresponding vector potential. Since

# Br = 1/(sin(th))*( d/dth(sin(th)Aph) - d/dph(Ath) )

# we can choose

# Aph(th,ph) = 0 [ on ph ribs ]

# Ath(th,ph) = -sin(th)*int_O0"ph Br(ph’,th) dph’ [ on th ribs ]
aph = np.zeros((nph,nth+1))

ath = np.zeros((nph+1,nth))

ath[1:nph+1,:] = -sthc*np.cumsum(br[1:nph+1,1:nth+1],axis=0)*dph

# (6) Initialise output arrays

# Initialise butterfly diagram:
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nbfly = ndays//bflyFreq

bfly = np.zeros((nbfly+1,nth))

tbfly = np.zeros((nbfly+1))

bfly[0,:] = np.mean(br[1:nph+1,1:nth+1],axis=0)

tbfly[0] = ¢

ibfly = 1

# Initialise total fluxes:

ndiag = ndays//diagFreq

totflux = np.zeros(ndiag+1)

nflux = np.zeros(ndiag+1)

sflux = np.zeros(ndiag+1)

tdiag = np.zeros(ndiag+1)

br[1:nph+1,1:nth+1] = (sthp[:,0:nthl*aph[:,0:nth] - sthp[:,1:nth+1]*aph[:,1:nth+1])/dcth +
totflux[0] = np.sum(np.abs(br[1:nph+1,1:nth+1]))*dph*dcth
maskNPole = ( thc <= (0.5*np.pi - latPole) )

maskSPole = ( thc >= (0.5%np.pi + latPole) )

nflux[0] = np.sum(br[1:nph+1,1:nth+1]+*maskNPole)*dph*dcth
sflux[0] = np.sum(br[1:nph+1,1:nth+1]*maskSPole)*dph*dcth
tdiag[0] =t

idiag = 1

xab= np.zeros(200000)

yab= np.zeros(200000)

index=0

pasos_fallados=0

pasos_aceptados=0

# (7) Main loop

# _____________
if movie:
plt.ion()

plt.set_cmap(’RdBu_r’)
mov = plt.imshow(np.transpose(br[1:nph+1,1:nth+1]),vmin=-bmax,vmax=bmax)

for d in range(1,ndays+1):

if ((d%100)==0):

print(’Day ’+str(d)+’ of ’+str(ndays))

# (a) Add in new regions if necessary

while (bmrs [nxtbmr] .day==d) :

ath[1:nph+1,:] = ath[1:nph+1,:] + bmrs[nxtbmr].ath(phc, thc)
nxtbmr += 1

# print t, k, d

Se calcula la primera etapa antes del bucle para
aprovechar en el caso de paso fallado

valores iniciales YO

H H OH H H HH

athO = ath; aphO = aph
# (b) Apply boundary conditions
# (i) periodic in ph
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br[0,1:nth+1] = br[nph,1:nth+1]

br [nph+1,1:nth+1] = br[1,1:nth+1]

# (ii) closed in th (i.e., no diffusion through boundary)
br[1:nph+1,0] = br[1l:nph+1,1]

br[1:nph+1,nth+1] = br[1:nph+1,nth]

# (c) Compute RHS on ribs from differential rotation
dat = vph_om*0.5%(br[0:nph+1,1:nth+1] + br[1:nph+2,1:nth+1])

# (d) Compute RHS on ribs from meridional flow
dap = -vth_mf*0.5%(br[1:nph+1,0:nth+1] + br[1:nph+1,1:nth+2])

# (e) Compute RHS on ribs from supergranular diffusion
dat = dat - eta/stht*(br[l:nph+2,1:nth+1] - br[0:nph+1,1:nth+1])/dph
dap = dap - eta*sthp*(br[1:nph+1,1:nth+2] - br[1:nph+1,0:nth+1])/dcth

# (f) Compute RHS on ribs from exponential flux decay
dat = dat - ath*invtdec
dap = dap - aph*invtdec

#

# Gl es (datl, dapl)

#

datl = dat; dapl = dap;

t0 = 0;

tf = 86400 # 24%3600 = 86400 segundos
dt = 86400.0/(ndt) # paso inicial

tol = le-4;

tolr = le-4

fallo=0

while t0 < tf:

# (g) Update vector potential
ath = ath + dt/2*dat

aph = aph + dt/2*dap

Y1 = YO + hx*G1

(h) Advance time
=t + dt/2
(1) Update br from vector potential:
Br = 1/(sin(th))*( d/dth(sin(th)Aph) - d/dph(Ath) )
= -d/d(cos(th)) ( sin(th)*Aph ) - (1/sin(th))*d/dph( Ath )
br[1:nph+1,1:nth+1] = (sthp[:,0:nthl*aph[:,0:nth] - sthp[:,l:nth+1]*aph[:,1:nth+1])/dcth +

H H H 4 H HFH R

Calculo de G2, segunda evaluacion de la funcion

H H OH H H

br[0,1:nth+1] = br[nph,1:nth+1]
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br [nph+1,1:nth+1] = br[1,1:nth+1]

#  (ii) closed in th (i.e., no diffusion through boundary)
br[1:nph+1,0] = br[1l:nph+1,1]

br[1:nph+1,nth+1] = br[1:nph+1,nth]

# (c) Compute RHS on ribs from differential rotation
dat = vph_om*0.5%(br[0:nph+1,1:nth+1] + br[1:nph+2,1:nth+1])

# (d) Compute RHS on ribs from meridional flow
dap = -vth_mf*0.5%(br[1:nph+1,0:nth+1] + br[1:nph+1,1:nth+2])

# (e) Compute RHS on ribs from supergranular diffusion
dat = dat - eta/stht*(br[l:nph+2,1:nth+1] - br[0:nph+1,1:nth+1])/dph
dap = dap - eta*sthp*(br[1:nph+1,1:nth+2] - br[1:nph+1,0:nth+1])/dcth

# (f) Compute RHS on ribs from exponential flux decay
dat = dat - ath*invtdec
dap = dap - aph*invtdec

dat2=dat

dap2=dap

#

# G2=(dat2, dap2)

# (g) Update vector potential
ath = athO - dt*datl +2*dt*dat2
aph = aphO - dt*dapl +2*dt*dap2

# Update br from vector potential:

# Br = 1/(sin(th))*( d/dth(sin(th)Aph) - d/dph(Ath) )

# = -d/d(cos(th)) ( sin(th)*Aph ) - (1/sin(th))*d/dph( Ath )

br[1:nph+1,1:nth+1] = (sthp[:,0:nthl*aph[:,0:nth] - sthp[:,1:nth+1]*aph[:,1:nth+1])/dcth +
#
#
# Calculo de G3, tercera evaluacion de la funcion

#

#

t =t + dt/2

br[0,1:nth+1] = br[nph,1:nth+1]

br [nph+1,1:nth+1] = br[1,1:nth+1]

#  (ii) closed in th (i.e., no diffusion through boundary)

br[1:nph+1,0] = br[1:nph+1,1]
br[1:nph+1,nth+1] = br[1:nph+1,nth]

# (c) Compute RHS on ribs from differential rotation
dat = vph_om*0.5%(br [0:nph+1,1:nth+1] + br[1:nph+2,1:nth+1])

# (d) Compute RHS on ribs from meridional flow
dap = -vth_mf*0.5%(br[1:nph+1,0:nth+1] + br[1l:nph+1,1:nth+2])

# (e) Compute RHS on ribs from supergranular diffusion



Anexo . 33

dat = dat - eta/stht*(br[l:nph+2,1:nth+1] - br[0:nph+1,1:nth+1])/dph
dap = dap - etaxsthp*(br[1:nph+1,1:nth+2] - br[1:nph+1,0:nth+1])/dcth

# (f) Compute RHS on ribs from exponential flux decay
dat = dat - ath*invtdec

dap = dap - aph*invtdec

# G3=(dat, dap)

# (g) Update vector potential Yn+1=Yn-(1/6)hgl+(4/6)hg2+(1/6)hg3

athO + dt/6*(datl+4*dat2+dat)
aphO + dt/6+*(dapl+4*dap2+dap)

ath
aph

# estimacion del error local del metodo de Euler explicito

#

xab[index] = t

est = dt*( LA.norm( dat-datl,1) + LA.norm( dap-dapl, 1))
estl=est

if est > tol*(1+ (LA.norm( athO,1) + LA.norm( aphO, 1))/100):
estl = -est

yab[index] = estl

index = index+1

print t, estl, d, dt/9600, pasos_aceptados, pasos_fallados

nnn

est = (dt/6)*( LA.norm( datl-(2*xdat2)+dat,1) + LA.norm(dapl-(2*dap2)+dap,1))

#if yab[index-1] > 0.1:

# ioioio = input(’o0jo’)
xab[index] = t
yab[index] = -est

index = index+1

if est <= tol*(1+ (LA.norm( ath0,1) + LA.norm( aphO, 1))*tolr):

yab[index-1]=-yab[index-1]

#if est>0.075:

# print t, est, d, dt/9600, pasos_aceptados, pasos_fallados, (LA.norm( athO,1) + LA.norm( aj
#if d==4015:

#print pasos_aceptados, pasos_fallados

# (i) Update br from vector potential:

# Br = 1/(sin(th))*( d/dth(sin(th)Aph) - d/dph(Ath) )

# = -d/d(cos(th)) ( sin(th)*Aph ) - (1/sin(th))*d/dph( Ath )

br[1:nph+1,1:nth+1] = (sthp[:,0:nthl*aph[:,0:nth] - sthp[:,1:nth+1]*aph[:,1:nth+1])/dcth +

athO = ath; aphO = aph

# (b) Apply boundary conditions
# (i) periodic in ph
br[0,1:nth+1] = br[nph,1:nth+1]
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br [nph+1,1:nth+1] = br[1,1:nth+1]

#  (ii) closed in th (i.e., no diffusion through boundary)
br[1:nph+1,0] = br[1l:nph+1,1]

br[1:nph+1,nth+1] = br[1:nph+1,nth]

# (c) Compute RHS on ribs from differential rotation
dat = vph_om*0.5%(br[0:nph+1,1:nth+1] + br[1:nph+2,1:nth+1])

# (d) Compute RHS on ribs from meridional flow
dap = -vth_mf*0.5%(br[1:nph+1,0:nth+1] + br[1:nph+1,1:nth+2])

# (e) Compute RHS on ribs from supergranular diffusion
dat = dat - eta/stht*(br[l:nph+2,1:nth+1] - br[0:nph+1,1:nth+1])/dph
dap = dap - eta*sthp*(br[1:nph+1,1:nth+2] - br[1:nph+1,0:nth+1])/dcth

# (f) Compute RHS on ribs from exponential flux decay
dat = dat - ath*invtdec

dap = dap - aph*invtdec

#

# Gl es (datl, dapl)

#

datl=dat; dapl=dap;

t0 = t0 + dt

factor=0.9*min( 4.0, ((tol/(est+1le-15))*x(1/3)) )
if fallo:

factor = min(1.0, factor)

dt = factor*dt

fallo=0

pasos_aceptados=pasos_aceptados+1

if tO+dt > tf:

dt = tf - t0

else:

t=1t-dt # modifcacion en 1los otros esquemas
pasos_fallados=pasos_fallados+1

dt = 0.9%max( 0.1, ((tol/est)**x(1/3)) )*dt

ath = athO; aph = aphO

fallo=1

FIN BUCLE EN LOS ndt DIAS

H H H H H

# (j) Running movie of Br

if (movie & (dYmovfreq==0)):
mov.set_data(np.transpose(br[1:nph+1,1:nth+1]))
plt.title(’Day %g’ % d)

plt.draw()

# Save butterfly diagram if it is time:
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if ((d%bflyFreq)==0):

bfly[ibfly,:] = np.mean(br[1:nph+1,1:nth+1],axis=0)
tbfly[ibfly] = t/86400.0

ibfly += 1

# Save total fluxes if it is time:

if ((d%diagFreq)==0):

totflux[idiag]l = np.sum(np.abs(br[1:nph+1,1:nth+1]))*dph*dcth
nflux[idiag] = np.sum(br[1:nph+1,1:nth+1]*maskNPole)*dph*dcth
sflux[idiag] = np.sum(br[1:nph+1,1:nth+1]*maskSPole)*dph*dcth
tdiagl[idiag] = t/86400.0

idiag += 1

# (8) Plot output

if movie:
plt.ioff()

f, ax = plt.subplots(3, sharex=True)
plt.set_cmap(’RdBu_r’)

#

# Butterfly diagram:

ax [0] .contourf (tbfly/365.25,1latcl,bfly.transpose(),128,vmin=-6,vmax=6)
ax[0] .set_ylabel(’Latitud’)

#

# Total flux:

ax[1] .plot(tdiag/365.25, totflux/179.8985313678109)
ax[1] .set_ylabel(’Intensidad normalizada’)

#

# Polar fluxes:

ax[2] .plot(tdiag/365.25, nflux)

ax[2] .plot(tdiag/365.25, sflux,’--’)

ax[2] .set_ylabel(’Intensidad’)

ax[2] .set_xlabel (’Afio’)

plt.show()

plt.figure()
plt.plot(xab,np.maximum(yab,0))
plt.xlabel(’t (segundos)’)
plt.ylabel(u’estimacién del error local’)
plt.show()

plt.figure()

plt.plot( xab, -np.minimum(yab,0),’r’,xab, np.maximum(yab,0),’b’)
plt.xlabel(’t (segundos)’)

plt.ylabel(u’estimacion del error local’)

plt.show()
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