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Prologo

La nocién de convexidad es muy bésica en geometria, pero aparece de manera natural en muchas
otras ramas de las matemadticas. Un ejemplo de ello lo encontramos en el andlisis funcional, dado que
la bola unidad de cualquier normal en R" es un conjunto convexo centralmente simétrico y que, reci-
procamente, todo conjunto convexo centralmente simétrico define una norma en R". Por lo tanto, en el
estudio de los espacios de Banach n-dimensionales, las técnicas propias de la geometria y las técnicas
propias del andlisis interaccionan para dar lugar al Anélisis Geométrico Convexo, que es el estudio de
las propiedades geométricas de las bolas unidad de los espacios de Banach de dimension finita.

Uno de los aspectos a tener en cuenta en dicho estudio es la distribuciéon de volumen. Teniendo
en cuenta que un cuerpo convexo (conjunto convexo, compacto y con interior no vacio) en R” es un
subconjunto medible de R”, se le puede dotar de una medida de probabilidad uniforme, restringiendo y
normalizando la medida de Lebesgue. El estudio de la distribucién de volumen es el estudio de dicha
medida de probabilidad. De esta manera, las técnicas propias de la teoria de la probabilidad pasan a
formar una parte importante en el estudio de la geometria de los espacios de Banach.

En este trabajo nos centraremos en el estudio de la distribucién de volumen en cuerpos convexos
en R" y observaremos el efecto que tiene la convexidad en la medida de probabilidad anteriormente
mencionada. Mds concretamente, veremos que la convexidad fuerza un decaimiento subexponencial en
funcién de la distribucién de las marginales 1-dimensionales y que dicho decaimiento subexponencial es
equivalente a un cierto crecimiento de los momentos, dando lugar a una desigualdad de Holder inversa.

Intimamente relacionado con el comportamiento de las marginales 1-dimensionales aparece el con-
cepto de isotropia, que estudia la posibilidad de que todas las marginales 1-dimensionales se comporten
de igual manera en algiin sentido o, dicho de otra manera, que el volumen de un cuerpo convexo se
distribuya por igual en todas las direcciones. Mdas concretamente, se estudia la posibilidad de que todas
las marginales 1-dimensionales tengan la misma esperanza y la misma varianza. En este trabajo indaga-
remos mas en dicha idea y observaremos que la isotropia es algo que se puede conseguir en cualquier
cuerpo convexo mediante transformaciones afines.

Finalmente, teniendo en cuenta que una de las familias més importantes de espacios de Banach n-
dimensionales es la familia de los espacios £, estudiaremos la nocién de isotropia en dichos espacios,
veremos que sus bolas unidad son cuerpos isotrépicos (previa normalizacion de volumen) y calculare-
mos exactamente el valor de su constante de isotropia.
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Abstract

The objective of this work is the study of the volume distribution in convex bodies on R”. We will
focus on the effect of convexity on the uniform probability measure, restricting and normalizing the
Lebesgue measure. Particularly, we will study that the convexity forces a subesponential decay on the
distribution function of the 1-dimensional marginals.

First, we are going to introduce basic notions that will serve in the study of the distribution of volu-
me in convex bodies. We will also study how the unit ball of any norm in R”" is a convex and centrally
symmetric set, and that, conversely, from any centrally symmetric convex set we can define a norm in
R".

Once the above concepts are defined, our main objective will be to study the inverse Holder inequa-
lity expressed in the form

Theorem. Let K be a convex body in R” and pt the uniform probability measure on K. Then, there are
absolute constants C;,C, such that VO € §"~!, we have the following equivalent statements:

1
L. (E[(X,0)|")r < CipE|(X, 6)]
2. p{xeK:|(X,0)] > C»E|(X,0)|} <2 " Vt>0.

Before doing the proof of the previous theorem, we will have to introduce the inequalities of
Prékopa-Leindler, Brunn-Minkowski and Borell. Then, we will give several equivalent ways of ex-
pressing the decay rate of random variables.

After that, we will introduce the notion of isotropic position and we will give several equivalent
forms.

Definition. A convex body K in R” is called isotropic if it has volume |K| = 1, center of mass at the
origin, and there is a constant o > 0 such that

[ ey2dx= oy vyer:

We will call the number ¢ that appears in the definition of isotropy, the isotropic constant of K and
denote by Lg.

We will show that the isotropic position of a convex body is uniquely determined (if we ignore
orthogonal transformations) and arises as a solution of a minimization problem.

Theorem. Let K be a convex body in R” with volume |K| = 1 and center of mass at the origin. Define

B(K) = inf{/ W2dx: T € SL(n)} .
TK
Then, a position K| of K is isotropic if and only if
x[*dx = B(K).
K,

If K; and K, are isotropic positions of K, there exist U € O(n) such that K, = U(K}).
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VI Capitulo 0. Abstract

We will also show that the Euclidean ball is the body with the smallest isotropic constant of all con-
vex bodies. In addition, we will show that this value is bounded lower by a constant that is independent
of the dimension.

Theorem. For every isotropic convex body K in R”,
Lx > Lp: > c,
where ¢ > 0 in an absolute constant.

Finally, we will compute the volume and the value of the isotropic constant in a very important
family of convex bodies, what are the p-balls.

Theorem. Let p € [1,0]. The value of the isotropic constant of BY, is

) 2 ‘Bﬂz F(%)r(H;‘%)
+
L ,;7 e p |B7)|]+ﬁ F(1+HT)

sil<p<oo

1 Yy —
1 S1 p=o0
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Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo presentaremos los conceptos basicos con los que vamos a tratar en el estudio de la
distribucién de volumen en cuerpos convexos. Para ello, primero introduciremos conceptos y resultados
que nos serdn ttiles después, como es el caso de conjuntos y cuerpos convexos, su relacién con los
espacios normados y una familia importante de normas, como es el caso de las normas p.

Definicién 1.1. Un conjunto A en R” es convexo si Vx,y €Ay 0 <A <1, setieneque (1—A)x+Ay €A.

Definicion 1.2. La suma de Minkowski de dos conjuntos A,B en R” se define como A+ B:={a+b:
a € A,b € B} y el producto por un escalar u € R como A :={ua:acA}.

A continuacién, vamos a ver que la bola unidad de cualquier norma en R", es un conjunto con-
vexo centralmente simétrico y que, reciprocamente, a partir de cualquier conjunto convexo central-
mente simétrico podemos definir una norma en R”. Esta norma viene dada mediante la expresion
llx||[x = inf{A >0:x€ AK}.

Definicion 1.3. Decimos que A es un conjunto simétrico si x € A implica —x € A.

Definicion 1.4. Un cuerpo convexo K es un conjunto convexo de R” que es compacto y de interior no
vacio.

Definicion 1.5. Una norma en R” es una aplicacion || - || : R" — R que cumple :
L[ =0y [lx] =0 <= x=0.
2. ||ax|| = |ol]x]], Ya € R.
3. lx+y| <|xll+1lyll  (desigualdad triangular).

Si no se exige la condicién ||x|| =0 == x =0, la aplicacién || - || se llama seminorma.

Proposicion 1.1. Sea || -|| una norma en R”. Su bola unidad cerrada B = {x € R" : ||x|| < 1} es un
cuerpo convexo y simétrico.

Demostracion. Veamos primero la convexidad. Para ello tomamos x,y € By 0 < A < 1. Sabemos que
lx[| < 1y |ly]| < 1. Ast, aplicando la desigualdad triangular, obtenemos que

[ =)x+ Ay < (A=) [Ixl[+Allyl < (1 -2)+24 =1.

Luego, (1 —A)x+ Ay € By B es convexo.

La simetria de B viene dada por la propiedad de la norma ||ax|| = |a|||x||, tomando o = —1. Luego si
x € B, tenemos que —x € B. Por otro lado, como 0 € {x € R" : ||x|| < 1} C B, que es un conjunto abierto
en B, por ser la preimagen de [0, 1), abierto en [0, e0), mediante la aplicacién continua || - ||, tenemos que
0 es un punto interior de B. O




2 Capitulo 1. Introduccion

La siguiente proposicion, nos da el resultado reciproco de la proposicién anterior.

Proposicién 1.2. Si K es un conjunto convexo simétrico en R”, tal que contiene el origen en el interior,
entonces ||x||x = inf{A > 0:x € AK} es una norma en R".

Demostracion. Por definicion, ||x||x > 0, ya que ||x|/x es el infimo de un conjunto en (0,). Si x # 0,
existe un o > O tal que la semirecta que pasa por x y tiene origen en 0 intersecada con K es un segmento
de la forma [0, ax].

Luego ax e K = x € éKy asi ||x||x < é.

Ademis, si B > o, Bx ¢ K, luego x ¢ %K, porlo que inf{A >0:x€ AK} = é y por tanto ||x||x > 0.
Si x = 0, tenemos que ||x||x = inf{A >0:0€ AK} =0.

Veamos ahora la propiedad ||Bx||x = |B|||x]|x, VB € R. Se sigue de la definicién y de la simetria de K.
Sea f #£0:

|Bx|lx = inf{A >O:Bx€/1K}:inf{7L >0:x¢€ g[(}

= inf{|B|A > 0:x € AK} = |Blinf{A > 0:x € 1K} = |B]||x|x-

Si B =0, la propiedad es trivial.
Queda por probar que ||x+y|[x < ||x||x + ||y|lx,Vx,y € R". En primer lugar si x =0 6 y = 0, se verifica
la igualdad. Para x,y # 0, tomamos

r_ X y/: Y
I/l IVl

puntos de la frontera de K y como sabemos que K es cerrado, estdn en K. Entonces definimos

Il ¥l

/ —1
= x y = (Ixllx +Iyllc)~ (x+y)
[xlle+lvlle  lxlle+ Iyl

y ya que K es convexo, se tiene que z € K, es decir, ||z|]|x < 1. Como z = Huxm, tomando normas,
X||k Yk
obtenemos la desigualdad buscada
X+y
el ST=lx+yllk < [lxllx +yllx-
‘ xll& + Iyllx |

Una familia de normas muy importante son las normas p, definidas como :

1

n 13
[xllp = (Z \xip> para p>1.
i=1

e := méix [xi].
1<i<n

Denotaremos su bola unidad por Bj.
En el caso en que p = 2 obtenemos la norma Euclidea. A menudo denotaremos ||x||2 = |x|. También
denotaremos §" ! = {x € R": |x| = 1}.

A continuacién vamos a introducir el concepto de centro de masas y el resultado de cambio a coor-
denadas polares en R”, que nos serdn muy utiles a la hora de estudiar los resultados obtenidos a partir
del concepto de isotropia.



Definicion 1.6. Sea K C R” un cuerpo convexo. Se define su baricentro como

1
bar(K) = |K|/xdx.
K

Notar que la integral anterior, es una integral vectorial. Diremos que K es centrado si bar(K) = 0.
Observar que en tal caso, esta condicion es equivalente a [ (x, 8)dx = 0 para todo 6 € S"~!. Observar
también que si K es simétrico esta condicidn se tiene automaticamente.

Definicion 1.7. Llamaremos volumen de un cuerpo convexo K € R” a su medidad de Lebesgue y lo
denotaremos por |K]|.

En este trabajo dotaremos a un cuerpo convexo K de la medida de probabilidad en R” uniforme sobre

. Xx)dx . 3 . . .
él, que viene dada por du(x) = XK|(K) A partir de ahi, nos dedicaremos a estudiar el comportamiento
de las variables aleatorias (X, 0), donde X es un vector aleatorio distribuido segtn la probabilidad u y
6 € §"!. Es decir, estudiaremos el comportamiento de las marginales 1-dimensionales de la medida
y el comportamiento que la convexidad fuerza sobre ellas. De esta manera, obtendremos informacién

sobre cémo el volumen de un cuerpo convexo K se distribuye en una direccién 6 € §"~! dada.

Observacion 1.1. Dada una variable aleatoria X, denotaremos por E[X] o VarX su esperanza y su
varianza respectivamente.

Definicion 1.8. La funcion radial pg : R"\ {0} — R™ de un cuerpo convexo K estéd definida por la
expresion
px(x) =max{A >0:Ax € K}.

Ahora vamos a enunciar un resultado para poder expresar el volumen de un conjunto en términos
de la funcién radial. Este resultado es la integracion en coordenadas polares en R”. Si f es una funcién
integrable en R”, entonces

s f(x)dx = /0 /S » "L (r0)do(0)dr

donde o es la medida uniforme en la esfera definida por 6(A) = n|C(A)
el menor conjunto convexo que contiene aA C §"~! y al origen.

, donde C(A) := conv{0,A} es

Denotaremos por L(R") a la familia de todas las transformaciones lineales 7' : R” — R”. La clase
de las matrices invertibles 7 € L(R"), es denotada por GL(n), y SL(n) denota la subclase que preserva
el volumen. También denotaremos por O(n) al conjunto de las matrices ortogonales.

Definicion 1.9. Dado un cuerpo convexo K C R” diremos que K| es una posicién de K si existe 7' €
GL(n),yacR"talque K; =a+TK :={a+Tx:x € K}.

Este trabajo estd dividido en 4 capitulos. Vamos a hacer un breve comentario sobre cada uno de
ellos.
En este primer capitulo hemos introducido las nociones y conceptos basicos que usaremos para realizar
los resultados posteriores.
El capitulo 2 esta dedicado al estudio de la distribucién de las marginales 1-dimensionales de un vector
aleatorio uniformemente distribuido sobre un cuerpo convexo K. Para estudiar su funcién de distribu-
cién necesitaremos demostrar previamente las desigualdades de Prékopa-Leindler, Brunn-Minkowski
y Borell. Daremos varias formas equivalentes de expresar la velocidad de decaimiento de variables
aleatorias y demostraremos que las marginales 1-dimensionales que estudiamos tienen un decaimiento
exponencial.



4 Capitulo 1. Introduccion

En el capitulo 3 introduciremos el concepto de isotropia, veremos la existencia de una posicién de
isotropia para un cuerpo convexo y que ademds estd tinicamente determinada salvo transformaciones
ortogonales. También veremos que la bola Euclidea es el cuerpo con menor constante de isotropia.

Por dltimo en el capitulo 4, realizaremos algunos calculos en una familia muy importante de cuerpos
convexos, como es el caso de las bolas p. Calcularemos su volumen y su constante de isotropia.



Capitulo 2

Distribucion de los funcionales lineales

El objetivo de este capitulo es estudiar el decaimiento de la masa en un cuerpo convexo dada una
direccién. En concreto, si K es un cuerpo convexo, estudiaremos el decrecimiento de la funcién Fy () =
[{x € K : |{x,0)| >1t}| , donde 6 € §""!. Esto es equivalente a considerar la medidad de probabilidad

d
en R" dada por du(x) = XK|(I?‘ a
donde X es un vector aleatorio distribuido segin la probabilidad pt. Sabemos por la desigualdad de

y estudiar la funcién de distribucién de la variable aleatoria | (X, 0)|,

Holder que (E|(X,0)|? )117 es creciente en p. En este capitulo veremos ademads que el decrecimiento
de la funcién Fy(t) esté relacionado con el hecho de que se pueda obtener una desigualdad de Holder

1
inversa del tipo (E|(X,0)|7)» < CpE|(X, 0)|. Concretamente, este capitulo estd dirigido a demostrar el
siguiente teorema:

Teorema 2.1. Sea K un cuerpo convexo en R" y u la medida de probabilidad uniforme sobre K. En-
tonces, existen constantes absolutas Cy,C; tales que V0 € S\, se tienen las siguientes afirmaciones
equivalentes:

1
1. (E[(X,0)[")r <CipE[(X,0)|
2. p{xeK:|(X,0)| > CxE|(X,0)|} <2 " Vi>0.

Mas adelante procederemos a realizar la demostracién del teorema, pero antes vamos a ver algunos
resultados previos. Uno de ellos es la Desigualdad de Prékopa-Leindler que nos servird para dar una de-
mostracién de la desigualdad de Brunn-Minkowski, que relaciona el volumen de la suma de Minkowski
de dos conjuntos con el volumen de los conjuntos.

Teorema 2.2. Desigualdad de Prékopa-Leindler. Sean f,g,h: R" — R funciones medibles no negati-
vasy 0 < A < 1 tal que f(x)'"*g(y)* < h(z) siempre que z = (1 — A)x+ Ay. Entonces

</ I (x)dx>l_l< H;ng(wdy)A < [ h)dz.

Demostracion. Procederemos por induccién sobre la dimension. Supongamos primero que ||f|le =
|lg|l~ = 1. Entonces para cualquier 0 < ¢ < 1, tenemos

{xeR:A(x) >t} D(1-A){xeR: f(x) >t} +A{yeR:g(y) >1}.

En efecto, ya que dados x € {x e R: f(x) >t},y € {y € R: g(y) >t} entonces z = (1 — A)x+ Ay,
cumple que
h(z) = h((1=A)x+2Ay) = f(0)! gt > 1! =1,

En primer lugar, supongamos n = 1. Sean A, B dos conjuntos compactos no vacios en R. Veamos que

A+ B D (minA+ B) U (A + maxB)
(minA + B) N (A + maxB) = {minA + maxB}.

5



6 Capitulo 2. Distribucioén de los funcionales lineales

Sabemos que A+ B={a+beR:a€A,bcB}.

Si x € (minA+ B) U (A +maxB), entonces x € (minA + B) 6 x € (A + maxB), esto es,
x=ao+bbx=a+by,siendo ag = minA € Ay by =maxB € B. Luego x € A+ B, y por tanto,
A+ B D (minA+ B)U (A + maxB).
Por otro lado, si x € (minA + B) N (A + maxB), entonces x € minA+ By x € A+ maxB, estoes, 3b € B
talquex =ap+byJacAtalquex=a+by.
Luego agp+b = a—+ b, y tenemos que ag = a+ by — b < a, por ser ap el minimo de A.
Hemos llegado a que 0 < b; —b < 0, de donde concluimos que by =by ap =a, estoes, x =ap+ b =
minA + maxB.
Para el otro contenido, sabemos que ag + b = minA + by y ap + b1 = ap + maxB , luego ag + b; €
(minA + B) N (A + maxB).
Por lo tanto, si n = 1 tenemos que |[A+ B| > |A|+ |B|.
Aplicando la desigualdad aritmético-geométrica obtenemos

1
/Rh(x)dx:/o {xeR:h(x) > 1)}|dr
1 1
> (1-2) [ [xeR: () 2 }ldr+A [ [freRigly) 2 }la

> </0 e R: () zr}wz)(”) (/0 {xeR:g() zr}wr)l

> < / f(x)dx) o ( / g(y)dy)l.

Supongamos ahora n > 1. Supongamos que es cierto para n — 1 y vamos a ver que se cumple para 7.
Fijamos x; € Ry definimos f;, : R*~! — [0, 4+-o0) dada por fy, (x2,...,%,) = f(x1,...,x,). Andlogamente
definimos gy, y i, . Entonces para cualquier (xa, ...,x,), (2, ..,¥n) € R, cuando z; = (1 —A)x; +Ay1,
para algtin x1,y; € R, tenemos

th((l - )L)(x27 '”7xn) +)L(y27 -'-7yn)) > fxl (Xz, -~-7xn)lilgy1 ()’2, -~-7yn))L

Asi tenemos por hipétesis de induccién que

- he, (2)dz > ( /R e (i)di) o ( /]R & (y—)dy—y.

Hemos visto que el resultado es cierto para n = 1, y aplicando el teorema de Fubini, obtenemos

/R< " h, (Z)dz> dz; > (/R< Rn_.fx' (x)dx) dxl)”L </R( [ e (y—)dy—> dyly.

Asi queda probado para todo n.

f(x) g(y)

. . . x . = h(z
Si las funciones no tienen || f || = ||g||«c = 1, tomamos f(x) = 7 L8y) = izl yh(z) = M

De esta forma || f(x)[|. = [|3(y) | = 1.

Entonces
< f) > o < g0) )* W0 )
£l 181 A1 gl — A leld
Luego como hemos visto que se cumplen las hipétesis para f, g y i podemos aplicar la desigualdad

() (R = (Loas) ™ (faom) < [ on= it

Luego la desigualdad queda probada para funciones medibles cualesquiera.

O]



Si aplicamos esta desigualdad para f = xa, § = X8 Y h = X(1-2)a+ 2 funciones caracteristicas de A
y B conjuntos de Borel en R” tales que (1 — A1)A + AB es medible, tenemos que se cumplen las hipétesis
de la desigualdad de Prékopa-Leindler, es decir, f(x)'~*g(y)* < h(z) siempre que z= (1 —A)x+Ayy
0 <A < 1.Enefecto, siz € (1 —A)A+ AB, tenemos que h(z) = 1 = 1'"*1* > f(x)!"*g(y)* por ser f
y g funciones caracteristicas Vx € R". En otro caso si z ¢ (1 —A)A + AB, tenemos que A(z) = 0, luego
B(x,y) €A x Btal que z= (1 —A)x+ Ay. Es decir, si z= (1 — A)x+ Ay, o bien x ¢ A o bien x ¢ B, por
lo que f(x)' *g(»)* = xa(x)x8(y) = 0.
Asi, aplicando la desigualdad de Prékopa-Leindler, obtenemos

</HXA(X)dx>1_/l (/Rn;aa(y)ciy>’l < /R,,%M)AMB(Z)dz

IA|"*BI* < |(1—A)A+AB|.

para todo A y B conjuntos de Borel en R” y para todo 0 < A < 1. Esta desigualdad se conoce como
Desigualdad de Brunn-Minkowski.
En el siguiente teorema vemos que esta desigualdad se puede expresar de varias formas equivalentes.

0, equivalentemente,

Teorema 2.3. Desigualdad de Brunn-Minkowski. Sean A,B dos conjuntos de Borel en R". Para cual-
quier0 < A <1
A" BIY <|(1-21)A+AB.
Equivalentemente,
1 1 1
Al" +[B|" <|A+B|
siempre que A # 0, B £ (.

Demostracion. Hemos visto que la primera desigualdad es una consecuencia directa de la desigualdad
de Prékopa-Leindler. Veamos ahora que son equivalentes las dos desigualdades. En primer lugar vamos
a ver que la primera desigualdad implica la segunda. Sean A y B dos conjuntos de Borel no vacios.

1
A B B|»
Si tomamos A" = ,BB=——y A= #, entonces sustituyendo en la primera expresion
I Al + |B|
obtenemos que
A B A B
|(1_A)A/+ABI‘Z|A/|1—l’Bl|l: 1 | = ‘1| |1’ —1.
Alx | [1B]7 | (|A[Y/m) ([B|/m)n
Por otro lado,
1 1 1 1
Aln +|B|» —|B|» A B|» B A+B
oy AVEIBEBE A g A+

Al (Bl Al Al 1Bl [Blr A+ Bl
Por tanto ,

A+ B 1 1
_ ATBL B> (1Al 4Bl
(Al 1 B

A+B
1

1<|(1-2)A"+AB|=|—
[Al7 +|B|

. - . 1 1 1
Tomando raices n-ésimas en ambos lados de la desigualdad obtenemos que |A + B|» > |A|# + |B]|.
A continuacién vamos a obtener la implicacidn inversa.

Dado cualquier 0 < A < 1, utilizando la desigualdad aritmético-geométrica,

1—

(1= A)A+AB|" > |(1—A)A|s +|AB|# = (1—A)|A|+ +A|B|» > |A|'F |B|.

Asi, tomando potencias n-ésimas en ambos lados de la desigualdad, obtenemos

|(1—A)A+AB| > |A|'""*|B|*.
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A continuacién, vamos a utilizar la desigualdad de Brunn-Minkowski para demostrar un resulta-
do que serd fundamental para estudiar el comportamiento de los funcionales lineales sobre un cuerpo
convexo.

Teorema 2.4. Desigualdad de Borell. Sea K un cuerpo convexo en R" y U la medidad de probabilidad

) 1 . ) .
uniforme sobre K en R" y sea 3 < 0 < 1. Entonces, para cada conjunto convexo simétrico A C R" con

w(A) > 6, tenemos que
141
1-6

u(eay <o (150) 2
para cada t>1.

Demostracion. Sean los conjuntos 1A = {rx e R" : x € A}, (tA)° = {y € R" : y # tx,Vx € A}, entonces

2 ot—1
A D —(tA)+——A

T+ t+1
iy 2 r—1 .
Vamos a probarlo por reduccién al absurdo. Supongamos que H—ly + H_—lx € A, para alglin y €
(tA)¢,x € A.
r+1 t+1
Tomamos A = > € [0,1]. En efecto, yaque r > 0= A = > >0yporotrolador>1= A=

1 _ 1, 1
2t T2 + 2t <l
Luego por ser A un conjunto convexo y simétrico

Sustituyendo A y operando obtenemos

t+1 2 Jrt—l (1 t+1 (—x) €A =
X —— | (—x
2t t+1y t+1 2t

1

;y €A== ycrA.
Contradiccion, ya que y € (fA)°.
Aplicando la desigualdad de Brunn-Minkowski ,

2 t—1 2 t—

1= > 1(A) > u((tA)) Fru(a) 7 > u((ta)) 1o

despejando y operando llegamos a la desigualdad buscada

t+1 t+1 t+1

1—6 1—6 1—-6
u((tAms( ) 2 =e(,_1 : =) 2 =e() 2
01 Q1971 0

El siguiente teorema muestra formas equivalentes de expresar una velocidad de decaimiento para
variables aleatorias.

O

Teorema 2.5. Colas/ Integrabilidad/ Momentos. Sea X una variable aleatoria no negativa. Son equi-
valentes :



I PX>1)<Ce "  ae[l,2] Vr>0.
2. EleX] <G ac]l,2].

3. E[XP)r <Cipt 1< p<ewac|l2].

donde Cy,c1,Cy,cy y C3 son constantes positivas dependiendo soélo unas de las otras

Demostracion. (1 = 3) Suponemos que X es una variable aleatoria no negativa. Veamos que E[X]
Jo P(X > t)dt. Para ello usaremos el teorema de Fubini

JRCEDTE / | o (@)dP(@)dr = | / K- (0didP(0) = [ XdP(o
0

Luego usando la propiedad 1 y el cambio de variable: t = s” y dt

= psP~lds obtenemos

E[X* :/ P(X? >t)dt:/ P(X? >sp)psp*1ds:p/ ]P’(X>s)sp*1ds<p/ Cre " sP~1ds
0 0 0

. . . 1 . .
Haciendo el cambio de variable ¢1s* =x , ds = -5 éxa_ldx y sustituyendo en la integral
‘

e 1 R 1 S
C/ e~ x]/a 7—x$_]dx: C 7/ e~ L
P=L (ci/“ ci/“a " 0
1

QI

I T :
F<1+p>’)~ple_ét< 27tp> <C—e" ;< 2r— ) <Cp
o o V" V"o

donde C es una constante absoluta. Por lo que

1/p l/p
C p.l 1
=z a < [+
c}/"‘ (1+a) < / —7gCp* <C3pe.
o P
(3 =-2) Sabemos que ¢* = Z x—‘ y aplicando las propiedades de la esperanza y que p! ~ pPe ?\/21
p=0P
« 2 (X *)P = b AACP (ap)?
EleX] =k |y €2 2gxer) <y 223 2
o2 =n | § I < ) y

p=0 p!

< icg’c_g‘f’al’e!’ V2ap) = i (e2CSap)’ (v/2mp)~!
=0 p=0

- 1
(e2Cae)l) = ————— <2
pg‘ - cCfae
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eligiendo c¢; suficientemente pequefia.
(2= 1) Usaremos la desigualdad de Markov. Asi tenemos que

E[e2X°]

ec‘zta

P(X > 1) =P(eX" > %) < <G " Vaell,2].

O]

Podemos aplicar las desigualdades anteriores a una seminorma. Con & = 1 obtenemos el siguiente
resultado. Asi con ver una de las implicaciones, las demds son equivalentes.
Como consecuencia de la Desigualdad de Borell, tenemos que se cumple el siguiente teorema

Teorema 2.6. Desigualdad de Holder inversa y decrecimiento exponencial. Existen constantes abso-
lutas C1,Cy =2C1e > 0 tal que para cualquier cuerpo convexo K CR”, si I es la probabilidad uniforme
sobre K, para cualquier semi-norma f : R" — [0, 0) tenemos

1. (Eufp)% <CipEuf  Vp=1

f
2. Eye®i <2

3. u{xeR": f(x) > CuByuf} <2 V>0

X
Demostracion. SeaY = m donde X es un vector uniformemente distribuido en K.
in

f(x) Eylf(x)]
Entonces E[f(Y)] =E [ =
ES@)] T Eulf()]
Por la desigualdad de Markov P(f(Y) > 3) < w = 1. Luego u(A) =P(f(¥Y)<3)>1-1 =12
Entonces por la desigualdad de Borell, como f es una seminorma

= 1. Seael conjunto A = {x € R" : f(x) <3E,f(x)}.

14t

_ 2\ ?
P(A(Y) > 31) = p{(1A)) < 2 (1 ; 3) -
3

2 —1—t \/E —t —t —tlog2
3 3 < e

cuando ¢t > 1. Por tanto

3 oo
Ef(Y)P = /O ptPTIP{F(Y) > t}dt + /3 ptPTIP{F(Y) > t}dt.

Haciendo el cambio de variable t = 3s y df = 3ds en la segunda integral

log2

< 3p+/ p(3s)P'P{f(Y) > 3s5}3ds < 3p+3p/ ps”_le—#sds < 3”—1—3”/ psPle™ 2 8 ds.
1 1 0

log2 2 . .
Llamando =5=s =xy ds = o dx, la anterior integral es igual a

° 2x \7! 2 6 \’ [~
P p —x <3P p—1,—x 4. __
37 +3 /0 p(logz) e (logZ)dX3 +<log2> /0 pxl~ e dx
p p
37+ o [(p)=3"(1+ 2 I'(1+p) ).
log2 piip log2 p

Utilizando las propiedades de la funcién Gamma y la férmula de Stirling, obtenemos el resultado bus-
cado

6 \? 6 \? 6 \?
37 — ) I'(1 <3P — Pe=P\/2 <3P —_— Pe™P < (Cip)”.
+ (log2> (I+p) <37+ <log2> [pPe mp| <37+ <10g2> phe? < (Cip)



Deshacemos el cambio

Concretamente, aplicando este resultado a f(x) = |(x, 8)| obtenemos el teorema.

11






Capitulo 3

Isotropia

En el capitulo anterior hemos estudiado el crecimiento de los momentos de los funcionales lineales.
En este capitulo nos fijaremos solo en los dos primeros momentos, es decir, en E(X,0) y Var(X,0),
y veremos que, aplicando Unicamente transformaciones afines, es posible conseguir que sean iguales
en todas las direcciones. Obtendremos asi una normalizacién de forma que la masa estd distribuida de
manera similar en algin sentido y en todas las direcciones. Esto da lugar al concepto de isotropia.

Definicion 3.1. Un cuerpo convexo K en R” es isotrdpico si tiene volumen |K| = 1, centro de masas el
origen y existe una constante o > 0 tal que

[ wardx=ayl? wyerr.
K

En el siguiente resultado vemos que esta condicién en la definicién de isotropia, se puede expresar
de varias formas equivalentes.

Teorema 3.1. Sea K C R" un cuerpo convexo, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
1 / (x,y)2dx = o?|y]* VyeR"
K
2. Paracadaij=1,...,n
/xixjdx = a25ij,
K

donde xy,...,x, son las coordenadas de x respecto a una base ortonormal y J;; representa la
delta de Kronecker.

3. Para cada T € L(R")
/ (x, Tx)dx = a*(trT).
K

Demostracion. Veamos que (1 = 2)

Sii=j:
/x?dxz/(x,e,-)zdx:az.
K K
Sii#j:
/(Xi+xj)2dx:/(x,e,-—i—ej>2dx:2a2.
K K
Ademas,

/(xi+xj)2dx:/xl-zdx+2/xz'xjdx+/x§dx:2a2+2/xixfdx
K K K K K

13



14 Capitulo 3. Isotropia

de donde obtenemos que

202 =202 —|-2/ xixjdx
K

por lo que concluimos que [ xixjdx = 0.
(2=3)
Para cualquier matriz 7" = (1;;)7

n n n
/<x,Tx>dx:/ Y xi(Tx)idx = / Y xi ) tijxidx
JK K3 JKi=1  j=1
n n

= Z t,-j/Kx,-xjdx: Zt,-,-oczzocz(trT).

3=1)

n n n
/K(x,y>2dx:/K<Zx,-y,-ijyj> dx = Z y,-yj/Kx,-xjdx:/K<x,Tx>dx,
=1 =l

ij=1

n

donde 7 es la matriz con elemento f;; = y;y;. Por lo tanto trT = Zy,z = |y]* y asi [ (x,)2dx = a?|y|>.
i=1

O

Al nimero o que aparece en la definicién de isotropia lo llamaremos constante de isotropia de K y
lo denotaremos por Lg. Observamos que si K satisface la condicién de isotropia, entonces

/K x> dx = nL%.

En efecto, ya que

/ x> = / (xT4...4+x2)dx = / x%dx—l—...—{—/ xX2dx = / (x,el>2dx+...+/ (x,e,)%dx = nL%.
K K K K K K

Observamos ademds que si K es un cuerpo isotrépico y U € O(n) es una transformacién ortogonal,
entonces U(K) es también isotrépico y ademds Ly k) = Lk

En efecto, siy e R" y U € O(n)

[ de= [ rydx= [ (eUy)de= U2 = P
U(K) K Jk

y, por tanto, U(K) es isotrépico con Ly k) = Li-

Los siguientes resultados estdn destinados a demostrar que para cualquier cuerpo convexo con centro
de masas en el origen, existe una transformacién lineal 7', tal que T'(K) es isotrépico. Dicha transforma-
cién lineal aparece ademds como solucion de un problema de minimizacién y es esencialmente tnica,
salvo transformaciones ortogonales.

El siguiente resultado prueba la existencia de un cuerpo isotrépico en cada clase lineal. Es decir, para
cada cuerpo convexo K existe una transformacion afin T tal que 7'(K) es isotrépico.

Teorema 3.2. Sea K un cuerpo convexo en R" con centro de masas en el origen. Entonces existe T €
GL(n) tal que T (K) es isotrdpico.

Demostracion. Veamos que el operador M € L(R") definido por M (y) = [ (x,y)xdx, tiene raiz cuadrada
simétrica y definida positiva S. La matriz M dada por M;; = (Me;,ej) = [ (x,e;)(x,e;)dx = [pxix;jdx
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es claramente simétrica y ademds para todo y € R\ {0}, (y,My) = [i(x,y)(x,y)dx = [¢(x,y)?dx > 0.

Por lo tanto existe una matriz ortogonal U y unos escalares A;,...,A, > 0 tales que
A2 0 ... 0
0 A ... 0
M=U]| . 12 , | UL
0 0 ... A2
M 0 ... 0
0 & ... 0
Entonces tomando S=U | . . . | U, tenemos que
0 O An
MO0 .00 MO0 .00 A0 .00
0 & ... 0 0 & ... 0 0 A ... 0
S-s=Uu| . . . S |lvu) . T lu=u| . o U =M.
0 0 ... A 0 0 ... A 0 0 ... A2

Consideramos la imagen lineal K = S~!(K) de K. Entonces para cada y € R”" tenemos

/~<x,y>2dx = / (x,y)*dx.
R S-1(K)

Haciendo el cambio de variable x = S~'% y utilizando que

A0 o0
-1
“i_y o A' ... 0 -
0 0 ... AL

n

es una matriz simétrica, la anterior integral es igual a
\detS™ | / (S71%,y)2d% = |detS| ! / (S~ %,y)2d¥.
K K

Utilizando las propiedades del producto escalar y que S~! es simétrica, obtenemos que (S~'%,y) =
(S %)y =x(S)'y=#S"y= (S 'y), por lo que la anterior integral es igual a

|detS|_1/K<)Z,S_1y)2di: |detS|_1/K<)Z,S_1y)-)Z’S_lyd)?: dets| ! (/K<z,s—1y>xdx> sy

= !detS\’l</K<i,S’1y>idf, S1y) = |derS| 7 (MS~"y,S7y) = [derS| T (STIMS Ty, y) = |detS| |y,

yaque S~'MS~! =1,, y por lo tanto, ~Kl es isotropico.

&1

O]

En el préximo teorema, vemos que la posicién de isotropia de un cuerpo convexo, cuya existen-
cia acabamos de demostrar, estd inicamente determinada, salvo transformaciones ortogonales, y que
ademads aparece como solucién de un problema de minimizacién.

Teorema 3.3. Sea K un cuerpo convexo en R" con volumen |K| =1y centro de masa en el origen.
Definimos

B(K) —inf{/;K x[?dx: T € SL(n)}.
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Entonces una posicion K| de K es isotrépica siy sélo si
/ x|dx = B(K).
K

Ademds, si K, y K son posiciones isotropicas de K, existe U € O(n) tal que K, = U (K ).

Demostracion. Fijamos una posicién de isotropia K; de K, luego sabemos que
/ (x,Tx)dx = L%(l (trT),
K

paracada T € L(R").
Entonces para cada T € SL(n), haciendo el cambio de variable x = T%, y utilizando que |detT| = 1
tenemos

/ Ix2dx = / \TH2dx = / (T% TR)d% = / (%, T'T3)d% = L2 1r(T'T),

TK; K K K

donde hemos utilizado que (TX,T%) = (TX)'Tx =XT'Tx = (X, T'TX).

Ahora usando la desigualdad aritmético-geométrica en la forma rr(T'T) > n[det(T'T)]'/", obtenemos
que

L2 t7(T'T) > L2 n[det(T'T)]V" > nL, = / Ix?dx.
K

Por lo tanto, [ lx|2dx = B(K) y reciprocamente, si K = TK] es una posicién tal que [z |x|*dx = B(K),
entonces necesariamente tr7'T = n\detTtTﬁ, de donde concluimos que T'T = I,.

Ademéds si K| y K> son posiciones de isotropia de K, como K> = T K| para una cierta T, T debe ser
ortogonal. O

Como consecuencia de los anteriores resultados podemos definir la constante de isotropia de cual-
quier cuerpo convexo K como la constante de isotropia de su imagen isotrdpica.

En los resultados anteriores hemos visto que a cada cuerpo convexo le podemos asociar un nimero
que es su constante de isotropia. Una pregunta natural que surge entonces es la siguiente: ;Qué cuerpos
convexos en dimensién 7 son los que minimizan y maximizan el valor de dicha constante? El problema
de encontrar el cuerpo cuya constante de isotropia es maxima esta abierto todavia a dia de hoy. Ademas,
se desconoce si dicho valor estd acotado superiormente por una constante independiente de la dimen-
sion.

En el siguiente teorema demostraremos que la bola Euclidea es el cuerpo con menor constante de iso-
tropia de entre todos los cuerpos convexos n-dimensionales. Ademads, dicho valor estd acotado inferior-
mente por una constante independiente de la dimensién.

Teorema 3.4. Para todo K cuerpo convexo isotropico en R",
Lx > Lp: > c,
donde ¢ > 0 es una constante absoluta.

Demostracién. Si r, = |Bj|~'/", entonces |r,Bi| = 1y por lo tanto, r, B} es isotrépico, ya que por la
invarianza rotacional de la bola Euclidea tenemos que para todo y € R”

| wapar=p [ o 22dx =P [ (xeniax
B} 8 Dl 8}
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Sea K un cuerpo convexo isotrépico. Observar que si x € K \ r,Bj, entonces |x| > r,, en otro caso, si
x € r,Bj K, tenemos que |x| < r,. Por lo tanto,

nL%(:/ |x|2dx—/ \x|2dx—i—/ |x|2dx
K KNr,Bj K\r,B}

2/ xPdx+ r,%dx:/ xPdx+ 2| K\ Bl
KN, Bl K\r,B! KBl

ya que en K \ r,Bj, sabemos que |x| > r;,.

Como K es un cuerpo convexo isotropico, entonces 1 = |K| = |K Nr,B5| + |K \ r,Bj|. Por otro lado,
tenemos que 1 = |r,Bj| = |K Nr,B| + |r,B5 \ K|, de donde concluimos que |K \ r,,B| = |r,B5 \ K|.
Luego la expresion anterior es igual a

/ ]x]zdx—i-rﬁ]rnt\K\ :/ \x\zdx—i—/ r,%dx
KN, BL K, BY raBI\K

2/ |x|2dx+/ |x|2dx:/ |x|2dx = nLZ,
KNr, B} rmBI\K 1B 2

2

y aplicando el cambio a coordenadas polares en R", obtenemos la siguiente expresion

1
b= | Pa= o[ Py = [7 [ 0P, (rol)dras
nJr,B sn—1
1 n+1 n n+1 n r;LH_z n
zf/ /S o x[o7rn](|r9|)drdx:ﬁ/0 B3| dr = 12— |BY)

_2 1 _2
=5 BalBl T = =Bl
O
En el siguiente capitulo veremos que |B}| = m y, por lo tanto, utilizando la férmula de Stirling
2
B ’L Vs VT V2me
n — 1 ~Y 1 ~Y
C(I+8)"  (2)ed(Van)yr VP
y asi,
1 1 n 1 11
= —>-—— =c.
(n+2)|B| (n+2)% (n+2)2me ~— 22me






Capitulo 4

El volumen y la constante de isotropia de
las bolas p

En este capitulo calcularemos el valor de la constante de isotropia en una familia muy importante
de cuerpos convexos, que son las bolas p.
Empezaremos calculando el volumen de B, = {x e R" : [|x||, < 1}.

Teorema 4.1. Para cualquier p € [1,], el volumen de B), es
1 n
(2r(1+1))

B, | = ( ﬁ)
p r l—i-p

2" Sip=o0

Sil<p<oo

Demostracion. Por un lado tenemos que, utilizando el teorema de Fubini

_ 14 _yn .|p _ P _ P _ P
/ el gy — / e Tl gy — / el ebel ol g, dxadi
n n n

(oo} (oo} o0 o0 n
:/ e*‘mpdxl/ e*|x2‘pdx2.../ e Pl dx, = </ expdx>
v 0 B o n - o I.’l_
= </ e_|x|pdx+/ e_xpdx> = (2/ e dx> .
oo 0 0

Haciendo el cambio de variable x” =ty dx = %t%ldt y usando que %F (%) =T (1 + %) obtene-
mos que esta cantidad es igual que

Geea) = Gr(p)) = (r(+5))

Por otro lado tenemos que

,Hlep’d _/ /oo g _/ /oo »
e x = e 'dtdx = e 'x o (x,1)dtdx.
/Rn nJ||x||b n Jo {l>||xH§»}( )

Aplicando el teorema de Fubini esta integral es igual a
/0 /ne’t)c{;>||x|\$}(xaf)dxdf :/0 /nft%{zl/z»”xu,,}(xat)dde

:/ /1 e*’dxdt:/ e*t]t%BZ\dt:]BZ\/ e’tzdt:]B;\F<1+n).
0 JivBy 0 0 p

19
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Igualando ambos resultados obtenemos el resultado buscado

. (2r (1 +},>>n
g r<1+§)

A continuacién vamos a comprobar que las bolas p (previa normalizacién de volumen) son isotré-
picas y calcularemos su constante de isotropia.

Teorema 4.2. El cuerpo convexo K, = |BZ|_%B;’, es isotropico N'p € [1,00] .

Demostracion. Veamos primero que K, tiene volumen 1 .

D 1
K| = |—=| = B! =1
p T p :
Byl | 1Bl
Comprobar que tiene el origen como centro de masas es trivial ya que K), es simétrico respecto al origen.
Sean ahora x1,...,x, las coordenadas de x respecto a una base ortonormal. Paracadai,j=1,...,n
/ Xixjdx = / . Xixjdx.
JKp |By|~n By,
Haciendo el cambio de variable x = ﬁy, ydx = ‘B—lzldy, obtenemos que paracadai,j=1,...,n
n
)4

4

1
x~x-dx:7/ v idy.
/K vy ’B’I’;‘IJF% BZ)’:)’J y

Sii = j, entonces utilizando el teorema de Fubini, esta integral es igual a

1 L 1 1
_— ty:dy | dt| = / t / ‘~d‘> dl]
!B;él”% [/_1 (/Bzﬂ{yeR":yi—t} Y y) ] |Bg|1+% [ -1 ( B;;m{yeR":y,-:z}yj Y

donde y denota el vector dado por las n — 1 coordenadas distintas de la n-ésima.
Por otro lado el conjunto {y € R" : y; =} depende de n— 1 variables, y ademds B,N{y e R" : y; =1} =

FeR 7|, < (1- |t|”)71’}. Luego la integral anterior es igual a

1 1
B[+ ! yidy |dt|.
‘B$|l+% [/_] </(1—|t|p);3;§1yl y> }

Haciendo el cambio de variable (1 — [¢|7) , y =z, la integral es igual a

1 1 n
t(1—t)P)r / 7:.d7 | dt
Byl [/1 S (3;11’ Z) }

y como hemos visto que las bolas p estdn centradas, entonces |, B! Z;dz = 0. Queda probado que si

i # ], prx,-xjdx =0.
Si i = j, entonces tenemos que

1 1 1 —
/y?dyz/ / 1 tzdydt:/ z2|(1—|z|P>%B;—1ydt:/ (1= )7 dr| B
B —1J(1—Jt]p)P By —1 —1

y, por lo tanto, |, K, x2dx, no depende de i. Asf, queda demostrado que K, es isotrépico.
En el caso p = o se procede de manera andloga.
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En el siguiente teorema vamos a calcular el valor de la constante de isotropia.

Teorema 4.3. Sea p € [1,|. Entonces el valor de la constante de isotropia de B}, es

Byt TG+

2
" 2 2
LZ; = Pip|ta L(1+%5%)
ﬁ s[p:oo

sil<p<oo

Demostracion. En el resultado anterior hemos obtenido que si i = j, entonces
1 n—1 0 n—1 1 n—1
| vy= [ 20 agy = [ Q- sy [ A sy
B ~1 -1 0
Haciendo el cambio de variable t = —s y dt = —dss, la integral anterior es igual a
1 n—1 1 n—1 1 n—1
[ =t s sty 4 [ A=) angy =20y R0 00
0 0 0

1
Haciendo el cambio de variable t? = u y dt = Lu» ' y utilizando las propiedades de la funcién Beta,
y P y prop
obtenemos que esta cantidad es igual que

2 s n=1 2 3 —1
—|BZ_1\/ u "1 —u) v du = —\B;_]w (,l—l—n ) =
4 0 p p p

3 n—1
Z‘Bnl,r(p)r(”p).
! F(1+%)

p
Luego hemos obtenido que el valor de la constante de isotropia es igual a

3 n—1
a2 TGO
/xzdx 7/ 2dx——’p| b vy
K B,

- B, /8, P|B,|'*5 r<1+npi2)

. B 111"
Si p = oo, tenemos el cuerpo convexo K, = - =123
Entonces, cuando i = j, haciendo el cambio de variable x = %, obtenemos que

1 1 1
25 24 25 2 pn—1
/Kx,-dx-/BgoxidX—szrz/B&yidy—2n+2/_11 |BLL " |dt.

P

Sabemos que |B%'| = 277!, asi sustituyendo y operando en la expresién anterior obtenemos que es

igual a
L/, 1
- todt = —.
8/_1 12
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