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Introduccién y objetivos

La Mecénica Clasica se ha descrito tradicionalmente con elementos de Geometria Diferencial,
mientras que para la Mecénica Cuéntica se ha recurrido a Andlisis Funcional y Algebra. Para
poder estudiar ambas bajo un marco matemético unificado se ha ido desarrollando desde los 70 la
Formulacion Geométrica de la Mecanica Cuantica, que presenta diferencias estructurales esenciales
con respecto a la de la Mecanica Clasica. La estructura lineal que presenta el espacio de Hilbert H es
una de las diferencias mas grandes y constituye uno de los aspectos mas relevantes del formalismo.

Tras introducir esta formulacién, se abordara el estudio de sistemas cuantico-clasico mixtos, lo
que se conoce como Formalismo de Ehrenfest, bajo una estructura geométrica conjunta, la cual
permitird construir una mecanica estadistica para el sistema mixto de modo andlogo a como se
hace en sistemas clasicos. En esta linea, introduciremos el Hybrid Canonical Ensemble como una
generalizacion para sistemas mixtos del conjunto de Schrédinger-Gibbs definido para sistemas puro
cuanticos.

Finalmente, mediante un Hamiltoniano en concreto, se mostrara la no-aditividad de los poten-
ciales termodinamicos lejos del limite termodindmico para dicho ensemble y la relacién de la no
aditividad con el entrelazamiento de la parte cudntica como ocurre en el ensemble de Schrodinger-
Gibbs.
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Capitulo 1

Formulacion geométrica de la
Mecanica Cuantica

Para reformular la Cudntica con un formalismo geométrico es principal identificar los ingredien-

tes matematicos fundamentales que la constituyen y que tendremos que adaptar al nuevo formalismo:

= Un espacio de estados S, que se corresponde con el espacio proyectivo correspondiente al es-
pacio de Hilbert PH, i.e., el conjunto de rayos que constituyen los estados puros del sistema.
En este trabajo se consideraran solo espacios de Hilbert de dimensién finita.

= Un espacio de observables O que, de acuerdo con la formulacién habitual, serdn los operado-
res autoadjuntos sobre H. Estos son los elementos del algebra de Lie u(#) del grupo unitario
U(H) asociado al espacio de Hilbert H multiplicados por i.

= Un proceso de medida, que se entiende como una aplicacion O x § — R. Cuanticamente,

(¢ | A)

podemos representar la medida como (A4, |¢)) - ——-

W1

= Una evoluciéon temporal, por lo que requiere una ecuacion diferencial cuyas soluciones de-
finan trayectorias en el sistema fisico. En la formulacién cudntica tradicional en imagen de
1. ., .z e .2 0
Schrédinger, esta ecuacién es la ecuacién de Schrodinger: zh—'a? = H|)

Por consiguiente, el desarrollo que se hace a continuacién es para sistemas con dimensién finita N
y para la imagen de Schrodinger, si bien la imagen de Heisenberg también se puede geometrizar[2].

Este capitulo se encuentra més extensivamente explicado en [2] y [5].

1.1. El espacio de estados S

Para introducir el punto de vista de la variedad real de forma andloga a la construcciéon de
la mecanica clasica es necesario realificar el espacio de Hilbert H — Hgr := Mg, preservando la



estructura compleja mediante un tensor (1,1) J en dicha variedad real Mg que cumple J 2= _JId.

Tengamos en cuenta que debido a que el espacio de Hilbert es un espacio vectorial se puede
identificar el espacio tangente T, H en un determinado punto ¢ € H con el propio espacio de Hilbert
ToH ~ H = TH ~ H x H. Al ser un espacio lineal sélo es necesaria una carta para definir
coordenadas sobre todo H, por lo que la elecciéon de una determinada base compleja servird a lo
largo de todo el trabajo.

Veamos cudl es la relacién de las coordenadas de la variedad realificada con la variedad com-
pleja. Considerando una base {| zx)}, teniendo en cuenta que cada coordenada en dicha base es
compleja y separando cada una de dichas coordenadas en componente real e imaginaria, tenemos
las coordenadas en Mg:

|"¢>2%%!Z> :yw}?ﬂwé)w

Donde @fo y 1/),5 son reales, cuando Yy, era compleja, por lo que hemos realificado la variedad:

{91, -t} € H— {Uf, . Ol oy} € Mg

Vemos entonces que H ~ C" y que Mg ~ R?". En adelante, a las coordenadas wfj y ¢1€ las
llamaremos ¢* y pi respectivamente por analogia con las coordenadas en mecéanica clasica y para
definir una expresién para la forma simpléctica analoga a la de R?", segiin el teorema de Darboux,
como se muestra en el capitulo 4 del anexo.

Un campo vectorial en el espacio de Hilbert X 4 queda definido por una aplicacién lineal A del

siguiente modo:
AH—-H  Xg:H-TH~HXH  Xa: o) ([0),Al)

Para mantener la estructura algebraica presente en H debemos incluir los siguientes tensores en
Mg:

= La estructura compleja la incluimos mediante el campo tensorial J que a cada punto ¢ € Mg
es un tensor (1,1) constante (¢, Jy) = J(¢) que serfa el andlogo en la variedad real a multiplicar
por la unidad imaginaria un elemento de H, por lo que en este caso A = il. Esto es:

Jp: TMg — TMg | Jp()) =i | %)

La seccién J : ¢ — (¢, Jy), donde Jy, define la estructura compleja en la fibra-espacio tangente
en el punto v es efectivamente un campo tensorial que define una estructura compleja.
Bajo las coordenadas correspondientes a la eleccién de una base concreta seria:

n 0 0
J=Y dg* ® — — dpp ® =
;;::1 T e~ TEY ogk



De donde es inmediato verificar que J? = 1.

La estructura lineal se codifica en Mg mediante el campo vectorial A, llamado campo de
dilataciones, que se corresponde con A = 1I:

A:MQ%TMQ wH(¢,¢)

Bajo la eleccién de la base anterior:

0 0
A=g "t pp——

A cada vector ¥ € Mg podemos asociarle un campo vectorial X, sobre Mg que asocie dicho
vector ¢ a cualquier punto ¢ de Mg, es decir, la aplicacién A devuelve una constante v, en
este caso.

Xdl : MQ — TMQ ¢ —> ((ﬁ,lﬁ) V¢

Donde se esta utilizando que | 1)) € H son vectores del espacio tangente en el punto | ¢).

De este modo, el tensor hermitico (-,-) del espacio vectorial complejo H, puede escribirse en
términos geométricos como:

h(¥1,2) = (Y1, ¥2) = g (Xyy, Xy,) +iw (Xy,, Xy, )
donde g y w son los campos definidos localmente como

9o (X, (0), Xy (0)) = g (V1,%2) = Re((Y1,102) Vo € Mg
w¢((Xw1 (¢)7 Xw2 ((Z))) = Wy (71)17 ¢2) = Im(<¢1> w2>) V(z) S MQ.

Para alguien no familiarizado con la notaciéon geométrica, tal vez resulte mas intuitivo ver
como cambian g y w las coordenadas en una determinada base reproduciendo asi el producto
hermitico, como se explica en el capitulo 3 del anexo. Donde h, es hermitico y no degenerado,
g es un tensor simétrico bilineal no degenerado y w es un tensor antisimétrico bilineal no

degenerado, todos ellos dos veces covariantes.

Por ello, (Mg,g) constituye una variedad Riemanniana, mientras que (Mg,w) es una variedad
simpléctica. Anadiendo la estructura compleja,que es compatible con g y w en este sentido:

g (JXdJNXdJQ) =w (X¢17X1Z}2) w (qu JXd&) =g (X'l/)17X’l/)2)



vemos que (J, g,w) definen una estructura de Kéhler, que es la que traduce el producto her-

mitico a lenguaje geométrico.

La versién covariante de estos tensores presenta las siguientes expresiones coordenadas:

g:qu®qu+dpk®dpk w:qu/\dpk

s Otro elemento importante de la Mecdnica Cudantica es que los estados fisicos son indepen-
dientes de la fase global del elemento del espacio de Hilbert escogido para representarlo.
Geométricamente introducimos la multiplicacion por una fase global como el campo tensorial
I' : Mg — Mg correspondiente a la aplicacién il : H — H y que por tanto cumple I' = J(A)
como una transformacién cuyo generador infinitesimal es:

0 0
I'=pp—r — ¢"—
Pues un cambio de fase global implica un cambio en el angulo del nimero complejo expresado
en forma polar que representa el estado, siendo estos ntimeros complejos cada una de las

coordenadas en H.

Las curvas integrales de este campo I' serdn todos los estados de Mg que son equivalentes a un
punto de esta curva integral por una multiplicacién de fase total y por tanto representan un tnico
estado fisico. Del mismo modo, las curvas integrales del campo de dilataciones A serd el conjunto de
estados equivalentes a un unico estado fisico debido a una dilatacién, i.e. los resultantes de escalar
su médulo.

La relacién entre A y I" nos resulta especialmente interesante:
r=J(A).

Asi pues, podemos afirmar que ambos campos vectoriales conmutan y generan una distribucién
integrable sobre la variedad Mg, por lo que constituyen una foliacién. Definimos la variedad cociente
identificando aquellos puntos que pertenecen a una misma 6rbita de los generadores I' ' y A, pues
estos puntos son la seccién escogida como base del fibrado, donde la fibra contiene todos los estados
fisicamente equivalentes hallados mediante la multiplicacion del elemento de la base por un ntimero
complejo no nulo. Dicho toscamente, dicha fibra la constituyen, grosso modo, "las curvas integrales
de I' x las curvas integrales de A". Este es el modo en el que se implementa el convenio de norma y
de fase global propio de la mecanica cuantica en la formulacién geométrica, quedandonos solo con
un elemento representacién de todos los equivalentes bajo estas simetrias.

A este espacio cociente lo denominamos espacio proyectivo P y sus puntos representan los estados

fisicos puros de un sistema cuantico que denotaremos como [¢)].

T:Mog—P P3P :=7) Y e Mg

Con esto no solo hemos geometrizado el espacio de estados:
S (H,<,>)’—>(MQ,(Q,W,J))

sino que hemos introducido el espacio proyectivo como una variedad cociente.



1.2. Espacio de observables O

En Mecanica Clasica, los observables son funciones reales actuando sobre el espacio de fases
que devuelven un ndmero real, la medida. En Mecdnica Cuantica tradicional, los observables son
operadores hermiticos y lineales sobre el espacio de Hilbert, por lo que sus autovalores son reales y
por tanto también lo es su valor esperado. En nuestro espacio de fases realificado Mg, andlogamente
al caso clasico, los observables se implementan de la siguiente manera:

End(H) — F(Mg) A fa(y) =(o| Al @)

Si A es un operador arbitrario, entonces fs pertenece al conjunto de funciones cuadraticas
en Mg y, de forma general, sus autovalores y valores esperados serdn complejos. Si A pertenece
al subconjunto de observables, fa pertenecera al subconjunto F de funciones cuadréticas reales
asociado al subconjunto de operadores hermiticos.

Para geometrizar la imagen de Heisenberg una posibilidad seria caracterizar las estructuras
algebraicas que el conjunto de operadores sobre H y sus funciones cuadraticas asociadas sobre Mg
presentan, pues la dindmica tiene lugar en este caso sobre el espacio de observables.

Las funciones, para representar magnitudes fisicas reales, deben corresponderse con funciones
que sean constantes, sobre las fibras del fibrado 7 : Mg — P, de este modo, concluimos que las
funciones relevantes desde un punto de vista fisico son:

@ Ay)
(@ 0)

Estas funciones sobre Mg se encuentran en correspondencia uno a uno con funciones sobre el espacio
proyectivo P y ya no son cuadraticas, como es de esperar, pues P ya no presenta la estructura lineal
de Mg.

Para recuperar los autovalores y autovectores de los operadores representados como funciones
de Mg, tenemos en cuenta que los autovectores seran tales que dea(¢pa) = 0 si y solo si ¢4 es
autovector de A. Por definicién, el autovalor serd e4(¢,). Hay que tener en cuenta que la invarianza
de e4 al multiplicar por una fase U(1) implica que los puntos criticos con autovalor no degenerado
forman un circulo sobre la esfera de vectores normalizados, luego, sobre todo Mg sin restricciones
de norma, constituyen el cono de rayos que pasan por dicho circulo desde el origen (norma 0) con
este punto excluido y que, en el espacio proyectivo, se corresponde a un tinico punto.

La accién de €2, versién contravariante de w, y de G, versién contravariante de g, sobre uno-

formas son las siguientes:

G(dfa,dfp) = {fa, fB}+ = faoB  Qdfa,dfB) = {fa, fB} = f_i{a,B
Donde €2 define por lo tanto una estructura de Poisson sobre el conjunto de funciones cuadraticas
y G una estructura riemanniana:

Q= z( 8) G- f( ©0¢" + 2

9 50 )
oq*  Opx =1 Dk Ph

op

que utilizaremos en la dinamica.



En relacion con los observables y el espacio proyectivo tenemos los proyectores, segin se explica
en el capitulo 2 del anexo. Para funciones sobre el espacio proyectivo, la estructura de Kéahler sobre
el conjunto de funciones cuadraticas (campo €2) deberia sustituirse por la estructura de Kéhler para
funciones sobre el espacio proyectivo. Para ello, construiremos en primer lugar una (p y una Gp
sobre Mg que sean constantes a lo largo de las curvas integrales tanto de A como de I'. Esto implica
que LA(Gp) = LA(Qp) = Lr(Gp) = Lr(Qp) = 0. Esto ya ocurre de forma natural para I', pero
no para A.

Las funciones sobre Mg cumplen LA (fa) = 2fa y, como se divide entre la norma, las funciones
sobre el proyectivo cumplen La(e4) = 0, porque ya son funciones de grado 0, invariantes bajo
dilataciones y bajo cambios de fase ( Lo(ea) = 0). De este modo, como LAG = —2G es intuitivo
introducir, para hacerla de grado 0:

Gp= |G LAGp = 0, andlogamente
Qp=@|Y)Q  LaQp =0

que siguen siendo invariantes bajo cambio de fase global, pero ahora también lo son bajo dilataciones.
Sin embargo, al construir un producto hermitico, debemos incluir que los campos A y I' tengan

norma nula, por lo que redefinimos:

Gp=W|v)G-—T T+ A®A) LAaGp =0 LprGp =0
Qp:<1/1|1/J>Q—(F®A—A®P) LAQp =0 LrOQp=0

Con esto lo que hemos hecho es definir los campos tensoriales sobre Mg de forma que no varfen a
lo largo de las curvas integrales de G y I'. Para llevarlos sobre el proyectivo, basta con hacer:

m.Gp T p Ty dp

teniendo en cuenta que Jp = J por ser constante sobre la fibra y que , es la aplicacién equivalente a
7 : Mg — P sobre el espacio de observables, es decir, la que lleva los campos tensoriales covariantes

sobre Mg a los campos tensoriales covariantes sobre el proyectivo.

1.3. La dinamica

Sea fy la funcién asociada al operador Hamiltoniano
fu(9) = 5(0 | Ho).
Sea el campo vectorial X g definido como
Xy = h'Qdfy,-) = {H,-}.
Teorema 1 Sea fy la funcion asociada al operador Hamiltoniano

fr(¢) = 5(¢ | Ho).

Sea el campo vectorial Xy definido como



Xy = h_IQ(de, ) = h_l{H, }

Las curvas integrales de Xp sobre Mg se corresponden con las soluciones de la ecuacion de Schro-

dinger.

Ver capitulo 1 del anexo para un desarrollo explicito de esta correspondencia. Esta misma ecuacion
dindmica se puede hacer sobre el proyectivo, asociando a X g en lugar de fg, e, por lo que debemos
usar la estructura de Poisson ()p del conjunto de funciones sobre el proyectivo, tal y como se ha
definido en la seccién anterior: X, = —Qp(dey, -)

Es también importante ver que los campos hamiltonianos X, = Q{df4,-} preservan g pues
Lx ,(g) = 0(por lo que se llaman campos de Killing), asi como J y w, por lo que podemos llamarlos
campos de Kéhler y tanto el elemento de volumen riemmaniano como el elemento de volumen

simpléctico seran invariantes bajo la accién de campos Hamiltonianos y, en concreto, de la dindmica.



Capitulo 2

Geometrizacion del formalismo de
Ehrenfest y mecanica estadistica

2.1. Formulacién geométrica del formalismo de Ehrenfest

Es ampliamente conocido que la resolucién de la ecuacién de Schrodinger de sistemas cuanticos
grandes, con muchos componentes, es imposible, por lo que es necesario recurrir a aproximaciones o
simplificaciones del sistema. Un ejemplo de esto es que sbélo el &tomo de hidrégeno presenta solucion
exacta de la ecuacién de Schrodinger(y ya en él hay que incluir la estructura fina mediante teoria
de perturbaciones). En el Helio y 4&tomos multieléctrénicos se requieren aproximaciones y el uso de
teoria de perturbaciones.

Una de las aproximaciones mas comunes es hacer tender parte del sistema cuantico al limite cla-
sico, obteniendo asi un sistema cuantico-clasico mixto. Esto se suele aplicar en sistemas moleculares,
considerando cuanticos tnicamente los electrones méas externos y clasico el nticleo y los electrones
internos. De este modo, se modelan cuanticamente los electrones responsables del comportamien-
to quimico (capa de valencia) y clasicamente el resto del atomo, lo que resulta interesante para
introducir cédlculos ab initio en mecanica molecular mas viables computacionalmente.

El formalismo de Ehrenfest es una de las representaciones méas usadas de estos sistemas clasico-
cudntico mixtos y, conceptualmente, consiste en lo siguiente. Consideremos un Hamiltoniano cuan-

tico del sistema completo:

donde H, contiene la energfa cinética y potencial de las particulas asociadas a 1’s (electrones) y
la potencial de las asociada a la interaccién r-R(electrén miicleo). Si la funcién de ondas total es
separable y la parte correspondiente a los nicleos Wy se puede aproximar a una delta de Dirac
centrada en su posicién promedio R;[4], podemos llevar al limite cldsico la parte de los niicleos,
cuyos observables posicion y momento {R;, —ihiV j} se sustituirdn por las coordenadas clasicas
{Rj, Ps}. En el ejemplo arquetipico de los niicleos de un atomo se puede hacer porque el nicleo
es practicamente puntual respecto a la funcion de ondas de los electrones, la funcién de ondas
total es separable y por lo tanto podemos aproximar la parte nuclear a una delta centrada en el

10



centro de masas. Otro factor importante en esta aproximacién es el ratio de masas entre elementos
cuanticos y "hechos clasicos"; cuanto mayor sea el cociente de masas entre la parte cuantica y la
parte clasica mejor sera la aproximacion, pues la dindmica de la parte cuantica serd inmediata frente
a la escala de tiempos de la parte cldsica, por lo que las funciones de onda cuanticas se adaptaran
inmediatamente.? las comparativamente lentas variaciones de las variables clasicas. De este modo
tenemos que

D2

H(R) =% 5ol + (v | Hy | v)

da la evolucién de la parte clasica, de modo que
MRy = (| V Hy(F R) | ¥),

mientras que la parte que sigue siendo cudntica evoluciona segun H,:

d .
i | ¥) = Hy(7, ) | ).

Por ejemplo, en la aproximacién de Born-Oppenheimer, los nicleos se hacen clasicos y evolucionan
clasicamente de acuerdo al valor esperado de la funcién de ondas cuéntica del llamado hamiltoniano
electrénico, de la forma que se ha indicado. Este hamiltoniano contiene, entre otras cosas, el potencial
electrostatico de atraccion nicleo-electrén, que depende tanto de 7, como de E, por lo que, al regir
la evolucién temporal de las funciones de ondas, estas dependen de la posiciéon de los nicleos.
Noétese que la linealidad caracteristica de la mecdnica cuantica desaparece por el acoplo con
parte clasica. Nuestro objetivo es probar que podemos considerar esta evoluciéon como un sistema
Hamiltoniano, para ello debemos contar con los siguientes elementos y geometrizarlos:

Una variedad diferencial que sea el espacio de estados S, teniendo en cuenta que dichos estados

son mixtos clasico-cuanticos.
» Una estructura simpléctica que defina un corchete de Poisson {-,-}.
» Una funcién fg € C*°(S) que actie como funcién hamiltoniana.

» Traducir la ecuacién de Schrédinger de la parte cuantica y la parte cldasica como las curvas
integrales de un mismo campo hamiltoniano. Como la parte clasica ya serd asi, tendremos una

estructura hamiltoniana para el sistema mixto.

Dado que en el capitulo anterior ya hemos construido el formalismo geométrico de la Mecéanica
Cudntica y conocemos la formulaciéon geométrica de la Mecénica Clésica (ver capitulos 4 y 5 del

anexo), la formulacién geométrica de sistemas mixtos es inmediata.

2.1.1. El espacio de estados S

El subsistema clasico podré describirse mediante una variedad diferenciable M asociada a
su espacio de fases, cuya dimensién serd par y proporcional al nimero de particulas presentes. Es
decir, si tenemos N¢ particulas clasicas

11



(Rly"'véNcaﬁl7"'7ﬁNc> € Mc = dim(Mg)=2-3N¢

Ademas podemos definir una estructura simpléctica que permite construir un paréntesis de Poisson
en el espacio de funciones sobre Mc.

El subsistema cuantico lo abordaremos, de acuerdo a la seccién anterior, lo representaremos
mediante el espacio de estados fisicos, i.e. la variedad de Kéhler Mg. Como H ~ Cdim(H) Mg ~
R2xdim(H)

El espacio de estados serd el producto cartesiano de ambas variedades:
S = MC X MQ

Al utilizar el producto cartesiano ambos subsistemas se tratan de manera separada y no podemos

incluir ningtn tipo de entrelazamiento entre parte clasica y cuantica.

2.1.2. Espacio de observables O

Los observables del sistema mixto seran funciones definidas sobre el espacio de estados & =
Mg x Mg. En el sistema cudntico, las funcione que tenian significado fisico eran:

fa() = (| A1) siendo A un operador hermitico € Fgr(Mg),

por lo que vemos que una funciéon f € C*°(M¢c x Mg) es el valor esperado de un operador lineal
sobre H que depende de las variables clasicas.

f:McxM f(ﬁﬁ) MQ-)]R
fo (R P),9) = fi () = (@ | AR, P) | )

Resumiendo,

feC®(Mcx Mq)| f(¥,R,P)= (¢ | AR,P)|¢)
siendo A(]:f, ]3) un operador hermitico sobre el espacio de Hilbert que constituye la fibra en dicho
estado clasico en concreto.
Sin embargo, este conjunto presenta un problema: no es cerrado ni respecto al corchete de poisson
ni respecto a la dindmica no lineal de Ehrenfest, por ello necesitamos un espacio mas grande:

O :={f € C(Mc x Mg) | Tof = (I&T)f =0

Este conjunto engloba al anterior, pero es mas grande y lo podemos definir asi debido a la invarianza
bajo cambios de fase globales de F(Mg). Con esta definicién se solucionan los problemas anteriores,
pero contiene elementos sin ningun significado fisico que se incluyen tinicamente para poder hacer
que el conjunto sea un algebra de Poisson. Dentro de este conjunto hay subdlgebras, como las
formadas por las funciones que solo dependen de las coordenadas clésicas (O¢), o solo de las cudnticas
(Og) o que se forman por una combinacién lineal de las anteriores (Og4c).

12



2.1.3. Estructura simpléctica

Como sabemos, ya hay definidas sendas estructuras simplécticas en el subsistema cldsico y en
el subsistema cudntico, que llamaremos we y wg, por ello, definimos la estructura simpléctica del
sistema conjunto como el pullback de las estructuras simplécticas de los subespacios factores al

espacio producto:
w = wc + hwg

Por ello, el corchete de Poisson del sistema total serd {-,-} = {-,-}¢ + A~ {:,-}¢ definiendo una
estructura de Poisson sobre el espacio de observables definido anteriormente. Hemos definido que
f €0 & TTof =0. Esta condicién puede reescribirse como g f = 0 < {fi|, f} f| = ¢’ +pz. Con
esta definicién de los elementos de O podemos ver que, efectivamente, el espacio de observables es
cerrado para el corchete de Poisson. Sean f, g elementos del espacio de observables:

{493y =g Ah), 11 —{Fdo, N} =0 {f,9} €O

Asi, Oc, Og v Oc+q, son estructuras cerradas bajo este corchete de Poisson, constituyendo sub-
algebras de Poisson dentro de O.

2.1.4. Dinamica
Habiendo definido el espacio de estados, el espacio de observables y el corchete de Poisson e
inspirandonos en el modelo de Ehrenfest, definimos la funcién Hamiltoniana como:

5B - P2

fH(R7P7T7ﬁ):%:2MJ +<¢|Hq(é)|¢>

La evolucién de un operador f vendré dada por f = {fm, f}. Obviamente la dindmica también res-
peta el espacio de observables definido, pues fg, f € O. En concreto, la dindmica de las coordenadas
es:

5 _ s _ 9 _

. R—{fHLR}—?P* M ﬁP
P=—{fu, R} ==V | Hy(R) | ¢)
o kY _ 7lafh
Pk

. . _10fnu
B I
e = {fu, Pk} = —h "

Vemos que para la parte clasica reproducimos las ecuaciones de Hamilton en el formalismo de
Ehrenfest y, para la parte cudntica, mantenemos la estructura del capitulo anterior. Con esto, hemos
definido la dindmica de Ehrenfest mediante las curvas integrales de un campo vectorial hamiltoniano
sobre una variedad de Poisson, de modo andlogo a como se construyen tradicionalmente los sistemas
clasicos. La parte cudntica podria considerarse también sobre el espacio proyectivo sin méas que
considerar la funcién ep en lugar de la funcién fr y la dindmica estara determinada por el tensor
Qp en lugar por 2.
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2.2. Mecanica estadistica

Gracias precisamente a haber construido la dindmica de sistemas mixtos de forma geométrica
formalmente analoga a la de sistemas clasicos estandar, resulta intuitivo construir una mecanica
estadistica de forma similar a el caso clasico.

Es importante tener en cuenta que en el modelo de Ehrenfest, si bien si describimos la interaccién
entre la parte cldsica y la cudntica mediante el hamiltoniano Hg, no podemos describir entrelaza-
miento entre la parte que ha sido llevada al limite cldsico y la parte que se ha mantenido cudntica,
pues hemos sustituido el producto tensorial H = Hg ® Hc¢ por un producto cartesiano Mg x M.
Sin embargo, al introducir una mecénica estadistica, si podemos recuperar, parcialmente, los efectos
del entrelazamiento[3].

2.2.1. Densidad de probabilidad

Para definir cualquier mecénica estadistica necesitamos en primer lugar una densidad de pro-
babilidad sobre nuestro espacio de estados. Evidentemente Fyc € O. Para poder integrar esta
densidad de probabilidad y obtener probabilidad de un subconjunto del espacio de fases, necesita-
mos un elemento infinitesimal de volumen de dicho espacio de fases, que construimos naturalmente

como

dps = dpngdpme,
donde dppr,dping son los elementos infinitesimales de volumen en Mg y M respectivamente y los

. s s N¢ Nq
escogemos como elementos de volumen simplécticos dun, = weA -+ Awe y dpn, = wo/ -+ Awq,
aunque se podria tomar elemento de volumen riemmaniano para la parte cuantica, como se explica
en el primer capitulo.

En adelante denominaremos £ a las coordenadas del subsistema clasico y ¢ a las del subsistema
cudntico. Veremos que se cumple que fMCxMQ Foc (¥, §)duncdin, = 1.

Resulta inmediato que, si Fge es la distribucion de probabilidad sobre M¢ x Mg, podemos
definir las densidades de probabilidad marginales

Fo() = [y, Foo (¥, §)dpm,
Fo(§) = Ju, Fac(¥,&)dunyg

Para ciertas aplicaciones, como la medida del entrelazamiento cuantico, es necesario utilizar la
densidad de probabilidad condicional para tener distribuciones normalizadas en cada uno de los
subsistemas. Por ejemplo, dado que Pr(A, B) = pr(B) - pr(A | B) tenemos que la probabilidad de
obtener un determinado estado cuantico dado por @ dado que ha salido un estado cudntico £ sera
£ _ Foc(¥,§)
F, Q(f ) = T(ﬁ)’
que cumple [y F§(&,v)dpag =1 V¢

Hay que tener en cuenta que en realidad la distribucién del sistema completo no es factorizable
en el producto de una distribuciéon del sistema clésico y otra del cuantico, pues no son sistemas
independientes y responden por tanto a una probabilidad combinada. Es por esto por lo que la

distribucién condicional y la distribuciéon marginal para un mismo subsistema no coinciden.
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2.2.2. Valor esperado de observables

fA(§7w)

Siendo A un observable del sistema mixto y eq = W € O su funcién asociada, siendo

cuadratica en 1, definimos el valor esperado como

(A) = [a1oxmg WQceFoc (i, €)ea®, §).

Evidentemente necesitamos que la dindmica no modifique el valor de dugc si queremos seguir
manteniendo esta definicién de valor esperado Vt. Usando el teorema de Liouville, dado que dugc =
dpcdug = wgcng, podemos afirmar que dicho diferencial de volumen sera invariante. Notese que
hemos podido utilizar este teorema gracias a la formulacién geométrica.

Utilizando que el valor esperado de la funcién asociada al operador identidad es (I) = 1, tenemos
que la funcién densidad de probabilidad estd normalizada a uno. Andlogamente, usando que el valor
esperado de un operador hermitico definido positivo ha de ser positivo en cualquier subespacio del
espacio de fases, tenemos que la funcién densidad de probabilidad es definida positiva. El hecho de
que la densidad de probabilidad sea estacionaria implica que los valores esperados son estacionarios
si y solo si el elemento de volumen es invariante en el tiempo, pues genéricamente, siendo f4 un
observable y F' la densidad de probabilidad:

(A)(t) = [ d,Fex(t), si tenemos en cuenta
ea(t) = {fu, fa},

Por ello podemos ver[13] que
(A)(t) = [d Fea(t) = [d,F(t)ea

Donde la udltima igualdad es cierta solo si el elemento de volumen es invariante en el tiempo. Asi,
. d(A
pues, en el caso de que lo sea, {fy,F} =0=F =0= <7> =0 Vfa € O, lo que nos permite

definir correctamente una mecanica estadistica del equilibrio.

2.2.3. Matriz de densidad

Habiendo definido el contexto en el que tenemos una densidad de probabilidad de equilibrio, nos
queda escoger qué ensemble escoger.
Tengamos en cuenta que en el sistema mixto, los estados fisicos del subsistema cudntico vendran

dados por elementos del proyectivo, no de Mg. Como se explica en el capitulo 2 del anexo, los

| ) (¥ |

elementos del proyectivo se pueden identificar univocamente con los proyectores de rango 1 W’

por lo que una distribucién estadistica sobre este espacio se puede expresar como los coeficientes
en una base de proyectores ortogonales, del mismo modo que la matriz de densidad. Esto es ttil
pues solo los elementos ortogonales entre si representan sucesos independientes, por lo que, una de
las justificaciones de usar la matriz de densidad es que nos permite definir una entropia del modo
que hizo von-Neumann evitando correlaciones. De este modo, segtn el teorema de Gleason[14], una
densidad de probabilidad sobre el espacio proyectivo le corresponde una tnica matriz de densidad
que contiene toda la informacién estadistica y que viene dada por la integral de la densidad de
probabilidad sobre el espacio de proyectores. Aplicdndolo al sistema mixto para cada punto & de
Me:
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Vemos asi que en sistemas mixtos la matriz de densidad dependera también de las variables clésicas
¢ y reproducira la probabilidad de que, al tomar una medida, salga un determinado elemento del
sistema cldsico junto con un elemento de la base del espacio de proyectores cuantico. Es decir, la
matriz de densidad p(&) contiene la misma informaciéon que Fge, solo que presentada de otra forma
mas habitual y que resulta mas comoda para, posteriormente, estudiar valores esperados, pero tiene
el inconveniente de que no se puede escribir la dindmica con ella. De este modo, la matriz de densidad
del sistema mixto p(§) presenta una diferencia esencial con la matriz de densidad del sistema cuéntico
puroy es que Tr(p(§)) # 1, sino que Tr(p(§)) = fMQ Foodpng, - Como en los sistemas puro cudnticos
Mg constituye el espacio completo, la integral de la densidad de probabilidad sobre dicho espacio
estd normalizada a uno y la matriz de densidad asociada tiene traza unidad, pero en este caso

Tr(p(€)) = [ Foc(&,¥)dum, = Fo(§): es la distribucién marginal de la parte clasica, que cumple,
Mq

Es decir, la condicién de normalizacion es [y, tr(p(§))dpn, = 1, pues la probabilidad total(que es
la que se normaliza a la unidad) se obtiene integrando a todo el espacio de fases M x Mg, no solo

a Mg. Algunas igualdades interesantes son:

= fMQxMC Focdp = fMC tr(p(&))dpn, = ch Fe(§)dpn = fMQ Fo()dumg, =
tr (ch p(S)duMc) =tr(p).

Donde se ha introducido la distribucién marginal de la parte cudntica como p = [, p(€)dpne,
la cual si presenta tr(p) = 1, pues ya hemos integrado sobre los dos subespacios que conforman el
espacio de fases total.

Més adelante discutiremos cémo esta falta de normalizacion a la unidad de p(&) para el subsis-
tema cudntico supone un problema para estudiar el entrelazamiento, objeto puramente cuantico.

2.2.4. Conjunto canénico Hybrid Canonical Ensemble y Schrédinger-Gibbs

Habiendo discutido la peculiaridad de la normalizacién de la matriz de densidad para sistemas
mixtos, que por lo demds es equivalente al formalismo conocido para sistemas cuanticos puros (her-
mitica y con autovalores reales) estamos en posicién de abordar el conjunto canénico de Schrodinger
Gibbs que ha sido ampliamente usado en la literatura(articulos de [8] a [12])

Para construir una mecanica estadistica cuantica no puede considerarse que los niveles cudnticos
(autoestados de H) sean los tnicos estados permitidos[7] El conjunto de Schrédinger-Gibbs tiene en
cuenta una distribuciéon de probabilidad concreta sobre todos los elementos del espacio proyectivo,
que son los estados fisicos puros (no solo los autoestados del Hamiltoniano) y se identifican con
los proyectores de rango 1. Si tenemos un hamiltoniano para varias particulas no interactuantes,
construido como H1 ®Is+ Ho ®14, es interesante ver que este ensemble mezcla estados no separables
en los dos subsistemas (todos los elementos de Mg con su peso de Gibbs), por lo que implementa
entrelazamiento y obligatoriamente construird una matriz de densidad, no separable en los subsis-
temas (particulas asociadas a H; y Hz) que la componen. Es decir, p%ciQ #+ p]%Gzl ® p}%G:l, por el

entrelazamiento que este ensemble introduce.
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Este punto es importante, pues es distinto en la distribucién canénica cudntica tradicional a
la que estamos habituados (la que denotamos como ensemble CT) , donde s6lo contribuyen los
autoestados ¥, del Hamiltoniano con su peso de Gibbs, que si son ortogonales y separables en los
subsistemas que lo constituyen, de modo que es un ensemble que no presenta entrelazamiento y por
tanto pily = pL; ® pL,

Estas propiedades se traducen para el HCE del siguiente modo:

o0 = [ PR, Ry= [
ﬁ<¢|H(¢ V) B(@bIH(w , )
HCE _ (7HCE\— (W] ) HCE _ (W | )
FHEE(y, &) = (zHCF) Z y fM e dpentg dpine
QxMc

HCE es el ensemble escogido para el estudio de propiedades termodindmicas en sistemas mixtos
y, del mismo modo que SG (cuyas propiedades termodindmicas y matemédticas ya se han estudidado

en la literatural[l]), introduce entanglement.
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Capitulo 3

Ejemplo de sistema mixto y resultados

3.1. Funciones termodinamicas del Hybrid Canonical Ensemble(HCE)

Como hemos visto, denominamos mediante HCE a la adaptacion para sistemas mixtos del
conjunto canénico de Schrodinger-Gibbs que hemos demostrado en la seccion anterior. Es evidente,
que las integrales que en la seccién anterior se realizan sobra Mg se pueden realizar sobre la variedad
cociente P, si se hace tanto en p como en Z, y ademés se puede demostrar [I] que las integrales
sobre el espacio proyectivo equivalen a % -1, siendo I la integral sobre la esfera de norma unidad del
espacio completo CV. Mediante herramientas de analisis complejo (teorema de Cauchy), repitiendo

1
el andlisis de[I] venos que para el subsistema cudntico Z/9F = 37 | e7#5 ————— | donde
2 I (Ej — Ek)

J#k
E}; son los autovalores de H, si este es no degenerado, que, como veremos, se corresponde al caso

estudiado y ademds dependen de las variables clasicas Ey = Fk(£) En el sistema mixto, Zf CF eg

ZF = [y, 28 (&) dpare v

la funcién de particién sin haber integrado al espacio clasico, i.e.
By = Eg(§).

Trabajando en base de autoestados de H, tenemos que p(&) serd diagonal y se puede ver facil-

mente que:

1 azHC’E

HCE
Es facil ver que Zqucg) = tr(p(€)) = FHCE(¢).

Teniendo en cuenta que pgi(§) es la probabilidad de medir una energia Fy (&), k energia prome-

diada a todo S sera:

<Hq>=Mf tr(H(&)p(€))dpne

Del mismo modo, para cada valor de £ tenemos una densidad de entropia S(£) caracterizada por la
entropia de von-Neumann S(§) = —tr (p(&)loge(p(€))) de modo que el valor promedio del sistema

mixto sera:

(S) ZMf dpnge (—tr (p(§)loge(p(£))))



Se puede ver que la funcién entropia de von-Neumann es aditiva para sistemas factorizables[I],
ie. Syn(p) = Syn(p1) + Svn(p2) < p = p1p2. Si la entropia del sistema total no es la suma de
la entropia de dos determinados subsistemas que conforman el sistema total, esto significa que el
sistema no es factorizable en esos dos subsistemas. El objetivo ultimo del trabajo es estudiar la
(no)aditividad de las funciones termodindmicas. Se ha mostrado en [I] que en el caso cuantico puro
la no aditividad presenta una correlacién con el entrelazamiento.

Por ello, otra magnitud interesante serd el entrelazamiento para el caso mas sencillo: el sub-
sistema, cuantico estd constituido por Hi ® Hso. Si no hubiera entrelazamiento, se cumpliria que
p = p1®pa2, donde p representa un sistema cudntico completo, mientras que p1 = tra(p) y p2 = tri(p),
es decir, las distribuciones marginales se obtienen trazando parcialmente el sistema complementario.

De este modo, para medir el entrelazamiento usamos como testigo la pérdida de pureza:

v =tr(p?) —tr(p7) - tr(p3)

Esta definicién seria valida si p presentara traza unidad, pues el elemento de normalizacién aparece
al cuadrado en el primer sumando pero a la cuarta en el segundo sumando. Como no lo hace,

como ya hemos explicado, pues tr(p(§)) = Fo(§) # 1, debemos utilizar para calcular la pureza

;o 1
7w (0(©)

introducida anteriormente. Con esta p/(£), ahora si estd normalizada para cada ¢ y podemos por

p(€) que no es otra cosa que la distribucién condicional del subsistema cudntico Fé)

tanto medir el entrelazamiento con y(p'(€)). Por definicién, este es el entrelazamiento del sistema
cuantico para cada &. Por ello, para pesar adecuadamente la contribucién al promedio y obtener

una densidad de entrelazamiento en £, debemos multiplicar por Fe(§) = tr(p(£)), de modo que:

()= [ A (E)tr(p(§))dprc

Mc

Con estos ingredientes podremos estudiar un sistema ejemplo donde, tras construir con el ensemble
mencionado una mecanica estadistica para un sistema de Ehrenfest, se observara la no aditividad de

las magnitudes termodinamicas lejos del limite termodinamico y su relacién con el entrelazamiento.

3.2. Sistema ejemplo

Estudiaremos el siguiente toy model[4] en el que cada particula consta de un espacio de fases
construido por un espacio de Hilbert de dimensién 2 compleja y un espacio clasico 2D en el que
definimos un oscilador arménico 1D. Utilizando las coordenadas (Iy, 8) para las variables clasicas
accién y angulo del oscilador y ¥ € H escogemos el siguiente hamiltoniano en concreto:

fae=1Ip+ (V| o0, +ecos(0)o, | V) =Ig+ (V| Hy | V).

Vemos que € es el factor que da cuenta del acoplo entre la parte cldsica y la cudntica, de modo que
si € = 0, no hay acoplo y los autovalores cudnticos serian 1 V@. En concreto, elegimos € = % en
las unidades de energia de referencia.

Como vemos, la parte cldsica asociada a la accién se corresponderd con un gas ideal 1D de forma
—BIy

. . . € . e s

que el sistema factorizard para esta parte: Foo = T . FQ(‘f, por lo que dicha parte contribuira
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e—Blo
B

, de modo que sigue

de forma aditiva a las funciones termodindmicas y serd un factor comun multiplicativo

en

I,

N
la matriz de densidad p(§). Para N particulas, contribuye a Fpc con I1

7

siendo factorizable y aditivo en cuanto a energia y entropia (en N veces la del caso N=1). Por ello,
presentaremos los resultados sin esta contribucién, pues las funciones termodindmicas del gas ideal
libre 1D son conocidas y no presentan ninguna casuistica interesante por ser parte de un sistema
mixto, pues es una completamente separable. Esto nos permite una presentaciéon de los resultados
mas limpia en la que el fendmeno a estudiar se ve méas claramente.

Es decir, la funcién de particién y por tanto la matriz de densidad p(£) la obtenemos a partir
del siguiente hamiltoniano truncado:

fo=(V|o,+ecos(0)o, | V) = (¥ | Hy | ¥).

Teniendo esto en cuenta, obtenemos diagonalizando H, los dos autovalores A+ = FA(0) = F+/e2cos2(0) + 1,
que obviamente son no degenerados. Como el hamiltoniano para varias particulas es no interactuan-

te, el sistema se compondra[6] como Sy—2 = M¢, X M, x (H1 ®@Hz). Es decir, el subespacio clésico

se describe con el producto cartesiano de subespacios cldsicos, y el subespacio cuantico como el
producto tensorial de los espacios de Hilbert de particulas individuales. El espacio de estados total

serd el producto cartesiano de estos dos subespacios (tomando el proyectivo para la parte cudntica),

como hemos visto en la seccién de sistemas mixtos.

De este modo, en el caso de N=2 particulas los cuatro autovalores de Hn—o (01,02) = Hy(6h) ®

Hy(62) vienen dados por A + = FA(61)FA(62). Para N particulas, debemos diagonalizar H,(61)® .

®H,(0y), obteniendo los 2%V autovalores A n = FA(f;)F o FA(ON).
e :':

5"

Estos autovalores son degenerados si cos?(6;) = cos?(6;) para al menos un par 6;, 6; (si coinciden
varios la degeneracién es mayor). Esta condicién de igualdad se cumple en superficies de dimensién
N-1 o inferior en el espacio clasico de dimensién N (nimero de variables §;). Por ello podemos afirmar
que al integrar sobre el espacio de fases clasico (de dimensién N), estos puntos donde deberiamos
tener en cuenta la degeneracién son de medida nula (en una integral de Lebesgue), de modo que no
contribuyen y podemos considerar que el sistema es siempre no degenerado.

Como el proceso de integracién es numérico, se ha tenido que ignorar forzadamente este punto
de medida nula y un pequeno entorno del mismo, lo que nos da un pequeno error que es mayor

cuanto mayor es N en el calculo de la funcién de particién y de las funciones termodinamicas.

3.2.1. Funciones termodinamicas

A continuacién se presentan, tal y como se han definido anteriormente a partir de la matriz
de densidad, la entropia y la energia en funcién de la temperatura, para el Hamiltoniano truncado
del ejemplo y los casos N=1,2,3, pues es el rango de bajo N, lejos del limite termodindmico, el que
nos interesa estudiar, ya que en el limite termodindmico la no aditividad se vuelve despreciable[I].
En las graficas que se presentan a continuacién, se puede ver que cuando 7" — oo o T" — 0 tanto
entropia (grafica a) como energia (grafica b) son aditivas, en el sentido de que (Sy) = N - (S1) y
(Hn) = N - (Hy). Sin embargo, para valores intermedios, se observa una clara no aditividad de las
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funciones termodindmicas, que parece maxima en torno a 7" = 0,4. Es importante tener en cuenta
que estos resultados se han obtenido con integracién numérica (cédigo de sympy utilizado en el
capitulo 6 Anexo) y que presentaban ciertos problemas de resolucién, por lo que los resultados
presentados, si bien reproducen el comportamiento esperado, presentan un error por rendondeo y
por despreciar los entornos de los puntos con degeneracién de medida nula (Lebesgue), de modo
que los resultados pueden mejorarse con una mejor resolucién en la integraciéon numérica y, por
tanto, mayor tiempo de computacién. Con la resolucién en la integral utilizada estimamos que en
el caso N=2 en este error nos hace subestimar en un 0,3 % del valor de la magnitud termodindmica
estudiad y, en el caso N=3, en un 0,5 %. Esto puede parecer poco, pero hace que en rangos de T en
los que deberia de ser aditivo, no lo sea completamente.

N=1
—=
8 —N=3
7
3
5
=
LI}
b
P
A
%]
v
3
2
1
o
o 05 1 15 2 25 3
T(kg=1)
(a) Valor medio de la entropia
T(kg=1)
o 05 1 15 2 25 3
o
05
N=1
-1 —nNz2
— N =3
s
£
=
A
2 2
v
-2,5
-3
3,5

(b) Valor medio de la energia

3.2.2. No-aditividad: relaciéon con el entanglement

Al igual que ocurre en el caso cudntico puro[I] si nos centramos en el caso N=2, al representar
(S2) — 2 - (S1) (gréfica c) y (H2) — 2 - (Hp) (grafica d) junto con el entrelazamiento medido por
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la diferencia de pureza segin 7 (grafica e), vemos que el rango de temperaturas en el que la no-
aditividad es relevante es el mismo en el que el entrelazamiento es relevante.
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012

AEntropia (ky=1)
[=]
H
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(d) No aditividad de la energia
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0,03

0,025

<y>
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0,01

0,005

15
T(ko=1)

(e) Entrelazamiento

Por ello, parece haber alguna relacién entre la no-aditividad de las funciones termodinamicas bajo
el conjunto HCE (como también ocurre en el caso puro cuantico[l] con SG) con el entrelazamiento de
la parte cuantica que este ensemble introduce, como ya se ha comentado. Es importante hacer énfasis
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en que el hamiltoniano utilizado es de particulas independientes (cada una con su parte cldsica y
cuéntica)y, por tanto, no puede haber mas relacién entre ellas que el entrelazamiento proveniente
del producto tensorial de espacios de Hilbert y causado por el ensemble HCE. El mecanismo exacto
que describe esta relacién entre no aditividad y entrelazamiento atin no se conoce y puede ser objeto
de futuros estudios. Se puede demostrar que en el limite termodinamico N — oo esta no aditividad

desaparece[6], aunque aun falta comprender el mecanismo por el que sucede.
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Capitulo 4

Conclusiones

= Se ha presentado una formulaciéon geométrica del formalismo de Schrodinger que demuestra
que la ecuacién de Schrodinger puede verse como una ecuacion de Hamilton respecto a una

estructura simpléctica candnica.

= Definimos sistemas hibridos combinando esta formulacién geométrica de la mecanica cuantica
con la formulacion geométrica de la mecédnica clasica y vemos asi que la ecuacién de Ehrenfest
es también una ecuacién de Hamilton respecto a la estructura simpléctica construida para el

sistema mixto.

= Esta formulacién geométrica ha permitido definir una mecanica estadistica para sistemas
mixtos, pues el volumen simpléctico construido para el sistema mixto es invariante bajo la

accién de campos hamiltonianos.

= Por ultimo, utilizando el Hybrid Canonical Ensemble, hemos analizado un sistema ejemplo
observando la no aditividad de las funciones termodindmicas lejos del limite termodindmico

y la correlacion entre esta no aditividad y el entrelazamiento de la parte cuantica.
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