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Prologo

La férmula del Teorema de Redfield-P6lya relaciona la accion de un grupo G sobre un conjunto D
con la accidn de un grupo G sobre un conjunto, al que llamemos conjunto de coloraciones,
Q ={f:D — R}, con R un conjunto cualquiera.

Partiendo del lema de Burnside, que sirve para contar 6rbitas. Pélya da la férmula que mide el
nimero de 6rbitas de la accién de G sobre el conjunto de coloraciones a partir de un polinomio que se
contruye conociendo la accién de G sobre D.

Esta teoria sirve para responder preguntas como: ;De cudntas maneras diferentes puedo pintar una
pirdmide utilizando dos colores? ;De cudntas maneras diferentes puedo pintar un cubo utilizando los
colores rojo, verde y azul? ;De cudntas maneras puedo numerar un cubo con nimeros del 1 al 10 de
manera que la suma de sus lados sea 20? Si quiero pintar un dodecaedro con rojo, verde y naranja,
(cuantos dodecaedros de los que pinte tendrdn al menos una cara roja?
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Abstract

How many different ways could a pyramid be painted using only two colours? How many different
ways could a cube be painted using red, green and blue colours? How many different ways could a cube
be numbered from 1 to 10 so that the sum of the cube sides results was 20? If you wanted to colour in
red, green or orange a dodecahedron, how many dodecahedron would have at least one red side?

Some of these problems could be made without any mathematical theory. Others are too complica-
ted.

Firstly, a permutation of a set is a bijective mapping of this set upon itself.

An action of a group on a set relates the group with the permutations of the set, by a group homo-
morphism.

The orbit of an element is integrated by all elements of the set related by the elements of the group
acting on it.

In all the mentioned problems there is a set D (the faces of the polyhedron), so that each element
of D is assigned an element of a set R (colours or numbers). If the polyhedra could not be moved, the
problem would be simple, we would have to count the number of mappings from D to R, and the result
would be |R]| DI but it is clear that this number is far superior to the solution.

If we consider the movements in the space that leave the polyhedron fixed, it is considered a group
that acts on the set of all these mappings, which are called colorings, permuting them. For example, if
the face of the cube called 1 is assigned the red colour and the others are assigned the green colour, at
least there is one movement that transforms this coloring, so that the face called 3 is assigned the red
colour and the rest of them the green one. This is so because there is a movement that permutes the
faces and changes face 1 on face 3. It is clear that two colorings are indistinguishable when there is a
movement that changes one to one another, i.e. when they are in the same orbit.

The problem is solved counting the number of orbits that exist.

The beginning of the work indicates a formula to calculate the number of orbits, the group known
and a set on which it acts, called the Burnside’s Lemma. Using this lemma several of the questions
proposed are solved.

Por example, answering the question, how many different ways a pyramid could be painted using
only two colours, knowing there are 2° = 64 colorings, applying the lemma, it is known there are 14
different colorings each other. Or what’s the answer to the question: how many different ways could a
cube be painted using red, green and blue colours? In this case there are 3¢ = 729 colorings of cubes, of
which 57 are different cubes.

As long as the set of colorations and the group of permutations acting on the set are clear, the formula
can be applied. Although it can also complicate its application if the problem is complicated. Another
question could be: How many different ways could a dodecahedrom be painted using three different
colours? In this case, the answer is 9099, in this situation it has been complicated a little more, since it
was starting from 3!? = 531441 colorings.

In other way, there is a historical problem that had to be solved with a much more complex algorithm
for unknowing the formulas of Pélya, which will be dealt with in this work. They wanted to know how
many different ways a circuit with 4 switches had to build. All the circuits that worked the same were
considered equal except a permutation of their switches. Q = {f;|f; : {0,1}* — {0,1}}, it is said that
two functions fi, > : {0,1}* — {0,1} are essentially similar if, after a suitable relabeling (iy,i2,i3,is)
of (1,2,3,4), we get fi(b1,b2,b3,bs) = fo(bi,,biy,bis,b;,) for all (by,by,b3,bys) € {0,1}*. The group
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VI Capitulo 0. Abstract

S4, what is the set of every suitable relabeling of ((1,2,3,4), and let be the elements of the set Q we
get the total number of these functions is 2! = 65536. Each relabeling, element of G, transposed an Q
element into another element, and the number of essentially similiar functions is the total orbit number.
Nevertheless,in this case, counting the orbits with Burnside’s Lemma could be a difficult task.

In general, it exists an important relation between the group action G upon the set D and the group
action G upon the colorings set { f : D — R}. This is the basis of Pélya’s theorem. This relation greatly
facilitates problem solving, since the number of elements in the set D is much less than that of the set
of colorings.

First, it is defined the index polynomials of an action. Let be a group G acting upon a set D, the
index polynomial of the action has the same variables as elements has D. This is the sum of monomials
related to different group G elements.

In the cube task, the group G, the group of the movements which let be fixed the cube, has 24
elements. Considerating the action of G upon the 6 faces of the cube, each element of G could be
considerated a permutation of the 6 cube faces. This way, the index polynomial is:

1
— (¢ + 6t1ts + 31713 + 613 + 813 )

T —
GD = o4

In the dodecahedron case, the group G the group of the movements which fixed the dodecahedron,
has 60 elements. Considerating the action of G upon the 12 faces of the dodecahedron, each element of
G could be considerated a permutation of the 6 cube faces. This way, the index polynomial is:

1
Zon = ¢ (1% + 241113 + 1515 42013

In the circuits problem, group G = S4 has 24 elements. Considerating the action of G upon the
D = {0, 1}* each element of G could be considerated a permutation of the 16 elements of D. This way,
the index polynomial is:

Z6.p= 21—4 (11 + 6113 + 36110 + 81115 + 6671313

The most simple application of Pélya’s Theorem is finding the orbit number when G acts upon the
colorings set. These orbits are called designs, so that the object would be finding the design number.
Pélya’s Theorem says that the number of designs results replacing in the index polynomial of the action
every variables for |R|. In cube and dodecahedrom cases |R| = 3, so replacing each ¢; for 3, we get to
the value of polynomial are 57 y 9099, severally. The same way, in the circuits problem |R| = 2 and
replacing the polynomial we get 3984.

There are other problems that refers to particular desings. P6lya’s Theorem helps us to find the
solution.
Could be assigned to each element of R a weight @(r), and to each coloring f it is defined:

o(f) =[] o(f()).

deD

It is clear that two colorings in the same design have the same weight. The design weight is the weight
of any of its colorings. Let be inventory of designs the sum of design weights:

ID = Z{w(F) |Fdesign}.

In the particular case of @(r) = 1, ID the result is the number of designs of coloring sets.
Knowing the index polynomial of the action upon the set D and the assigned weights to each colours,
we get to the Pélya’s Theory of Enumeration: this is the issue is goint to be addressed in this work.
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The inventory of designs, which has just been named, is obtained as follows:

ID=Zgp (Z o(r), Z o(r), ..., Z a)(r)k> .

rer rer rer

Thanks to this formula this question could be answered: how many different ways could a cube be
numbered from 1 to 10 so that the sum of the cube sides results let be 207 Let be the index polynomial
of the action of G upon D and the colours set R = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. In this case, it is chosen
asign i the weight (i) = x'. So if a coloring f, and its design have weight x*, it means the sum of the
numbers in the faces is k. The inventory of designs would be an x polynomial and the coefficient of
x* would be the number of designs with weight x*. As we want to know how many times it sums 20,
knowing the polynomial, we have to search the coefficient of x** and the answer is 490. Knowing the
polynomial let me know the sum of the all values that could be summed the faces cube.

If we take other weights, we could solve other questions as: if you wanted to colour in red, green or
orange a dodecahedron, how many dodecahedron would have at least one red side? The answer is 9003.
Maybe this process is less direct, but it’s simple and without mistakes.

I Hope this work helps you to understand de Redfiel-Pélya’s Theorem and I wish it could be useful
in your life, at least, sure it could help you to overcome your headache.
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Capitulo 1

Conceptos basicos

Vamos a utilizar varios conceptos conocidos, ya que han sido estudiados durante la carrera y que
conviene recordar para entender el trabajo.

1.1. Definiciones

Permutaciones

e Permutacion de un conjunto Q = @, es una aplicacion biyectiva de este conjunto sobre si mismo.
Denotamos por Perg a {o|o : Q — Q biyectiva} , de manera que si ¢ y § € Perg expresaremos
Ba = aof. Ademads, si Q es finito, para algin n tenemos: " = 1.

En todo el trabajo consideraremos a Q finito, de manera que si Q = {1,...,n} , entonces Q = S,,.
En S, la operacién Ba = oo B es asociativa.

e Ciclo de longitud k es una permutacién o tal que 3 aj,a,...,a; € {1,2,...,n} donde los a; son
distintos, de manera que af* = a; parai=1,...k—1y af = a; y todos los demds elementos
quedan fijos por . Se escribe (aj,a,...,ax) y si no da lugar a error lo escribiremos (a;a;...ay).

Las permutaciones se expresan de manera tinica como producto de ciclos disjuntos. Por ejemplo,
si n =7, una permutacion puede ser (143)(52)(6)(7), donde como se ha explicado, 1 vaa 4, 4 va
a3y3vaal,5vaa2y2vaa5y6y7vanaellas mismas.

e Conjugados: Dos elementos, & y 8 € S,, se dicen conjugados si 3y € S,,, de manera que Y~ 'y =
B. La aplicacién oy : S, — S, definida por oy(a) = y~'oy para cada a € S,,. Satisface 050 Oy =
Oys paratodo ¥, 6 € S,. Ademds, dos permutaciones son conjugadas <> tienen la misma estructura
de ciclos.

Grupos
e Grupo: Es un conjunto G con una operacién binaria que verifica:

o (Propiedad Asociativa) Vg, h,k € G se verifica: g- (h-k) = (g-h) -k .

¢ (Existencia del elemento neutro) 3 un elemento 1 € G (llamado neutro) talque: g-1=1-g=
gVgeaG.

o (Existencia de inverso) Para cada elemento g € G, 3 otro elemento 2 € G (llamado inverso
deg)talque: g-h=h-g=1.

e Subgrupo de G es un subconjunto que sigue siendo grupo con la operacién restringida. Se escribe
H<G.

e Grupo simétrico: S, con la operacion biyectiva definida anteriormente, formado por la compo-
sicidn de estas aplicaciones.
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e Homomorfismo entre dos grupos (Gi,-) y (Ga,-) es un aplicacién ¢ : G; — G, de manera que
9(s-8)=0(2)-9(s") V.8’ € Gi.

e Coclase aizquierda de g médulo H: siH <Gy ge Ges gH = {x € G|x=ghparaalginh € H}.
La coclase a derecha de g médulo H se define de manera andloga: Hg = {x € G|x = hg para algiin
heH}.

o Indice: {Hg|g € G} es una particién de G, el indice es |{Hg|g € G}| = |G : H|. Se tiene que
|Hg| = |H| y por tanto, |G| = |H||G : H|.

Si G es finito @ # H C G es subconjunto < Vh,k € H se tiene h-k € H.

En todo el trabajo consideraremos a G finito.

Accion de un grupo sobre un conjunto

e Accion: Sea un grupo G y un conjunto Q. Decimos que G actda sobre Q si tenemos un homo-
morfismo de grupos

¢ : G — Perg

Si el homomorfismo es inyectivo, entonces G es isomorfo a un subgrupo de permutaciones de
Q. En este caso, se dice que la accion es fiel, a los elementos de G los podemos considerar
aplicaciones biyectivas de Q2 en Q

Si no hay lugar a error, diremos que para i € Q y para g € G la imagen de ¢(g) es i, es decir,
@(g) :i — i?®) =% Donde (i%)% = €182 y dados i # j tenemos i% # jS.

e Orbita de i € Q es O(i)={i%|g € G} C Q.

¢ Estabilizador de i es St(i) = {g € G|i¥# =i} <G.
Veamos que St(i) es subgrupo. Como G finito bastard comprobar las siguientes dos condiciones:
o St(i) no es vacio pues 1 € St(i) siempre: ¢(1) = 1 (la identidad en Q).

o Sig,h € St(i). Tenemos 8" = i" = i.

Teorema 1.1. Sea G un grupo que actiia sobre Q, i € Q, O la orbita de i, H el estabilizador de i.

G
a) Entonces, se tiene que |0| = \|H‘|
b) El conjunto de todas las orbitas forman una particion de Q.

c) El estabilizador de i8 es H, en particular tiene el mismo orden que H.

d) Lema de Burnside: El niimero de drbitas es |G| ™' ¥ oe |Fi(g)

, donde Fi(g) = {i € Q|i8 =i}

Demostracion.  a) i =i8 < {8 ' =< gg | € H <> g = hg paraalgiin 1 € H.
El cardinal de H es el mismo que el de Hg = {hg|h € H}, luego hay |H| elementos de G que me

llevan i al mismo 4. Por lo tanto |{i|g € G}| coincide con el nimero de coclases que hay para
H, que es el indice |G : H| = |G|/|H|.

b) Sean dos elementos i, j €  de manera que sus Orbitas tienen un elemento en comin, vamos a
probar que se trata de la misma 6rbita. As{ las 6rbitas son subconjuntos del conjunto Q disjuntos
y que al unirlos se completa Q. Si 3 g; y g» € G tales que 8! = j82, 18 = i = j,conx= glgz’l,
0(j) ={8%lg € G} = {i*¢|g € G} C O(i) y el contenido O(i) C O() es andlogo.
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¢) Sean i, j elementos de la misma 6rbita, 3 g € G tal que i = j. E1 St(j) es {g~'hg|h € H}. En
efecto, jgflhg = {"¢ = {8 = j . Reciprocamente, si x estabiliza a j se tiene j* = j, por lo tanto
i = j* = j = i® entonces i#¢" = i entonces gxg~' € H. De esta manera, 3 h € H tal que
gxg~ ' =hyx=g 'hg Esclaro que |g"'Hg| = |H|.

d) Consideramos el conjunto de pares {(i,g) € Q x G|i® = i}. Lo que hacemos es contar los elemen-
tos de dos modos y vemos que tenemos que el nimero de pares es Ycq [St(i)| = Leeq |Fi(g)]
donde St(i) es el estabilizador de i y Fi(g) = {i € Qi® =i}, es decir, son los elementos de Q que
se quedan fijados. Como por c¢) sabemos que para dos elementos de la misma 6rbita los estabi-
lizadores tienen el mismo orden, si las 6rbitas distintas son O; = O(i) y elegimos un elemento
x; € Qy en particular x; € O;, se tiene que Yy |St(x;)||O0i] = Yee |[Fi(g)|. De a) tenemos que

G
0| = G , por lo tanto, sustituyendo en todas las i queda:
|5t (xi)]
r|G| = Y4eG IFi(g)| y por lo tanto, tenemos que el nimero de 6rbitas es r = |G| ™! ¥e [Fi(g)].

O]

1.2. Ejemplos previos

Ejemplo 1.2. ;De cuantas formas puedo colorear las caras laterales de una piramide hexagonal
con 2 colores?

Es un problema que podemos resolver a mano o aplicando el Lema de Burnside, que nos da la
férmula para contar 6rbitas, viendo que llegamos al mismo resultado.

Si la pirdmide no se pudiera mover el nimero de pirdmides fijas coloreadas es 2° = 64, 2 por los
colores distintos utilizados y 6 por el nimero de caras de la pirdmide.

Visualmente dibujaremos hexdgonos regulares a los que colorearemos sus lados, pero tedricamente
nos estaremos refiriendo a pirdmides.

Vamos a colorear las caras de la pirdmide con azul y naranja y vamos a ver cuantas pirdmides
distintas nos salen, comprobando que hemos dibujado las 64 pirdmides fijas. Es decir, si se pueden
mover, cuantas de estas 64 pirdmides nos quedan al juntar aquellas que con un movimiento se pasa de
una a otra.

- Todas las caras naranjas. Hay una forma de colorearlo y sale 1 pirdmide fija.
- 1 cara azul y 5 naranjas. Hay una forma de colorearlo y salen 6 pirdmides fijas diferentes.

- 2 caras azules y 4 naranjas. Hay tres formas de colorearlo. De la primera salen 3 pirdmides fijas,
de la segunda y de la tercera salen 6 pirdmides fijas de cada una.

O

O
OO

- 3 caras azules y 3 caras naranjas. Hay cuatro formas de colorearlo. De la primera, la segunda y la
cuarta salen 6 pirdmides fijas y de la tercera salen 2.
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OOW

- Todas las caras azules. Hay una forma de colorearlo y sale 1 pirdmide fija.

- 1 cara naranja y 5 azules. Hay una forma de colorearlo y salen 6 pirdmides fijas diferentes.

- 2 caras naranjas y 4 azules. Hay tres formas de colorearlo. De la primera salen 3 pirdmides fijas,
de la segunda y de la tercera salen 6 piramides fijas de cada una.

O

O
OO

De esta manera conseguimos: 1 +6+3+6+6+6+6+6+2+1+6+3+ 6+ 6 = 64 piramides
fijas, como querfamos mostrar, pero solo 14 formas distintas de colorear la pirdmide si consideramos
como las mismas aquellas que al aplicarles movimientos pasan de una a otra. Conforme va aumentando
el nimero de caras o colores se complica mucho este procedimiento.

Vamos a realizar el problema aplicando el Lema de Burnside, para ello primero vamos a definir
correctamente todo lo que utilizamos.

Numeramos las caras de la pirdmide, del 1 al 6 en el sentido de las agujas del reloj, como vemos en
la imagen, considerando D = {1,2,3,4,5,6} el conjunto de las 6 caras de la pirdmide. Consideramos
el conjunto R = {naranja,azul} como el conjunto de los colores que utilizamos y consideramos Q =
{D — R} como el conjunto de las piramides fijas ya coloreadas.

Los movimientos que consideramos deben dejarla fija en la misma posicion, estos movimientos
son giros con un eje que atraviesa el vértice y el centro de la base de la pirdmide y los represento
con este grupo {o,&?,...,a° = 1} siendo & = 27/6. Cada uno de estos giros lo puedo representar
como una permutacién de las 6 caras de la pirdmide, siendo G = {(123456), (135)(246), (14)(25)(36),
(153)(264),(165432),1}, ya que el grupo G actiia sobre el conjunto de las 6 caras de la piramide.

Partimos de la misma idea del procedimiento anterior, consideramos como iguales aquellas pirdmi-
des que cuando actia G sobre € pasan de una piramide a otra igual.

Recordamos el Lema de Burnside, que es el apartado d) del teorema 1,1, que nos da la férmula
para contar orbitas: |G| ™' ¥, |Fi(g)], donde Fi(g) = {i € Q[i® = i}, por lo tanto para cada g € G
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consideramos distintos Fi(g), donde i es cada uno de los elementos de Q, donde |D| =6y |R| =2,
luego son 2% = 64, es decir, las 64 piramides fijas. De manera que si el nimero de érbitas, nos dice
cuantos elementos i € Q son totalmente diferentes, en realidad estamos viendo cuantas pirdmides son
realmente diferentes. Vamos a conocer entonces el nimero de drbitas:

- Si g = (123456): Solo se quedan como estdn, aquellas que todas sus caras son iguales, es decir,
las que tienen todas las caras naranjas y todas las caras azules, luego |Fi(123456)| = 2! = 2.

)
"/
- Si g = (135)(246): Solo se quedan como estdn, aquellas que tienen sus caras 1,3,5y 2,4,6, del

mismo color, asi que consideramos las que tienen todas sus caras iguales y las que tienen sus caras
con los colores alternados:, luego |Fi(135)(246)| = 22 = 4.

0000

- Sig=(14)(25)(36): Solo se quedan como estédn, aquellas que tienen sus caras 1,4; 2,5y 3,6, del
mismo color, asi que consideramos que cada uno de los pares de caras se pintan del mismo color,
luego |Fi(14)(25)(36)| =23 = 8.

CX KOO
9000,

- Si g = (153)(264): Andlogo al caso g = (135)(246), luego |Fi(153)(264)| =2 = 4.

- Si g = (165432): Anslogo al caso g = (123456), luego |Fi(165432)| =2! = 2.

- Si g =1 (la identidad): Se quedan todas fijas, asi que todas son ella misma, luego |Fi(1)| = 64.
Por lo tanto, tenemos: ¥ . |Fi(g)| = 64 +2+4+8+4+2 = 84, si |G| = 6, tenemos que el nimero

84
de 6rbitas es: — = 14, por lo tanto hay 14 pirdmides que consideramos diferentes, es decir, lo que

habiamos obtenido con el anterior procedimiento.

Lo bueno de este procedimiento es que podemos aumentar el nimero de colores, el nimero de caras
o el nimero de elementos en G, de manera que, mientras tengamos claro cuales son, la dificultad no
aumentard.

Ejemplo 1.3. ;De cuantas formas se puede colorear las caras de un cubo con tres colores?

Ahora consideramos un conjunto al que llamamos D, ahora el conjunto de las caras de un cubo,
las cuales numeramos como vemos en la figura, de manera que D = {1,2,3,4,5,6}. Otro conjun-
to R, el conjunto de los colores con los que vamos a colorear el cubo, consideramos por ejemplo:
R = {rojo,azul,verde}. Y consideramos Q = {D — R} como el conjunto de las caras del cubo ya
coloreadas, a este conjunto de aplicaciones en el capitulo 3 le llamamos coloracion.
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Consideramos también el grupo de movimientos que dejan fijo al cubo, como cada movimiento pasa
una cara del cubo a otra, este grupo actia sobre las 6 caras del cubo, lo puedo representar como una
permutacién de las 6 caras, siendo este grupo G el que describiremos a continuacion.

Giros cuyo eje pasa por los puntos medios de dos caras opuestas: hay tresejesde 1 a3,de2 a4y de
5 a 6, de manera que consideramos las siguientes permutaciones, dadas por ciclos, {(1234),(13)(24),
(1432),(1635),(13)(46), (1536), (2645),(24)(65),(2546) }. Giros cuyo eje pasa por los puntos medios
de dos aristas opuestas: hay seis ejes estos que vienen denotados por {(13)(26)(54),(13)(25)(64),
(14)(65)(23),(12)(34)(56),(15)(24)(36),(16)(24)(35)}. Giros cuyos ejes son los que unen dos vérti-
ces opuestos: hay 4 ejes de este tipo, y denotamos a sus permutaciones como {(125)(463), (152)(436),
(145)(632), (154)(236),(345)(612), (354)(621), (235)(164),(253)(146)}. Y consideramos por dltimo
la identidad, que deja fija todas las caras del cubo. Este grupo tiene 24 elementos.

G actua sobre el conjunto de las cubos coloreados fijos, pues cada elemento de G pasa de un cubo
a otro y los cubos que son realmente distintos se corresponden con las 6rbitas de esta accién. Vamos a
ver cuantos hay:

- Si g = (1234). Se quedan como estdn aquellos que tienen sus caras 1,2,3 y 4 del mismo color, y
5y 6 como quieran, de manera que consideramos |Fi(1234)| = 3° = 27. Para otros movimientos
de este tipo el célculo es igual, hay 6 movimiento mas de este tipo, entonces tenemos 6-27 = 162.

- Si g = (13)(24). Se quedan como estdn aquellos que tienen sus caras 1,3 por un lado y 2,4 por
otro del mismo color, y 5y 6 como quieran, de manera que consideramos |Fi(13)(24)| = 3% = 81.
Para otros movimientos de este tipo el cdlculo es igual y como hay 3 movimiento mds de este tipo,
tenemos 3 - 81 = 243.

- Sig=(13)(26)(54). Se quedan como estan aquellos que tienen sus caras 1,3 por un lado, 2,6 por
otro y 5,4 por otro del mismo color, de manera que consideramos |Fi(13)(26)(54)| = 3° = 27.
Para otros movimientos de este tipo el cdlculo es igual y como hay 6 movimiento mas de este
tipo, tenemos 6 -27 = 162.

- Si g = (125)(463). Se quedan como estdn aquellos que tienen sus caras 1,2,5 por unlado y 4,6,3
por otro del mismo color, de manera que consideramos los que |Fi(125)(463)| = 3% = 9. Para
otros movimientos de este tipo el cdlculo es igual y como hay 8 movimiento mds de este tipo,
tenemos 8-9 = 72.

- Si g = 1: Se quedan todas fijas, asi que todas son ella misma, luego |Fi(1)| = 3% = 729.

Por lo tanto,

Y |F(g)|=6-27+3-81+6-27+8-9+729 = 162+ 243 + 162 + 72+ 729 = 1368,
geG

si |G| = 24, tenemos que el nimero de drbitas es:

= 57. Por lo tanto, llegamos a que hay 57 6rbitas

o 57 formas distintas de colorear un cubo con 3 colores.

Ejemplo 1.4. ; De cuantas formas se pueden colorear las caras de un dodecaedro con tres colores?
Dentro de los problemas de colorear caras de figuras podemos complicarlo mds, el dodecaedro
tiene mds caras que el cubo y también mds movimientos que lo dejan fijo. Consideramos ahora el
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conjunto D{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}, como el conjunto de las caras de un dodecaedro, las cuales
numeramos como vemos en la figura. Otro R = {rojo,azul,verde}, como el conjunto de los colores
con los que vamos a colorear el dodecaedro. Y consideramos Q = {D — R} como el conjunto de las
coloraciones fijas del dodecaedro.

&

Consideramos también el grupo de movimientos que dejan fijo al dodecaedro, como cada movi-
miento pasa una cara a otra, este grupo acttia sobre las 12 caras del dodecaedro, lo puedo representar
como una permutacion de las 12 caras, siendo este grupo G el que describiremos a continuacion.

Giros cuyo eje pasa por los puntos medios de dos caras opuestas: hay seis de estos ejes de 1 a
12, de 2 a 10, de 3 al1ll,de 4a7,de 5Sa8yde6a9, de manera que de cada eje considera-
mos cuatro ciclos como las siguientes, dadas por el eje de 1 a 12: {(2,3,4,5,6)(7,8,9,10,11)(1)(12),
(2,4,6,3,5)(7,9,11,8,10)(1)(12), (2,5,3,6,4)(7,10,8,11,9)(1)(12), (2,6,5,4,3)(7,11,10,9,8)(1)(12) }.

<A
&

£

Giros cuyo eje pasa por los puntos medios de dos aristas opuestas: hay quince ejes los cuales tienen
permutaciones como las siguientes, dadas por el eje de la figura: {(1,4)(3,5)(7,12)(8,11)(2,10)(6,9)}.

<A
&

Giros cuyos ejes son los que unen dos vértices opuestos: hay diez ejes de este tipo, y denotamos a sus
permutaciones las siguientes {(6,5,11)(7,1,10)(3,9,8)(2,4,12), (6,11,5)(7,10,1)(3,8,9)(2,12,4)}.

|
05

Xy

£
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Y consideramos por dltimo la identidad, que deja fija todas las caras del dodecaedro. Este grupo
tiene 60 elementos.

Como hemos visto en los ejemplos anteriores, G actiia sobre el conjunto de las dodecaedros colorea-
dos fijos, pues cada elemento de G pasa de un dodecaedro a otro y los dodecaedros que son realmente
distintos se corresponden con las drbitas de esta accién. Vamos a ver cuantos hay:

- Si g =(2,3,4,5,6)(7,8,9,10,11). Solo se quedan como estdn, aquellos que tienen sus caras
2,3,4,5y 6 del mismo color, 7,8,9,10 y 11 otro pero el mismo y 1 y 12 como quieran, de mane-
ra que consideramos |Fi(2,3,4,5,6)(7,8,9,10,11)| = 3* = 81. Como hay 24 permutaciones asf,
tenemos 24 - 81 = 1944.

- Sig=1(9,10)(4,12) (11,3)(8,5)(6,2)(1,7). Se quedan como estédn, aquellos que tienen sus caras
1,7;2,6;3,11: 4,12; 5,8 y 9,10 del mismo color, de manera que consideramos |Fi(9,10)(4,12)
(11,3)(8,5)(6,2)(1,7)| = 3° = 729. Como hay 15 movimiento mds asf, tenemos 15-729 = 10935.

- Si g =(6,5,11)(7,1,10)(3,9,8)(2,4,12). Se quedan como estdn, aquellos que tienen sus ca-
ras 6,5,11; 7,1,10; 3,9,8 y 2,4,12 del mismo color, de manera que consideramos |Fi(6,5,11)
(7,1,10)(3,9,8)(2,4,12)| = 3* = 81. Como hay 20 movimiento m4s asf, tenemos 20- 81 = 1620.

- Si g = 1: Se quedan todas fijas, asi que todas son ella misma, luego |Fi(1)| = 3'2 = 531441.
Por lo tanto,
g€ G|F(g)|=24-814+15-729+20-81+ 531441 = 1944 + 10935 + 1620 + 531441 = 545940,

545940
si |G| = 60, tenemos que el nimero de 6rbitas es:

= 9099. Por lo tanto, llegamos a que hay

9099 orbitas 0 9099 formas distintas de colorear un dodecaedro con 3 colores.



Capitulo 2

Polinomio indicador de una accion

2.1. Definiciones

Si un grupo G actia sobre un conjunto D con |D| = n. A cada elemento del grupo g € G le corres-
ponde un o € S, que se puede expresar de manera tnica como producto de ciclos disjuntos.

e Tipo de permutacién « es (ji, j2, ..., ja) si & como producto de ciclos tiene ji ciclos de longitud
k,de maneraque, 1-j1+2-jo+...4+n-j, =n.

o Tipo de ciclo g € G es el de suimagen ¢ € S,

Por ejemplo, si consideramos que « € S7 y es de la siguiente forma: (134)(56)(2)(7) la forma de
denotar el tipo de ciclo que tendremos nosotros serd: (2,1,1,0,0,0,0).

Dos elementos conjugados tienen el mismo tipo de ciclos.
e Monomial de g: Mon(g) =t]' -13* - ...-1;" donde t1,...,1, son distintas variables.

e Polinomio indicador de la accién de G sobre D: es el siguiente polinomio en Q:
Zgp =G| Z{Mon(g) :g€G}

Dos elementos son conjugados tienen el mismo monomio, ya que tienen el mismo tipo de ciclos.

2.2. Ejemplos polinomio

Ejemplo 2.1. Sea G = S3y D ={1,2,3}. Siendo G = {1,(12),(13),(23),(123),(132)}.

Por lo tanto, vemos que el tipo de ciclo en 1 es (3,0,0), su monomial es t13 y hay un tnico tipo de
ciclo asf, los 2-ciclos, por ejemplo (13) en realidad es (13)(2), por lo tanto su tipo de ciclo es (1,1,0),
su monomial #;f, y hay 3 ciclos de esta forma y por ultimo los 3-ciclos, por ejemplo (123) tienen el
tipo de ciclo (0,0,1), el monomial es 73 y hay 2 ciclos de esta forma. Con todo esto llegamos a que el
polinomio es

1
Zop = g(t? + 30114 213)

Ejemplo 2.2. Accién de G sobre las caras de una piramide hexagonal

Sea G cada uno de los giros representados como una permutacién de las caras de la pirdmide. Que
en realidad son giros con un eje que atraviesa el vértice y el centro de la base de la pirdmide y se
representan también como {a, a?,...,a® = 1} siendo a = 27/6.

Si numeramos las caras de la pirdmide hexagonal regular del 1 al 6, considerando el conjunto de las
caras de la pirdmide D = {1,2,3,4,5,6} y podemos representar a los elementos de G como elementos
de Se, consideramos G = {(123456), (135)(246), (14)(25)(36), (153)(264), (165432),1}.

9
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Por lo tanto, los tipos de ciclos que hay son: uno tipo (6,0,0,0,0,0), 2 tipo (0,0,0,0,0,1), 2 tipo
(0,0,2,0,0,0) y uno tipo (0,3,0,0,0,0), y el polinomio en este caso es:

1
Zop= c (9 + 2t + 265 +13) .

Ejemplo 2.3. Accion de G sobre las caras de un cubo

Recordamos que D = {1,2,3,4,5,6} es el conjunto de caras del cubo y que G es el grupo de mo-
vimientos directos del espacio que fijan un cubo, este grupo de movimientos serdn de tres tipos: Giros
cuyo eje pasa por los puntos medios de dos caras opuestas: hay tres ejesde 1 a3,de 2a4 yde 5 a6,
les llamaremos i = 1,2 y 3 respectivamente. Para cada uno de estos ejes hay tres giros distintos, dos
de orden 4 y un 2-ciclos de orden 2, los denotaremos como p;i, P2 ¥ Pi3 respectivamente. Giros cuyo
eje pasa por los puntos medios de dos aristas opuestas: hay seis ejes. Hay un giro de grado & para cada
uno, a estos les llamaremos , ty, Us, Ug, Us ¥ Ug. Y giros cuyos ejes son los que unen dos vértices
opuestos: hay 4 ejes de este tipo, a los que llamamos i = 1,2,3 y 4. Hay dos giros de orden 3 en cada
eje, los denotamos como ¢;; y . La accién de G sobre el conjunto de las 6 caras del cubo tiene 24
elementos.

Dado D, si consideramos la accion sobre las 6 caras del cubo, tenemos:

- Laidentidad, 1, que deja fija las 6 caras. De aqui sacaremos que el tipo de ciclo es (6,0,0,0,0,0).
Y el monomio t16.

Figura 2.1:

LA

JIE

p ,,,,,,

- Del tipo de movimiento giros cuyo eje pasa por los puntos medios de dos caras opuestas, hay
tresejesde 1 a3,de2a4yde5 a6, les llamaremos i = 1,2 y 3 respectivamente. Para cada
uno de estos ejes hay tres giros distintos, dos de orden 4 y un 2-ciclos de orden 2, los denota-
remos como pPji, P2 Y Pi3 respectivamente. Si consideramos el eje de giro de la figura, cuando
i =3,y que las permutaciones son de una cara a otra del cubo, tenemos que p3; = (1234)(5)(6),
P32 = (1432)(5)(6) y p3z = (13)(24)(5)(6). Por lo tanto, para los movimientos como p;; y pi2
el tipo de ciclo es (2,0,0,1,0,0) y como p;; es (2,2,0,0,0,0). Cuyos monomios son 2ty y t3t3
respectivamente. Recordando que hay 6 y 3 monomios de cada tipo respectivamente.
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Figura 2.2:

\
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<

- Del tipo de movimiento giros cuyo eje pasa por los puntos medios de dos aristas opuestas, hay
seis ejes. Hay un giro de grado 7 para cada uno, a estos les llamaremos 1, 1o, U3, ta, Us y He. De
la misma manera que en el anterior, vemos un ejemplo, si consideramos el eje de giro de la figura
y que las permutaciones son de una cara a otra del cubo, tenemos que u; = (15)(24)(36). Asi que
para estos movimientos, el tipo de ciclo es (0,3,0,0,0,0). Cuyo monomio es t% . Y teniendo en
cuenta que de este tipo hay 6 monomios.

Figura 2.3:

- Por tdltimo, del tipo de movimiento giro cuyo eje pasa por dos vértices opuestos, hay cuatro ejes
de este tipo, a los que llamamos i = 1,2, 3 y 4. Hay dos giros de orden 3 en cada eje, los denotamos
como Q1 y &». Vamos a ver un ejemplo, si consideramos el eje de giro de la figura y que las per-
mutaciones son de una cara a otra del cubo, tenemos que o; = (145)(263) y a2 = (154)(236).
Por lo tanto, para estos movimientos el tipo de ciclo es (0,0,2,0,0,0). Cuyo monomio es t32. Y
hay 8 monomios de este tipo.

Por lo tanto, con todo esto llegamos a que el polinomio indicador de la accién de G sobre las 6 caras
del cubo es:

ZGp= % (7 + 6t1ty + 31115 + 615 +813)
Ejemplo 2.4. Accion de G sobre los vértices de un cubo

En el caso anterior hemos considerado la accioén de G sobre las 6 caras del cubo, podriamos haber
considerado otras acciones distintas.

El polinomio indicador de la accion de G sobre el conjunto de los 8§ vértices, numerando con 1,2,3,4
los vértices de la cara 5y con 5,6,7,8 los de la cara 6. Se ve como se expresa cada movimiento como
permutacién de los 8 vértices:

- Laidentidad, 1, que deja fija los 8 vértices. De aqui sacaremos que el tipo de ciclo es (8,0,0,0,0,0,0,0).
Y el monomio #5.

- Del tipo de movimiento giros cuyo eje pasa por los puntos medios de dos caras opuestas. Para
cada uno de estos ejes hay tres giros distintos, dos de 2-ciclos de orden 4 y uno formado por 4
2-ciclos, se denotan como en el ejemplo anterior, p;1, P2 ¥ pPi3 respectivamente. Cuando i = 3, el
de la figura 2.1 tenemos que p3; = (1234)(5678), p32 = (1432)(5876) y p33 = (13)(24)(57)(68).
Por lo tanto, para los movimientos como p;; y p;2 el tipo de ciclo es (0,0,0,2,0,0,0,0) y como
piz es (0,4,0,0,0,0,0,0). Cuyos monomios son tf y t§ respectivamente. Recordando que hay 6 y
3 monomios de cada tipo respectivamente.
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- Del tipo de movimiento giros cuyo eje pasa por los puntos medios de dos aristas opuestas, hay
seis ejes. Se denotan por Uj, Uy, U3, U4, Us ¥ Ue. De la misma manera que en el anterior, consi-
deramos el eje de giro de la figura 2.2, tenemos que u; = (14)(28)(35)(67). Asi que para estos
movimientos, el tipo de ciclo es (0,4,0,0,0,0,0,0). Cuyo monomio es t§ y teniendo en cuenta
que de este tipo hay 6 monomios.

- Por tdltimo, del tipo de movimiento giro cuyo eje pasa por dos vértices opuestos, hay cuatro ejes
de este tipo, a los que llamamos i = 1,2,3 y 4. Hay dos giros de orden 3 en cada eje, los denotamos
como 0 y ;. Considerando el eje de giro de la figura 2.3, tenemos que a;; = (1)(245)(386)(7).
Por lo tanto, para estos movimientos el tipo de ciclo es (2,0,2,0,0,0,0,0). Cuyo monomio es t12t32
y hay 8 monomios de este tipo.

1
Zop =1, (£} + 615 + 33 + 613 +8t{13) = o (1 + 615 +965 + 81713 .
Ejemplo 2.5. Accién de G sobre las aristas de un cubo
Vamos a considerar también, el polinomio indicador de la accién de G sobre el conjunto de las 12
aristas del cubo.
numerando con 1,2,3,4 las aristas superiores, con 5,6,7,8 las aristas inferiores y con 9,10,11,12

las aristas del centro. Vemos como se expresa cada movimiento como permutacién de los 12 aristas:

- Laidentidad, 1, que deja fija las 12 aristas. De aqui sacaremos que el tipo de ciclo es (12,0,0,0,0,
0,0,0,0,0,0,0). Y el monomio #/2.

- Del tipo de movimiento giros cuyo eje pasa por los puntos medios de dos caras opuestas. Pa-
ra cada uno de estos ejes hay tres giros distintos, dos de 2-ciclos de orden 4 y uno forma-
do por 4 2-ciclos, se denotan como en los ejemplos anteriores, p;1,Pi2 Y Pi3 respectivamente.
Cuando i = 3, el de la figura 2.1, tenemos que p3; = (1,2,3,4)(5,6,7,8)(9,10,11,12), p3» =
(1,4,3,2)(5,8,7,6)(9,12,11,10) y p33 = (1,3)(2,4)(5,7)(6,8)(9,11)(10,12). Por lo tanto, pa-
ra los movimientos como p;; y pi2 el tipo de ciclo es (0,0,0,3,0,0,0,0,0,0,0,0) y como p;3 es
(0,6,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0). Cuyos monomios son ti’ y t26 respectivamente. Recordando que hay
6 y 3 monomios de cada tipo respectivamente.

- Del tipo de movimiento giros cuyo eje pasa por los puntos medios de dos aristas opuestas, hay
seis ejes. Se denotan por U, U, U3, U4, Us ¥ Ue. De la misma manera que en los anteriores, con-
sideramos el eje de giro de la figura 2.2, tenemos que i; = (1)(2,9)(3,5)(4,10)(6,12)(8,11)(7).
Asi que para estos movimientos, el tipo de ciclo es (2,5,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0). Cuyo monomio
es ts'tl2 y teniendo en cuenta que de este tipo hay 6 monomios.

- Por dltimo, del tipo de movimiento giro cuyo eje pasa por dos vértices opuestos, hay cua-
tro ejes de este tipo, a los que llamamos i = 1,2,3 y 4. Hay dos giros de orden 3 en cada
eje, los denotamos como ;1 y ;. Considerando el eje de giro de la figura 2.3, tenemos que
o1 = (1,4,9)(5,2,12)(3,8,10)(7,6,11). Por lo tanto, para estos movimientos el tipo de ciclo es
(0,0,4,0,0,0,0,0,0,0,0,0). Cuyo monomio es 7 y hay 8 monomios de este tipo.

1
— (1> 4613 + 315 + 61113 +813) .

T —
GD ™ o4

Ejemplo 2.6. Accién de G sobre las caras de un dodecaedro

Recordamos que ahora D = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} es el conjunto de caras del dodecaedro
y que G es el grupo de movimientos directos del espacio que fijan un dodecaedro, este grupo ya lo
hemos desarrollado en el ejemplo1.4 como permutaciones de las 12 caras y tiene 60 elementos.

Dado D, que numera las cara de un dodecaedro del 1 al 12 si consideramos la accién sobre las 12
caras del dodecaedro, tenemos distintos elementos de G, veamos los distintos tipos de g:
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- Dado g =(2,3,4,5,6)(7,8,9,10,11)(1)(12). Es un tipo de ciclo (2,0,0,0,2,0,0,0,0,0,0,0), lue-
£0 Su monomio es tlztSZ, hay 24 elementos de este tipo.

- Dado g = (1,4)(3,5)(7,12)(8,11)(2,10)(6,9). Es un tipo de ciclo (0,6,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),
asi que su monomio es tg, hay 15 elementos de este tipo.

- Dado g = (1,4,5)(7,8,12)(6,3,10)(2,9,11). Es un tipo de ciclo (0,0,4,0,0,0,0,0,0,0,0,0), por
lo tanto su monomio es tg‘ , hay 20 elementos de este tipo.

- Por dltimo, consideramos la identidad, g = 1. De aqui sacaremos que el tipo de ciclo es (12,0, 0,0,
0,0,0,0,0,0,0,0). Y el monomio tllz. Y solo hay un elemento asi.

Por lo tanto, con todo esto llegamos a que el polinomio indicador de la accién de G sobre las 12 caras
del dodecaedro es:

1
Z6p = o5 (12 + 241113 + 1515 4201

Ejemplo 2.7. Accién de G sobre el circuito formado por 4 interruptores

Hay un problema histdrico que se necesit6 resolver con un ordenador gigante en 1951. El objetivo
era contar cuantos circuitos esencialmente distintos (o como hemos dicho en anteriores ejemplos, formas
realmente distintas) se podian montar con cuatro interruptores.

Este caso es diferente a los anteriores, comenzamos definiendo el conjunto D que no es cada inte-
rruptor D # {1,2,3,4} sino que es la agrupacion de los interruptores, es decir, D = {(by,...,b,)|b; €
{0,1}} ={0,1}". R ={0,1} los posibles valores (hasta ahora habian sido colores) que pueden tomar
los circuitos (podria considerarse 1 cuando pasa electricidad y O cuando no). Cada circuito de »n inte-
rruptores se asocia con una funcién, de manera que queda el conjunto Q = {f|f; : {0,1}* — {0,1}}

Decimos que dos funciones fi, f> : {0,1}* — {0,1} son esencialmente similares si con una reor-
denacion (i1, ...,i,) de (1,...,n), se tiene fi(by,...,b,) = fa2(bi,,...,b;,) para todo (by,...,b,) € {0,1}".
Esto, aplicdndolo al problema histdrico, significaba que los circuitos f; y f> funcionan de forma idéntica
después de una permutacién adecuada de los interruptores de entrada.

En el problema histérico quisieron calcular cuantas funciones esencialmente diferentes habia para
el caso concreto n = 4. Sabemos que el total de funciones era 22" = 65536, de las cuales, se encontraron
que eran esencialmente diferentes 3984. Este problema, con la teoria que veremos se habria resuelto en
un par de lineas como se verd en el ejemplo 3.10, sin embargo en ese momento, por desconocimiento
de esta teoria, fue necesario un siper ordenador.

Empezamos poniendo un ejemplo de dos funciones esencialmente similares, para n = 4, sabiendo
que (bj,,b;,,bi,, bi,) surge de aplicarle a (b, by, b3,bs) la permutacion (123), es decir, que (b;,, bi,, bis, bi,)
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= (b3, by,ba,bs) (omitimos las comas de los paréntesis por comodidad, por ejemplo (0000) seria (0,0,0,0)):

f1(0000) =0 £1(1000) — f2(0000) = f1(0000) =0 f>(1000) = £1(0010) —
f1(0001) =0 £1(1001) — £(0001) = £1(0001) =0 f(1001) = £1(0011) —
f1(0010) -1 £1(1010) — £2(0010) = f1(0100) = 1 f»(1010) = £1(0110) — 1
f1(0011) =0 f1(1011) — f£2(0011) = f1(0101) = 0 f>(1011) = f;(0111) —
f1(0100) =1 £1(1100) — f2(0100) = f1(1000) = 1 f>(1100) = f1(1010) —
£1(0101) =0 f1(1101) — £(0101) = £1(1001) =0 f£(1101) = £(1011) —
£1(0110) — 1 f1(1110)—>0 £(0110) = £1(1100) = 1 f(1110) = f1(1110)—>0
fi(0111) =0 f1(1111) — £(0111) = £1(1011) =1 f(1111) = f1(1111) —

Nuestro objetivo es encontrar todas las funciones, o circuitos, que sean diferentes. Las anteriores
funciones son tnicamente dos de las 65536 que tenemos, es comprensible que sin mas conocimientos
matematicos se viese necesario utilizar un ordenador para resolverlo.

Consideramos el grupo G de las reordenaciones de {1,2,3,4}, G = Peryy 534} = Sa. Este grupo ac-
tda sobre {0, 1}* de la siguiente manera, para & € Sy y (b1, b2, b3,b4) € {0,1}4, se ve que (b1, by, b3,b4)° =

(b, ,bs2,b63,bs4). Lo que queremos decir, es que el efecto de, por ejemplo, 6 =

{0,1}* es convertirlo en (by, b1, b4, b3) € {0,1}4.
Calculamos el polinomio indicador de esta accién de G sobre {0, 1}*:

La Identidad: fija las 16 combinaciones (b;,b;,b3,bs), dando el monomio t116.

Seis 2-ciclos: ((12),(13),(14),(23),(24),(34)), vemos por ejemplo el (12), que da lugar a cuatro
2-ciclos fijos de la forma: ((1,0,b3,b4),(0,1,b3,b4)) y a ocho 1-ciclos que quedan fijados de la
forma: (0,0,b3,b4) y (1,1,b3,bs), de manera que su monomio es 3¢}, que si consideramos los
demas, tenemos el monomio: 6t§t§'

Tres productos de 2-ciclos: ((12)(34),(13)(24),(14)(23)), vemos por ejemplo el (12)(34), que da
lugar a cuatro 1-ciclos fijos de la forma: (by,by,bs,b3) y a seis 2-ciclos de la forma: ((b1, by, b3,bs),
(ba,b1,b4,b3)), de manera que el monomio, considerando que hay 3 de esta forma, es: 3t;‘t§

Ocho 3-ciclos: ((123),(124),(134),(132),(142),(143),(234),(243)), vemos por ejemplo el (123)
que deja fijos los cuatro circuitos de la forma: (by,b;,b1,bs) y agrupa en 3-ciclos el resto, de la
forma: ((b1,by,b3,b4),(b3,b1,b2,bs),(b2,b3,b1,bs)), teniendo cuatro 3-ciclos teniendo en cuenta
que hay ocho permutaciones de este estilo es: Stftg'

Seis 4-ciclos: ((1234),(1342),(1243),(1324),(1423),(1432)), vemos por ejemplo el (1234) que
deja fijos los dos circuitos de la forma: (by,b1,b1,b;), un 2-ciclo de la forma: ((by,b;,b1,b2),
(ba,b1,b2,b1)) y los demds se agrupan en 4-ciclos de la forma: ((b1,b2,b3,b4),(ba,by,b2,b3),
(b3,b4,b1,b3),(b2,b3,b4,by)), de forma que siendo seis 4-ciclos tenemos: 6t12t21t2

Con todo esto llegamos a que en este caso, el polinomio indicador es

1
Zon =3 (1 + 6113 + 36110 + 8t1t5 + 6671313

(12)(34) en (bl,bg,b3,b4) €



Capitulo 3

Teorema de Redfield-Polya

Existe una relacidn significativa entre la accién del grupo sobre el conjunto D y la accién del grupo
sobre el conjunto Q : {D — R}. En todos los ejemplos vistos aparecen grupos que actdan sobre D, como
caras del cubo, caras de la pirdmide, {0,1}"... y a la vez actiian sobre Q : {D — R}, donde D es alguno
de los anteriores y R es el conjunto de colores o el conjunto R = {0, 1}. Hay una relacién entre estas
acciones y sobre esta vamos a trabajar, ya que el nimero de elementos del conjunto D es mucho menor
que el del conjunto Q.

3.1. Conceptos

En un problema de coloraciones aparecen los siguientes objetos:
e Un conjunto finito D y otro conjunto finito R, que llamaremos conjunto de colores.

e Coloracién: Es el conjunto de las aplicacién de D en R, que se denotan R” = {f : D — R}.
Ademds hay que considerar que un grupo G que actda sobre D hace indistinguibles algunas colo-

raciones RP, hace que sean esencialmente iguales.

Proposicién 3.1. Sea G un grupo que actiia sobre D y sea R un conjunto de colores finito. Sea R” el
conjunto de coloraciones. Se tiene que la aplicacion G — Pergp, dada por g — (f — f8(d)), donde
18 estd definida por f$(d) = f(défl ), es una accion de G sobre RP.

Demostracion. Vemos que estd bien definida.

1. Sea R? = {f|f : D — R}. Queremos ver que la aplicacién f — f¢ es biyectiva. Comprobamos que
es inyectiva, ya que si lo comprobamos, al ser finita, estamos probando que es biyectiva.
Sean f, f' € RP distintas. Tenemos que

1

fEi(d) = (@)
FEd) = ()
Luego si f # f' entonces f(d® ') # f'(d® '), luego f&(d) # f'¢(d), por lo tanto, es inyectiva.

2. O vemos que @ : G — Pergp es homomorfismo de grupos, para ello queremos ver si fgg/ =(f® )g/.
Sean

G — Pergp
g— (/= rf@) = s )
§— (F=rf@=ra).

15
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Porun lado, f%¢' (d) = £(d#)™") = f(d¥ ') y porotro, (f2)¢'(d) = f2(a¢ ) = f(as ¢ = f(ds s
Vemos que se llega a lo mismo, luego hay un homomorfimo de grupos.
Con esto queda demostrado que esta aplicacion es una accién. O

e Disefio: Es como se llama a cada 6rbita del conjunto de las coloraciones a través de la accidon de
G sobre RP descrita en 3.1, siendo G un grupo que actiia sobre D (conjunto que coloreamos con
R).

e Peso: Es una aplicacién @ : R — S, donde S es un anillo conmutativo con identidad que contiene
a los enteros.

El peso de una coloracién es

o(f) =[] o(f(@).

deD

Un ejemplo, para que comprendamos mejor esto, es un anillo de polinomios que a cada color le
asocia una variable diferente, esto es: @w(rojo) = x1; @(verde) = xp; ®(azul) = x3. Donde con-

tar las coloraciones de un cubo que tiene dos caras rojas, dos verdes y dos azules es contar las

: 2.2.2
coloraciones de peso x7x5x3.

Proposicion 3.2. Si dos coloraciones estdn en el mismo diseiio, tienen el mismo peso. El peso de un
diserio es el peso de una cualquiera de sus coloraciones. Si F es un diseiio, ®(F) = o(f), siendo f € F.

Demostracion. Sea f una coloracién, sea

o(f) = [T o(f()).

deD

Y sea f% otra coloracién del mismo disefio. Entonces

o(f¢) = [[o(f5 (@) = [] o(f@ )

deD deD

donde d¢ ' € D, luego
o(f9)= [[ o(f(@ ") =][]o((d)=wl)
e 'eD

O]

Puede que disefios distintos tengan el mismo peso, pero con pesos distintos seguro que son de
distintos disefios.

e Inventario de T, denotdandolo /nvT, si T es un conjunto de coloraciones T C RP es

ImT =) o(f).

feT
o Inventario de diseiios, denotdndolo ID es
ID =) {(F)|Fdisefio},

de manera que si conocemos los coeficientes que acompaiian a cada peso del /D sabemos cuantos
disefos hay de cada tipo.
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3.2. Teorema de Redfield-Pélya

El siguiente lema es necesario para la realizacién de la demostracién de nuestro teorema:

Lema 3.3. Sea Dy,...,D,, una particion de D y sea T el conjunto de todas las coloraciones que son
constantes en D;, para cada i, es decir, para cada una de las particiones.

InvT = H Z{w(r)'D";r € R}.

i=1,....m

Demostracion. Desarrollamos primero el primer miembro de la igualdad. El conjunto 7" est4 formado
por las aplicaciones f tales que f(d) = f(d’) si existe i tal que d € D; y d’' € D;, es decir, los dos
valores estdn dentro de la misma particién de D. Dicho de otra manera, T : {f : D — R|f(d) = f(d)
Vd,d' € D;i=1,...m}.

Vamos a calcular el peso de una de estas f € T

o(f) =[] o(f()).

deD

Elegimos uno cualquiera de los elementos de D;, por ejemplo, d; € D;, y tenemos

o(f)= [] o(f@d)”

i=1,...m

y por lo tanto, se llega a que

T =Y T[ o(fd) "L

feTi=1,...m

Ahora vamos a desarrollar el segundo miembro de la férmula, para ver que llegamos a una igualdad.
H Z{w(r)lD"|;r €R}
Si hay n colores, tenemos:

H Z w(rj)‘Di‘ — H [(J)(rl)m"l—|—(D(l’2)|D"|—|—...+(L)(rn)‘Di|] =

i=1,...mj=1,...,n i=1,...m

[w(rl)\Dll +o(r)P 4 .. +co(rn)\01|} [a)(rl)w’"' + ()Pl + 4+ w(rn)\Dml} -

o(r)Pl ()P 4 o(r)P - o) P

De manera que tenemos |R|” términos, |R| = n el nimero de colores que tenemos, y m el nimero
de particiones distintas del conjunto D que hacemos. Donde cada término de la suma es, como vemos,

de la forma:
[T (@)™

i=1,...m

Como cada f de T es cada una de las coloraciones, teniendo en cuanta que cada color es un j, para
cada término, si consideramos uno de los d; € D;, le asociamos una coloracion definida:

f:D—R

d,-—)r,-j

Se con esto, que cada

[T (@@i)P!=o(f)

i=1,....m

Luego es biyectiva, pues esto es cierto para cada uno de los sumandos, y por lo tanto, se tiene que es
cierta la igualdad. O
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Ejemplo 3.4. Inventario de T

Como sabemos 7} = {f : D — R|f(d) = f(d') Vd,d' € D;,i=1,...,m} es el conjunto de las colora-
ciones que son constantes en cada D;.

Consideramos un cubo, con caras D = {1,2,3,4,5,6}. Tomamos D = {1,4,5} y D, = {2,6,3},
por lo tanto, los colores de 1,4 y 5 deberdn ser los mismos y por otro lado los de 2,6 y 3 también,

y sea R = {rojo,verde,azul}. Aqui vemos |D| =3, |D2| =3y |R| =3.
Sabiendo que por un lado de la igualdad, tenemos:

ImT = Z o(f) o(f)= Hw(f(d))

fET] deD

de manera que, como 1,4 y 5 tienen el mismo f(d) y 2,6 y 3 también tienen el mismo f(d)

Si denotamos los siguientes pesos: @(rojo) = x; w(verde) = y; w(azul) = z.
Como hay tres colores a elegir y se tienen que pintar cada particién de D del mismo color, como hay
2 particiones, habr4 por lo tanto 32 = 9 sumandos en el InvT.

IwT =Y (@(f(1)) 0(f(2))}) =25+ + P2 + 38 0 + 33 + 28 + 33 + 5.
fer
Por otro lado, vemos que [[Y{@(r)/Pil;r € R}. En estos casos, |D;| = |D;| = 3, por tanto,

Z{a)(r)‘D"‘;r € R} = w(rojo)® + w(verde)® + w(azul)® = x> +y* + 2

[1@+y+2) =+ +2)2 =242y +2. 27 +)0 +2.y°2 +°.
i=1,2

Por lo tanto, llegamos a que es lo mismo.

Ejemplo 3.5. Inventario de T

Sea ahora 7> el conjunto de las coloraciones que son constantes en cada D;.

Consideramos de nuevo el cubo, por lo tanto, D = {1,2,3,4,5,6}. Ahora vamos a considerar D| =
{1,2,3,4},D, = {5} y D3 = {6}, de manera que ahora los colores de 1,2,3 y 4 deben ser los mismos y
por otro lado 5 y por otro 6; tomamos también R = {rojo,verde,azul}.

Aqui vemos |Di| =4, |D;| =1, |D3| =1y |R| =3.

Viendo de nuevo, que por un lado de la igualdad, tenemos:

ImT = Z o(f) o(f)= Hw(f(d))

fen deD

de manera que, como 1,2,3 y 4 tienen el mismo f(d), 5 otro diferente y 6 otro
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Si llamamos @(rojo) = x; w(verde) =y, w(azul) = z.
Como hay tres colores a elegir y se tienen que pintar cada particién de D del mismo color, como hay
3 particiones, hay por lo tanto 3* = 27 sumandos en el InvT.

InvT = Z (a)(f(l))4-(o(f(5)) -0 (f(6))) =200+ 204 2xy° + 202 + 27y + 26774+ 2y 7+ 2y2°
fer

+ a2yt 22yt Pt 2y At 2yt 2xyt - 2yt

Obtenemos el resultado anterior al agrupar los sumandos iguales.
Por otro lado, vemos que [TY{®(r)/?!;r € R}. En estos casos,
tanto,

D,| =4,

Dy| =1y |Ds| =1, por

Y{o(n)P'sr € R} = ©(r0jo)* + o(verde)* + o(azul)* = x* +y* 42
Y {or)Plire R} =Y {o(r)P;r € R} = w(rojo) + w(verde) + w(azul) = x +y+z

{o(N)/Plire Ry = (X +y*+2)  (x+y+2) - (x+y+2) =x0 +y0 + 20 +2xy° + 22> + 22y
3
—i—2x5z+2ysz—i-2yz5 —|—x2y4—|—xzz4+ y2x4+ yzz4+Z2y4+22x4+2xyz4+2xzy4+2yzx4.

i=12

Por lo tanto, llegamos a que es lo mismo.

Teorema 3.6. (Redfield-Polya) Sea |D| =k y sea Z el polinomio asociado a la accion, es decir, el
polinomio indicador de una accion, de G sobre D, se tiene:

ID=Zsp (Z o(r), Y, o(r)?,..., Y a)(r)k> .

reR reR reR

Demostracion. Sean Wp,...W, los pesos distintos de los disefios (es importante matizar que son los
pesos distintos, un mismo peso puede ser de més de un disefio, es decir, no diferenciamos por disefios
Sino por pesos).

Sea, entonces, F; = {f € Rp|o(f) = W;} parai=1,...,p. Vemos que f es una coloraciones y que
las f que forman cada F; tienen el mismo peso. Ya que puede haber mds un disefio con el mismo peso,
observamos que cada F; es una unién de disefios.

Sea m; el nimero de disefios distintos de hay de F;.

De manera que las 6rbitas de la accion del grupo G sobre cada F; (que es una accidn restringida de
la accién de G sobre RP), son precisamente los m; disefios que hay en F;, ya que si le aplico la accién
me lleva a otra f con peso W;.

Por tanto, por el teorema de Burnside, que es el apartado d) del teorema 1.1, que cuenta cuantas
orbitas hay diferentes, se tiene:

mi=|G|™" Y [{f € Flf* = f}

geG

Luego, aplicando la definicién de /D tenemos:

ID=) mi-Wi=) |GI™" } ({f € Filf* = f}])- Wi

geG

Gy (Z\{fGFi!fg—f}> W,

geG i
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Vemos que para cada g € G, (Y;|{f € F;|f¢ = f}|) - W; es el inventario de {f € RP|f¢ = f}, pues
las F; forman una particién de R” en la que todos los elementos de F; tienen el mismo peso. Asi que
podemos afirmar, por la definicién de inventario, que:

m=G"Y | ¥ o)

8€G | ferP
re=f

Vamos a considerar ahora que para cada elemento g € G y para cada d € D el conjunto
{d,d®,d¢ ,d% ... d¢ =1} d¢"" =d

De manera que con esto, se observa que proporciona para cada g € G una particién Dy, D,, ... de D, que
son las drbitas en la accién de (g) sobre D.

Vamos a ver que f € {f € RP|f¢ = f} <= f es constante en cada D;. Sabemos, por la definicién
de accién de G sobre R” dada en la proposicion 3.2, que f¢(d) = f(d% ') donde G actia sobre D'y
tenemos entonces, que f4(d) = f(d) & d$ =ded,d8 € Gy, por lo tanto se cumple lo dicho.

Asf para cada g € G, por el lema 3.3, se tiene que Y{@(f)|f € R, f¢ = f} es el inventario del
subconjunto de RP formado por las coloraciones constantes en cada D;.

Asi que desarrollandolo, se tiene que

Y{oN)ferrf=r1=[1Y o).

i rerR

Como consideramos la accién de G sobre D, de manera que si a un elemento g le corresponde el
monomial #{' -13? - ...t,f" vemos que la particién Dy, D», ... que hemos definido antes, estd formada por j
conjuntos de cardinal 1, j, conjuntos de cardinal 2, ..., j; conjuntos de cardinal k.

De esta forma, para cada g € G de tiene:

Ji 2 Jk
MY o(n?!= (Y o) Yor?| Y ot
i rer rer rer rer

Y por lo tanto, de manera consecutiva, llegamos a que

Ji(g) j2(8) Jk(g)
ID = |G|_1 Z (Z w(r)) (Z w(r)2> (Z a)(r)k>

geG rer reRr rer

Que como habfamos definido en el Capitulo 2
ZG.,D(II,---Z},) = ’G‘*l Z (t{l _tr{n>
geiG

vemos que

ID=Zsp (Z o(r), Z o(r), ..., Z a)(r)k> .

rer rer reRr

O

La mayoria de los problemas que vamos a ver a continuacién se reducen a medir inventarios, para
ello la siguiente proposicidn nos va a servir.

Proposicion 3.7. (Caso especial del teorema de Redfield-Polya)
Si G actiia sobre D'y R es el conjunto de colores, el niimero de disefios es Zg p(|R|, ..., |R|).



Grupos en sus principios: ordenaciones y permutaciones 21

Demostracion. Si todos los pesos de los disefios tienen peso 1y el peso de cada disefio es 1, al realizar
el inventario de disefios el niimero que aparece es el nimero de disefios diferentes. Sea

o(r)=1;reR
o(r)?=1;reRr

= Y or)=1+._.+1=[R,i=1,..k
rer

o(rf=1;reR

Luego,

ID =Zgp (Z o(r), Y or)?... ) co(r)k) =Z(|R|,...,|R|),

reR reR reR

3.3. Ejemplos

A lo largo de este apartado vamos a ir viendo los distintos ejemplos en los que se puede utilizar el
teorema de Redfield-Polya.

En algunos ejemplos vamos a utilizar el teorema y en otros més sencillos, que comprobaremos que
se obtiene lo mismo que en el capitulo 1.

Para la realizacion de los siguientes problemas nos hemos apoyado en SAGE, ya que el peso de los
polinomios, como podremos comprobar, en ocasiones es grande:

Ejemplo 3.8. Formas de colorear un cubo con 3 colores

Vamos a utilizar para resolver este ejercicio el polinomio indicador de la accién del grupo G de
los movimientos que dejan fijo un cubo sobre las 6 caras del cubo. Veremos que puede ser ttil para la
férmula de Pélya, aunque realmente la respuesta la conocemos sin la utilidad de este teorema, la hemos
calculado en el ejercicio 1.3.

Consideramos tres colores, por ejemplo, R = {rojo,azul ,verde}, cuyos pesos son: ®(rojo) =x, 0 (azul) =
vy @(verde) = z. De esta manera como lo que queremos colorear es un cubo |[D| = 6 Como Z es el
polinomio indicador de la accién de G sobre D, tendremos en este caso:

ID=Z;p((x+y+2), @ +y*+22), (2 +y +2), ¢ +y* +2), (@ +Y +2), ° +)° +2%))
=Z(t1,10,13,14,15,15) .

El polinomio indicador del cubo es

1
=% (19 + 6t}ts + 373 + 613 +813) .

Por lo tanto, llegamos al siguiente polinomio:

Z6.p

Zgp = %'((x+y+z)6+6- (3 ) ey +2) 43 (P ) (et y+2)?
+6-(F+y+2)P+8- (P +y +27)P)
Que si lo desarrollamos nos da:
B0y +2x 23 1250 40 +y0 0z 20z 435 24385 2+ 20 s+ Y e 2xt R+ 24
46X’ +3xy° 2 430y +2X° 2 4 3x%y2 430y 2 4232 42572+ 2xyt 2y xd by + 28

De aqui podemos sacar muchas conclusiones, y plantearnos por lo tanto distintas preguntas:
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- ¢Cuantas coloraciones distinta hay?. Pregunta de la que ya sabemos la respuesta, ya que es el
nimero de disefios; pero si no lo supiésemos bastaria con sustituir cada uno de los pesos por el
valor 1, esdecir,x=y=z=1

Si lo realizamos, llegamos al resultado de 57

Para responder esta pregunta de otra manera, podriamos aplicar la proposicién 3.7, utilizando que

|R| = 3, que es lo mismo que sustituir cada peso por el valor 1 y sustituyendo en Zg p(11,12,13, 14,15, 1),

1
es decir, Zgp(3,3,3,3,3,3) = —(3°4+6-32.3 +3-3%2.324+6-3> +3%) = 57.
’ 24

- ¢Cuantas de estas coloraciones utilizan inicamente dos colores?, para responder a esta pre-

gunta iremos al polinomio resultante y buscaremos en cuales de ellas hay exactamente dos varia-

bles, observamos que son x°y,2x*y?,2x3y3, 2x%y* xy°, x07,977,2x%22, 2%, 25323, 2y3 2, 25224,

2y?z* xz°,yz>. Si ahora sumamos cuantos elementos hay de cada tipo, teniendo en cuenta que si
su coeficientes es distinto de 1 se sumard tantas veces como diga su coeficientes, tenemos: 24
coloraciones diferentes.

Ejemplo 3.9. Formas de colorear un dodecaedro con 3 colores De la misma manera que el ejercicio
anterior, para resolver este ejercicio vamos a utilizar el polinomio indicador de la accién del grupo
que deja fijo un dodecaedro sobre las 12 caras de este. Consideramos los mismos colores de antes
R = {rojo,azul,verde}, cuyos pesos son: @(rojo) = x,®(azul) =y y w(verde) = z. En este caso, lo
que queremos colorear es un dodecaedro |D| = 12 Como Z el polinomio indicador de la accién de G
sobre D, tenemos en este caso:

ID=Zgp((x+y+2), P +y*+2), (> +y +2), (0 +y* +24), (O +y° +2), o +y° +29),
(x7—|—y7+Z7),(x8+y8—|—28),(x9+y9+z9),(x]0+y10+zlo),(x”—I—y“—i—z”),(x12+y]2+zlz))
:ZG,D(tl7t2at37t47t57t67t77t8;t97t107t11at12)~

El polinomio indicador del dodecaedro es

1
Zop =5 (1% + 241713 + 1519 420t

Por lo tanto, llegamos a el siguiente polinomio:

1
Zop = @-((x+y+z)12+24-(x5+y5+z5)2-(x+y+z)2+15-(x2+y2+z2)6+20- (o +y +2)%)

Que si lo desarrollamos nos da:

=x'? —i—x“y + 3x10y2 + 5x9y3 + 12x8y4 + 14)c7y5 + 24x6y6 + 14x5y7 + 12)c4y8 + 5x3y9 + 3x2y10

+ oy 2 x4 3x0 110722 4+ 3348324667y 24+ 94 X8y 7+ 94707 + 661y 2
+33xy 2+ 1% 2 432" 02+ yM 2 432192 + 11x%y2% + 5728222 + 13247y 2% + 2462047
+278x°y°2% +246x*y072 +132x°y 2% + 57x28 22 + 11 xy° 22 + 391022 452722 +33x8y23
+132x7y?23 +312x%° 2 +462x°y* 2 + 4622 2 + 312052 + 1324572 + 33083 +5)°7

+ 12282 4 66x7yz* + 2461522 + 462 X7y 2* 4+ 600x*y 7 +462x3y 7 + 246 X%y + 66xy

+ 12382 +14x72° +94x5y7° +278x°y? 2 +462x*° 2 + 462342 + 2787 + 94 xy°7
+14y72 + 242820 +94x7y78 + 246 x*y2 25 + 3122330 4246 X34 20 + 94 xy° 20 + 24020 +14x°7
+66x*yz" +132x3 27" + 13262937 +66xy* 7" +14y°7 + 12x* 2 +33x3y8 + 57328 +33x° 8
F 1208 45820 + 1152 + 110220 + 5932 4302210 + 31320 + 332210 gy 4212,

De nuevo, planteamos algunas preguntas:
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- ¢(Cuantas coloraciones distinta hay?, de esta pregunta ya sabemos la respuesta, ya que es el
nimero de 6rbitas o disefios; pero si no lo supiésemos bastaria con sustituir cada uno de los pesos
por el valor 1, es decir,x=y=z=1

Si lo realizamos, llegamos al resultado de 9099

O podriamos aplicar la proposicién 3.7, utilizando que |R| = 3, que es lo mismo que sustituir
cada peso por el valor 1 y sustituyendo en Zg p(t1,%2,13,1,15,16,17,13,19, 110,111, 112), es decir,

1
Z6(3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3) = ) (3124+24-32.324+15-36420-3%) = 9099.

- ¢En cuantas de estas coloraciones alguna cara es roja?, para responder a esta pregunta vamos
al polinomio resultante y buscamos en cuales de ellas aparece la variable x y las contamos, de ma-
nera que sumamos cuantos términos hay de cada tipo, teniendo en cuenta que si su coeficientes
es distinto de 1 se suma tantas veces como diga su coeficientes. O sustituimos en el polinomio las
variables y = z = 1 y dejamos la variable x como x y contamos en el nuevo polinomio obtenido
todos los coeficientes que acompaiien a x, es decir, todos salvo el término independiente, y obte-
nemos as{ cuantas tienen alguna cara de rojo. O por otro lado, haciendo el mismo procedimiento,
el término independiente nos dice cuantas NO tienen alguna cara de rojo, bastara con restar al
total de coloraciones aquella que no tiene caras rojas. De cualquiera de las formas, llegamos a que
los cubos cuya alguna de sus caras es roja es 9003.

Ejemplo histérico

Ejemplo 3.10. Ejemplo histérico de los 4 interruptores

El problema histérico que nombramos en el capitulo anterior nos quedé pendiente de resolver. Re-
cordamos que fue necesario un ordenador gigante para su resolucion por desconocimiento del teorema.

Al igual que en los ejemplos anteriores definimos los conjuntos y el grupo, en este caso tenemos
D ={0,1}*y G = S, que actiia sobre D. Llamamos R = {0, 1}.

Para cada ¢ € Sy, si f € {D — R}, se observa que con la definicién dada en el capitulo 2 y la pro-
posicién 3.1 que dos funciones son esencialmente iguales < f°(by,b2,b3,bs) = f((b; ,192,193,194)"7l ).
As{ dos funciones son esencialmente iguales < estan en el mismo disefio.

Vamos a utilizar el polinomio indicador calculada en el ejercicio 2.7:

1
Zon =3 (t{° + 66513 + 36110 + 8ti15 + 6111313 ) .

Consideramos, |R| = 2, luego
1
Ze.p(t,t0,13,12) = Z.p(2,2,2,2) = ﬂ(216+6-28-24+3-24-26+8-24-24+6-22-2-23) = 3984

llegamos a que hay 3984 disefios o como decia el problema funciones esencialmente diferentes.

Ejemplo 3.11. Formas de numerar las caras de un cubo del 1 al 10 para que la suma de sus lados
sea 12.

De nuevo, vamos a utilizar para resolver este ejercicio el /D que obtenemos del cubo. Conside-
ramos diez coloraciones, en este caso son los valores que pueden tomar las caras del cubo, es de-
cir, R = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, cuyos pesos esta vez son: (1) = x,®(2) = x>, 0(3) = x*,0(4) =
o) =x,06)=x°0(7)=x",08) =x%0(9) =+ y ®(10) = x!°. Hemos elegido estos pesos
porque nos interesa, ya que el exponente del polinomio que obtendremos nos dard la suma de los valores
de los lados. De esta manera como lo que queremos colorear es un cubo |D| = 6. Como Z el polinomio
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indicador de la accion de G sobre D, tenemos en este caso:

ID = Zg p((x" + 22 + 28 4+ x7 420 + 7 42t + 3 427 +x),
(x20+x18+x16+x14+x12+x10—|—x8+x6+x4+x2),
(x30+x27+x24+x21+x18+x15—|—x12+x9+x6+x3),
(x40_|_x36+x32_|_x28+x24+x20+x16+x12+x8+x4)’
(x50+x45 40P 0 420, +x10+x5),
(x60+x54+x48+x42+x36+x30+x24+x18+x12+x6))

=Z(t1,12,13,14,15,1¢) -

El polinomio indicador del cubo es

10+ 61714 + 31715 + 613 + 813 .

1
ZG,D = ﬂ(

Por lo tanto, llegamos al siguiente polinomio:

1
Zep = ﬂ[(xlo—i-xg i D e o i S o) M ] i B R B e

+ 28t )2 B T At )2 6 (0 4 a8 X101 i 12
+x10+x8+x6+x4+x2)3 +6(x40+x36+x32+x28 +x24+x20—|—x16+x12+x8+x4)(x10+x9
e I g i +x)2+8(x30+x27 A SN L NI +x12+x9+x6+x3)2]

Por alguna razén SAGE no nos muestra todo el polinomio desarrollado, por suerte, nos permite
realizar una operacién que en este caso nos simplifica el ejercicio. En SAGE hay un comando, .coef fs()
que nos da el coeficiente y el grado del polinomio al que acompafia, de esta manera sin necesidad de
escribir todo el polinomio, lo conocemos:

[[1,6],[1,7],13,8],[5,9],[10,10], [15,11] ,[29,12] , [41,13], [68, 14] , [98,15] , [146, 16] , [199,17],
[283,18],[368, 19],[490,20], [616,21], [778,22] ,[937,23] , [1137,24] , [1314, 25] ,[1526,26] , [1705,27],
[1899,28],[2042,29],[2197,30],[2277,31],[2358,32] , [2364,33] , [2358,34] ,[2277,35] , [2197,36],
[2042,37],[1899,38], [1705,39],[1526,40], [1314,41], [1137,42] , [937,43],[778,44] , [616,45],
[490,46)] , [368,47] ,[283,48],[199,49], [146,50], [98,51], [68,52], [41,53], [29, 54], [15,55] ,[10, 56],
[5,57],[3,58], [1,59],[1,60]].

Teniendo esto presente, vemos que lo que el enunciado nos pide es encontrar cuantas formas hay de
colocar los niimeros del 1 al 10 en un cubo, pudiendo repetirlos, de forma que su suma es 12, para ello,
debemos fijarnos en el coeficiente que acompafia al monomio de grado 12, porque sabemos que todos
los que tienen el mismo grado tienen el mismo peso, es decir, son de las coloraciones con ese peso, que
en nuestro caso, nos da igual que sean distintos disefio, porque tal y como lo hemos definido lo que nos
interesa es que la suma dé los lados de lo que obtenemos en el exponente, asi que dicho coeficiente es
el nimero de cubos que cumplen lo buscado. Sea entonces, [29, 12], decimos que son 29 las formas de
numerar un cubo cumpliendo lo dicho.

Podemos decir que 29 casos se pueden sacar a mano y sin miedo a que se nos olvide ninguno; pero
gracias a este polinomio podemos decir también, por ejemplo, que las formas de numerar un cubo para
que la suma de sus caras sea 32 son 2358 o para que la suma de sus caras sea 43 son 937, que no son
tan faciles de hacer a mano como el primer ejemplo.

Ejemplo 3.12. Formas de colorear un cubo con 7 colores distintos utilizando exactamente 3
Vamos a utilizar para resolver este ejercicio el polinomio indicador que obtenemos del cubo. Consi-

deramos siete colores, por ejemplo, R = {rojo,azul,verde,naranja,morado,blanco,amarillo}, cuyos

pesos son: @(rojo) = x, w(azul) =y, w(verde) = z, w(naranja) =t, w(morado) = u, ®(blanco) = v
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y ®(amarillo) = w . De esta manera como lo que queremos colorear es un cubo, |D| = 6. Como Z es el
polinomio indicador de la accién de G sobre D, tenemos en este caso:

ID=Zsp((x+y+ztttutviw), P+ +2 42+ V2 +w?), (Y + 2+ 2 i 3 ),
oyttt ut v ), (O Y 20 1 W), (O )0+ B0+ ul 08+ u))
=Z6p(t1,12,13,14,15,16) .

El polinomio indicador del cubo es

Z6.p 19+ 61714 + 31715 + 613 + 813 .

1
_ﬁ(
Por lo tanto, llegamos al siguiente polinomio:

1
ZGp= i((x+y+z+t+u—|—v+w)6+6(x4—|—y4—1-24—I—t4+u4+v4+w4)(x—|—y+z+t+u—|—v—|—w)2
F3P Y+ 2+ VAW (b y 2t u v w)?
+6(xF+y + 2+ v w87+ + 2+ 0+ w?)?)

Que si lo desarrollamos nos da el polinomio del anexo A.1.

Con un polinomio como este nos resulta dificil trabajar, como lo que queremos es encontrar aquellas
formas de colorear el cubo con tres colores, vamos a sustituir nuestras variables (x,y,z,7,u,v,w) =
(x,9,2,0,0,0,0) y nos aparecer el siguiente polinomio

Z¢p(x,,2,0,0,0,0) =x5 —|—x5y + 2x4y2 + 2)c3y3 + 2x2y4 —|—xy5 —|—y6 +x7+ 2x4yz + 3x3yzz + 3x2y3z
+2x9% 24+ Y 7+ 2x* 2 4+ 3%y + 632?22 + 3xy’ 2 4242 + 2437 + 3477
+3xy°2 +2y°2 + 2272 + 20yt + 207 +a v + 20
Los sumandos en los que aparecen tres variables, son los que consideraremos que utilizan tres colo-
res. Observamos que son los siguientes: 2x*yz,3x3y?z,3x%y%z, 2xy*z, 3x3y2%, 6x2y%2%, 3xy3 2%, 3%y,
3xy?z3,2xyz*. Por lo tanto, hay 30 formas de pintar el cubo con rojo, azul y verde, utilizando los tres
colores.

Como cada combinacion de colores de tres en tres es independiente del resto, basta realizar el mismo
proceso con cada una de las distintas combinaciones, que son

AN
<3> TR

Luego, en total, con 7 colores diferentes, el cubo se puede pintar utilizando exactamente 3 colores
cada vez, de 30-35 = 1050 formas diferentes.






Apéndice A

Anexo 1

A.1. Polinomio 7 colores

Por la longitud del polinomio vamos a afiadirlo en un anexo. Tenemos el siguiente polinomio del
ejercicio 3.12.

1
Zgs = g((X+y+z+t+u+v+w)6—|—6(x4+y4+z4+t4+u4+v4+w4)(x+y+z+t+u+v+w)2

F3+Y AUV W) (e y ittt ut vt w)?
+6(>+ Y+ 2+ VW) 48+ + 2+ P )

Que al desarrollarlo tenemos:

Zgs = O+u+ 2% +20083 + 2020 + 1 + Wb +Pv+ 200w + 38503y + 3520y 2ty + udy

+ 2% 4382w + 602UV + 31V +2utV + 203 4372 + 30V 4203 + 200 20wt + 100
+ 2PV + w0+ POw 20 uw + 350w+ 32w+ 2tutw + P w + 2w + 5P uvw 4+ 812 vw
+508vw+ 2utvw + 385w + 82w w + 81V w + 31V w4 3w St w + 31tV w + 2vtw
+2wtw v w4262 + 352unw? 4+ 6620w + 30w + 2utw? 4+ 358 vw? + 812 uvw? + 8rutvw?

+ 31w + 612v2w? + 81w w? + 61V w? +31v 3w + 3w w? +2v 4w + 28w 4+ 312uw? + 3tPw?

+ 23w 432w + 5tuvw® + 3w + 300w + 3w + 23w 202w + 2tuwt + 20wt 200wt
+ 2uw* + 22 1w +uw® +ow’ + W+ Px+ 2% ux + 350 + 3003 x 4+ 2 tut x4+ wx + 21tx
+582uvx + 82 uPvx + Studvx + 2utvx 4 382V x + 82w x + 81u”vix + 31V + 312V + Stuvx
+3uPVix 4200 x4+ 2uvtx +vIx - 20 wx 4+ 5P uwx + 812 uPwx + St wx + 2utwx 4 5P vwx + 152 uvwx
+ 15t vwx 4 5P vwx + 8122 wx + 15t wx + 81V wx + S1viwx 4+ 5uvdwx + 2vhwx + 33 wix

+ 812uw?x + 8tuwrx + 31 wrix + 82 vwix + 15 tuvw?x + 8P vw?x + 8 1v*wix + 8w wix + 3v3wix

+ 382w+ 5tuw’x + 31w x + Stowx + Suvwx + 3w Ax + 2ewt 4 2uwtx + 2vwtx £ wix 2647
+38ux® + 612035 + 30 x + 2u*x® 4+ 365300 + 812 uvx® + 8 tuPvx® + 3P va? + 612 % + 81ruv*x?

+ 61V %% 4300352 + 3% + 2042 + 357 wa? 4+ 812uwx® + 8tuPwx® + 3P wx® + 812 vwx? + 15 tuvwx?
+ 8uPvwx? + 81 wx? + 8uvPwx® + 33 wx? + 62 wx® + 8tuw’x® + 6 1P w?x? + 81vw?x® + 8uvw?x®

+ 6w 430w 4 3unw’ x4 3vwd 2wt 4+ 26553 + 302 + 30207 + 20 4+ 3670
+5tuvx® + 3120 + 30023 + 3P + 2033 +352wx 4+ 5tuwx® + 312w + 5tvwx® + Suvwx®

+ 302w + 3w + 3uw? e 4+ 3vwP® + 2w + 220 F 2tux® + 202 x* 4 200t + 2uvxt 20704

4 20wx* 4 2w + 2o + 2wt 418+ ux® 49w + 28 Py 20t uy + 383ty + 3%y

27
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+2tuty + 1wy + 2y + 553uvy + 8121t vy + Sl vy + 2utvy + 383y + 812wty + 81tV y + 3Py
+32%y + 5ty + 312V y + 200ty + 2wty £y + 21wy + 553 uwy + 8 12uPwy + St wy + 2utwy
+583vwy 4+ 152uvwy + 1512 vwy + 5 vwy + 8142wy + 15 tiv* wy + 8u> v wy + 51v3wy + S wy

+ 2vtwy + 3853wy + 812uw?y + 8t wy + 3wy + 812 vwry + 15 tuvw?y + 8 ulvw?y + 8 v wly
+8uv*wry + 3wy + 32wy + Stuw’y + 31wy + 50vwdy + Suvw’y 4+ 3v2wly + 20wty + 2unty

+ 2wty +wly + 21ty + 52 uxy 4+ 8 12uxy + 5t xy + 2utxy + 53 vxy + 152 uvxy + 151 vxy
+5uvxy + 8122 xy + 151w xy + 81tV xy + S1v3xy 4+ 5uvxy + 2v*xy + 53wy + 152 uwxy
+15tuwxy + 5uwxy + 15:2vwxy + 30tuvwxy + 15 ubvwxy + 150vwxy + 15 uv?wxy + 513 way
+812wxy + 15 tuw’xy + 8P w?xy + 15 tvwPxy + 15 www?xy + 8v2w?xy + 5w xy + 5uw’xy + 5vwxy
+ 2wy + 36552y 4+ 812ux’y 4 8 tuPx%y + 31 xPy + 812 vxy + 15 tuvx®y + 8 uPvxty + 812 x?y 4+ 8uv?xly
+ 3%y + 81.2wxly 4+ 15 tuwx®y + 8 uPwx?y + 15 tvwx’y + 15 uvwx’y + 8v wx?y + 8 tw?x>y 4+ 8 uw’x%y
+ 8wy + 3wty + 323y + 5tuxdy + 312y + 500y + 5uvdy + 3023y + 5wy + Suwx’y

+ 5wy + 3wty 4 2exty + 2uxty + 2vxty + 2wty + Oy 4+ 264 + 32 uy? + 612>y + 31u’y?
+2uy? +383vy? + 812uvy? + 81Pvy? + 31l vy? + 612V + 8tuv’y? + 6uPvy? +31vy? 4+ 3uv’y?
+2 v4y2 + 31‘3wy2 + 8t2uwy2 + 8tu2wy2 +3 u3wy2 +8 tszy2 + 15tuvwy” + 8 uszy2 + 8tvzwy2

+ 8uvwy? + 3V’ wy? 4+ 612wPy? + 8tuw?y? + 61l w?y? + 8rvw?y? + 8uvw?y? + 6V uw?y? + 31wy’
+3uw’y? + 3wy + 2wy + 3359 + 81 2uxy? + 8tutxy? + 31 xy? + 81 vxy? + 15 tuvxy® + 8uvxy?
+81v2xy? + 8uv?xy? + 3v3xy? + 812 wxy? + 15 tuwxy? + 8ulwxy? + 15 tvwxy? + 15 uvwxy? + 8v2wxy?
+ 81wrxy? + 8uw?xy? + 8vw?xy? + 3wixy? + 612x%y? + 81ux?y? + 6uPx*y? 4 8tvx?y? + 8uvx?y?

+ 6V2x%y% + 81wx?y? + 8uwx®y? + 8vwx?y? + 6w?x?y? + 31y + 3ux’y? + 3vxy? + 3wxdy? + 24
+203y° +37%uy 4+ 3ty + 203y + 312y + 5tuvy® + 30ty +30vEy £ 3wy + 203y 4312wy
+ S5tuwy’ + 31wy + 500wy + Suvwy? +3vwy? + 30wy +3unw?y? +3vw?yP + 2wy 4+ 31%x)°
+5tuxy’ 4+ 3ulxy® + 5tvxy® + Suvxy® +3v2xy? + Stwxy® + Suwxy® + Svwxy® + 3wy + 3%y
+3ux®y? +3vx%y? +3wx?y? 4223y + 202 + 20wy + 20yt + 200yt + 2uvyt + 202 + 21wyt

+ 2uwy* + 2vwy* + 2wy + 20yt 4+ 2uxy® + 2vy* + 2wy + 253 + 1% Fuy® 0y +wy’ +xy°
Y8+ P74 2t*uz+ 382U 2+ 3403 4 2tut s+ 1w+ 21t ve + 5 5uvz + 8P uPvz + Studvz 4+ 2utvz
+365v 24+ 82w+ 81UtV e+ 3utv e 4 37V - St 4 3uPV s 20t s 2wtz vz 21wz
+583uwz + 8121wz + Studwz + 2utwz + 53vwz + 152 uvwz 4+ 15 tuPvwz + Sudvwz + 812v wz

+ 15tuv*wz + 8uPviwz 4+ 51v3wz 4+ Suwwz + 2vtwz + 33wz + 8P uw?z + 8wz + 3wz

+ 812wz + 151w’z + 8uPvw?z + 81wz 4+ 8w wz + 3v WPz + 382w + Stuw’z + 3wz
+5tvwiz 4 Suww’z + 3wz 4 2twiz 4+ 2uwt s+ 2wt w4 21tz + 5P uxz 4+ 812 uPxz + Stz
+2utxz+ 53 vxz + 152uvxz + 15 tuPvaz + Sudvaz + 8122 xz + 15 tuvxz + 8u?vixz + 5tvixz + Suwv’xz
+2v*xz 4 53 wxz 4 15 2uwxz + 15 tuPwxz + Sudwxz + 152 vwxz + 30 ruvwxz + 15’ vwxz + 150v waz
+ 15w wxz+ 5v3 wxz + 812wxz + 15 tuw?xz + 8uwrxz + 15 tvw?xz + 15 www?xz + 8v2wixz + 5tw’xz
+5uwxz+Svwixz + 2wz + 38x% 2+ 817 ux?z + 81tz + 3ul Pz + 812wl + 15 tuvx’z + 8uPva’z
+ 81v2x% 2+ 8uv x4 3v3 2z + 82 wxPz 4+ 15 tuwx®z + 8 uPwx’z 4+ 15 tvwx’z + 15 wvwx’z + 812 wx’z
+ 8twx?z + 8uw?x’z+ 8wz + 3wz 4 312 2+ Stu 24 3Pz + 519z 4+ Suv’ 7+ 312

+ 5wz Suwx 2+ Svwd 2+ 3wz 20t s 2wtz 2tz 2wt 0z 4+ 20ty 4 5P uyz

+ 8% yz+ 51l yz+2 u4yz +58vyz+ 1502uvyz + 15tuPvyz + SuPvyz + 8142 yz 4+ 15 tuv?yz + 8 u?v2yz
+50°yz + 5w yz + 2vyz + 53wyz + 152 uwyz + 15t wyz 4+ Sudwyz + 152vwyz + 30 tuvwyz
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+ 15uPvwyz + 1502 wyz 4+ 15uv?wyz + 5v3wyz + 812w?yz + 15 tuw?yz + 8 uw?yz + 15tvwyz

+ 15uw?yz + 8V wlyz+ 5twiyz + Suw’yz + 5vwlyz 4+ 2whyz + 52 xyz 4+ 152 uxyz + 15 tu*xyz

+ 51 xyz+ 1512 vxyz 4 30tuvxyz + 15u?vxyz + 150v2xyz 4+ 15uvxyz + 5v3xyz + 152 wxyz + 30 tuwxyz
+ 15 uwxyz 4 30tvwxyz + 30 uvwxyz + 15v2wxyz + 15 tw?xyz + 15uw’xyz + 15vw?xyz 4+ Swixyz

+ 812x%yz 4+ 15 tux?yz + 8uxyz + 15 tvx®yz + 15uvx’yz + 8V2xyz + 15 twx?yz + 15 uwx®yz + 15vwa’yz
+ 8wz 4 513 yz + Suxlyz + 5vyz + Swalyz + 2xtyz + 367y 2+ 812uy’ s + 81y 2 + 3uby’z

+ 812wy 2+ 15tuvy’z + 8uP vy’ z + 812 y?z + 8uv?y? 2+ 3v Pz + 82wyl z + 15 tuwy’z + 8uPwy’z

+ 150vwy?z 4+ 15uvwy?z+ 8vV2wy?z 4+ 81wy z + 8uw?y?*z 4+ 8 vw?y?z + 3w y?z + 812 xy* 2 + 15 tuxy’z
+8ulxy’z+ 151vxy’z+ 15uvxy’z + 8v2xy*z + 15 twxy’z + 15 uwxy®z + 15 vwxy?z + 8 w?xy*z + 81x°y%z
+ 8ux?y?z + 8va?y 2+ 8wxty? 2+ 3%y 2 + 312y 2+ Stuy s+ 3uPy P+ Stvy iz + Suvy’ 2+ 3vy
+5twy s+ Suwy s+ 5Svwy 2+ 3wy 2+ Sty z - Suxy 2+ Svxy s+ Sway’ 2+ 3%y 2+ 20yt
+F2uyz+2vy s 2wyts 4+ 2xy e H Y0z 200 3P u + 6123 30l 4+ 2ut P £ 35
+812uvz? + 811Pve? + 31PvZE + 612V 2 + 81uv? 2 + 6uP VI + 3072 + 3w + 20 2 4+ 33w
+812uwz? + 81l wz? + 31wz + 812vwz? + 15tvwxz® + 3uy’2? + 3uw? + Swxyz® + 2uv?

+ 15tuvwz? + 8uPvwz? + 81vPwz? 4+ 8w wz + 3v3wz? + 6 2w? 2 + 8tuw? 2 4+ 6u*w? 2 + 8tvw?Z?
+8uvw?2 + 6v*W? 430w 4 3unw’ + 3vw e + 2w 4+ 38727 4 817 uxz? + 8tuPxg® 4+ 3ulxz?
+ 81%vxz? + 15tuvxz? + 8uPvxz? + 81v*xz> + 8uv?xz® + 3v3xz? + 812wxz® + 15 tuwxz® + 8uPwxz?

+ 15uvwxz? + 8V wxz? + 8tw?xz? 4+ 8uw’xz® + 8vw?xz? + 3w xz? + 61°x%° 2> + 81ux’z> + 6 u*x*z?

+ 81vx?2? 4+ 8uvx® 2 + 6v2x2 2% + 81wx?? 4+ 8uwx’Z? + 8vwa? + 6w’ + 313 4+ 3ux’ s
+3v32 43w + 2042 4+ 313y + 81%uyZ? + 8tuPyZ? + 3uly? + 812vy? + 15tuvyz® 4 8uvyz?
+ 81V y7% + 8uvyz® 4 3V y2? + 812 wyz? + 15tuwyz? + 8uPwyz? + 15tvwyz? + 15uvwyz® + 8v2wyz?
+ 8tw?yz? + 8uw?yz? + 8vw?yz? + 3wyz? + 81%xyz? + 15 tuxyz* + 8uPxyz® + 15tvxyz® + 15 uvxyz?
+8v2xyz? + 15twxyz? + 15uwxyz® + 15vwxyz> + 8wxyz? + 81x%yz> + Sux’yz? + 8vx?yz> + 8 wx’yz?
+ 3x3yz2 + 6t2yzz2 +38 tuyzz2 +6 u2y222 +38 tvy222 +8 uvy212 +6 vzyzz2 +38 twyzz2 +2v27 21wzt

+ 8uwy?z? + 8vwy? 22 +6w?y? 2% + 81xy% 2% + 8uxy’Z? + 8vxy? 2% + 8wxy? 2 + 6x°y2 % + 31372

+30 2 43wy 2 430 2+ 2y P 428383 4 30%u + 31 + 202 + 312 + Stuv + 3uPv
+30°2 43w + 2032 437w+ Stuwz +3uPwz® + 5tvwz + Suvwz’ +3vPwz + 3w

+ 3w 2w 430708 + Stuxz® 4+ 3uPxz® + Stvxz® + Suva® + 3v2xz® + Stwxz® + Suwxz®
+5vwaz® + 3wz + 3172 + 3ux’ 43w 43w +25° + 312y + Stuy + 30y

+ 5ty +5 uvyz3 +3 vzyz3 +5 twyz3 +5 uwyz3 +5 vaz3 +3 wzyz3 +5txy2 +5 uxyz3 + 5vxyz?
+3x%y2 +30y°2 +3uy* 2 + 3022 3wy 2 + 30782 + 2932 + 2822 + 21ut + 2P + 200t
+2uwz + 2wzt + 2w + 207 + 2uxzt + 2vxt + 2wt + 222 4+ 2092t + 2uyt + 2vyt + 2wyt
+ 2xyz4 + 2y2z4 +12 Y u? +v +wp +x2 +yZ5 +2°
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