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Abstract

Let us start with a bit of irrational numbers history. The notion of irrational number early appeared
in geometry. Ancient Greeks realised that rational numbers did not complete the whole straight line.
Perhaps, the first one to verify it was the Greek Pythagoras of Samos (sixth century B.C.), who was
famous because of his achievements in mathematics and philosophy. He noticed that the length of
the hypotenuse of a right-angled triangle whose side length is equal to one could not have a rational
value. Therefore, he deduced the existence of numbers which were unknown until that moment. The
Pythagorean called them incommensurable numbers.

In the first chapter we see the approximation of irrationals by rationals. In order to study that, we
start defining Farey fractions and some of their main properties until we are able to prove Dirichlet, Li-
ouville and Hurwitz’s theorems. In Dirichlet’s theorem the important thing is to understand the relation

An

bl‘l
fastly to zero”, « is irrational. Moreover, we see both some necessary and sufficient conditions for the
irrationality of a number and the irrationality of number e. On the other hand, in Liouville’s theorem we
<

q

between the irrationality of a number and its rational approximation, in this way when ‘Oz — ‘ “tends

see that when the difference ‘Ot — g‘ “tends too fast to zero” (more than f) ), then we prove that & is a
transcendental number.
Finally, Hurwitz’s theorem says that if & is an irrational number, then there are infinite fractions g

1
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theorem, which means that the theorem is not true if we introduce another constant M bigger than /5.

In addition, we see that the constant v/5 is the best possible in Hurwitz’s

such that 0 < )a—g‘ <

In the second chapter we deal with continued fractions. Continued fractions were firstly studied in
the XVII and XVIII century. These fractions were found by chance. At first sight, developing a rational
number as a continued fraction seems to be so easy and without importance, however it turns out that
writing in this way provides us with different points of view in order to solve plenty of mathematical
problems, especially in number theory.

The aim is to know how to find the first terms and the first convergents of the continued fraction
of a given number . The convergents give somehow the best approximation by rationals, which allows
improvements in Dirichlet’s theorem in diophantine approximation.

In this chapter, we start with the Euclidean algorithm and we use it to build the expansion of any
number by continued fractions. Studying uniqueness, we notice that any fixed rational number can only
be showed as two simple continued fractions, [ag,ai,...,aj—1,a;] = [ag,a1,...,aj—1,a; —1,1]. After
this, we introduce two sections which refer to infinite continued fractions and to irrational numbers.
Both of them are very much related because any infinite continued fraction defines an irrational number
and vice versa, the continued fraction of an irrational number is infinite. In these sections we add
some properties which we will use to prove the main theorem of the chapter. This main theorem is
compounded by several results of an infinite simple continued fraction’s convergents. To some extent,
this is a constructive, quantitative version of Dirichlet, Liouville and Hurwitz’s theorems.

To finish this chapter, we concentrate on periodic continued fractions and we see that any periodic
simple continued fraction is a cuadratic irrational number, and conversely. This result together with the
third chapter allow us to see that the number e is not a cuadratic irrational number since its continued
fraction is not periodic.

The third and last chapter is devoted to the number e. Let us start again with a bit of the history of
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v Capitulo 0. Abstract

the number e. The number e arises in mathematics almost thirty centuries after number 7, in addition,
its beginning was not geometrical as 7 but analitycal.

This irrational and transcendental number, basis of the natural logarithm, has its first reference with
the Scottish mathematician John Napier in 1614, who introduced it in his work about logarithms. In
the following years there was a lot of progress in logarithms, with mathematicians like Huygens and
Mercator. Nevertheless, the first approximation to the numerical value of e was not through the notion
of logarithm at all. This first value was obtained by Jacob Bernoulli while he was looking for the
solution of the problem of compound interest, he reached the expression e = ’}1_{1010 (1 + %)n He used the

binomial theorem to show that the limit lied between 2 and 3 so we could consider this to be the first
approximation to e. However, the first time that e appears in its own right is in a letter that Leibniz wrote
to Huygens although Leibniz used the notation b for what we now call e. But it was Leonhard Euler
who introduced the number as e into the mathematic community. The letter e does not come from the
first letter of its name, it is more likely that it comes from the word exponential, but it may come from
the next vowel after a because Euler was already using the notation « in his work. Whatever the reason,
the first appearance of e was in a letter that Euler wrote to Goldbach in 1731. Yet, it was in 1748 when

Euler proved that e = Y, nl, Years later, Euler also developed the continued fraction of e and he was
L

the first to prove its irrgtionality. Though in 1873 Charles Hermite proved its transcendence.

Once we have seen the importance of this number, in this work we develop the continued fraction
of e, which is infinite so as a consequence e is irrational, and as it is not periodic e is not a cuadratic
irrational number, as we have mentioned before. Finally, we prove that e is transcendental using some
previous lemmas.
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Capitulo 1

Aproximacion por racionales

El concepto o la idea de nimero irracional aparecié pronto en la geometria. Los antiguos griegos
observaron que los nimeros racionales no completaban la recta. Quizds el primero en constatarlo fue
el célebre filésofo y matemadtico griego Pitdgoras de Samos (582 a.C. — 507 a.C.), quien estudiando
un tridngulo rectdngulo con catetos de longitud uno, observé que la longitud de la hipotenusa de dicho
tridngulo no podia tener un valor racional. Con esto dedujo la existencia de unos nimeros hasta entonces
desconocidos. La Escuela Pitagérica llamé a dichos nimeros inconmensurables. Atin hoy en dia sigue
habiendo niimeros como la constante de Euler-Mascheroni, ¥, que no sabemos si es racional o irracional.

En este capitulo utilizaremos principalmente resultados de [1], [2] y [6].

1.1. Teorema de Dirichlet

1.1.1. Resultados previos

Vamos a construir una tabla de la siguiente manera:

En Ia primera fila escribimos (1) y } Para n = 2,3,... escribimos la fila n copiando la (n — 1) en
orden pero insertando la fraccién Zi; entre dos fraccmnes consecutivas ; y 5 de la fila n — 1 siempre
que b+d < n,

Por e]emplo para la primera: como 1+ 1 < 2 insertamos % entre 2 Ty % y asi obtenemos la se-

1+1
gunda fila: 9 1> 2, 1 . Siguiendo de esta manera, la tercera (n=3) fila queda 1> %, %, %, % Sucesivamente, las

primeras cinco filas de la tabla son:

—O =IO =IO =IO —IO
—

Bl— B—

W= W= W=

PI—= NDl— Nl— D=

WY WINY W

ENTRENNIN

—_l— mm == = e

3 4
5 5
Los elementos de la tabla se llaman fracciones de Farey. Los elementos que pertenecen a la fila n-ésima
se dicen de orden n.

o2 S c . . L a .o ¢
Proposicion 1.1. Si § y 5 son fracciones consecutivas en la fila n-ésima, con 3 a la izquierda y 5 a la
derecha, entonces cb —ad = 1.

Demostracion. Por induccién. Es cierto para n=1. Supongamos que es cierto para la fila n — 1. Cua-

lesquiera dos fracciones consecutivas en la fila n van a ser de una de las siguientes formas: §, 5 0 7,

Zifi 0 Zig 5 donde 7 y 5 son dos consecutivas en la fila anterior. Entonces por hip6tesis tenemos que
chb—ad=1,(a+c)b—alb+d)=cb—ad=10c(b+d)— (a+c)d =cb—ad =1.Y queda probado

por induccién. O
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Observacién: con este resultado hemos visto que la fraccion § es irreducible. Por lo tanto, todas las
fracciones de Farey son irreducibles.

Proposicion 1.2. Sean 7 y 5 dos fracciones de Farey de orden n consecutivas. Entonces b+d > n+ 1.

Demostracion. Lo hacemos por induccién. Es claro que para n = 1 las dos posibles fracciones de Farey
son % y % luego 141 > 1+ 1. Ahora supongamos cierto para n.

= Caso 1: 7 y 7 estaban ya en la fila n — 1, entonces b +d > n+ 1 porque por construccion, si

b+d < n, tendriamos que haber puesto la fraccién intermedia Ziﬁ, en la fila n.

= Caso 2: % 0 § no estaban en la fila n — 1, entonces una de las dos al menos es nueva en la fila n,
entonces por induccién, b >nod > n,porloque b+d > n—+1. O

Corolario 1.1. Las fracciones nuevas que aparecen en la fila n de la tabla de Farey son de la forma

Pero lo que no estd demostrado es que en la fila n aparezcan todas las fracciones irreducibles 7. El
siguiente resultado demuestra que si:

Proposicion 1.3. Todas las fracciones irreducibles 5 con 0 < x < n aparecen en la fila n de la tabla de
Farey.

Demostracion. Sea 3 una fraccién irreducible, n € N, x € N, 0 < x < n. Por construccién, no puede
estar en la fila n — 1 de la tabla, asf que existirdn dos fracciones consecutivas 7 y 7 enla filan—1 de

modo que 3 < 7 < 5. Queremos probar que ; = ZJ%Z; si esto es asf, = apareceré como nueva fraccién en

lafilandela tabla de Farey. Supongamos, por ejemplo, que Zj:; <3 . ;elcaso 7 < “:[Z es completamente

andlogo. La figura refleja esta situacion, salvo que podria ser ZLCI =Z,
a <
b d
| | | |
w w w w
atc X
b+d n

Sabemos, por la proposicién 1.2, que b+d > n, ya que 3 y 7 son consecutivos en la filan — 1 de la tabla
de Farey. Ademads,

c a bc—ad 1

d b bd  bd

segtn la proposicién 1.1. Luego
X a+c at+c a
bd ‘*_*‘ n b+d| |b+d b
_|en—xd| | |x(b+d)—n(a+c)| n |b(a+c) —a(b+d)|
dn n(b+d) b(b+d)
1 € 1

>

Zdn  nbtd) T hbra)
donde € = |x(b+d) —n(a+c)| € Z, € > 0. Para llegar al ultimo paso hemos usado que |cn — xd| es
un entero no negativo que no puede ser 0 y que |b(a+c) —a(b+d)| = 1, segtn la proposicion 1.1.
Quitando denominadores, resulta

n(b+d) > b(b+d)+ebd +dn,

de donde
n>b+d+ed.

Puesto que b+d > n'y € > 0, necesariamente debe ser b +d = n, € =0y, finalmente, ; = %, como

queriamos probar. O
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Acabamos de ver que la definicién de fracciones de Farey propuesta (que es la de [6]) es la mis-
ma que si afladimos en la fila n todas las fracciones irreducibles con denominador hasta n (que es la
definicién de [3]).

Proposicion 1.4. Si { y 5 son fracciones de Farey de orden n tales que no existe otra fraccion de Farey
de orden n entre ellas, entonces:

‘a a—{—c‘ _ 1 < 1
b b+dl  bb+d) ~ bn+1)
y
c atc| 1 < 1
d b+dl db+d) ~ dn+1)
Demostracion. Tenemos que
atc| lad—bc| 1 1

a
}Z “b+d| bb+d)  bb+d) ~ bn+1)
por la proposicién 1.1 y la 1.2. El segundo caso se prueba igual. O

Proposicion 1.5. Si n es un entero positivo y x es real, existe un niimero racional 3 tal que 0 <b <ny

a 1
‘x— E‘ S BT
Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que 0 < x < 1. Consideramos el conjunto
de todas las fracciones de Farey de orden n y todas las fracciones del tipo Zi; descritas en la proposicién
1.4. Para cualesquiera fracciones de Farey § y § el nimero x estard entre ambas o serd igual a alguna

de ellas, y por tanto, intercambiando 7 y 5 si fuera necesario, podemos decir que x estd en el intervalo

cerrado |7, %]. Entonces, por la proposicién 1.4:
a a a+tc 1
<= < . O
‘x b’ = ‘b btdl = bn+1)
1.1.2. Teorema de Dirichlet
Teorema 1.1. Si x es irracional, entonces existen infinitas fracciones g (irreducibles) tales que 0 <

P 1
x—£ .
‘ q‘<qz

Demostracion. Para cada n = 1,2,... podemos encontrar por la proposicién 1.5 a, y b, tal que 0 <
b,<ny
1 1

<< =

Muchos de los 3* serdn iguales entre ellos pero habrd infinitos diferentes. Ya que si no hubiera infinitos

an
bn

‘x_

distintos, habria solo un nimero finito de valores distintos de ‘x— % ,n=1,2,... Entonces habria entre

n

_

5+ | para algin n, sea n = k. Tendriamos que
n

An
x— %
by

_ Gk
Z’x b

esos valores un valor més pequefio de ‘x

paratodon=1,2,... Pero [x— 7| > 0 ya que x es irracional y podemos encontrar para n suficientemente
bk

grande que

ay
<o)
n+1 bk
Esto lleva a una contradiccién ya que ahora tendriamos:

an

ak‘<‘ < 1 < 1 < ay
xX—— xX—— xX——
bl — byl ~ by(n+1) ~ n+1 by,

‘.D
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La condicion de que x sea irracional es necesaria ya que si x es cualquier nimero racional, podemos
escribir x = £, s > 0. Entonces si ; es cualquier fraccion tal que § # * y b > s, tenemos:

‘ ‘ |rb as]> >1
s bl sb~ b2

Entonces todas las fraciones 7, b > 0 que satisfacen ’x -3

< ,712 tienen denominadores b < sy solo
puede haber un ndmero finito de esas fracciones.

1.1.3. Consecuencias

Proposicion 1.6. Un niimero real x es irracional si y solo si existe una sucesion de racionales %,
n

n=1,2,3... tal que
~(3)
qn
Demostracion.

=) Si x es irracional, por el teorema de Dirichlet existen infinitas fracciones % tales que:
n

o<)

1
<7
qr

0< ’x—&
qn

=) Seax € Q, x—QconQEN y sean Bn * tales que:

0< ‘x _ Pul,
qn
Entonces,
‘ Pn| |PQn*Qpn‘ 1
X——|= >
In Oqn Qqn
porque |Pg, — Opy| es no negativo, entero y distinto de cero. Por tanto, |x — | no es o ( ) porque:
’x_% Pn ‘PQn_Qpn|
T E G | =g 2 = 0 O
- O4n

4dn n

Proposicion 1.7. El niimero e es irracional.

oo

N
Demostracion. Sea la sucesion de racionales % =Y % Por definicién e = Y, % Nos fijamos que

n=0 n=
gy = N/, por tanto multiplicando por N! tenemos que:
PN 1 1
NI (e - —) - + +
qn N+1 (N+1)(N+2)

Como el termino derecho es distinto de cero, llegamos a:

PN 1 1 = 1
0<N! + .
‘ qn TN+ (N + )(N+2 ;N—i—l N
Por tanto hemos llegado a que e—i]’—x :0< ) ya que qN‘ f;}”v’ = /1/ =, por lo que por el

resultado anterior e es irracional. O
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1.2. Teorema de Liouville

En la demostracion de la proposicién 1.6 probamos que si x es un nimero racional entonces )x — g ’ >

C . ., . . . ,
% para cualquier fraccién 5 = x. El teorema de Liouville es una extension de este resultado a los nii-

meros algebraicos.
1.2.1. Teorema de Liouville

Teorema 1.2. Si o es algebraico de orden n, entonces existe alguna constante C(ot) > 0 tal que, para
cualquier fraccion g # o (donde p € 7y q € N), se verifica

Demostracion. Sea o un niimero algebraico y P(x) = a,x" + - 4+ ajx + ap su polinomio minimo. Sea
% € Qcon % # o, Aplicando el teorema del valor medio tenemos que existe & entre qu y « tal que

Como P(a) = 0, tenemos
Tomando valores absolutos,

Como P tiene coeficientes enteros y es de grado #, el valor de P(g) es un numero racional con deno-

minador ¢". Como P es irreducible, P(g) # 0. Por tanto,

P(g)‘ > L1 Luego siguiendo lo anterior, nos
queda:
p p
P@)|a=2| =[P =
q
es decir: :
NI YIPE)l
A
Otra vez, como P es irreducible, no tiene una raiz doble en o, luego P'() # 0. Entonces, para &
suficientemente cercano a o su derivada P'(&) es distinta de cero. Ademds, para ¢ suficientemente
grande y & entre a y la mejor aproximacion racional g aa,|P(&)] <2|P (o).
Por tanto, existe un g tal que para g > go:

}a_g‘ S YIPE)I S 1/@P(a)))
q!™ g q" '

@

Si tomamos C(a) = 1/(2|P'(at)|) ya lo tenemos. O

Corolario 1.2. Los niimeros o que se «aproximan bien» por niimeros racionales, en el sentido de que
para todo n > 1y para toda constante positiva C, existe un racional g tal que

C
o-fl<g
q q"

son trascendentes, es decir, no algebraicos sobre Q.

oo

Corolario 1.3. El niimero oo = ¥, 107" = 0,110001000000000000000001000. .. es trascendente.
1

n=
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Demostracion. Sea
P Al ! |
==Y10" y g=10"
q

Tenemos que

_ Tl = —nl _
‘a CI‘ n:§+110 10(N+])!+(10(N+])!> "

_ 1 - 1 n 1 n 1 14 1 n 1 n
1o+ 1ON+2  joW+2)(v+3) T 10WV+1)! 102 " 103 '

2 2
1ON+D! — gN+T”

<

Ahora, dados n'y C como en el corolario anterior solo hay que elegir N tal que -2 < &, es decir,

Q

% < 10V (N+1-n) Ppor el corolario, & es trascendente. OJ

1.3. Teorema de Hurwitz

El teorema de Hurwitz que vamos a ver ahora no mejora el orden de aproximacién cuadratico del
teorema de Dirichlet, pero da mas precision al resultado.

1.3.1. Resultados previos

Lema 1.1. Si x e y son enteros positivos, entonces no pueden darse a la vez las siguientes dos desigual-
dades:

1> 1 (1+1>
xy T /5\x2 0 y2

1 1 /1 1
> 3 )
X(x+y) T V5N (x4y)?
Demostracion. Las dos desigualdades se pueden escribir como:

V5xy >y 22, V5x(x+y) > (x+y)* +22

Sumando ambas desigualdades, tenemos que v/5(x? 4 2xy) > 3x% + 2xy + 22, asf que 2y? — 2(V/5 —
Dxy + (3 — v/5)x> < 0. Multiplicando esto por 2, resulta 4y> —4(v/5 — Dy + (5 —2v/5+1)x> <0,
(2y — (v/5 —1)x)? < 0. Esto es imposible para enteros positivos x e y ya que v/5 es irracional. O

1.3.2. Teorema de Hurwitz

Teorema 1.3. Si & es irracional, entonces existen infinitas fracciones 5 tales que

0<(5——‘< (1.1)

Vag

Demostracion. Sea n € N. Existen dos fracciones consecutivas 7 y 7 en la sucesién de Farey de orden
a [ atc a+tc
n tales que § < & < §. Entonces 0 & < {5 0 & > (9.
Casol: € < Z*C Supongamos que:

1 a+c 1 1

b2/5’ brd S Z s "€>d2\f

5_7> (b+d)>/5  d
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Sumando las desigualdades obtenemos:
c_ag 1 n 1 atc a S 1 n 1
d b~ d2/5 b5  b+d b7 (b+d)?2V/5 V5

Entonces, teniendo en cuenta la proposicién 1.1,

1 _cb-ad _c _ag 4L01 L)
bd  bd —d b~ 5
’ 1 b—(b
:(a+c) —(+d)azi(i+ 1 )
b(b+d) b(b+d) V3\B2 " (b+d)?

Estas dos desigualdades contradicen el lema anterior. Por eso al menos una entre 7, 7, Zifl servira como

% en este caso.

CasoII: £ > ZLC[ Supongamos que:

a 1 a+c 1
— > — > , ——&>
. b~ 125 . b+d = (b+d)2V/5 d :

Sumando como antes obtenemos:

d2f

c_ag 1 n 1 E_a+c> 1 n 1
d b~an5 Vs d b+d” a5 (b+d)2/5

lo que también contradice el lema 1.1, por lo que otra vez una entre 3, 5, Ziﬁz servird como ’Z

Hemos probado la existencia de algtin % que satisface la condicién (1.1). Este g depende de nuestra

atb
c+d’
Farey de orden n,y § < & < §. Usando la proposicién 1.4 vemos que:

e-2] <[5

Queremos establecer que existen infinitas 2 ; que cumplen (1.1).

eleccion de n. De hecho, S €s0 5050 donde 7 y 5 son fracciones consecutivas en la sucesién de

‘_’ a—+c at+c a 1 n 1 < 2
d b+d b+d b d(n—|—1) b(n+1) — n+1

Supongamos que tenemos un que satlsface (1.1). Entonces ‘5 es positivo, y podemos elegir

n>2/‘§

g que satisface (1.1) y, tal que

e-bl<

Esto prueba que % #* %, luego existen infinitos ndmeros racionales g que cumplen la condicién (1.1).
O

<le-Gl

n+1

(Podemos mejorar el teorema anterior? Es decir, ;podemos sustituir v/5 por una constante mds
grande? Terminamos este capitulo viendo que no.

Proposicion 1.8. Sea ¢ = 1%6 (es decir, el niimero dureo) y sea M un niimero real positivo. Entonces:
» Si M > /5, solo puede existir una cantidad finita de racionales g tales que
‘(P B 7‘ Mq

n SiM > 3+‘[ , no hay ningun racional que cumpla la desigualdad anterior.
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1+\f 1- f 2

2 , por tanto: x~ —x —

Demostracion. Tenemos el polinomio x“ —x — 1 = 0 cuyas raices son

1= (x —1%[)( 1= \f) Para enteros p,q con g > 0,

p 1+V5)p 1+V5 P p P —pg—q*| _ 1
o# 8- L - |- |- P
q 2 g 2 7 q q° q?

Esta tltima desigualdad se debe a que |p? — pg — ¢*| es un entero no nulo. Luego

(-1

: ‘
q* " lq
En resumen tenemos que:

p‘ 1 1 1 (1 ) 1
s = < —— ([ V5) = M < — 405
‘(p o <37 7 < W Mq2+f <Mq2+\f

Si existen infinitos racionales 2 g que cumplen ‘q) — f‘ < es inmediato que corresponden a infinitos

M Mda2®
valores de ¢, de donde M < \f 5. Por tanto, si M > /5 no existen infinitos ¢ cumpliendo esa condicién,
luego es una cantidad finita.

Para la segunda parte, si existe al menos un g con g > 1, entonces M < i ++/5, es decir, M? —

V/5M — 1 < 0y de aqui también es inmediato que M < 3+\f . Por tanto, hemos visto que si M > 3*‘[
no hay ningtin racional. D



Capitulo 2

Fracciones continuas

Las fracciones continuas se empezaron a estudiar en el siglo XVII y XVIII. Estas fracciones se
encontraron por casualidad. A primera vista, desarrollar un racional en la forma de una fraccién con-
tinua parece lo mas simple y menos significante, sin embargo resulta que escribirlo de esta manera
proporciona distintos puntos de vista en muchos problemas matematicos, en especial en los de teoria de
ndmeros.

En este capitulo veremos por ejemplo en el apartado d) del teorema principal que el convergente
es la mejor aproximacién a & por todas las fracciones racionales con denominador Q,, 0 menor.

Antes de empezar con el tema, vamos a mostrar como ejemplo algunas de las posibles aproxima-
ciones del nimero 7 usando su fraccidén continua. Como se conocen mas de 22 billones de cifras de 7,
cogemos las primeras, asi 7 = 3,141592654 ...

Entonces,

b
On

1 1 22

062513305 7 7

Esta aproximacién a 7 es bastante Util debido a su gran simplicidad. El error es menor que 0,0013.
Abhora, afinando un poco mds,

7w =3,141592654... =3

1 1 1 16 355

d +7 1 +7 1 +7 1 3T 13
+ 15,96695945 . .. * s 1 * s 1
+ 1,003417099..... 1

Esta conocida aproximacioén de 7 es bastante buena ya que el error que cometemos es bastante
pequeiio (del orden de 10~7). Ademas el numerador y denominador son niimeros sencillos.
En este capitulo utilizaremos resultados de [4], [6], [7] y [8].

2.1. Fracciones continuas

2.1.1. Algoritmo de Euclides

Dada cualquier fraccién racional z—? con (ug,u;) =1y u; > 0, aplicamos el algoritmo de Euclides y
obtenemos:

Ug = uiag + uy, 0<up <uy;

u| = upay + us, 0 <uz <up;

Up = usdy + Uy, 0 < uy < us; 2.1
Uj—| =ujaj1+uji, 0<uj+1<uj;

Uj=ujp1d;j.
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Ui
i+l

Si escribimos &; en lugar de -
pueden poner como:

para todos los valores de i entre 0 < i < j, las ecuaciones (2.1) se

1
éi:ai‘f‘aa 0<i<j-—1; Si=aj 2.2)
L

Si cogemos las dos primeras ecuaciones para i = 0 e i = 1, obtenemos:

1
&y =do+——
a1+5

De aqui, sustituimos &, por su valor en (2.2) y continuamos reemplazando &3,&, ... para obtener:

1
D gy =ap+ 2.3)
U 1

ay+

a +

asz +
3 1

_l’_4 i
aj-1+g;

Este es el desarrollo en fraccion continua de & o de Z—? Los enteros a; se llaman cocientes parciales.
Por construccién tenemos que Z—‘l’ tiene denominador u; positivo, pero no podemos suponer lo mismo
para ug. Entonces, ag puede ser positiva, negativa o cero. Sin embargo, como 0 < uy < u; deducimos
que el cociente a; es positivo y de manera similar, a;,as, .. .,a; son enteros positivos. En el caso j > 1,

tenemos que a; = = y 0 <uji1 <ujimplicaque a; > 1.

Uj+1
Usaremos la notacion [ag,ay,...,a;| para referirnos a la fraccion continua (2.3). En general, si
X0,X1,...,X; son nimeros reales, todos positivos excepto quizas xo, escribiremos
1
[x0,X1,...,xj] =x0+ 0
X1+
1
X2+ "
X3+
1

. + — i

Xj-1+ 5

Una fraccién continua se dice simple si todos los x; son enteros. Las siguientes expresiones pueden
resultar ttiles:

1 1
[xo,x1,...,x;] = xo0 + ] - [x‘)»xl, ey Xj2,Xj1+ ;] '

[xl,...,xj j

2.1.2. Unicidad

Vemos que por ejemplo la fraccién % se puede desarrollar como fraccién continua como % =
[2,3,7]. Sin embargo también se puede expresar como [2,3,6, 1], pero resulta que son las dos unicas
representaciones posibles de % En general, cualquier fraccién continua simple tiene una forma alter-

nativa:
Uuo
171 = [ag,a1,...,aj-1,a;] = [ag,a1,...,aj—1,a;—1,1]. 2.4)

El siguiente resultado establece que solo hay dos desarrollos de un nimero racional en fraccién simple:

Teorema 2.1. Si [ag,ay,...,a;] = [bo,b1,...,b,), donde estas fracciones continuas finitas son simples,
ysia;j>1yb,>1, entonces j=nya;=b;parai=0,1,...,n.
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Demostracion. Escribimos y; = [b;,biy1,...,by| y observamos que:
= [bi,b b, = b; + ! =b;+ ! (2.5)
Yi irYi+1y-+-5Un i [le,sz,“"bn] i )’i+1. .

Entonces tenemos que y; > b; e y; > 1 parai =1,2,...,n— 1; ademas, y, = b, > 1. Consecuentemente,
bi = [yi] con 0 < i < n. Si definimos &; = [a;,a11, .. .,a;], entonces llegamos a que a; = [§;], 0 <i < j.
En particular, by = [yo] = [§o] = ao

Esto nos da el comienzo de la demostracién por induccién. Ahora supongamos que & =y; y a; = b;
para algdn i y demostremos que &1 = yi+1 Y air1 = b;y1. Para verlo, usamos las ecuaciones (2.2) y
(2.5) y sus andlogas con &; para escribir:

1 1
? =& —ai=yi—bi=— = &1 =yir1 = a1 = [Gir1] = ir1] = bin
i+

Debemos probar que las fracciones continuas tienen la misma longitud, esto es j = n. Supongamos
que j < n. Por el argumento anterior tenemos que §; = y;, aj = b;. Pero §; = aj e y; > b; por (2.5),
y por tanto tenemos una contradiccion. Si hubiésemos supuesto que j > n, habriamos llegado a una
contradiccién de manera simétrica, y por tanto, j = n y el teorema esta probado. O

Teorema 2.2. Cualquier fraccion continua finita simple representa un niimero racional. Reciprocamen-
te, cualquier niimero racional se puede expresar como una fraccion continua finita simple, exactamente
de dos maneras.

Demostracion. La primera afirmacion se puede probar por induccién en el nimero de términos de la
fraccion continua, usando la férmula

1

lag, a1, . ..,a;] :ao+m'

La segunda afirmacién se sigue del desarrollo de Z—? en una fraccién continua finita simple de la seccién
2.1.1, junto a las ecuaciones (2.4) y (2.1). ]
2.1.3. Fracciones continuas infinitas

Sean ag,aj,as, ... una sucesion infinita de enteros, todos positivos salvo quizds ag. Definimos dos
sucesiones de enteros {P,} y {Q,} inductivamente como sigue:

P,=0, P1=1 PF=aPF,+PF, parai>0; (2.6)
Qo=1, 0.1=0, 0i=aQi-1+Qi> parai>0.

Observemos que Qg = 1, 01 =aj, asique 1 = 0y < 01 < 03 < Q3 < -+ < 0 < ...

Teorema 2.3. Para cualquier niimero real positivo x,

xB 1 +P, >

aog,adly...,.dp_1,X| —= —— —.
[ Y e ] xanl + Qn72
Demostracion. Sin =0, el resultado hay que interpretarlo como

xXP_1+ P,
xX=—=
xQ_1+0-

lo cual es verdad por las ecuaciones (2.6). Sin = 1, el resultado es

xPy+P_y
[QO,X] = S 4
xQo+0-1
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lo cual se puede comprobar con (2.6) y el hecho de que [ag,x] = ap + i
Establecemos el teorema en general por induccidn. Suponiendo que el resultado se cumple para
[ao,ai,...,a,—1,x], vemos que:

[ao,ai,...,an—1,a,,x] = [ao,al,...,an,l,an—i—ﬂ
_ (an—i_%)Pfl—l +P2
(an"i_%)Qn—l +Qn—2
_ x(anPnfl‘i'Pan)“‘Pnfl _ xP,+ P,
x(ananl + Qn72) +0On-1 XQn + On—1 ’

Teorema 2.4. Si definimos r, = |ap,ay,...,a,| para todos los enteros n > 0, entonces r, = IQJ—".
n

Demostracion. Aplicamos el teorema 2.3 con a, en vez de x y entonces con las ecuaciones (2.6) llega-

mos a:
_ _ anbPr—1+ Py . Py
rn = [ag,ai,. .., an)

=_ne o Tnel TR O
anQn—l + Qn—Z Qn

Teorema 2.5. Para todo i > 1 se cumplen las siguientes ecuaciones:

(=1

PQi1—P1Qi=(-1)"" y r—ri= 010, parai>1;
j —1)a; ,
PO —PaQi= (—\)ia; vy rimria= D9 isa
0i0i >
La fraccion g es irreducible, esto es, (P;,Q;) = 1.

Demostracion. Las ecuaciones (2.6) implican que PiQg — PoQ; = 1. Continuando la demostracién por
induccioén, suponemos que P,_1Q;—» —P_2Q;—1 = (—1 )"*2. Otra vez usamos (2.6) para obtener P,Q;_| —
P_10i = (aiP—1 +P—2)0i-1 — P1(aiQi-1 + Qi-2) = —(P—1Qj—> — P20i—1) = (—1)'~'. Esto prueba
el primer resultado del teorema. Dividimos por Q;_Q; para llegar al segundo resultado, la férmula para
ri —ri—1. Ademas, la fraccion & es irreducible ya que cualquier factor de P, y Q; es también un factor
de (—1)=1,

Las otras formulas se pueden derivar de la misma manera de (2.6), aunque en este caso no se necesita
induccion. Qi — F2Q; = (aiPi—1 + Pi-2)Qi—2 — Fi2(aiQi—1 + Qi—2) = ai(Pi-1Qi-2 — Fi20i—1) =
(—1)'a;. La igualdad final se puede obtener dividiendo por Q;»0Q;. ]

Teorema 2.6. Los valores r, definidos en el teorema 2.4 satisfacen la cadena infinita de desigualdades
N <nNn<n<rg<---<rm<<rs<ry<ri.

Demostracion. Las igualdades del teorema 2.5 parar;—r;_1y rj—r;_ implican que rp; <7rjy2,r2j-1 >

rjt1y r2j < r2j—1 ya que los Q; son positivos para i > 0y los a; son positivos para i > 1. Entonces

tenemos ro < rp <r4 < -y ry >r3>rs>---. Para probar que ry, < r2;_1, ponemos los resultados
anteriores juntos de la forma:

ron < 1opg2j < Fopg2j—1 < 12j-1. ]
La sucesién rg,r,r4,... €s mondtona creciente y estd acotada superiormente por r; por lo que tiene
limite. Anédlogamente, la sucesién ry,r3,7s,... €s mondtona decreciente y estd acotada inferiormente

por ry, por lo que también tiene limite. Estos dos limites son el mismo ya que, por el teorema 2.5, la
diferencia r; — r;— tiende a cero cuando i — o ya que los enteros Q; aumentan con i.

Estos teoremas sugieren la siguiente definicion.
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Definicion. Una sucesién infinita ag,a;,as, ... de enteros, todos positivos salvo quizés g, determina
una fraccion continua infinita simple [ag,a,,az,...]. El valor de [ag,a1,a,...] se define como
l}g{}o[ao,al,az,...,an].

Teorema 2.7. El valor de cualquier fraccion continua simple infinita [ap,a,az,...| es irracional.
Demostracion. Escribiendo 6 = [ag,a;,az,...] vemos por el teorema 2.6 que 6 se encuentra entre r,, y

i1, asique 0 < |0 —r,| < |ry41 — ry|. Multiplicando por Q,, y usando el resultado del teorema 2.5 que
nos dice que |11 — 7| = (0nQni1) ", tenemos:

0<10,06—-P,| < .
‘ | Qn+l

Los enteros Q, aumentan con n, luego de la proposicién 1.6 se deduce que 0 es irracional.

2.1.4. Numeros irracionales

Si comenzamos con un nimero irracional £ = &, podemos desarrollarlo en una fraccién continua

infinita simple. Para hacer esto, definimos ag = [&], & = éoido y luego a) = [&], & = élial y por

recurrencia tenemos:

ai = (&), 5m=élw

Los a; son enteros por definicién y los &; son irracionales ya que &; es irracional por (2.7) y el hecho de
que & lo es, & lo es por serlo & y asi sucesivamente.
Ademés, a; > 1 parai > 1 yaque a;—1 = [§_1] y el hecho de que &;_; sea irracional implica que
1

‘Si—l — a1

2.7)

a1 <& 1<l+4aiq, 0<&1—ai 1<, &= >1, a=[§]>1
Luego repetimos (2.7) en la forma & = a; + 51? hasta obtener:

5:@=%+é=m@u

= o+ 2] = a2

1
= [a07a1a---7an—2aan—l +*] = [ag,ai,...,an—1,8n]-
Sn
Esto sugiere pero no establece que & es el valor de la fraccion continua infinita [ag,a1,az, . ..] determi-
nada por los enteros a;. Para probar esto usamos el teorema 2.3 para escribir:
énPnfl + Pn72
= 40,415 --,dn—1, =T A A (28)
6 [ " gn] énanl + Qn72
con P; y Q; definidos como en (2.6). Por el teorema 2.5 obtenemos:
o Pi-1 o énPn71+Pn72 Pi-1
g —Ih-1= ‘S - = -
anl énanl + Qn72 anl
_ _<Pn—1Qn—2_Pn—2Qn—l) . (_l)n_l (2.9)

Qn—] (‘gnQn—l + Qn—2) Qn—l (gnQn—l + Qn—Z) )
Esta fraccion tiende a cero cuando n tiende a infinito porque los enteros O, aumentan de valor con n 'y
&, es positivo. Entonces & — r,,_ tiende a cero cuando n tiende a infinito y con la definicién de fraccién
continua finita simple:

& = lim r, = lim|ag,ay,...,a,] = |ao,a1,az,...].
n—soo n—soo

Resumimos los resultados de las secciones 2.1.3 y 2.1.4 en el siguiente teorema.
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Teorema 2.8. Cualquier niimero irracional & solo se puede expresar de una manera, con el procedi-
miento que se sigue en (2.7), como una fraccion continua simple infinita [ag,a;,az, . ... Reciprocamente,
cualquier fraccion continua simple infinita determinada por los enteros a; (que son todos positivos para
i > 0) representa un niimero irracional, . La fraccion continua simple finita [ag,ay,...,ay| tiene un
valor racional %, y se llama n-ésimo convergente de &. Las ecuaciones (2.6) relacionan P; y Q; con
a;. Paran=0,2,4,... estos convergentes forman una sucesion mondtona creciente con & como limite.
De manera similar, para n = 1,3,5,... los convergentes forman una sucesion monotona decreciente
que tiende a &. Los denominadores Q,, de los convergentes forman una sucesion mondtona creciente de
enteros positivos para n > 0.

2.1.5. Teorema principal

En el capitulo 1 en los teorema de Dirichlet y de Hurwitz hemos tratado la existencia de fracciones 5
que se aproximan al nimero irracional &. En el siguiente teorema lo que vemos es la manera de encontrar
esas fracciones a través de los convergentes de las fracciones continuas. Ademds, estas ultimas serdn las
mejores posibles.

Por ejemplo, los apartados a) y g) se refieren al teorema de Dirichlet y a la proposicion 1.6, mientras
que el apartado h) tiene que ver con el teorema de Hurwitz. Por otro lado los apartados b) y c) son el
error relativo y absoluto de los convergentes, que vemos que cada vez es menor, es decir, cada vez nos

acercamos mas al valor de &. Por tltimo el apartado e) nos dice que si n > 1, entonces g es la mejor
n

aproximacion de & entre todos los % con k < Q.
Teorema 2.9. Sea & = [ag,ay,ay, . ..] una fraccion continua simple infinita y sean g Sus convergentes.
n

Se cumplen las siguientes propiedades (donde % denota siempre un racional, con k € N):

1 1 i
(1) 0,0n+2 S Qn(Qn+Q’l+l) < ’é B @

b) [EQui1 — Pui1| < |EQw— Py, ¥n > 0.

P,
c) lé—Qﬁ

1
< QVLQiH—] ’ vn 2 0 '

,Vn > 0.

by
< ‘5—@
d) Sin>0yh+ % tal que |Ek —h| < |EQ, — P,|, entonces k > Qy41.

e) Sin21y’§—%‘<’5—%,entoncesk>Qn.

f) Si ‘5 - %‘ < ﬁ, entonces % = 3 para algiin n > 0.

g) De cada dos convergentes consecutivos de &, al menos uno cumple

1
20;

.

0.1°

(salvo quizds los dos primeros).

h) De cada tres convergentes consecutivos de &, al menos uno cumple

1
V502

<

-2,

Demostracion. a) Para la primera desigualdad tenemos que a; > 1,Vi > 1. En particular, a,,, > 1. Por
tanto:

(2.6)
On+0nt1 < On+an20n11 = Ong2,
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luego,

1 1
< .
QnQn+2 - Qn(Qn + QnJrl)

Para la segunda, sabemos que a,,+1 = [§,+1] y es claro que

1+an+1 > énJrl-

Teniendo en cuenta (2.6), vemos que @, + Qui1 = On+an+10n+ On—1 > E10n + Qu—1. Luego,

1 1
Qn(§n+lQn + anl) ” Qn(Qn + Qn+l) .

Usando (2.9),
‘ £ & _ 1 - 1
Qn Qn(énJrlQnJranl) Qn(Qn+Qn+1)
Para la dltima desigualdad usamos (2.9), (2.7) y (2.6) y tenemos:
B, |29 1 @7 1 (2.6) 1
‘5 - = < = :
On Qn(§n+1 O, + anl) On (an+l O+ anl) 010n+1
b) Usando a) tenemos que:
B |9 1 a) 1 a) P,
Qn - P, :Qn - <Qn < <Qn e B Qn_Pn-
‘5 - —H‘ ! é Qn-H +1Qn+lQn+2 Qn+Qn+1 5 Qn ‘g ‘
¢) Por definicién Q,, < Q,,+1, entonces ﬁ < é:
P, 1 b) 1 1 ’ P,
- = Qn —-B, < Qn_Pn <= Qn_Pn = - -
"é Qn+l Qn+l ’5 ! +l‘ Qn+l |§ | Qn ‘é | ‘);: Qn

d) Suponemos que |Ek — h| < |EQ, — P,| y consideramos las ecuaciones lineales en a y f3:

(xQn+BQn+l = k)
Oan—i—ﬂPn_H :h

Por el teorema 2.5, el determinante de los coeficientes es £1. Por tanto estas ecuaciones tienen solucién
entera @ y B (con Cramer, el denominador es £1). Vamos a distinguir casos,segin los valores de @ y f3.

Sia =0y B =0, nos quedaria que 2 =0y k = 0, lo cual no puede ser. Si & =0y B # 0, entonces
k=PBQu+1ycomo f €Z, tenemos que |B| > 1y se llega a que k > Q,+; y el resultado ya estaria. Si
B=0ya+#0,tenemosque h=aP, yk=00,y

or|>1
[Sk—h| =[§aQn—ab,| = |a||cOn—F.| = |GOn—Fil,

lo cual es una contradiccion con la hipétesis. Por tanto, solo nos queda considerar el caso o« Z0y B #0.
Vamos a proceder por reduccién al absurdo, suponiendo que k < Q,+1. Empezamos probando que ¢ y
B tienen signos opuestos.

Primero, si f < 0 tenemos que oQ,, =k — O, 1, por lo que & > 0 ya que k y Q1 son positivos.
Segundo, si B > 0, entonces, como 3 € Z, k < BQ,+1 y por tanto aQ,, = k — BQ,+1 < 0, de donde
o < 0. Luego, en efecto, o y B tienen signos opuestos.

Ahora por el teorema 2.8 tenemos que £EQ, — P, y £Q,1 — P,+1 tienen signos opuestos y por tanto
o(EQ,—P,) y B(EQu+1 — Pyiy1) tienen mismo signo. Por lo que de las ecuaciones que definen @ y 8
obtenemos:

ék_h:é(aQn‘i‘ﬁQn-H)_(aPn"‘ﬁPn-H) = a(éQn_Pn)+ﬁ(§Qn+l _Pn+l)'
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Como los dos términos de la derecha tienen el mismo signo, el valor absoluto de la suma es igual a la
suma por separado de los valores absolutos, es decir

8k —h| = |0(EQn — Pu)| + |B(EQn+1 —

Po1)| > |o(EQn
Y llegamos a contradiccién, por tanto k > Q41

P)l Z 800 —Fu.
laf>1
e) Veamos que si k < @9, entonces ‘é — ’Tz‘ > ‘é — g > , y por definicién de
convergentes k < 0, < Q1. Por tanto
: &k h> LEQ, - Bl > g0, By
- k A = k Qn Qn Qn n
f) Vale con probar el resultado en el caso (h,k) = 1. Sean
simple de &, y supongamos que %

los convergentes de la fraccién continua
determinan un entero n. Para este n, |§k— h| > |EQ,
Por tanto, tenemos que

no es un convergente Tenemos que las desigualdades O, < k < Q,+1
> — B,| por d).

hlpOt 1
20, pi < gk =[] "E 1.
luego,
1
2an
Como kP, — hQ, es entero, llegamos a

|kP, — hQ,|

e !Qn\

por lo que nos queda que |kP, — hQ,| < 5 +

=1 < 1, es decir, h —

+le 1 n 1
2kQ,, 2k2’

sk [

) Por el teorema 2.8, & estd entre Q” Yo L (esto es porque los convergentes de orden par son una

sucesion creciente y por tanto se acercan a é por la izquierda mientras que los de orden impar forman

By
una sucesion decreciente y se acercan al limite & por la derecha). Por tanto tenemos que

Pn+1 Pn

n+1

ol lg el

Qn-H - @
Si el resultado fuera falso tendriamos que

1

_ ‘Pl’l-‘rlQl’l - Qn-HPn‘
QnQn-‘rl

| P B 1 + 1 040,
QnQn-H Qn-H Qn n 2Q5+1 2Q% 2Q2Qn+1
Y llegariamos a que 20,0,+1 > Qﬁ + Q,th que es lo mismo que (Q,+1 — Qy)* < 0, lo cual es falso
h) Sea 3,1 = Qé;‘ ; por (2.8) tenemos que & = f’lg’l:iig’i sin > 2. Ahora usando (2.9)
‘ ’ _ 1 _ 1
Qn Qn(én-}-lQn"‘Qn—l) Q;%(én-i—l"'ﬁn-i—l).
Ahora vemos que no puede cumplirse
E+B<V5 (2.10)
para tres valores de i consecutivos, i =n—1,n,n+ 1.
Suponemos que (2.10) se cumple parai =n—1 e i = n. Vamos a ver qué pasa con i = n+ 1. Tenemos
que:
_ 1 1 _anl_an 1002+ 0n—3
gnfl =ay1+ 5 y a5 = =
n Bn Qn72

Q2 —n1+Bn1
h—
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Despejando 51 ﬁl , sumando y usando (2.10) parai =n—1:

1

6 ﬁn ‘:n 1+Bn 1<f

- ghs (Vi g ) E-B)=6-V5 (B ).

Entonces 3, + ﬁ < /5y como 3, es un niimero positivo llegamos a 37 — /58, + 1 < 0y la desigualdad
es estricta por ser f3, racional. De la tltima desigualdad se llega facil a que f3, > 3 (\@ —1).
De la misma manera si (2.10) se cumple parai =nei=n-+ 1, llegamos a que g— < V5= Bui1y

que By > 2(\6— 1) y llegamos a:

ﬁn<\f ﬁn+l ﬁn<\ﬁ_(\f5_l):1’

an =

Bn+1

lo cual es falso, por lo que (2.10) no puede darse para tres valores de n consecutivos y se tiene el
resultado. ]

2.2. Fracciones continuas periodicas

Una fraccién continua infinita simple [ag,a1,az,. . .| se dice periddica si existe un entero n tal que
a, = an+, paratodo r suficientemente grande. Entonces una fraccién continua periddica se puede escribir
de la siguiente forma:

[bo,bl,bz,...,bj,d(),d],...,an_1,ao,(11,...,an_l,...] = [bo,bl,bz,...,bj,ao,al,...,an_l]; (2.1])
donde la barra sobre ag,ay,...,a,—1 indica que ese bloque de enteros se repite indefinidamente.

Teorema 2.10. Cualquier fraccion continua simple periddica es un niimero irracional cuadrdtico, y

viceversa.
Demostracion.
—) Escribamos & para la fraccién periédica de (2.11) y 6 para la parte peridica pura, 6 =
[ao,ar, - dn—1] = |ao,ai,...,a,—1, 6]. Entonces por (2.8) tenemos que:
0 — GPn—l +P,
eQn—l + Qn—2 ’

y esto es una ecuacién cuadratica en 6. Por tanto 6 o es un nimero irracional cuadratico o es un nimero
racional, pero esto Ultimo lo podemos descartar por el teorema 2.7.
Ahora podemos escribir & en términos de 6:

Om+m'
= |bo,b1,...,b;,0] = —
é [07 1, yUj, ] 9q+q,7
donde %’ y % son los dos tltimos convergentes de [bg, by, .. .,b;|. Pero 6 es de la forma ¢ +‘[ , y entonces

& es de forma similar ya que, como 0, podemos descartar la posibilidad de que & sea rac1ona1.

<=) Sean & = & cualquier racional cuadratico de la forma & = &y = "t—,‘/g cona,b,c€Z,b>0,c+#
0y b no es un cuadrado perfecto ya que & es irracional. Ahora multiplicamos numerador y denominador

por |c|:
ac+Vbc? —ac+ Vbc? . .. .
———— 0 §=—"5— segun sea ¢ positivo o negativo.
c —c

& =
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__ ac+Vbc?
= e

Podemos escribir & de la forma:

mo+d
q

& =

donde qo|(d —m3), d,mo,q0 € Z,q, # 0y d > 0 no es un cuadrado perfecto. Vamos a obtener una
férmula del desarrollo de la fraccién continua de &y = [ag, a1, az,...].

En primer lugar, empezamos con &y, my, gy como antes, y ag = [&]. Si &, au,qn,m, son conocidas,
entonces cogemos

d —m?

Myl = apqn — My, gpi1 = 7%_17 €n+1 = Gnt1 = [§n+l} (2.12)
qn qn+1

Esto determina sucesiones &,,my,, q,,a, que son, al menos, reales. Ahora usamos induccién para probar
que m, y g, son enteros tales que g, # 0y ¢,|(d — m?2). Esto se cumple para n = 0.
uponemos cierto para el paso n-ésimo y observamos que m,,..; = a,q, — m, €s entero. Entonces la
S rt 1 b 4 q t Ent 1

ecuacion: )
d —m? d—m
+1 2
qn+1 = == L4+ 2a,m, — andn
dn qn

demuestra que g,+1 es entero. Ademds ¢g,+1 no puede ser cero ya que si lo fuera, tendriamos que d =
2

. . d—m
m?_,,, pero hemos dicho antes que d no es un cuadrado perfecto. Finalmente, tenemos que g, = —2+L,
n+1 qn+1

asi que g1 |(d —m?2_,). Y vemos que

g - —anqn +mn+\/;l _ \/g_mn+l _ d— mn+1 — qn+1 _ 1
" " qn qn Qn(\/a+mn+1) \/;i"‘rmn-yl Env1’
que satisface (2.7) y por tanto hemos probado que &y = [ag,ay,az,...] con a, definidos en (2.12).

Por &) denotamos el conjugado de &,, esto es, &, = "= m—Vd Como el conjugado del cociente es igual

al cociente de los conjugados, cogiendo conjugados en (2. 8) tenemos que:

- enPi 1+ Py 2
0 gr,;Qn—l + Qn—2
Despejando para &,, nos queda:

/ P,
‘;;/ _ _Qn72 éO_Qnifzz

n 1 P
anl 60 Qn 1

n2

> — &o. que es distinto de &j, por lo que el
paréntesis anterior tiende a 1 cuando n va a 1nﬁn1t0

Por tanto, para un n suficientemente grande, por ejemplo, n > N, con N fijo, la fraccién del paréntesis
es positiva, y as{ 5’ es negativo. Sin embargo &, es positivo paran > 1y entonces &, — &, > 0 paran > N.
Pero &, — &) = Y% asi que ¢, > O paran > N.

También se s1gue de (2.12) que:

2
qndn+1 = d_mn+1 <d, Gn < qnqn+1 < d,
2 2 =d Vd N
M1 <My +Gndni1 = d, ’mn-‘rl‘ < paran > V.
Como d es un entero positivo fijo concluimos que g, y m,+ adoptan solo un nimero fijo de posibles
valores para n > N. Por tanto, los pares ordenados (m,,q,) pueden adoptar solo un nimero fijo de

posibles pares de valores paran > N, y entonces hay enteros positivos j y k tales que m; =my y q; = gy.
Podemos suponer que j < k, y por (2.12), esto implica que §; = & y:

é() = [ao,al,...,aj,l,aj,ajﬂ,...,ak_]].

Y el teorema queda probado. O
Por dltimo vamos a ver un ejemplo de fraccion continua periddica.
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2.2.1. Fraccién continua de /3.

Para calcular su desarrollo, el primer término ag es la parte entera del nimero, por tanto ag = 1. Se
podria escribir:

V3+1 2 1 1

V3=14+V3-1=1+V3-1- =1+ =1+ =1+
V3+1 V3+1 Y3+l | V3-1 V3+1
2 V3+1
1+ : 1+ : 1+ : 1+ :
: 4 ) 1+ : ) R ) ! o

V3+1 243 1.3+ 2

V3+1 2+ 2+

V3+1 VS

A partir de aqui vemos que vuelve a salir el término @ por tanto la sucesion se vuelve periddica y
llegamos a ver que v/3 = [1,1,2,1,2,...] = [1,1,2].






Capitulo 3

El numero e

Este niimero irracional y trascendente, base del logaritmo neperiano, tiene su primera referencia
con el matemadtico escocés John Napier en 1614. Sin embargo la primera aproximaciéon numérica de su
valor la obtuvo Jacob Bernoulli llegando a la conocida expresién e = r}grolo (1 + %)n Pero fue Leonhard
Euler quien lo presentd como e a la comunidad matemdtica. En 1873 Charles Hermite demostrd su
trascendencia.

Otra propiedad que se conjetura acerca del nimero e es su normalidad: se cree que sus digitos en
cualquier base tienen una distribucién uniforme, es decir todas las cifras tienen la misma probabilidad
de aparecer, y esto mismo para las parejas de cifras, trios, etc.

En este capitulo veremos algunas propiedades, asi como su desarrollo en fraccién continua infinita.
Utilizaremos los resultados de [3], [5] y [8].

3.1. Fraccion continua e irracionalidad de ¢

Antes de empezar con el teorema vemos el valor de e, la base de los logaritmos naturales. Como
sabemos, las primeras cifras decimales de e sone = 2,718281828. ... Desarrollando esta aproximacion
racional como una fraccion continua, encontramos que:

e=1[2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,...],
y entonces conjeturamos que
e=1[2;1,2,1,1,4,1,1,...,2k,1,1,...]. 3.
Teorema 3.1. El desarrollo del niimero e en fraccion continua simple es
e=1[2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,...,1,2n,1,...].
En particular, el niimero e es irracional.
Demostracion. Una vez observado como parece que es la fraccién continua de e, sea:
&E=1[2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,...,1,2n,1,...],

estoes,ap=2,a1 =1yaz_1 =2k, a3x =1y as; =1parak > 0.
La sucesion de los convergentes de & empezaria con:

Ay 2

By 1’ B, 1

A3

y luego continuamos obteniendo:

21
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k 1 2 3

Awcr | 8 | 87 | 1264
By_i | 3 | 32 | 465
Axe 11 | 106 | 1457

By 4 | 39 | 536

Az 19 193 2721

By | 7 | 71 | 1001

Como aszr—1 =2k y a3 =1y a4+ = 1, es claro que los convergentes 2?; : nos darfan las apro-
ximaciones mas eficientes con el minimo esfuerzo. De hecho, podemos encontrar esos convergentes
resolviendo las férmulas recursivas (2.6) solo para estos términos:

Azip1 = 1Az + Az = (Asp1 HAs2) + A1 = 24311 + Az 2 = 2(2kA3 2 +A33) + A3k 2
= (2(2k) + 1)Ast—2 +2A3—3 = (2(2k) + 1)Asp—2 + Asp—3+ (Azk—a +Az—s)
= (2(2k) + 1)Asx 2+ (Asx—3 +As—4) +A3s.
Entonces:

Aspr1 =2(2k+ 1)A34-1)41 TA3¢—2)+1 para k>2,

y de una manera similar:
B3k =2(2k+ 1)B3(k,1)+1 +B3(k—2)+1 para k>2.

Ahora vamos a ver algunas propiedades de las series de potencias que surgen de las potencias de e.
Fijamos un m € Ny para cada n > 0 definimos:

_i 2r+2n+1 2r+2 L
Vi = LT3 5 art2nt1) 246 (2r+2) m

Es facil ver que esta serie converge usando, por ejemplo, el criterio del cociente. Ademads, observamos
que:

1+ —1)

slere) =3 () +3 Zk' (5) = zikl

(si k es par, 1+ (—1)F = 2; si k es impar, 1 + (—1)* = 0)

P | 2 > 1 1
N 5;)(2r)!.m2’ 7;(2r)!.m2’ = Yo
Andlogamente,
oo [} oo k
m(i ;1) m 1 (1>k m 1 (—l)k_m I 1-(-1)
Tlen—en)=2YyV (=) -2y = (=) =2y —. )
2 2,§k! m 2,§;)k! m 2,;)1& mk
(sikespar, 1 — (—1)¥ =0;sikes impar, 1 — (—1)¥ =2)
k=2r+1 M 1 2 > 1 1

Er:O 2r+1)! m2r+l :;(2;"—!—1)! Y

Abhora nos fijamos en que estas Y, cumplen la siguiente relacién:

m* Wy, = (2n+ 1)m* Y1 + Vi 3.2)
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Procedemos a probar la relacion anterior:

(2r+2n+1)(2r+2n+3) 2r+42 1
2 2
—(2 1 . S
Y= Qn1)m Yy = Z 1.3.5-(2r+2n+3) 2.4-6---(2r+2) m¥
2r+2n+3 2r+2 1
— (2n+ Dm? . R
(2n+1)m Z1.3-5-.-(2r+2n+3) 2.4-6---(2r12) m
_im (2r+2n+3)[(2r4+2n+1)—(2n+1)] 2r+2 1
= 1-3-5---(2r+2n+3) 2:4-6---(2r+2) m?
_i m?( 2r+2n+3)2r 2r+2 1
T =135 (2r+2n+3) 2:4-6---(2r+2) m¥
(para r = 0 el sumando es 0)
ad 2(2r+2n+3)2r 2r+2 1

3.5 (2r+2n+3) 2:4-6---(2r+2) m?

\
I

(hacemos el cambio de variable s =r—1)

_y 2S+2”+5) (s+1) 25+4 1

_; -(2s+2n+5) '2.4.6...(25+4)'m2s+2

v 2s+2n+5 25 +2 1
; -(2s4+2n+5) 2.4.6...(2s+2)'ﬁ_l//n+2‘

Es claro que y,, > 0 Vn. Podemos definir @, = :;”"" ,n=0,1,2,...

n+1

Dividiendo entre my;,, en (3.2), llegamos a:

1
o, = (2n+1)m+ , n=0,1,2,...
Wy 41
Se sigue que @, > 1 Vn y el desarrollo en fraccién continua de wy = [m;3m,5m,..., (2" + 1)m,...]

Ahora tenemos que:

1 -1 —1 1 2
mll/() m%(em—l-em) Em+6m em em+1
o = = T . T T T

)
lljl %(em —e?) em —em em eﬁ—l

por lo que, en particular, para m = 2 obtenemos:

e+1
e—1

=[2:6,10,14,....2(2n+1),...].

Llegados a este punto, podemos deducir que como las fracciones continuas infinitas representan niime-
ros irracionales, tenemos que el nimero e no es racional. Mds adn, que no es un irracional cuadrético
(es decir, no es solucién de una ecuacién de segundo grado) ya que la fraccién continua que nos ha
aparecido no es periddica, como hablamos visto en la seccién 2.2.

e+1

Escribiendo los convergentes del nimero ¢, vemos que % = % b

,@Z%,yparak>0

= 2(2k + 1)Pk_1 + P;_»,
Ok =2(2k+1)Qk—1 + Qk—2.
Pero estas férmulas recursivas son las mismas de los convergentes Az, y B3y de . Como

Ai=P+Qo y Bi=PF—0Q,
Ay=P+0Q1 y Bsy=P 0.
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Se sigue por induccién que:
Asip1 =Pc+0k Yy Bsp1 =Bc—Qr para k=0.

Esto es asi porque si P, y Q) cumplen esa recurrencia, cualquier combinacion lineal de ellas también la
cumplird, en particular P, + Q. Como antes hemos visto que Az también cumple la misma recurren-
cia, y, como ambos tienen las mismas condiciones iniciales, tenemos que ambas sucesiones son iguales.
Para B3; 1 es andlogo. Por tanto, ahora tenemos que:

+1
A Az . P+ 0O %‘H (ifl>+1
& =1lim — = lim = lim = lim < = =e
koo By koo Bagir koo Bo— QO ke gt — 1 (@) 1
k —
Y por tanto la conjetura (3.1) estd probada. O

3.2. Trascendencia de ¢

Terminamos este trabajo demostrando la trascendencia de e. Como vemos, la técnica se aparta de
lo que hemos visto hasta ahora. Para simplificar los posteriores célculos introducimos un simbolo /",
definido por 4" = r! para r > O (y entero).

Si f(x) es cualquier polinomio en x de grado m,

flx)= Z crx’,
r=0

entonces definimos f(h) = ¥. ¢,h" = ¥ ¢l = ¥, £0(0). Y definimos f(x+h) = ¥ fO(x). Si f(x+
r=0 r=0 r=0 =0

— —| r=
y) = F(y), entonces f(x+ h) = F(h). Definimos ahora u,(x) y &(x) parar=0,1,2,... como:

x x? x?
S ey R () LN (S § [ ) [ e R = e G-
Es obvio que |u,(x)| < ™ y entonces,
le,(x)| <1 Va. (3.4

Necesitaremos dos lemas previos.

Lema 3.1. Si ¢(x) es cualquier polinomio y

¢(X) - Z Crxrv II/(X) - Z crsr(x)x’7
r=0 r=0
entonces

e o(h) = o (x+h)+ y(x)eH. (3.5)
Demostracion. Por las definiciones anteriores tenemos que:

(r=1)

(x+h)’:h’+rxh’*1+r1 5 B e
—1
:r!—l—r(r—l)!x+r(rz)(r—Z)!xz—l—---—l—xr
x? x
=r! (1 +x+2+~--+') =rle" —u,(x)x" = e*h" —u,(x)x".
r!

Entonces e*h” = (x+h)" +u,(x)x" = (x + )" + el g, (x)x". Multiplicando esto por ¢, y sumando, obte-
nemos (3.5). ]
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Lema 3.2. Sim > 2, f(x) es un polinomio con coeficientes enteros en x y definimos

A= g0, Bl = T ),

entonces Fi(h),F»(h) son enteros y Fi(h) = f(0) y F»(h) = 0 mod m.

Demostracion. Supongamos que f(x) = Y. a;x! donde ay, . ..,a; son enteros. Entonces,
L I+m—1 L
X (1 + m— 1

Pero (I(erl)l) (I+m—1)(I+m—2)---mes un multiplo de m si [ > 1y por eso Fi(h) = ayp = f(0)

(mod m). De manera similar:

L xl+m L l+m
Fz(x):Zal(m_l)! y Z (= _O(modm) d

Procedemos a probar la trascendencia de e.
Teorema 3.2. El niimero e es trascendente.

Demostracion. Si e fuera algebraico, tendriamos que
n
Y Ge=0  conn>1,Co,Ci,...,C, enteros y Co # 0. (3.6)

Suponemos que p es un primo mayor que max(n,|Cy|) y definimos
xP1

(p—1)!

Tomaremos p grande. Si multiplicamos (3.6) por ¢ (4) y usamos (3.5), obtenemos:

o(x) = [(x—=1)(x=2)---(x—n)]*. 3.7

Z Co(t+h)+ Z Cyl(t)e =0, que equivalea S} +S5, =0. (3.8)
=0 =0

Si S5
Por el lema 3.2, con m = p, ¢(h) es entero y ¢(h) = (—1)?"(n!)? (mod p). De nuevo, si 1 <t < n:

(t+x)P~! xP
~————(x+t—1)x-(x=1)---(x+1—n)]’ = f(x).

(p—1! . ) ( ] (p—1)! (
donde f(x) es un polinomio con coeficientes enteros en x. Se sigue otra vez del lema 3.2 que @ (7 + h)
es un entero divisible por p. Entonces,

ol+x)=

1= iCz¢<t+h) = (—1)""Co(n!)? 0 (mod p),
t=0

yaque Cp # 0y p > max(n,|Co|). Por tanto, S; es un entero distinto de cero, y por eso

51 > 1. (3.9)

Por otro lado, |€,(x)| < 1 por (3.4) y, usando la definicién de ¢ (x) en (3.7) y en el lema 3.1, vemos que

p—1

e’ = ¢yl DG 2) el
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por tanto, nos queda:
P!
(p—1)!

Entonces S, — 0 y podemos hacer que, cogiendo un valor de p suficientemente grande,

W) < g!crlz’: [(t+1)(t+2) - +n)])” L5 0.

1
S2l < 5. (3.10)

Las férmulas (3.8), (3.9) y (3.10) son una contradiccién, por tanto llegamos a que (3.6) es imposible, y
hemos probado que e es trascendente. O
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