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Capitulo 1

Introduccion

El interés por parte de la comunidad cientifica en los modelos matematicos que predicen el
comportamiento de agentes infecciosos dentro de una poblacion ha crecido a ritmo vertiginoso en
las ultimas décadas [1, 2] y han ido surgiendo novedosos avances metodolégicos que han permitido
ahondar en la fisica de sistemas complejos. Para realizar el presente trabajo se han tomado como
base dichos avances con el objetivo de modelizar el fenémeno de la corrupcién. El trabajo se inscribe
en el campo de las dindmicas sociales [3], parte importante de la fisica interdisciplinar de sistemas
complejos [4, 5].

La modelizacién matemaética del fenémeno de la corrupciéon ha sido abordada desde diferentes
puntos de vista. Como ejemplo se pueden consultar [6, 7], estudios que se enmarcan en el contexto
de la gestién de ecosistemas y la conservacién de la biodiversidad, y en el marco de la gestion
de bienes publicos, respectivamente, pero en ambos casos usando teoria evolutiva de juegos. El
modelo estocdstico que aqui se estudia ha sido inspirado por los modelos econémicos de [8-10], y en
él consideramos una red de contactos [11] entre agentes (nodos) que pueden adoptar tres estados:
honesto, corrupto o reservado (temporalmente suspendido por habérsele encontrado corrupto). Junto
a probabilidades de transiciéon de caracter endogeno o efecto de la inspecciéon administrativa, se
consideran interacciones entre agentes: un agente corrupto puede infectar a sus contactos honestos,
que a su vez pueden delatarlo.

En primer lugar, se implementa el método de Monte Carlo sobre el modelo, cuyos resultados
se comparan con los del resto de acercamientos usados al analizar el mismo. Se disefia, mas tarde,
un proceso de Markov no estacionario y se realizan aproximaciones posteriores que permiten ca-
racterizarlo analiticamente, como la aproximacion de campo medio tanto para intervalos de tiempo
discretos como continuos.

Debe notarse que, si bien el modelo que se propone en el capitulo siguiente recoge aspectos cen-
trales del fenémeno de la corrupcién en sus hipdtesis, seria presuntuoso otorgarle validez universal.
Solo podemos estar seguros de que los resultados a los que se llega, aunque sorprendentes sobre
todo en el capitulo 3, son una consecuencia rigurosa de dichas hipétesis, que con toda seguridad no
agotan la esencia de un fenémeno social tan complejo como el de la corrupcién.

Una vez expuesta la motivacion inicial, los objetivos del trabajo se dibujan rapidamente: se
trata de estudiar el modelo poniendo en préactica los conocimientos adquiridos durante el grado y
utilizando algunas de las técnicas aprendidas. Se caracterizaran ademads las bifurcaciones que puedan
aparecer ante la variacion de los parametros utilizados haciendo uso para ello de conceptos de la

teoria de sistemas dinamicos.



Capitulo 2

Modelo inicial

Como se ha indicado en la introduccion, el propdsito de este trabajo es analizar un modelo de
corrupcion de un conjunto de N funcionarios desde el punto de vista de un modelo matematico de
epidemia. Se considerara para ello que para cada individuo (agente) hay tres estados disponibles: H

(honesto), C' (corrupto) y R (reservado). En términos generales, la descripcién de cada estado es:

R: Los agentes reservados son aquellos individuos que han sido descubiertos tras haber cometido

algin hecho delictivo y que por lo tanto se encuentran cumpliendo una condena temporal.

H: Los agentes que cumplen dicha condena temporal pasan a ser honestos, siendo de nuevo

propensos a delinquir.
C: Un agente corrupto puede tanto arrepentirse y volver al estado H como ser descubierto.

Con el fin de describir el paso de un estado a otro, se considerard que existen diversos parametros
que indican la probabilidad de que un agente sea méas o menos propenso a ello. Asi, un individuo

honesto (H) puede convertirse en corrupto (C') segun los siguientes mecanismos:

- Estimulos endégenos para obtener beneficios adicionales, como sobornos otorgados por em-
presarios para que se les permita llevar a cabo sus proyectos. La probabilidad de que dichos

estimulos afecten al funcionario honesto serd cuantificada por medio del pardmetro A;.

- Contagio por parte de un vecino corrupto. Dicha tasa de contagio vendra representada por la

letra .
Un agente corrupto (C'), por su parte, tiene las siguientes posibilidades:

- Volver al estado H, al sentir miedo por ser descubierto, con una probabilidad As

- Ser descubierto, pasando a ser R, tanto por una inspeccion oficial (con probabilidad b) como

tras haber sido delatado por sus companeros, lo que se modelara con otra tasa de contagio, 5.

Finalmente, los agentes reservados (R), son devueltos al estado honesto con una probabilidad 7.
Para ilustrar lo anteriormente expuesto, en el siguiente esquema se representan tanto los tres

estados disponibles para un agente como las probabilidades descritas.
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La dindmica de este sistema puede analizarse desde diferentes puntos de vista. Computacional-
mente, el método de Monte Carlo puede ser implementado facilmente en redes complejas de diversos

tipos. Analiticamente, sin embargo, el proceso podra ser desarrollado como un proceso de Markov.

2.1. Meétodo de Monte Carlo

El método de Monte Carlo permite abordar problemas que analiticamente tendrian una solucién
muy complicada desde un punto de vista probabilistico. Aplicado a este problema, se considerara que
el estado de cada agente i en cada paso de tiempo t viene dado por S(i;t). Asi, como puede estar
en uno de los tres estados descritos méas arriba, S(i;t) = R, H, o C.

Se considerard ademas que los agentes son los nodos de una red compleja, por lo que cada uno
tiene un numero de vecinos con los que puede interactuar.

Para desarrollar el método de Monte Carlo se parte de una configuracién inicial S(i;0) y en

cada paso de tiempo se actualiza ese estado segun las siguientes acciones:

- Si S(i;t) = R, con probabilidad r cambia al estado H, por lo que permanece en el estado R
con probabilidad 1 — r:
S(i;t+1) = R con prob. 1 —r,

S(i;t+1) = H con prob. r,

S(i;t+1) =C con prob. 0.
- Si S(i;t) = H, cambia a C con probabilidad Aj. Si esto no ha funcionado (probabilidad
1 — Ay), interacciona con sus vecinos, designados por j, hasta que es infectado por uno de

ellos (teniendo en cuenta que solo pueden infectarlo aquellos con S(j;¢) = C) o hasta que ha

interaccionado con todos. Por lo tanto:
S(i;t+1) =R con prob. 0,
S(i;t+1) = H con prob. (1 — Ay) H(l — aAijdgiiac)
J
S(i;t+1) = C con prob. 1 — (1 — Ay) H(l — aAij0g(ja),0)
J
Donde 4, 4 es la delta de Kronecker y A;; es la matriz de adyacencia de la red !
- Si S(i;t) = C, pasa a ser H con probabilidad A,. En caso de que no haya sucedido (proba-

bilidad 1 — Ag), puede ser descubierto por una inspeccién oficial con probabilidad b. Si esto

tampoco ha funcionado (probabilidad (1 —Asg)(1—1b)), empieza una secuencia de interacciones

'En una red con N nodos, la matriz de adyacencia es una matriz cuadrada A de dimensiones N x N tal que el
elemento A;; es 1 cuando los nodos ¢ y j estdn conectados y 0 cuando no lo estan.
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con sus vecinos j hasta que uno de los honestos lo delata. Por lo tanto:

S(i;t+1) = R con prob. (1 —Ag) |1 —(1—0) H(l — BAysGwm) |
J

S(i;t+1) = H con prob. Ay,

S(i;t+1) = C con prob. (1 — Ay)(1 —b) H(1 — BAii0s () 1) -

J

Es importante remarcar el hecho de que en el Ultimo caso se ha tenido en cuenta un orden
preestablecido, ya que se ha considerado que primero actiie Ag, después b y por iltimo empiece
a interaccionar con sus vecinos. Designaremos por tanto tres tipos de eventos: (e) es la decisién
endégena de hacerse honesto, (c¢) es ser cazado y (d), ser delatado. Esto implica que en las

probabilidades anteriores la ordenacién ha sido (e, ¢, d).

Como ejemplo, con ordenacién (c, e, d) resultaria:

S(i;t+1) =R con prob. b+ (1 —b)(1 — Ag) |1 — H(l — BAijds),H) |

j
S(i;t+1) = H con prob. (1 —b)A,y,

S(ist +1) = C con prob. (1 — Ag)(1—b) [[(1 - BA;0s(j0).1) -
J
Como se puede comprobar facilmente, hay 6 ordenaciones posibles diferentes. Sin embargo,

solo 4 son diferentes, al haber 2 pares equivalentes.

Se espera que a través del método de Monte Carlo se llegue a un estado estacionario estadisti-
camente en el que algunas cantidades como la fraccién de agentes en cada estado se mantenga
constante con el tiempo.

Como se ha mencionado anteriormente, las interacciones llevadas a cabo en el método de Mon-
te Carlo se simulan sobre una red. A lo largo de todo el trabajo se han utilizado redes de tipo
Erdos-Rényi (ER) y Barabési-Albert (BA). Las redes que se han empleado han sido generadas por
un codigo escrito ex profeso para la realizacion de este trabajo, no han sido tomadas de ningin
tercero. Si bien son dos tipos de redes muy conocidos, se debe realizar una breve explicacion de los
mismos.

Las redes Erdés-Renyi o ER, como seran denominadas a partir de ahora, se caracterizan
porque cada par de nodos se elige aleatoriamente y se conecta atendiendo a una probabilidad p.
Asi, se trata de redes aleatorias y cuyo coeficiente de clustering tiende a 0 conforme aumenta el
nimero de nodos .

A lo largo de este trabajo se han utilizado redes con una conectividad media (k) = 6. Se puede

demostrar que dicha conectividad media esta relacionada con la probabilidad de unién de una pareja
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de nodos p de la forma:

() =p(N ~1) = p= £

De la misma forma,se puede demostrar que la distribucién de grado de las redes Erdos-Rényi
sigue en general una distribuciéon binomial. En el caso de que el ntimero de nodos y de enlaces sea
suficientemente grande (es decir, N — oo y E — 0), se puede aproximar a una distribucién de
Poisson, con ecuacién:

k
(k) (E)Y

En la figura 2.1 puede verse un ejemplo de distribucién de grado de una red ER generada por
el programa descrito en los apéndices con N = 2000 y (k) = 20 y la correspondiente distribucién

de Poisson con esas caracteristicas:
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Figura 2.1: Distribucién de grado de una red ER con (k) = 20 y distribucién de Poisson con los mismos pardmetros

Por su parte, las redes Barabédsi—Albert o BA se engloban dentro de las llamadas redes
aleatorias complejas libres de escala, y son de especial importancia a la hora de modelar sistemas
reales. Se construyen siguiendo un mecanismo de conexién preferencial: la probabilidad de que un
nodo reciba un link de otro nodo es directamente proporcional a su grado. Esta regla de conexion
preferencial da lugar inexorablemente a la formacién de clusters.

Si bien en las redes de tipo ER la distribucién de grado seguia la distribucién de Poisson, en el
caso de las redes Barabasi—Albert sigue una ley potencial como la siguiente:

2m(m + 1) _3

P = 1o ~F

Donde m representa la cantidad de enlaces que un nodo lanza cuando es anadido a la red y se
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relaciona con el grado medio de la forma 2m = (k)
En la figura 2.2 se ha representado en ejes logaritmicos la distribucién de grado de una red
Barabési-Albert con 1000 nodos y (k) = 10. Puede observarse en dicha figura a través del ajuste

que sigue una ley potencial con exponente -2,61.

o P(k)
Ajuste lineal

100 o

14 o CED CEENDOE® o0u o

10 ' ' o '1(I)0
Grado (k)

Figura 2.2: Distribucién de grado de una red BA con (k) = 10 y 1000 nodos y ajuste lineal. Los ejes estédn en escala logaritmica,
por lo que P(k) sigue una ley potencial.

Con las redes generadas, podemos ya proceder a comparar el comportamiento del modelo pro-
puesto en cada una de ellas. En la figura 2.3 se muestra la evoluciéon temporal de la proporcién de
cada uno de los estados en una poblacién con N = 1000 y con todos los parametros (Aq, «, etc.)
iguales a 0.5. Dicha evoluciéon ha sido tomada tras una termalizacién de 1000 pasos de tiempo y
ha sido promediada a 20 redes de cada tipo. Este promedio se muestra en la figura como una linea
constante en el tiempo, siendo la zona sombreada la desviacién estandar. Las lineas que no son
constantes indican la evolucién temporal de cada estado en una de las redes.

Se puede observar que, al menos en este caso, los resultados no dependen excesivamente de
la red ya que la incertidumbre de la media es muy pequena. Ademads, no se aprecian diferencias
significativas entre ambos tipos de redes en este caso. Con el fin de generalizar esta tltima conclusién,
en la grafica 2.4 se ha representado la proporcién de corruptos obtenida en cada red para 250 valores
distintos de a.

El comportamiento ascendente con « observado en la grafica 2.4 es el que se espera tras analizar
el modelo: aumentar « es aumentar la probabilidad de que una persona honesta se contagie de una
corrupta y en definitiva pase a ser corrupta. Se observa en la Figura 2.4 que el ascenso es continuo,
sin apreciarse bifurcaciones.

Es importante senalar que no se van a mostrar en este trabajo todas las gréficas que se han
estudiado para escribirlo, puesto que ello ocuparia buena parte del espacio que se va a dedicar a la
discusién. No obstante, todos los cédigos utilizados se encuentran en una direccién web indicada en

los apéndices.
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Figura 2.3: Evolucién temporal del método de Monte Carlo en dos tipos de redes. Los resultados constantes corresponden al
promedio de 20 redes y el sombreado indica la desviacién estandar. Ademads, se ha representado la evolucién temporal de las
proporciones en una sola red para no sobrecargar el grafico.

RedBA ——
RedER ——

Figura 2.4: Proporcién de corruptos en redes Erdés—Rényi (naranja) y Barabdsi-Albert (verde) al variar el valor de a. El resto
de pardametros se han mantenido constantes e iguales a 0.5. Antes de tomar los resultados para cada valor se ha ejecutado el
programa el tiempo suficiente para que llegara a un estado estacionario.

2.2. Proceso de Markov

La otra forma de abordar el problema es a través del diseno de un proceso de Markov anélo-
(Ri(t), H(t), Cy(t))"

un vector cuyas componentes sean la probabilidad de que el agente 7 se encuentre en cada uno de

gamente a como se realiza en modelos epidemiolégicos [12, 13]. Sea S;(t) =

los estados en un tiempo ¢. La evolucién temporal de S;(t) se puede describir como un proceso de
Markov no estacionario representado por la matriz T;(t) de probabilidades de transicién. Como se
ha visto en la seccion anterior, el orden en el que interacciona cada agente corrupto es determinante,
dando en este caso lugar a 4 matrices de probabilidades de transicién diferentes que varian solo en
los elementos (T;(t))13 y (Ti(t))2s.
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La matriz de probabilidades de transicién para la ordenacién (e,c,d), equivalente a (e,d,c), es:
1—r 0 (1—A2)[1—(1—b)ni5
T;(t) = r (1 — AIT, Ay (2.1)
0 1-(L—AN,  (1—Ag)(1— b,

donde se han designado I}, = [[;(1—aAy;C)) y H% = [[;(1 - BA;;H;) para simplificar la notacién.

Veamos cémo cambian los elementos (T;(¢))13 v (T;(t))23 segun la ordenacién escogida:

(e, ¢, d) = (e, d, ¢) (c,d,e) =(d, c, e) (d, e, c) (c, e, d)

(Tz’)zg Ay (1-— b)HgAg HgAQ (1-0)As

(T3)1s (lng)[lf(lfb)Hiﬂ} 1= T+ T05b | 1 =TI+ TT5(1— Ag)b | b+ (1—b)(1 — Ag)(1 —TI1)

Cuadro 2.1: Elementos de la matriz de probabilidades de transicién para un agente corrupto segin la ordenacién

2.2.1. Estado estacionario del proceso de Markov

Las soluciones estacionarias S} del proceso de Markov vienen dadas por la siguiente ecuacién:
T;S; = S; para todo 7, (2.2)

donde T es la matriz (2.1) independiente del tiempo, es decir T} = T;({S;}). Esta matriz puede

ser expresada para todas las ordenaciones en funcién de 4 de los 9 elementos que la componen:

1—(T))y 0 (T9)13
0 (T?)32 (T7)33

Asi, la ecuacién (2.2) da lugar a un sistema de 3N ecuaciones que puede resolverse numéricamen-
te. Sin embargo, este sistema puede reducirse a 2N ecuaciones teniendo en cuenta que 1 = H+C+R.
Asf, para evitar la redundancia, es conveniente utilizar el subespacio reducido s;(t) = (H;(t), C;(t))7,
como se hara a partir de ahora.

Podemos analizar el comportamiento de la ecuacién (2.2) para una ordenacién y con ello verificar
que el sentido que cada parametro ha recibido inicialmente queda patente en la ecuacién. Asi, para

la ordenacién (e, ¢, d) se observa, como se esperaba, que:
- H} aumenta con r y Ay, y disminuye con Ay y a.

- CF aumenta con r, Ay, y a, y disminuye con by (.
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Para analizar la estabilidad lineal del estado estacionario S} partiremos de la ecuacién maestra

en el subespacio reducido s;(t), que resulta:
si(t+1) = si(t) + (Ti)yy (2.3)

Donde en general todos los elementos, salvo (T;)21 = 7, (T;);i dependen del tiempo, al incluir
o H;(t) o C;i(t). Sera esta ecuacién 2.3 la que nos permita comprobar el modelo de Markov en redes
para asi compararlo con los resultados del método de Monte Carlo descritos en la seccién anterior.

Las ecuaciones del movimiento linealizadas para pequeiias desviaciones ds;(t) en torno a s} son:

(T7)gy =7 (T)pg— 7 6(T7)gg  6(T7)g3
Isi(t+1) = 0si(t) + s;
1= (T)y  (T7)s3 —0(T7)gy 6(T7)s3

Asi, las ecuaciones del movimiento linealizadas para pequenas desviaciones ds = (0 Hy,dCY, . . .,

SHy,6Cn)T pueden expresarse como:
Is(t+1) = Mos(t), (2.4)

donde M representa la matriz de estabilidad y tiene dimensiones (2N x 2N). Esta matriz puede a
su vez ser interpretada como N2 matrices de dimensiones (N x N) y con la siguiente estructura:

Las matrices de la diagonal (M;; con i = j parai,j =1,...,N),

(T7)og =7 (Ti)ps— 7

1= (T (Tis

M;; =

y para i # j,

0 —a(l - Al)A”Hl* Hkyéj,i(l - OzAZkC;;)
Mij =
—B(1 = A9)(1 = B)AyC; Ty (1 — BARH}) (1l = AN AGH [Ty p,(1 — @ AiCy)

El espectro de la matriz de estabilidad M proporciona toda la informacién necesaria para conocer
la estabilidad lineal del estado estacionario. No obstante, salvo para casos especiales como el de un
agente aislado, en el que se obvian las interacciones (o« = 8 = 0), o el de dos agentes interactuantes,

el andlisis de dicha matriz se torna muy complicado.

2.2.2. Proceso de Markov: aproximacién de campo medio

Como se ha comentado més arriba, las soluciones estacionarias del proceso de Markov vienen
dadas por la ecuacién (2.2), que puede resolverse numéricamente bajo algunas condiciones especiales.

Es de especial interés una aproximacion de campo medio en la que se asuma una poblacion bien
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mezclada de agentes corruptos, dejando de lado la red y admitiendo que cada agente interaccione
en cada paso de tiempo con k agentes elegidos al azar.

Se asumira para esta aproximacion la hipétesis de campo medio Hf = (H*) y C} = (C*), donde
se ha usado la notacién (H*) = N~} > H vy (C7) = N1 >_; C;. Aplicdndola para todos los
agentes se obtiene:

M = (1— B(H")" | (2.5)

I, = (1 - alC*)* (2.6)

Por lo tanto, el sistema de ecuaciones no lineales que permite determinar los valores medios

(H*) y (C*) puede obtenerse sustituyendo (2.5) y (2.6) en la ecuacién principal (2.2):

(HY) = 2707 (Do + (1= 29) (1= (1= 0) (1 = B(H)Y))
() = Z7 (1= (1- A1) (1-a(C)))
Z = (1-2) (1= (1=0) (1= pH") (1= (1= A (1 = afC™)F) +
P (Ao (1= 29) (1= (1=0) (1= BEHD)) ) +7 (1= (1= A1) (1 = a(C)*) (27)
Estas ecuaciones son validas siempre que sea valida la hipétesis de campo medio, ya que no se
han hecho asunciones en cuanto a las tasas de delacién e infecciéon o y 3.
Se puede ir incluso mas allé realizando el desarrollo en serie de II}, y H% y, en el caso de que «
y 8 sean pequefios, truncar la serie en el orden deseado: II;, = 1 — ak(C*) + 2k(k — 1)(a(C*))* + ...

y Iy =1—Bk(H") + $k(k—1)(B(H*))? + ... Este desarrollo a primer orden ser4 interesante en el

capitulo 3.

2.3. Discusion de los resultados

En las secciones anteriores se han obtenido, a través de diversos enfoques, ecuaciones aparente-
mente diferentes para el mismo problema. En este apartado se van a comparar los resultados que

arroja cada uno de los siguientes enfoques:
1. Proceso de Monte Carlo sobre redes Erdos—Rényi y Barabédsi—Albert
2. Evolucién temporal del proceso de Markov en redes a partir de la ecuacién (2.3)

3. Aproximacién de campo medio en el proceso de Markov, resolviendo el sistema de ecuaciones

no lineales (2.7).

Con el objetivo de comprobar que las redes se comportan igual en ambos procesos, se van a
analizar primero los puntos 1 y 2. En las figuras 2.5b y 2.5a se ha representado la proporcién de

corruptos frente a uno de los pardmetros (o) y puede observarse que la evolucién temporal del
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proceso de Markov y el proceso de Monte Carlo practicamente no difieren. Los datos corresponden

a una sociedad con todos los parametros iguales a 0.5.

Monte Carlo
Markov

Monte Carlo
Markov

02 03 04 05 08 07 08 09 L 0 01 02 03 04 05 06 07

(a) Barabédsi—Albert (b) Erdos-Rényi

Figura 2.5: Proporcién de corruptos frente a « para dos tipos de redes y dos métodos: proceso de Monte Carlo y evolucién
temporal del proceso de Markov

Veamos ahora como se comporta la aproximacion de campo medio explicada en la seccién 2.2.2
a través de la resolucién del sistema de ecuaciones no lineales (2.7). Se ha utilizado el método de
Newton para ello [14]. Los resultados, comparados con los del modelo de Markov en ambas redes,

pueden verse en la figura 2.6.

0.28 Campo medio
Markov ER  ———
Markov BA ——

Figura 2.6: Comparacién entre el comportamiento del proceso de Markov en dos tipos de redes y el modelo de campo medio
descrito en la seccién 2.2.2. Todos los pardmetros salvo a son iguales a 0.50.

Como puede observarse en la figura anterior 2.6, no existen grandes diferencias entre los dos
modelos aunque el grado medio de los nodos en las redes utilizadas ({(k) = 6) sea muy bajo. Asi, al
aumentar el grado de las redes se esperaria que los resultados fueran acercandose cada vez més a los
de campo medio. Es este mismo argumento el que permite explicar por qué las redes BA se alejan
algo mas que las ER: en las redes BA existen muchas diferencias entre los grados de los nodos,
existiendo hubs, o nodos muy conectados, por lo tanto la diferencia entre ellas y el modelo de campo

medio es mucho mayor, lo que queda patente en los resultados.
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Se revela con este analisis que el modelo inicial con seis pardmetros es demasiado robusto, sin
presentar modificaciones sustanciales del estado estacionario (no se han encontrado bifurcaciones,
solo un desplazamiento gradual del mismo al modificar los pardmetros). Por ello, a partir del préximo
capitulo se utilizard una versiéon modificada del modelo presentado en este capitulo, denominada
Modelo 4p.



Capitulo 3

Modelo 4p

Aunque la exploracién fina del espacio de los seis parametros del modelo desborda el marco de
este trabajo, la que se ha llevado a cabo (necesariamente muy gruesa) revela la robustez del estado
estacionario del modelo, en el sentido de que parece existir siempre un tnico estado estacionario,
que varia continuamente con los pardmetros, sin presentar bifurcaciones (transiciones de fase).
Con la doble motivacion de reducir el nimero de pardametros y encontrar comportamientos de
transicion de fase, se procedié a asumir que los agentes honestos no se ven influidos por un estimulo
endégeno que los haga volverse corruptos, es decir A1 = 0, de modo que la corrupcion de los agentes
honestos solo depende de la tasa de contagio a. Ademads, asumiremos que el miedo que sienten los
agentes corruptos por ser descubiertos (Az) es la fraccién de agentes reservados, o Ay = (R).
Realizando estas modificaciones se consigue un modelo con cuatro pardmetros (r, b, a y (), por lo
que nos referiremos al mismo como Modelo 4p. Notemos que ambas modificaciones desfavorecen la
corrupcion, posibilitando la existencia de regiones libres de corrupcion en el espacio de parametros.

Tgual que en el capitulo anterior, en éste explicaremos primero las diferentes versiones y al final

compararemos los resultados.

3.1. Proceso de Markov

Al ser el Modelo 4p una variacién del modelo original, no existen grandes diferencias entre la
implementacién del proceso de Markov en ambos casos y la ecuacion que rige la evoluciéon temporal

sigue siendo 2.3, pero siempre con A; =0y Ay =(R) =1— (H) — (C).

3.1.1. Proceso de Markov: aproximacién de campo medio

Consideramos la aproximacion de campo medio de vecinos aleatorios con grado k explicada en
el capitulo anterior (ecuaciones (2.5) y (2.5)). La ecuacién maestra en el subespacio reducido y para
la ordenacién (e,c,d), que es la que se utilizard a partir de ahora si no se indica lo contrario, toma

la forma:
Hit+1) = r+ ((1 —aC(t)k - r) Ht)+(1—r—H(t)—C(t)C(t)
Clt+1) = (1= (1 =aC®)") Ht) + (H) + C1)(1 - b)(1 - BHECW)  (3.)
En el estado estacionario, es decir, cuando H(t+1) = H(t) y C(t+ 1) = C(t), la ecuacién (3.1)
se convierte en un sistema de dos ecuaciones no lineales que puede resolverse para obtener (H) y

(C). Otra forma de obtener esta solucién es hacer evolucionar el sistema hasta que se alcance dicho

estado estacionario.

14
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Es facil observar que el estado de honestidad total (H = 1, C' = 0) es siempre un punto fijo (punto
al que llamaremos “de honestidad total”). Para analizar su estabilidad escribimos H (t) = 14+ dH (t)
y C(t) =6C(t), con dH(t) < 1y 0C(t) < 1. Asi, despreciando los términos de orden superior a 1

y en forma matricial:
1—r —ak+r
ds(t+1) = ds (3.2)
0 ak+(1-b)(1-pB)F

Esta matriz tiene dos autovalores: Ay = 1 — 7 y A2 = ak + (1 — b)(1 — B)*; ambos reales y no

negativos. A\; < 1 siempre, sin embargo, Ay es mayor que la unidad si
ak>1—(1-b)(1-p)", (3.3)

haciendo que el estado de honestidad total sea linealmente inestable (punto silla), de modo que el
espacio de fases presenta una bifurcacion. Puede observarse que Ao estd de acuerdo con la intuicién:
se espera que al aumentar el valor del ratio de “infeccién” sea mas facil salir del estado de honestidad
total y, sin embargo, deberia occurir lo contrario al aumentar b y 8. El comportamiento de la funciéon

Ao es exactamente asi: creciente con « y k y decreciente con by .

i i
0.9 0.9
08 08
071 071
06 06 4
WA
Cost Oosf N
.
04 P 04 -
v
03
0.2

0.1 R N 0.1 e L L L T T

) S —— [ SR E—

(a) @ = 0.05 (b) a = 0,90

Figura 3.1: Retratos de fases de las ecuaciones (3.1) para dos valores de a. En ambos casos se ha tomado 8 =b=7r =05y
k=6

Con todos los pardmetros iguales a 0.5 y k = 6, haciendo uso de la ecuacién (3.3) se obtiene
que la posible transicién entre el estado de honestidad total y el otro punto fijo deberia darse para
a = 0.165. En la Figura 3.1, se representa el retrato de fases obtenido para dos valores de a.. En el
primero (Fig. 3.1a) se ha utilizado o = 0,05, valor alejado de la transicién para estos pardmetros,
por lo que Ay < 1 en este punto y el punto de honestidad total es estable. Por el contrario, en el
segundo retrato de fases (Fig. 3.1b) se ha utilizado o« = 0.90, punto en el que el punto de honestidad
total es inestable y, segin se aprecia en dicha figura, las trayectorias convergen a un punto fijo
interior.

Podemos obtener el nuevo punto fijo de dos formas: o resolviendo numéricamente el sistema (3.1)
con H(t+1) = H(t) y C(t+ 1) = C(t) (estado estacionario) o simulando la evolucién temporal

durante un tiempo suficientemente largo. Se ha optado por la primera opcién debido a su velocidad
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y simplicidad. Los resultados se han representado en la Figura 3.2. El punto fijo interior, que
existe fuera del tridngulo de soluciones con significado (0 < H < 1,0 < C < 1) para valores de
a < a. = 0.165, colisiona con el estado de honestidad total en o« = . intercambiando su estabilidad
con éste (bifurcacién de intercambio de estabilidad), de modo que para a > a., es estable y punto

interior del tridngulo de soluciones factibles.

b =000
b=0.10
b=020
b=030
b=040
b =050
b =060

b=0.00
b=0.10
b=020
b=030
b=040
b=050
b= 0860
b=0.70 b=0.70
b =080 b=080
b=090 b=090
b=1.00 b=1.00

(a) B = 0.20 (b) 8 = 1.00

Figura 3.2: Evolucién con el pardmetro o del estado estacionario de (3.1). En ambas graficas se ha tomado r = 0.75.

De estas dos figuras pueden extraerse conclusiones muy interesantes acerca del comportamiento
del modelo: como se esperaba, al aumentar b disminuye la proporcién de corruptos y lo mismo sucede
al aumentar 8. Lo mas importante, sin embargo, reside en la Figura 3.2b, cuando tanto la tasa de
delacién, 8, como la efectividad de una inspeccién oficial, b, son maximas: se observa ain asi que
la proporcién de agentes corruptos no se anula en el estado estacionario para valores de o« > 1/k,
lo que indica que solo en una sociedad en la que no existieran conexiones entre los agentes se daria
la honestidad total, sin importar el esfuerzo ni de las personas honestas por delatar a corruptos ni

el del gobierno por aumentar la efectividad de las inspecciones.!

3.1.2. Limite continuo de la aproximacién de campo medio al proceso de Markov

El limite continuo de la aproximacion de campo medio al proceso de Markov puede obtenerse
de las ecuaciones (3.1) escribiendo X = X (t+1) — X (t), obteniendo asi dos ecuaciones diferenciales
no lineales acopladas, cuyo estado estacionario no difiere del obtenido con el map discreto. Nuestro
interés en este limite esta motivado por su relacién con los llamados modelos compartimentales en
epidemiologia (SIR, SIS, etc.) donde, a partir de esquemas como el que se ha dibujado en el capitulo
anterior, se escribe directamente la derivada temporal de la fracciéon de individuos en cada estado
como suma de “ganancias y pérdidas del compartimento correspondiente”. Como en dichos modelos

epidemiolégicos solo hay trasvase directo de un compartimento a otro tinico compartimento, no hay

1Se estd tomando en todo momento una poblacién que se rige segiin este modelo, que, si bien parece que tiene
bastantes componentes realistas, no es modelo de ninguna poblacién concreta.
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problema de ordenamiento en los trasvases. Sin embargo, en nuestro caso si existe este problema (ver
2.1). Ademsds en nuestro caso los posibles contagios resultan de la interaccién de un agente con otros
k agentes, y en los pocos casos en la literatura en que situaciones similares se han considerado en
contextos epidemioldgicos, siempre se ha procedido a efectuar la aproximacion lineal equivalente a lo
que en nuestro problema consiste en aproximar (1—H)* ~1—BkH y (1—aC)kF ~ 1 —akC, véase,
por ejemplo, [15]. Por una parte, se quiere verificar que el ordenamiento puede tenerse en cuenta
de modo correcto en la obtencion directa de las derivadas, y por otra, analizar si la linealizacion
anteriormente usada distorsiona, y en qué medida, los resultados, ya que esperamos que solo pueda
ser valida, en el mejor de los casos, si aC' y SH son muy pequenos.

Para el modelo 4p, el diagrama que se ha dibujado en el capitulo anterior quedaria:

A partir de este esquema, para la ordenacién (e,c,d) (= (e,d,c)), la variacién H de la fraccién
de agentes honestos tiene dos contribuciones positivas (ganancias), rR (fraccién de reservados que
se incorporan) y AyC' (fraccién de corruptos que pasan a honestos), y una contribucién negativa
(pérdida), —akHC'. Analogamente, la variacién C de la fraccién de agentes corruptos es la suma
de la ganancia akHC' y las pérdidas —A2C, (1 —A2)BkHC,y (1 — A2)(1 — BkH)bC dado el orden
preestablecido?.

Por lo tanto, las ecuaciones que rigen el modelo 4p de Markov en el limite continuo y en el

subespacio reducido quedan:

H = rR+AyC —akCH =71 — (r + akC)H + (Ay —1)C
C = akCH — (Ay+ (1 — A)BkH + (1 — A)(1 — BEH)D)C . (3.4)

Podemos ahora eliminar el pardmetro Ay = R =1— H — C, con lo que las ecuaciones anteriores

resultan:

H =r—(r+akC+C)H+(1—r)C—C?,
C = akCH—-(1—H—C+ (H+ C)BkH + (H + C)(1 — BEH)b)C . (3.5)

Por analogia con la aproximacién de campo medio en tiempos discretos, vamos a comprobar si se

produce una transicién desde el estado de honestidad total al variar alguno de los parametros. Para

2Se ha decidido escribir primero las ecuaciones con el pardmetro Ay incluido porque se considera que de esta forma
se entiende mejor el origen de cada sumando
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ello comprobaremos los autovalores de la matriz Jacobiana evaluada en el punto [H, C] = (1,0):

OH 0H
AH aC — —r —ak
M= |9H OC _ roe (3.6)
oC  oC 0 ak—b—(1-0)pk
0H aC ) |16=9

En general, los autovalores vienen dados por la ecuacién caracteristica det(M — AI) = 0. En este
caso, al ser la matriz triangular superior, los autovalores son los elementos de la diagonal, por lo
tanto

)\1 = -1,

Ay = ak—b—(1—b)Bk.

Como ahora estamos haciendo uso de un modelo continuo, debemos atender al signo de los
autovalores. \; siempre es negativo, pero A2 es positivo solo si ak > b+ (1 — b)5k, lo que indica la
presencia de una bifurcacién. Es ademds notable que, como en el caso anterior, dicha bifurcacion
no depende del valor de r.

Para comprobar que, como en el modelo discreto, existen

—C

mas puntos fijos aparte del de honestidad total se ha represen-
tado en la figura 3.3 el retrato de fases con a=F=r=b=0.5y
k=6. En dicho retrato de fases se ha anadido una de las nul-

clinas correspondiente a H = 0, el resto de nulclinas quedan

fuera de la region de interés. Con ese valor de a, Ao > 0y

. ., . I - =
nos encontramos en una situacién en la que la honestidad total % o1 0z 03 04 05 o5 o7 05 oo 1
H

es inestable. En dicha figura se observa la presencia de otro
Figura 3.3: Retrato de fases de (3.5) con a =

punto fijo atractor en torno a (0.3,0.3) para estos valores de g =r =b =05y k = 6. En rojo se ha
pardmetros, representado una de las nulclinas de H = 0.

Tomemos ahora los siguientes pardametros: g = 0.70, b =
0.25, r = 0.75 y k = 6. En principio, se esperaria que la aparicién de corrupcién se produjera en
«a = 0.567. En la Figura 3.4 se representa la proporcion de corruptos frente a «. Dejando a un lado
que la transicién es muy distinta a la del caso anterior (Fig. 3.2), se observa que ésta se produce
mucho antes de lo esperado, en a = 0.5077. En el caso de § = 0.90 sucede algo similar: Ao > 0
cuando « > 0.716, pero por el contrario, la transicion se produce en o = 0.610.

Se observa ademas en la Figura 3.4 que hay un valor de « para el que la proporcién de corruptos
no depende de b. Se cree que este comportamiento se debe a la débil dependencia de las ecuaciones
del sistema con b (véase (3.5)), en ese punto el sumando que contiene este pardmetro se anula
debido a que se cumple la condicién SkH = 1. Es asimismo notable que el punto en el que se esto
se produce varie en funciéon de (3, desplazandose hacia la derecha al aumentarlo. Siguiendo este
razonamiento se puede obtener que existird un valor a partir del cual se produzca el cruce. Este

valor estard caracterizado por H = 1, por lo tanto, § = 1/k(= 1/6 en nuestro caso).
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b=025 —— ’ b=025 ——
b=050 —— b=050 ——
b=0,75 —— o b=075 ——

a = 0,5077 0.1 a=0,6100
(@) B=0,70 () B = 0,90

Figura 3.4: C frente a o con r = 0,75 y k = 6 para dos valores de S.

Todo ello parece sugerir que existe un rango de valores de « en el que el estado de honestidad
total es estable y coexiste con otro estado distinto pero igualmente estable. Para comprobar esta
suposicion, se pueden calcular numéricamente los puntos fijos para cada valor de « sin méas que
ejecutando repetidamente el programa que resuelve el sistema de ecuaciones (3.5) y calculando Ay
en todos los puntos que resulten del programa (recordemos que —1 < A; < 0 siempre). Hecho esto,
los puntos se pueden representar distinguiendo entre puntos estables e inestables segtin el signo de

A2, obteniéndose las graficas de la Figura 3.5.

0.3 0.35

]
0.25 { © Estable 0.3 © Estable
® Inestable (SS@ ® Inestable

0.25
0.2

0.2
0015 & o

0.1

0.05

A [O]8 CCCCCEE@U U@ LIORUI LU BREEUEELUEEUU (S @ (&
05 0.51 0.52 0.53 0.54 0.55 0.56 0.57 0.58 06 0.62 0.64 0.66 0.68 07 0.72

(a) B = 0.70 (b) B = 0.90

Figura 3.5: Estabilidad de los puntos fijos en dos situaciones. Los puntos azules indican puntos fijos estables y los azules,
inestables. b = 0.25, r = 0.75 y k = 6.

Prestando atencion a la Figura 3.5 ya se puede explicar por qué no coincidian el punto en el
que la honestidad total deja de ser estable con el que se obtenia en 3.4: en los célculos para obtener
dicha Figura 3.4, el sistema empezaba a resolverse con a = 1 y se disminuia progresivamente hasta
a = 0 utilizando en cada punto la solucién anterior para aumentar la velocidad de ejecucioén, por lo

que siempre se estaban calculando soluciones de la rama estable superior hasta que ésta llegaba a su
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fin. Cuando se comienza aumentando a desde a@ = 0 no se sale del punto fijo que indica honestidad
total ya que éste solo cambia su estabilidad (intercambio de estabilidad con la rama inestable),
siendo siempre solucién de (3.5) en el estacionario.

Vemos, en consecuencia, que la aproximacion (1 — BH)* ~ 1 — BkH y (1 — aC)* ~ 1 — akC
genera un comportamientos espireo cualitativamente muy diferente: aparicion de biestabilidad,
que no ocurre si la aproximacién no se lleva a cabo. Obviamente, la distorsién introducida es solo
cuantitativa para valores de aC'y SH bajos (véase figura 3.6a).

El comportamiento sorprendente ya abordado unos parrafos atrds y también fruto de dicha
aproximacion es el hecho de que para valores no muy altos de 3 (se observa a partir de 8 = 1/k), el
aumento de b favorece la aparicién de corrupcién (Fig. 3.4), produciendo que la transicién de fase
ocurra para « mas pequenos. Esto significa que, en el marco de este modelo, el hecho de que el
gobierno aumente las inspecciones no es sino contraproducente en la lucha contra la corrupcién en
caso de que la sociedad ya delate a los agentes corruptos.

Durante toda la disertacién se ha utilizado la ordenacién (e,c,d). Sin embargo, es muy interesante
también como dependen los resultados de este factor. En la Figura 3.6 se observan dos graficas en
las que se deja patente cudn determinante es al alejarnos del punto en el que se produce la transicion
de fase. Los resultados varian apreciablemente segiin el orden, aunque el anélisis que se ha realizado

mas arriba es vélido en todos los casos.

4

(a) B = 0.30 (b) B = 0.50 (©) B =0.70

Figura 3.6: Importancia del orden en el limite continuo del modelo de Markov. b = 0.25, r = 0.75.

3.1.3. Proceso de Markov en redes

La vision del proceso de Markov no debe limitarse al ambito de las aproximaciones de campo
medio. Su limite continuo desarrollado mas arriba se puede modificar ligeramente para ser imple-
mentado en redes y asi disponer de més resultados con los que comparar.

La modificacién que debe llevarse a cabo es simple: en los términos donde se haya realizado la
aproximacion de campo medio, debe anadirse la matriz de adyacencia para contar solo los vecinos

de un nodo:

(1 — O[C)k — H]’ (1 - O[AijCj) s (37)
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Por la topologia propia de las redes, esperariamos que, en caso de que también se diera transicién
de fase, ésta ocurriera antes (para valores menores de «) en las redes libres de escala (Barabdsi-Albert):
como se ha explicado en el capitulo anterior, en el modelo de Markov en red cada nodo tiene una
probabilidad de ser honesto, corrupto o reservado. Si anadimos ademdas que en una red BA hay
nodos que tienen mucha mayor conectividad que los demads, obtenemos que, si uno de estos hubs se
“infecta” y adquiere un valor de corrupcién alto, en el siguiente paso de tiempo todos sus vecinos
estaran expuestos y se necesitard un valor menor de « para que se infecte gran cantidad de ellos.
b=025 —— b=025 ——

b=050 —— b=050 ——
b=075 —— b=075 ——

o o

(a) Red Barabasi-Albert (b) Red Erdos-Rényi

Figura 3.7: Proceso de Markov en redes BA o ER. En ambas figuras se ha utilizado 8 = 0.5 y r = 0.75.

En la Figura 3.7 se observa que el comportamiento al aumentar « es el mismo que en los dos
casos anteriores: existe honestidad total para valores de o pequefios y se produce una transicion
de fase. Se comprueba ademads en dicha Figura que se cumple lo predicho con el analisis anterior:
hablando en términos cualitativos, en las redes Barabasi-Albert la transicién se produce en a < 0.1
y en las redes Erdos-Rényi, en a > 0.1 para estos valores de pardmetros.

Es asimismo resenable que en el proceso de Markov en redes el valor de b no juegue papel alguno
a la hora de determinar la posicién de la transicién de fase para valores de 5 no muy elevados (en
las redes ER la transicién se desplaza hacia o mayores al aumentar b cuando 8 = 0.10, pero ya
en 8 = 0.30 no hay diferencia. Con estos resultados, las conclusiones que pueden extraerse son las

mismas que las del proceso de Markov con la aproximacién de campo medio.

3.2. Meétodo de Monte Carlo

Como en el caso del proceso de Markov en redes, el método de Monte Carlo no difiere apreciable-
mente del utilizado en el capitulo 2. En su implementacion se ha utilizado A; = 0 y la probabilidad
que representa. Ag se ha sustituido en cada paso de tiempo por la proporcién de reservados en la
poblacién.

La experiencia adquirida en el punto anterior puede ser valiosa en este caso, ya que se vuelve a

trabajar con dos tipos de redes que pueden dar lugar de nuevo a resultados diferentes:
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b=025 —— e b=025 ——
b=050 —— b=050 ——
b=075 —— b=075 ——

o o

(a) Red Barabdsi-Albert (b) Red Erdds-Rényi

Figura 3.8: Proceso de Markov en redes BA o ER. En ambas figuras se ha utilizado § = 0.5y r = 0.75.

En la Figura 3.8 se observa que el método de Monte Carlo también produce una transicién
de fase muy marcada. Ademads, como se preveia, se vuelve a repetir el comportamiento del punto
anterior por el mismo motivo: la bifurcacion tiene lugar para valores de o menores en las redes de
tipo Barabasi-Albert.

Por las razones expuestas en los parrafos precedentes, el método de Monte Carlo no serd en
realidad de mas utilidad que la de verificar inicialmente los resultados obtenidos con el proceso
de Markov para asi comprobar su validez. Ademas, el método que se ha implementado tiene una
desventaja muy importante: es hasta un 33 % maés lento que el proceso de Markov en redes, por
lo que, en caso de que se observe que éste ultimo reproduce satisfactoriamente los resultados,
aportard una ventaja muy significativa en cuanto a tiempo de ejecucién a la hora de analizar los

resultados.

3.3. Discusion de los resultados

Como ya se ha apuntado més arriba, cualitativamente se observa que los puntos de vista que
se han tomado en este capitulo en torno al modelo 4p no ofrecen resultados muy diferentes puesto
que en todos ellos se encuentran transiciones de fase desde la honestidad total al aumentar el
valor del parametro a. Sin embargo, no se ha realizado todavia una comparacién cuantitativa de
los resultados. Esta comparacion cuantitativa se va a realizar comparando con los resultados del
método de Monte Carlo ya que se entiende que es éste el que en realidad reproduce la realidad
de forma mas precisa. La comparacién de los resultados esta motivada por el dilatado tiempo de
ejecucién que requiere el método de Monte Carlo, mucho mayor que el de los demds acercamientos
que se han realizado al modelo. Asi, en caso de que alguno de los modelos presentados arrojara
resultados similares a los del proceso de Monte Carlo, no solo nos valdria para ratificar su validez
sino para hacer uso del mismo posteriormente como aproximacion coherente.

Como recordatorio, los modelos de los que se tienen resultados son:
1. Aproximacién de campo medio del proceso de Markov (ecuacién (3.1)).

2. Limite continuo de la aproximacién de campo medio al proceso de Markov (ecuacién (3.5)).
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3. Proceso de Markov en redes Erdos-Rényi o Bardbasi-Albert.
4. Proceso de Monte Carlo.

Ya se ha hecho hincapié en que los resultados del limite continuo del proceso de Markov al
realizar la aproximacion de aC' y SH pequenos no pueden compararse con los demds, ya que en
general no nos encontramos en esa situacién. Por este motivo serdn descartados de la discusion.

Los resultados comparando todos los modelos se han representado en la Figura 3.9 para los
parametros b = 8 = 0.50, r = 0.75 y k = 6. Se perciben en dicha Figura varios aspectos francamente

interesantes:

Markov BA ——
Markov ER ——
Monte Carlo BA ———
Monte Carle ER ———
Campo medio

o

Figura 3.9: Comparacién entre los modelos descritos en este capitulo para b= =0.50, r =0.75 y k = 6.

- Como se ha explicado para cada caso en concreto, en los modelos con redes Barabasi-Albert
la transicién se produce para valores de a menores, lo que da cuenta de la distribucién de la
red.

- La transicién en el caso del modelo de campo medio se da casi a la vez que para el Monte
Carlo en redes Erdos-Rényi, lo que se debe a la estructura de las redes de este tipo: son redes
aleatorias en las que no es probable que se formen hubs y en las que, por lo tanto, el grado de

cada nodo no se aleja significativamente del grado medio (k) de la red.

- Para valores de o no superiores a 0.4, se observa una separacion clara entre los tipos de red.
Este aspecto se pierde en valores de a més elevados, cuando la estructura de la red deja de
tener tanta importancia. Para ilustrar este comportamiento, en la Figura 3.10, donde se ha
utilizado S = 0.1, se observa que la separacién se conserva durante todo el rango de valores
de «, lo que se debe a que el valor de 8 es demasiado pequeno y la estructura de la red es

critica en el comportamiento del modelo.

- Mas alléd de las diferencias de los anteriores puntos, todas las aproximaciones al modelo mues-
tran una sorprendente similitud, por lo que pueden darse por validas todas ellas. Es sobre

todo notable la aproximacién de campo medio ya que, si bien puede parecer algo simplista al
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inicio, reproduce los datos del modelo de Monte Carlo asombrosamente bien y su tiempo de
ejecucién es mucho menor debido a que se reduce a la resolucion de un sistema de ecuaciones

no lineales.

Markov BA
Markov ER
Monte Carlo BA
Monte Carlo ER
Campo medio

Figura 3.10: Comparacién entre los modelos descritos en este capitulo para b = 0.50, r = 0.75, 8 =0.10y k = 6.

Para finalizar este capitulo, la conclusiéon mas reseniable que se extrae del andlisis de los datos es
la ya desarrollada en el punto 3.1.1: el modelo predice que siempre que « sea mayor que un cierto

valor existird corrupcion, sin importar los valores de b y .



Capitulo 4

Conclusiones

Para concluir este trabajo se repasaran los objetivos que se pretendian alcanzar y que fueron
expuestos en la introduccién: en general, se buscaba analizar un modelo matematico basado en los
modelos de epidemias para mas tarde caracterizar y estudiar con detalle los puntos més interesantes
como las transiciones de fase. Se trataba ademads de indagar en la posibilidad de realizar aproxi-
maciones al modelo que permitieran reducir los tiempos de computacién necesarios para obtener
resultados fiables.

Los objetivos se han cumplido satisfactoriamente a lo largo del trabajo puesto que el problema
se ha analizado desde varios puntos de vista. En primer lugar, en el capitulo 2 se ha expuesto
el modelo y se han sentado las bases para desarrollar el método de Monte Carlo sobre el mismo,
haciendo uso de redes de dos tipos con el fin de confrontarlas y probar la robustez del susodicho ante
el cambio de red. En ese mismo capitulo se ha disenado un proceso de Markov haciendo especial
énfasis en una cuestién crucial como es el orden de eleccion de los agentes. Se ha desarrollado
su estado estacionario, observando que solo puede ser resuelto analiticamente en casos concretos.
Motivado por la indistinguibilidad al cambio de red, se ha presentado una aproximacién de campo
medio valida y que reduce la compleja tarea de encontrar el estado estacionario a un sistema de
ecuaciones. Al comparar los resultados que se obtienen al ejecutar los diferentes métodos se observa
una gran igualdad incluso en el caso del campo medio.

Analizando el modelo inicial no se encontraron puntos especialmente interesantes, probablemen-
te debido a la gran cantidad de pardmetros que en este se incorporaban. Asi, con la intencién de
disminuir el niimero de pardmetros se modificé el modelo original en un modelo 4p al inicio del
capitulo 3, lo que posibilitaba la existencia de regiones libres de corrupcién en el espacio de parame-
tros. Como en el anterior, en este capitulo se estudia una aproximaciéon de campo medio al proceso
de Markov y se hace especial hincapié en su limite continuo debido a las implicaciones que puede
tener en posteriores trabajos en modelos de epidemias. Se pone de manifiesto en dicho apartado
3.1.2 que el orden puede tenerse en cuenta a la hora de obtener directamente las ecuaciones de
evolucién del sistema y que la aproximacion que suele realizarse en la literatura puede dar lugar a
interpretaciones erréneas del modelo en casos concretos (en el problema que nos atane, cuando SH y
aC no son muy pequenos). Asi, en nuestro caso se produce un hecho insélito ademads de la transicién
de fase de intercambio de estabilidad: b, definido como la probabilidad de ser descubierto, deja de
tener sentido ya que aumentar su valor pasa a favorecer la aparicién de corrupcién. Ademas de las
aproximaciones de campo medio, se ha implementado el proceso de Markov en redes, advirtiendo
que ahora la red si juega un papel importante ya que la bifurcacién se produce antes en redes BA
debido a los hubs.

Ignorando los resultados del limite continuo de la aproximacion de campo medio del proceso de
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Markov, el resto de acercamientos al modelo arrojan resultados similares para todos los valores de
parametros. Como ya se ha indicado en el punto 3.3, el hecho de que la aproximacion de campo
medio produzca resultados acordes a los demés hace que este problema pueda abordarse en el futuro
limitdndose a este aspecto de campo medio. Mucho méas manejable analiticamente que el proceso
de Markov sin aproximar.

La ultima conclusién que merece la pena resaltar es la relacionada con la apariciéon de corrupcion
a partir de un valor de « sin importar que b y 5 adopten su valor méximo, implicando que en caso
de que los agentes de la red estén conectados, casi siempre existird una proporciéon no nula de ellos

en estado corrupto.
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