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Abstract

During the last decades, the development and use of computer technology has experimented
unbelievable progress. Within this pace of development, important computer applications become
obsolete due to new resources or to the development of ingenious solutions. If in addition to this, we
were able to generate results to understand the basis of this technology, the development could be
much more structured and beneficial. This is the main interest of theoretical computer science: to
build a formal layer to ground this work in order to facilitate the progress of knowledge, provide an
overview of the problems, and an insight into future solutions that may be more appropriate.

In theoretical computer science there are many areas of study such as:

- The theory of computability: the study of whether a problem can be solved by an automatic

procedure.

- The theory of computational complexity: the study of whether a problem can be solved effi-

ciently.

- The theory of computational learning theory: the study of the difficulty of building a machine

to be capable to learn to find solutions to a problem.

- The theory of information: the study of the intrinsic complexity of the sequences (eg, solutions

of a problem) as well as what can be compressed.

In the search for new knowledge, a development of many formal tools has occurred in each of
these areas. For example, Lutz introduced in 2000 effective dimension that initially aimed to achieve
results in the area of computational complexity. Now, between the different areas there are strong
connections and therefore it seems logical that there are also connections between the different
formal tools that are used. Finding these connections will allow to transfer results from an area
to another and to gain a deeper understanding of the various problems that can be solved with a

current computer or even with a computer that can be developed in the future.



This thesis has studied the relationship between effective dimension and Kolmogorov complex-
ity, compression ratios or performance learning algorithms. These results have allowed results of

computational learning complexity via information theory and vice versa. More specifically:

- Dimension and Kolmogorov complexity: Ryabko, Staiger, Cai and Hartmanis were the first
researchers to study the relationship between classical Haussdorf dimension and Kolmogorov
complexity. With the development of the constructive version of Hausdorff dimension, Mayor-

domo and Lutz showed that for all X C C there is a full characterization:

cdim(X) = sup lim infw.
AeX n—oo n

In the cases of computable dimension and pspace dimension, Hitchcock proved that a complete
characterization is also possible. In this case, it is necessary to use the version of Kolmogorov

complexity with space-bounded resources:

KS3(A0.n — 1])

dimeopp(X) = inf lim inf
imeomp(X) = fuf | sup minf ===
KS3(A[0.n—1
dimpspacc (X) = inf sup lim inf ( [ n ]) .
s€pspace ggx 7N—00 n

In this thesis, we generalize these results to scaled dimension (a refinement of effective dimen-

sion) and we obtain:

cdimy(X) = sup liminf f;L"'l(K(A[O..n —1])).
' Aex n—oo
dimgjznp(X) = inf sup liminf f&;rl(KSS(A[O..n —1])), Vk € Z.
s€comp gcx N0
dim®  (X) = if sup liminf £/ (KS3(A[0.n — 1)), Vi,j €N, i<j.
pjspace s€pjspace gcx N0 (@)
dim{ De(X) = _ff sup liminf f77}(KS*(A[0.n — 1])), Vi,j €N, i <]

sEpjspace AcX MN—oo

1
where fJ,wH

is the inverse function of g. To prove these results, scaled dimension for finite
sequences, of independent interest, has been developed. Intuitively, these results show a close
relationship between the size of a class of problems and the maximum compressibility achievable
for each of these problems, even in the case of a measurement size (scaled dimension) that is
very tight to the specific type of problems. Furthermore, these results are used to study the

behavior of P/Poly-Turing reductions in ESPACE.



- Dimension and compression: The relationship between polynomial time dimension and Kol-
mogorov complexity does not seem to be clear, for that reason, this thesis uses the usual
compression algorithm for finite sequences to characterize the dimension in polynomial time.
With this new characterization, several known results for polynomial time dimension can be
interpreted as compression results. For example, a class of languages with p-dimension 1 can-
not be compressed (i.0.) in more than a sublinear quantity. In this way, results are obtained on
the compressibility of complete and autoreductibles languages, two of the types of problems of

most interest in computational complexity.

- Dimension and learning: In this thesis we study the relationships between dimensions and
different learning models. In relation to on-line learning , we obtain upper bound of the
polynomial-time dimension of class of concepts that can be learned by on-line algorithms
in exponential time and with a2™ errors. We also show that this upper bound is optimal. In
relation to PAC learning, we show that the pspace-dimension of classes of concepts that are
PAC-learnable is zero. In addition to this, we prove that it is also zero for classes of concepts
that can be learned using a query based algortihm. These results have provided hypothesis

implying non-learnability or complexity of the representations needed to learn a concept.






Resumen

Durante las ultimas décadas, la tecnologia de las computadoras y el uso que de ellas se hace
ha progresado de forma increible. Dentro de este ritmo de desarrollo, importantes aplicaciones en
informética quedan obsoletas gracias a los nuevos recursos o a la aparicién de soluciones mas inge-
niosas. Ahora bien, si ademas de generar resultados fuéramos capaces de entender el fundamento de
estos resultados, el desarrollo podria ser mucho mas estructurado y beneficioso. Este es el principal
interés de la informatica teorica: el sentar las bases formales de la informética para facilitar asi
un avance de conocimiento, proporcionar una visiéon global de los problemas y una intuicién sobre
futuras soluciones que puedan ser més adecuadas.

Dentro de la informatica teorica existen numerosas areas de estudio como por ejemplo:

- La teoria de la computabilidad: estudia si un problema puede resolverse con un procedimiento

automatico.

- La teoria de la complejidad computacional: estudia si un problema se puede resolver de un

modo eficiente.

- La teoria de aprendizaje computacional: estudia la dificultad de que una méquina sea capaz

de aprender a encontrar las soluciones de un determinado problema.

- La teoria de la informacion: estudia la complejidad intrinseca de las secuencias (por ejemplo,

de las soluciones de un determinado problema) asi como lo que se pueden comprimir.

En la btusqueda de nuevos conocimientos en cada una de estas areas se han desarrollado nu-
merosas herramientas formales. Por ejemplo, Lutz introdujo en el ano 2000 la dimensién efectiva
orientada inicialmente a obtener resultados en el area de la complejidad computacional. Ahora bien,
entre las diversas dreas existen fuertes conexiones y por lo tanto, parece l6gico que también exis-
tan conexiones entre las distintas herramientas formales que se utilizan. Encontrar estas conexiones
permite trasladar resultados de unas areas a otras y obtener un conocimiento mucho mas profun-
do de los diversos problemas que pueden ser resueltos con un computador actual o incluso con un

computador que pueda ser desarrollado en un futuro.
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En esta tesis se han estudiado las relaciones existentes entre la dimensién efectiva y la complejidad
de Kolmogorov, los ratios de compresion o el rendimiento en algoritmos de aprendizaje. Esto ha
permitido trasladar resultados de complejidad computacional a aprendizaje computacional o teoria
de la informacién y viceversa, estableciendo nuevas cotas superiores e inferiores de complejidad para
problemas y clases de problemas cuya dimensién se conoce, asi como nuevos resultados sobre el

tamafo de clases en funcion de su complejidad. Mas concretamente:

- Dimensién y complejidad de Kolmogorov: Ryabko, Staiger, Cai y Hartmanis fueron los primeros
en estudiar la relacién entre dimension clasica de Hausdorff y complejidad de Kolmogorov.
Con el desarrollo de la versién constructiva de la dimensiéon de Hausdorff, Mayordomo y Lutz
demostraron que, para todo X C C, se conseguia una caracterizaciéon completa:

cdim(X) = sup liminf w

AeX n— oo n
En cuanto a los casos de dimensién calculable y dimensiéon en espacio polinémico, Hitchcock
demostro que también es posible una caracterizacién completa. En este caso es necesario utilizar
la version de complejidad de Kolmogorov con recursos de espacio acotados:

KS%(A[0..n — 1))

dimeomp(X) = inf sup lminf
secomp AeX n—oo n
KS®(A[0.n —1
dimpspace(X) = inf  sup liminf (A[0.n ])
sEpspace AecX Mn—oo n

En esta tesis se generalizan todos estos resultados para la dimension con escala (un refinamiento

de la dimensién efectiva) obteniendo que:

cdimy(X) = sup liminf f”H(K(A[O..n —11)).
AeX n—00
dimglgznp(X) = inf sup liminf f"H(KSS(A[O..n —1])), Vk € Z.
s€comp pcx N0
dim®, (X)) = inf  sup liminf f"+1(KSS( [0..n —1])), Vi,jeN,i<j.
Pjsp sEpjspace gcx N—00
dimé;gace(X) = inf  sup liminf f”“(KS’S( [0..n —1])), Vi,j €N i <j.

s€pjspace gcx N—00

donde fg I+1 o5 1a funcién inversa de g. Para demostrar estos resultados se ha desarrollado la

dimensioén con escala para secuencias finitas, de interés independiente.

Intuitivamente, estos resultados presentan una estrecha relaciéon entre el tamano de una clase de
problemas y la compresibilidad maxima alcanzable para cada uno de estos problemas, ain en
el caso de una medida de tamafio muy ajustada al tipo concreto de problemas (dimensién con
escala). Ademaés, estos resultados se utilizan para estudiar el comportamiento de las reducciones

P /poly-Turing en la clase ESPACE.
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- Dimensién y compresion: La relacién entre dimensién en tiempo polinémico y complejidad
de Kolmogorov no parece ser clara, por ese motivo, en esta tesis se utiliza la nocién usual
de algoritmo de compresion para secuencias finitas para caracterizar la dimensiéon en tiempo
polinémico. Gracias a esta nueva caracterizacién, varios resultados conocidos para dimension
en tiempo polinémico se pueden interpretar como resultados de compresion. Por ejemplo,
los lenguajes de una clase de p-dimensién 1 no pueden comprimirse (i.0.) en més que una
cantidad sublineal. Asi se obtienen resultados sobre la compresibilidad de lenguajes completos

y autoreducibles, dos de los tipos de problemas de mas interés en complejidad computacional

- Dimensién y aprendizaje: En esta tesis se estudian la relacién de la dimensién con distintos
modelos de aprendizaje. En relacién con el aprendizaje on-line se obtiene una cota superior
de la dimensién en tiempo polinémico de clases de conceptos que pueden aprenderse con
algoritmos on-line en tiempo exponencial y con a2™ errores. Ademas se demuestra que esta
cota superior es 6ptima. En relacion con el aprendizaje PAC, se demuestra que la dimension
en espacio polinomico de clases de conceptos que son PAC-aprendibles es cero. Igualmente se
demuestra que es cero para clases de conceptos que pueden aprenderse con un algoritmo basado
en preguntas. Estos resultados han permitido obtener hipétesis que implican el no aprendizaje

o la complejidad de las representaciones necesarias para aprender un concepto.



12



Capitulo 1

Introduccion y preliminares

1.1. Introduccién

Durante las ultimas décadas, la tecnologia de las computadoras y el uso que de ellas se hace
ha progresado de forma increible. Simplemente basta pensar en lo lentos y primitivos que pueden
parecer a dia de hoy los ordenadores que sélo algunos afortunados podian permitirse en los anos 80
frente a los ordenadores personales actuales que aproximadamente el 70 % de los espafioles poseemos
en nuestros hogares.

Dentro de este ritmo de desarrollo, importantes aplicaciones en informética quedan obsoletas
gracias a los nuevos recursos o a la aparicién de soluciones mas ingeniosas, que hace que cada
dia poseamos mejores aplicaciones. Ahora bien, si ademéas de generar resultados fuéramos capaces
de entender el fundamento de estos resultados, el desarrollo podria ser mucho mas estructurado y
beneficioso. Este es el principal interés de la informaética teérica, el sentar las bases formales de la
informética para facilitar asi un avance de conocimiento, una visién global de los problemas y una
intuicion sobre futuras soluciones que puedan ser més adecuadas.

Quiza una pregunta especialmente importante para este proposito es conocer qué tareas se pueden
realizar con un procedimiento automatico. Aunque cualquier persona puede entender lo que esta
pregunta significa, proporcionar un marco tedrico adecuado para trabajar en la respuesta a esta
pregunta no resulta algo trivial. Para empezar, no resulta evidente dar una definiciéon formal de lo
que significa procedimiento automatico.

Ya en los anos 30, antes de que existieran los ordenadores tal como los conocemos hoy en dia, la
comunidad matematica empezo a preocuparse por dar una definicién de procedimiento automaético
que fuera consistente con la idea intuitiva que todos tenemos. De este modo, diversos investigadores
propusieron definiciones de lo que significaba que una tarea pudiera resolverse con un procedimiento
automatico. Por ejemplo, Turing mediante su famosa maquina de Turing [91, 92] (fig. 1.1) o Church

mediante el Lambda-Calculo [18, 19]. Este fue el nacimiento de la Teoria de la Computabilidad,
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Figura 1.1: Representacion de una Maquina de Turing con una cinta y un conjunto de estados. La
maquina accede a la informacién de la cinta a través de una cabeza lectora/escritora. La cabeza
lee 1la celda en la que se encuentra y, dependiendo del simbolo leido y del estado, escribe un nuevo
simbolo, se mueve a la izquierda o derecha y cambia de estado.

a finales de los afos 30 y, con el tiempo, se ha demostrado la importancia de este campo. A dia
de hoy, atn con ordenadores cada vez més potentes, la nociéon de computabilidad sigue asociada
a las méquinas de Turing gracias a la Tesis de Church: “Todo algoritmo o procedimiento efectivo
es Turing-calculable”. Esta tesis nos dice que, en particular, todo lo que se puede calcular con un

ordenador hoy en dia se puede calcular con una maquina de Turing.

Asi pues, dentro de la informatica teodrica, la Teoria de la Computabilidad nos fija los limites de
lo que puede o no ser calculado mediante un ordenador (o mediante cualquier otro procedimiento
automaético), con la ventaja de que, tratindose de un marco puramente formal, no es necesario

utilizar ningtn aparato fisico real para encontrar dichos limites.

Una vez conocidos los limites de lo que se puede y no calcular, la siguiente pregunta importante es
la de conocer la eficiencia de este calculo: no es lo mismo que se necesiten anos y miles de ordenadores
trabajando en paralelo para calcular algo a que se necesiten unos simples segundos en un ordenador
convencional. Asi pues, ;qué tareas pueden realizarse con un procedimiento automaético de un modo

efectivo?

En este sentido, la Teoria de la Complejidad Computacional proporciona el marco teérico ade-
cuado para tratar esta pregunta. Més concretamente, la Teoria de la Complejidad Computacional
se centra en el estudio de la complejidad intrinseca de las tareas calculables. Por ejemplo, utilizan-
do nociones y herramientas propias de Complejidad Computacional es posible demostrar que un
conjunto de tareas pueden resolverse en tiempo polinémico, sin necesidad de encontrar el algoritmo

concreto que las resuelve.

En muchos casos, la investigaciéon en Complejidad Computacional tiende a fijar los recursos de
calculo y estudiar las tareas que pueden resolverse dentro de esos limites (por ejemplo, la clase P
no es mas que el conjunto de tareas que pueden resolverse en tiempo polinémico). De este modo,

surgen de manera natural numerosos conceptos, como por ejemplo:



EXPSPACE

EXPTIME

PSPACE = NPSPACE = IP

Figura 1.2: Esta figura muestran las relaciones conocidas (hasta el momento) entre diversas clases
de Complejidad, como por ejemplo PC NP.

i) Clases de complejidad: conjuntos de tareas calculables agrupadas segin los recursos de calculo
necesarios para resolverlas. Estos recursos incluyen cotas en tiempo o memoria, y utilizar

maquinas deterministas, no deterministas, probabilistas, circuitos booleanos ....

1i) Reducciones y problemas completos: conceptos introducidos como herramientas para comparar
la complejidad de problemas especificos. Intuitivamente, que un problema se reduzca a otro,
significa que es mas fécil de resolver, siendo los problemas completos aquellos que son maés

dificiles.

Como objetivos fundamentales de la Complejidad Computacional esta el encontrar conexiones
entre las clases de complejidad (fig. 1.2) y otros conceptos, lo cual produce un avance de conocimiento
muy importante en los fundamentos teéricos de la informaética.

Una herramienta que ha sido especialmente relevante en este sentido ha sido la medida de recursos
acotados [62], que no es mas que una adaptacion a la medida de Lebesgue utilizada en matematica
clasica. Basicamente, las medidas de recursos acotados proporcionan una manera eficiente de medir
con respecto a los recursos de célculo que se estén acotando.

Como ya hemos dicho, un problema importante en Complejidad Computacional es saber cémo
se relacionan las clases de complejidad. Un ejemplo seria el saber si dos clases son iguales o bien
si una clase estd incluida en otra. Unicamente la respuesta positiva a estas preguntas proporciona
informacién realmente valiosa. Por el contrario, una respuesta negativa (saber que una clase no es
igual a otra) lo tinico que asegura es la existencia de un problema que no esté en las dos clases, pero
eso no significa que las clases sean muy distintas, que una clase tenga muchos mas elementos que
otra, o que la mayoria de los problemas no pertenezcan a ambas clases. Gracias a las medidas de
recursos acotados se puede obtener este tipo de informacién cuantitativa.

Las medidas de recursos acotados fueron introducidas por Lutz en [62] y su motivacion fue pre-

cisamente el obtener resultados que proporcionara més informacion que los de existencia. Es decir, en



vez de conseguir resultados del tipo “existe un problema que estd en Y y no estd en X” | las medidas
de recursos acotados sirven para obtener resultados del tipo “la mayoria de los problemas en Y no
estan en X7, expresado formalmente como “X tiene medida 0 en Y”. Ademas, con el trabajo de nu-
merosos investigadores, las medidas de recursos acotados también han resultado ser una herramienta
util a la hora de obtener resultados relacionados por ejemplo con bi-immunidad, complexity cores,
estructura de las clases E y EXP bajo diversas reducciones, complejidad no uniforme, complejidad
de Kolmogorov, natural proofs y generadores pseudoaleatorios, la densidad de problemas hard, etc...
(para un resumen de resultados ver [65, 3, 14]).

La medida de recursos acotados es pues una herramienta de gran utilidad en Complejidad Com-
putacional pero también tiene sus limitaciones. En realidad, esto resulta logico, dado que la medida
de Lebesgue clasica de la que proviene también las tiene (por ejemplo, la existencia de conjuntos no
medibles).

La forma en que la matematica clasica ha superado las limitaciones de la medida de Lebesgue ha
sido mediante el concepto de dimensién de Hausdorff [28]. Esta herramienta permite trabajar con
todo tipo de conjuntos (incluidos los no medibles) y distinguir entre conjuntos de medida cero. Del
mismo modo, ante las limitaciones que la medida de recursos pueda tener, se introdujo en [67] la

dimension de recursos acotados.

1.2. Principales contribuciones

El principal objetivo de esta tesis es profundizar en las relaciones existentes entre la dimen-
sién de recursos acotados y con escala y diversas medidas de complejidad como la complejidad de
Kolmogorov, los ratios de compresion o el rendimiento de los algoritmos de aprendizaje. Estas rela-
ciones constituirdn un puente entre los resultados de complejidad y los de dimensién, permitiendo
establecer nuevas cotas superiores e inferiores de complejidad para problemas y clases de problemas
cuya dimension se conoce, asi como nuevos resultados sobre el tamano de clases en funcién de su
complejidad.

A continuacion se describen con detalle las principales contribuciones de esta tesis. Los conceptos

bésicos de complejidad que se mencionan pueden encontrarse en 1.3.

1.2.1. Relaciones entre dimensién y complejidad de Kolmogorov

Uno de los campos de interés de la dimension es el estudiar como se relaciona con otros concep-
tos bien conocidos de la Teoria de la Informacién. En particular, es natural intentar establecer una
relacién con la complejidad de Kolmogorov, puesto que ambas son medidas de cantidad de infor-
macion. Por ejemplo, Ryabko [80, 81|, Staiger [87, 88], y Cai y Hartmanis [16] fueron los primeros

en estudiar la relaciéon entre dimension clasica de Hausdorff y complejidad de Kolmogorov. Por un



lado, Ryabko [81] proporcioné una cota superior para la dimensién de Hausdorff en términos de la
complejidad de Kolmogorov. Més concretamente, demostré que, para todo conjunto de secuencias
infinitas X C C,

dimp (X) < :1;5)( h;Lrgiorcl)f w
Por otro lado, Staiger [87] demostro que la igualdad no era siempre posible. Es decir, existen conjuntos
X C C para los cuales

dimp (X) < 21611;)( h;brggf w

Con el desarrollo de la version constructiva de la dimensién de Hausdorff, Mayordomo [77] y Lutz

[68] demostraron que se conseguia una caracterizacion completa de la dimension constructiva:

cdim(X) = sup liminf w,
AeX n—oo n

para todo conjunto X C C.
En el Capitulo 2 se amplia este resultado a la dimensién constructiva con escala, obteniendo que

cdimgy(A) = lim inf f;‘“(K(A[O..n — 1)),

n— 00

donde fél,w|+1 es la funcion inversa de g, siendo g la correspondiente escala (ver Seccion 1.4.5).
Para llegar a este resultado, se define la dimension con escala de secuencias finitas, generalizando
la defnicién de dimension en {0,1}* proporcionada por Lutz en [68]. Estos resultados han sido
publicados en [60].

En cuanto a los casos de dimensién en espacio polinémico y dimension calculable, Hitchcock [33]
demostr6 que también es posible una caracterizaciéon completa para el caso no escalado. En este caso
es necesario utilizar la versién de complejidad de Kolmogorov con recursos de espacio acotados. Més

concretamente se tiene que, para todo conjunto X C C,

KS%(A[0.n—1
dimpspace(X) = f  sup liminf (A[0.n D (1.2.1)
sEpspace pcx N0 n

dimeomp(X) = inf sup liminf KS5*(A[0.n — 1]).

jnf, sup limin " (1.2.2)
Para demostrar estos resultados, las técnicas utilizadas por Hitchock pasan por caracterizar dimen-
sién con otro concepto bien conocido de Teoria de la Informacién: la entropia. Esta, a su vez, se
relaciona con la complejidad de Kolmogorov, obteniéndose asi las igualdades (1.2.1) y (1.2.2).

La idea de Hitchcock se basa en el trabajo de Staiger [87, 88], donde se define un tipo de entropia
que caracteriza la dimensién clasica de Hausdorff. A partir de la version calculable y la version en
espacio polinémico de esta entropia, Hitchcok demostré que era posible caracterizar las dimensiones

calculable y en espacio polindmico respectivamente [33].



En el Capitulo 3 se extienden los resultados obtenidos por Hitchcock para el caso de dimensiéon
con escala, caracterizdndola mediante ambos conceptos: la complejidad de Kolmogorov y la entropia.
Por ultimo, se utiliza esta caracterizacion para estudiar el comportamiento de las reducciones P /poly-
Turing en la clase ESPACE. Estos resultados han sido publicados junto con John Hitchcock y Elvira

Mayordomo en [41] y posteriormente en una version extendida de revista en [38].

1.2.2. Relaciones entre dimensién y compresion

Tal como se comenta en la anterior subseccién, en los casos de dimensién constructiva, dimensién
calculable y dimensién en espacio polindémico se consiguen caracterizaciones a partir de la compleji-
dad de Kolmogorov clésica y acotada en espacio. Sin embargo, en el caso de la dimension en tiempo
polinémico no parecen existir posibles caracterizaciones de ese tipo [40]. Esto no es extrafio puesto
que computar (incluso de manera aproximada) la complejidad de Kolmogorov acotada en tiempo
parece que requiere una busqueda exponencial (bajo las hipétesis habituales en Complejidad Com-
putacional). La principal diferencia entre complejidad de Kolmogorov acotada en tiempo y en espacio
es la reversivilidad. En el caso de cotas en espacio, la fase de codificacion puede hacerse con cotas
de espacio similares a la de decodificacién.

En el Capitulo 4 se utiliza la nocion usual de algoritmo de compresién para secuencias finitas
para caracterizar la dimensién en tiempo polinémico. Gracias a esta nueva caracterizacion, varios
resultados conocidos para dimensién en tiempo polinémico se pueden interpretar como resultados de
compresion. Por ejemplo, los lenguajes de una clase de p-dimensién 1 no pueden comprimirse (i.0.)
en mas que una cantidad sublineal. Asi se obtienen resultados sobre la compresibilidad de lenguajes
completos y autoreducibles. Estos resultados han sido publicados junto con Elvira Mayordomo en
[61].

Dentro de los algoritmos de compresion estudiados en el Capitulo 4, sin duda uno de los mas
conocidos es el algoritmo de Lempel-Ziv [96]. Este algoritmo es actualmente el método de compresion
universal méas utilizado en el mundo (por ejemplo, suele comprimir textos largos en inglés a la mitad
de su tamaifio original). No solo eso, el algoritmo de Lempel-Ziv también se utiliza en los formatos
de imagenes TIFF y GIF, y dentro del software de Adobe Acrobat, entre otros.

El motivo de su éxito es la universalidad del algoritmo frente a los algoritmos de compresiéon de
estados finitos. Mas concretamente, en [96] se demuestra de un modo tedrico que LZrg tiene un ratio
de compresion mejor que el de cualquier compresor de estados finitos. Este tipo de demostraciéon
teodrica asegura, no solo la conveniencia de usar el algoritmo de Lempel-Ziv frente a los algoritmos
conocidos hasta el momento, sino frente a los algoritmos de compresion de estados finitos que pudan
surgir en un futuro.

En este momento, Lempel-Ziv sigue siendo uno de los algoritmos més estudiados en el mundo y



pese a ello, todavia quedan cuestiones abiertas sobre el comportamiento del algoritmo. En el Capitulo
5 se estudia el ratio de compresion de Lempel-Ziv desde el punto de vista de la dimensién y se tratan
algunas de estas cuestiones, como por ejemplo, el problema abierto de la catastrofe del bit. Estos

resultados estan publicados en [59].

1.2.3. Relaciones entre dimensiéon y aprendizaje

Las primeras relaciones entre medida de recursos acotados y teoria de aprendizaje fueron estable-
cidas por Watanabe y otros autores en [57] donde se investiga la medida de recursos acotados de
clases que son aprendibles con un algoritmo PAC o con un algoritmo basado en preguntas de equiv-
alencia. Mas concretamente, se prueba en su trabajo que: i) Las subclases de P/poly que pueden
aprenderse con un algoritmo PAC tiene medida polinémica 0 si EXP g AM; y i7) las clases P /poly
que pueden aprenderse con preguntas de equivalencia tienen medida polinémica 0. De estos resul-
tados, se obtienen hipétesis en medidas de recursos acotados que implicarian el no aprendizaje de
la clase de circuitos Booleanos en tiempo polinémico. Por otro lado, en el contexto de dimensiéon
efectiva, Hitchcock exploro en [34] la relacion de dimensién con la logarithmic loss unpredictability.

En el Capitulo 6 se proporcionan nuevos resultados en linea con los citados anteriormente.
Primero, en relacién con el aprendizaje on-line, se obtiene una cota superior de la dimensién en
tiempo polinémico de clases de conceptos que pueden aprenderse con algoritmos on-line en tiempo
exponencial y con 2™ errores. Es mas, se demuestra que esta cota superior es 6ptima (en el sen-
tido de que no se puede mejorar). Basandose en los resultados obtenidos en esta tesis, Hitchcock
ha investigado en [37] el caso de tener un nimero de errores subexponencial y dimension cero, con
interesantes aplicaciones que desarrolla en [27].

En segundo lugar, en relacién con el aprendizaje PAC, se demuestra en el Capitulo 6 que la
dimension en espacio polinémico de clases de conceptos que son PAC-aprendibles es cero. Esto pro-
porciona una hipdtesis basada en dimension efectiva que implica la impredicibilidad inherente de
una clase de conceptos (la no predictivilidad es una propiedad muy interesante en aprendizaje com-
putacional que hace referencia a las clases que usando cualquier hipotesis no son PAC aprendibles).
Mas atn, existen conexiones entre resultados de aprendizaje PAC y construcciones en el campo de
la criptografia [48] que se pueden reescribir con hipdtesis de dimension efectiva.

Finalmente, se estudia la dimension de clases que se pueden aprender con algoritmos basados en
preguntas de pertenencia. El principal resultado demuestra que la dimensién en espacio polinémico
de clases de conceptos que pueden aprenderse con un algoritmo basado en preguntas de pertenencia
es cero. Esto puede usarse para demostrar que, para clases que son complejas en el sentido de
dimension, es necesaria una representacion compleja para poder aprender eficientemente esa clase

con preguntas de pertenencia. Estos resultados han sido publicados junto con Ricard Gavalda, Elvira



Mayordomo y Vinodchandran N. Variyam en [25].

1.3. Preliminares

En esta seccién se fija en primer lugar la notacion relacionada con secuencias y lenguajes, clases
de complejidad, y funciones y series. Ademaés, se da una breve descripciéon de distintos conceptos y
herramientas que se utilizan a lo largo de la tesis dentro del area de Complejidad Computacional,
Teoria de la Informacion, Compresion de Datos y Teoria de Aprendizaje. Esta es una secciéon pre-

scindible para aquellos lectores que tengan conocimientos sobre estos conceptos y herramientas.
1.3.1. Notaci6én béasica
Secuencias y lenguajes

Se denotara por {0,1}* el conjunto de todas las secuencias finitas de ceros y unos. A denotara la

palabra vacia. s, $1, s2 ... denotaré la enumeracion estindar de {0,1}*, es decir,
so=A, 81 =0, s9=1, s3 =00, s4 =01, s5 =10, sg = 11, s7 = 000....

En general, w denotara una secuencia finita de ceros y unos, es decir, w € {0,1}*. Se denotara
la longitud de w como |w|.

Dado n € N, w™ denotara la concatenaciéon de n veces w, es decir, recursivamente,
w=Xy w=w"""t w.
Dado n € N y R una relacion binaria en {=, <, >, <, >}, se denotara
{0, 1} = {w € {0,1}* | |jw|Rn}.
En particular, sera de especial importancia el conjunto
{0,137 ={w € {0,1}" | [w| = n},
y se denotard por sg,...s5._; la enumeracién estandar de sus elementos, es decir,

—1
SE=0" 87 =0""1, . sk = 1"

Se denotara por {0,1}° el conjunto de todas las secuencias binarias infinitas.

En general, x denotara una secuencia binaria, finita o infinita, es decir « € {0,1}* U {0, 1}°°.

Dados = y w como antes, w C x significard que w es un prefijo de x y w C z significard que w es
un prefijo propio de z.

Se define el cilindro generado por w € {0,1}* como C,, = {z € {0,1}*°|w T z}. Notar que
Cy ={0,1}°.



Dados 4,5 € N con i < j, se denotara por z[i ... j] la secuencia finita de ceros y unos que consiste
en la subsecuencia de = desde el i-esimo bit hasta el j-esimo bit.
Un lenguage, o problema decisional, es un conjunto A C {0,1}*.

Dado n € N y R una relacion binaria en {=, <, > <, >}, se denotara
Al = An{o0,1}7".
En particular, seran de especial importancia los conjuntos
AT = AN{0,1}7" y AS" = An{0,1}=".
Se define el lenguaje A% como,
A ={8¢€{0,1}*°| 3°n con S[0...n] € A }.

Se dice que A es un conjunto prefijo si ningin elemento de A es un prefijo propio de otro elemento
de A.

Cada lenguaje A se puede identificar con su secuencia caracteristica en {0, 1}°°:
xa = [so € A][s1 € A][s2 € A][ss € 4] ...

donde

1 i Z‘EA,
HsieAﬂ: S1S

El espacio de Cantor C es el conjunto {0,1}> de todas las secuencias binarias infinitas. Con la
identificacion anterior, el espacio de Cantor es el espacio de todos los lenguajes.
Dados A, B € C, se dice que A es many-one reducible a B (A <,, B) si existe una funcién

calculable f tal que x € A siy s6lo si f(x) € B.

Clases de complejidad

Se necesitarédn las siguientes clases de funciones para definir las clases de complejidad que se
usaridn posteriormente.

Para cada ¢ € N se define la clase G; de funciones f : N — N recursivamente como sigue:

Go {f1(3k)(v>°n) f(n) < kn},
Giy1 = {fI(3g € Gy)(¥n)f(n) < 29Ucem},

Las funciones de estas clases se usaran como cotas de crecimiento. En particular, Gy contiene todas

las funciones acotadas linealmente y G; contiene las funciones acotadas polinomialmente.
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Se definen las funciones g; € G; como:

do(n) = 2n,

Girr(n) = 20:08m),

Cada G; es cerrado bajo composicion, cada f € G; es o(gi+1) y cada g; es o(2™). Asi pues, G;
contiene cotas superpolinomiales para todo ¢ > 1, pero la jerarquia G; es siempre subexponencial.
Dentro de la clase de todos los lenguajes decidibles (DEC), seran especialmente importantes en

esta tesis las clases de complejidad exponenciales:

E; = DTIME(2%1) (i>1),

E;SPACE DSPACE(2%-1) (i >1).

En particular, se denota

E = E;=DTIME(2"™),
EXP = EQ:DTIME(2P01in0mia1)’
ESPACE = E;SPACE = DSPACE(2"*),

EXPSPACE = E,SPACE = DSPACE(2polinomialy,

Otro modo de definir estas clases de complejidad es utilizando constructores:

Un constructor es una funcion ¢ : {0,1}* — {0, 1}* que satisface w C §(w) para todo w € {0, 1}*.
El resultado de un constructor § (es decir, el lenguaje construido por ) es el unico lenguaje R(6)
tal que "(A) C R(6) para todo n € N.

Las siguientes familias de funciones servirdn para dar una definicién equivalente de las clases

vistas anteriormente:

all = {f|f:{0,1}* — {0,1}*}, (1.3.1)
comp = {fe€all]| f escalculable},
p;, = {fe€all| f escalculable en tiempo G;} (i > 1),
p;space = {f € all| f es calculable en espacio G;} (i > 1),
plogon = {f:{0,1}* — {0,1}* | f es calculable por una maquina on-line con espacio de

trabajo y de salida polilogaritmico en el tamaifio de la entrada}.

La longitud de la salida se incluye como parte del espacio usado en la computacion de f. Se denota
P para p; y pspace para pispace. En general, A denotard una de las clases anteriores: comp, p;,

pispace (¢ > 1).



Se tiene entonces que [62]

R(all)
R(comp)

R(pi

11

= C7
— DEC,

= F,; paratodoi>1,

)
R(p;space) = E;SPACE para todoi > 1.

En el caso de la clase de funciones plogon, solo si consideramos constructores que cumplen la

definiciéon de plogon (excepto con respecto al espacio de salida), obtenemos:
R(plogon) = PSPACE [76].

Ver [62, 67] para una introduccion méas detallada de los contenidos de esta subsecciéon y la

siguiente.

1.3.2. Funciones y series

En este apartado se define el significado de calculabilidad y convergencia bajo ciertas restricciones
en los recursos de céalculo.

Sea D un dominio discreto y f : D — R una funcién.

1. Se dice que f es A-calculable si existe una funcién f: N x D — Q tal que:

-~

i) |f(r,z) — f(z)] <277 paratodor e Ny z € D.

1) fe A, donde r se codifica en unario y la salida en binario.
2. Se dice que f es exactamente A-calculable si f : D — Qy f € A.

3. Se dice que f es semicalculable por debajo o constructiva si existe una funcién calculable
f:DxN—H@talque:

i) Para todo (z,t) € D x N,

-~

Fla,t) < fz,t+1) < f(a).

i1) Para todo x € D,

~

Jim Fe.t) = f(x).

Sea una serie de nimeros reales no negativos, > - ,a,, entonces se dice que la serie es A-

convergente si existe una funciéon h: N — N tal que h € Ay

i a, <277

n=nh(r)
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para todo r € N. Dicha funcién h se denominard A-mddulo de convergencia.

Sea una secuencia de series de numeros reales no negativos,
o]
Zaj7” (.j:O71727"')a
n=0

entonces se dice que la secuencia es uniformemente A-convergente si existe una funciéon f : N2 — N
tal que f € Ay f; es un médulo de convergencia de la serie ZZOZO a;n para cada j € N (donde

fj(n) = f(4,n) para cada j,n € N).

1.3.3. Complejidad no uniforme: funciones consejo, clase P /poly y reduc-

. P /pol
ciones ST/ POy

Las clases de complejidad introducidas en la seccion anterior se definen exclusivamente re-
stringiendo recursos de céalculo en los algoritmos (maquinas de Turing) encargados de aceptar o
no un lenguaje. Este tipo de definicion tiene sentido cuando se consideran lenguajes infinitos, pero
no resulta util para clasificar lenguajes finitos (puesto que estos pueden reconocerse en tiempo y
espacio constante). Para esto tltimo se mide el tamario de algoritmos (circuitos booleanos) que
aceptan conjuntos finitos.

Esta forma de medir recursos de célculo se puede extender a los lenguajes infinitos asociando
para cada A € C una funcion que describa el crecimiento de los tamaifios de los circuitos que aceptan

cada A=". Formalmente:
Definicién 1.3.1. Sea A € C.

1. Para cada n € N, se define la complejidad de circuito de A en la longitud n, c4(n), como el
tamano del menor circuito booleano que acepta A=".

2. Se define la complejidad de circuito de A como la funciéon c4 : N — N que para cada n nos
devuelve ca(n).

3. Dada o : N — N definimos la clase SIZE(«(n)) como

SIZE(a(n)) = {A|Vn ca(n) < a(n)}.

Para establecer una conexion entre estas dos maneras de enfocar la complejidad: uniforme (defini-
da en la subseccion 1.3.1) y no uniforme (la definida en esta subseccion), se introduce el concepto
de funcion consejo (advice). Estas funciones son las funciones del tipo f : N — {0,1}*. A partir de
una clase F de funciones consejo y una clase de complejidad C, se define la clase C/F como todos

los conjuntos B para los cuales existe un lenguaje A € C y una funcion f € F tal que

B ={w|(w, f(lw])) € A}.
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Intuitivamente, cuando C es una clase de complejidad como las definidas en la subseccion 1.3.1,
C/F es la clase de todos los conjuntos B tal que alguna funcion de F proporciona informacion
suficiente para aceptar B dentro de las cotas de recursos especificados en la definicién de C.

Como ejemplo particular de este tipo de clases, se tiene la clase P/poly, donde poly denota la
clase de funciones f : N — {0,1}* de forma que para algtin polinomio p, |f(n)| < p(n) para cada
n € N.

Es decir, P/poly es la clase de conjuntos B = {w | (w, f(|w])) € A}, donde A € P y para algin
polinomio p y todo n, |f(n)| < p(n).

Esta clase se relaciona con la complejidad no uniforme mediante el siguiente teorema.

Teorema 1.3.2. Sea A € C. Entonces, A € P/poly si y solo si existe un polinomio p tal que para
todo n, ca(n) < p(n).

o1e . P /pol . .
Utilizando este teorema las reducciones ST/ POV (reducciones Turing que se computan por una

familia no uniforme de circuitos de tamano polinomial) se pueden definir formalmente como sigue.

Definicién 1.3.3. [9] Dados A, B € C, se dice que A es Si/pdy—reducible a B si existen M maquina
de Turing con oraculo en tiempo polinémico y h € poly tales que

A ={w € {0,1}* | M acepta (w, h(|w|))}.

Existen varios textos bésicos de complejidad computacional donde se desarrollan en detalle estos

conceptos, por ejemplo [9] contiene complejidad no uniforme.

1.3.4. Complejidad de Kolmogorov y medidas de probabilidad en {0,1}*

La complejidad de Kolmogorov de una secuencia finita de ceros y unos es la longitud de la
descripciéon méas corta de dicha secuencia. La idea intuitiva que persigue esta definicion es el propor-
cionar una medida de la informacién intrinseca que tiene una secuencia. Por ejemplo, fijdndose en

las siguientes secuencias de longitud 30:

A

010101010101010101010101010101,

B = 101100101011001011111110010101,

la secuencia A se puede describir como “15 repeticiones de 01”, mientras que, a simple vista, la
secuencia B no parece tener una descripcién mas corta. Asi pues, intuitivamente, la secuencia A
parece mas sencilla que la secuencia B y por lo tanto, parece tener una complejidad de Kolmogorov

més pequeiia que la secuencia B. La definicién formal de complejidad de Kolmogorov es la siguiente.

Definicién 1.3.4. Dada w € {0,1}* y M una maquina de Turing, se define la complejidad de
Kolmogorov de w con respecto a M como

Ky(w) = min{|z| | x € {0,1}* tal que M(z) = w}.
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011001010001 —> M —> W

programa

Figura 1.3: Maquina de Turing que genera w a partir de un programa.

Es decir, la complejidad de Kolmogorov de w relativa a una méquina fija M es el programa mas
corto que al ejecutarlo en M devuelve w (figura 1.3).
Esta definicién depende de la maquina M utilizada, sin embargo su dependencia es sélo por una

constante aditiva cuando se retringe a maquinas universales, tal como se ve en el siguiente teorema.

Teorema 1.3.5 (Invarianza de la complejidad de Kolmogorov). Si U es una méaquina de Turing
universal, entonces para cualquier otra maquina de Turing M,

KU(w) < KM(U}) +cum,

para toda secuencia w € {0,1}*, donde la constante cp; no depende de w.

Asi pues, al hablar de complejidad de Kolmogorov, se fijard una maquina de Turing universal y
se denotara simplemente por K (w).

Ademés del concepto de complejidad de Kolmogorov, donde los recursos para calcular w son
ilimitados, se puede definir complejidad de Kolmogorov con recursos acotados. La idea es restringir
el poder de la maquina que se usa para calcular w. En general, se usard s : N — N para cotas de

espacio y t : N — N para cotas de tiempo.

Definicién 1.3.6. Sea M una méaquina de Turing, w € {0,1}* y s,t : N — N cotas de espacio y
tiempo.

1. La complejidad de Kolmogorov acotada en espacio s relativa a M se define como
K S5 (w) = min{|z| | = € {0,1}" tal que M (x) = w en espacio < s(jw|)}.
2. La complejidad de Kolmogorov acotada en tiempo t relativa a M se define como

K} (w) = min{|z| | z € {0,1}* tal que M(z) = w en tiempo < t(|w|)}.

Al igual que en el caso de complejidad de Kolmogorov clasica, para complejidad de Kolmogorov
con recursos acotados también existe un teorema de invarianza. Sin embargo, al afiadir cotas en los
recursos de calculo, la propiedad de invarianza es significativamente mas débil.

Teorema 1.3.7 (Invarianza de la complejidad de Kolmogorov con recursos acotados). Si U es una

méquina de Turing universal y s,t : N — N son cotas de espacio y tiempo, entonces para cualquier
otra maquina de Turing M,

KS{(w) < KSy(w)+e,
Kptiw) < Kjyw)+,

para toda secuencia w € {0,1}*, donde las constantes ¢ y ¢/ no dependen de w.
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Al hablar de complejidad de Kolmogorov con recursos acotados, se fijara una maquina de Turing
universal y se denotara simplemente K S%(w) y K*(w).

Dado un lenguaje A se utilizara la siguiente notaciéon para referirse a la complejidad de Kol-
mogorov en espacio de la secuencia de 2" bits que caracteriza A=" o de la secuencia de 2" — 1 bits
que caracteriza AS™.

Notacién 1.3.8. Sean U una méquina de Turing universal, s : N — N una cota de espacio, A un
lenguaje y » un nimero natural,

1. La complejidad de Kolmogorov acotada en espacio s(n) de A=™ se define como
KS*(A=") = min{|z| | z € {0,1}* tal que U(z) = A[2" — 1...2"T! — 2] en espacio < s(n)}.

2. La complejidad de Kolmogorov acotada en espacio s(n) de AS™ se define como

KS*(A=") = min{|z| | = € {0,1}* tal que U(x) = A[0...2""! — 2] en espacio < s(n)}.

Uno de los resultados més importantes sobre complejidad de Kolmogorov es el que la relaciona
con medidas de subprobabilidad.

Definicién 1.3.9. 1. Una medida de subprobabilidad en {0,1}* es una funcion p : {0,1}* — [0, 1]
tal que verifica

> pw) <1 (1.3.2)

we{0,1}*

2. Una medida de probabilidad en {0,1}* es una medida de subprobabilidad en {0, 1}* que verifica
la condicion (1.3.2) con igualdad.

3. Una medida de subprobabilidad en {0,1}* es constructiva si es semicalculable por debajo.

4. Una medida de subprobabilidad p en {0,1}* es constructiva dptima si para cada medida de
subprobabilidad constructiva p’ existe una constante real o > 0 tal que:

p(w) > ap’ (w),

para todo w € {0,1}*.

El Teorema de Levin asegura la existencia de una medida de subprobabilidad 6ptima.

Teorema 1.3.10. (Levin [97]) Existe una medida de subprobabilidad constructiva 6ptima en {0, 1}*.
Se denotard por m.

El siguiente teorema es una caracterizaciéon de la complejidad de Kolmogorov en términos de m.
Este resultado se debe a Levin [53, 54] y Chaitin [17].
Teorema 1.3.11. Existe una constante ¢ € N tal que, para todo w € {0,1}*,
K(w) —log 1 <c
m(w)
Para mayores detalles sobre complejidad de Kolmogorov y las demostraciones de los teoremas

enunciados en esta seccion, se remite al lector a [55].
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1.3.5. Medidas de probabilidad en C y entropia

Sea F la o-algebra generada por los cilindros en C. Sea v : F — [0, 1] una medida positiva con
masa total 1. Entonces, (C, F,v) es un espacio de probabilidad y v es una medida de probabilidad en
C.

Ahora bien, al trabajar en C, cada medida de probabilidad v se puede identificar con una funcién
w:{0,1}* — [0,1] definida como p(w) = v(Cy,). Esta funcion p verifica las siguientes condiciones

de consistencia de Kolmogorov:

(1) pA) =1
(#7) p(w0) + p(wl) = p(w) para todo w € {0,1}*.

Por otro lado, por el Teorema de existencia de Kolmogorov [11], para cada p : {0,1}* — [0,1]
que satisface las condiciones anteriores, existe una tnica medida de probabilidad v, en C tal que
v, (Cu) = plw).

Asi pues, por simplicidad, una funcién p verificando (i) y (i4) se llamara también medida de
probabilidad en C. A partir de esta idea se tienen las siguientes definiciones.

Definiciéon 1.3.12. 1. Una supermedida de subprobabilidad en C es una funciéon p : {0,1}* —
[0,1] tal que verifica

<1.
> u(w0) + p(wl) para todo w € {0,1}*. (1.3.4)

2. Una medida de subprobabilidad en C es una supermedida de subprobabilidad que verifica la
condicién (1.3.4) con igualdad para todo w € {0,1}*.

3. Una medida de probabilidad en C' es una medida de subprobabilidad que satisface la condicion
(1.3.3) con igualdad.

Intuitivamente, si p es una medida de probabilidad en C'y w € {0,1}*, entonces u(w) es la
probabilidad de que w E A cuando la secuencia A € C esta “construida” de acuerdo con la medida
de probabilidad v,,.

Asi como en Complejidad Computacional se interpreta la complejidad de Kolmogorov de una
secuencia como la medida de informacién intrinseca que dicha secuencia tiene, en Teoria de la
Informacion, para cada medida de probabilidad, se define el concepto de entropia de modo que
represente la incertidumbre que proporciona dicha probabilidad. En el caso particular de una medida
de probabilidad en C, se define:

Definicién 1.3.13. Sea p una medida de probabilidad en C. La entropia de i se define como,
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donde

1
Ho(p) = > p(w)log oL
we{0,1}n H

Sea 0 < a < 1, la entropia binaria de Shannon H(«) se define como,

1
= alog — 1—a)l .
H(a) aoga+( a)ogl_a

Para obtener méas informacién sobre esta seccion y las demostraciones de los teoremas enunciados,

se remite al lector a [11, 20].

1.3.6. Compresores de estados finitos

Los compresores de estados finitos fueron introducidos por Huffman [42] y desde entonces han sido
extensamente investigados (ver por ejemplo [49, 50]). Se tratan de compresores que han evolucionado

a los conocidos algoritmos de compresion de Lempel-Ziv (ver Seccion 1.3.8).

Definicién 1.3.14. Un compresor de estados finitos o FSC (finite-state compressor) es una 4-tupla
C = (Q,0,v,q) donde

1) Q es el conjunto de estados. Se trata de un conjunto no vacio y finito.

i1) §:Q x {0,1}* — Q es la funcion de transicion.
i) v:Q x {0,1} — {0,1}* es la funcidn de salida.

)
)
)
iv) qo es el estado inicial.
En particular se define:

1. Dado g un estadoen Q y w € {0,1}*, la salida desde el estado q en la entrada w es la secuencia
finita v (¢, w) definida mediante la siguiente recursion:

v(g,\) = A,
v(g,vb) = v(q,v)r(6*(q,v),b),
para todo v € {0,1}* y b € {0,1}, siendo la funcion 6* : @ x {0,1}* — @ definida mediante la
recursion:
(¢ A) = q

0" (q,v0) = 6(6%(q,v),),

para todo ¢ € @, v € {0,1}* y b € {0,1}.

Abusando de notacion, se escribird ¢ por ¢* y para cada w € {0,1}* se denotara con 6(w) el
valor 0*(go,w). Informalmente, §(w) es el estado en el que el compresor termina de trabajar
cuando se le ha proporcionado como entrada w.

2. La salida de C en la entrada w € {0,1}* es la secuencia finita

C(w) = v(go, w).
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Figura 1.4: Diagrama de un ILFSC de 4 nodos.

Definiciéon 1.3.15. Un compresor de estados finitos C' = (Q, d, v, qp) se dice que no tiene perdida
de informacion si la funcién

(0,1} — {0,1}*xQ
w = (Clw),d(w))

es inyectiva.
Un compresor de estados finitos sin perdida de informacion se denotaré por ILFSC (information-
lossless finite-state compressor).

Ejemplo 1.3.16. [82] La figura 1.4 representa un ILFSC de 4 estados G = (Q,4,(,0), donde
Q = (0,1,2,3). Cada estado aparece representado como un circulo, etiquetado en su interior. La
funcién de transicion viene determinada por el primer valor de las aristas y la funcion de salida por
el segundo valor. Asi pues, el ILFSC que nos determina la figura 1.4 es aquel en el que los valores
de la funcién de transicién son los siguientes:

5(0,0) =1, §(1,0)=2, o(2,
2

0) =
§(0,1) =0, 6(1,1)=0, 6(2,1)=

)

Los valores de la funcién de salida son los siguientes:

v(0,0) =X, v(1,0) =), v(2,0) = A, v(3,0) =0,
p(0,1) =11, »(1,1) =101, »(2,1) =1001, »(3,1) = 10001.

Y, por ejemplo, si w = 0100, se tiene que C(w) = v(0,0100) = 101 y §(w) = 2.
Ademas, se puede ver que C es IL. Por ejemplo, si C(w) = 110 y §(w) = 0, entonces w debe
tomar el valor w = 10000.

1.3.7. Apostadores de estados finitos

En esta seccion se introducen unos modelos de computacion que, esencialmente, son autématas

de estados finitos pero que, en vez de aceptar o rechazar una secuencia finita, “apuestan” en los



19

Q1

N
4 N,
= @(

() ()

Figura 1.5: Diagrama de un FSG de 3 nodos.

0

sucesivos bits de una secuencia infinita [21]. Méas formalmente,
Definicién 1.3.17. Un FSG (finite state gambler) es una 5-tupla G = (Q, 6, 5, qo, ¢o) donde
1. @ es el conjunto de estados. Se trata de un conjunto finito y no vacio.
2. §:Q x{0,1} = Q es la funcion de transicion.
3. :Q—=>QnI0,1] es la funcidn de apuestas.
4. qo es el estado inicial.
5. cg es el capital inicial.
Nota 1.3.18. 1. En general, se considerara ¢y = 1 y se suprimira de la definicion.

2. Los FSG se definieron originalmente utilizando k cuentas para trabajar [21]. Sin embargo,
para las aplicaciones que interesan en esta tesis, es suficiente considerar una sola cuenta, lo
cual da una definicién equivalente de compresién, aunque pueda aumentar exponencialmente
el nimero de estados necesarios.

3. Al igual que se hace en la definicion de los compresores de estados finitos (ver Seccion 1.3.14),
se puede extender la funcién de transicion ¢ : @ x {0,1} — @ ala funcién 6* : @ x {0,1}* — Q.
Igualmente, se denotaréa por é(w) a 6*(qo, w).

Ejemplo 1.3.19. La figura 1.5 representa un FSG de 3 estados G = (Q,0,8,qo), donde @ =
(g0, 41, ¢2)- Cada estado aparece representado como un circulo y los valores en el interior de cada
estado corresponden a la funcién de apuesta 3(g). La funcién de transicion viene determinada por
las flechas. Asi pues, el FSG que nos determina la figura 1.5 es aquel en el que los valores de la
funcion de apuestas son los siguientes:

Blao) =1/3, Blq) =2/5, Blg2) =1/2.
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La funciéon de transicién por su parte toma los siguientes valores:

5((1030) = {o, 5(q1a0) = qo, 5(6]2,0) = qo,

6(g0,1) = q1, 6(q1,1) =q2, (g2, 1) = qo.
En la Seccién 1.4 (Definicion 1.4.7) se formalizara la forma de apostar de un FSG. Intuitivamente,
suponer que se tiene un FSG (Q, 4, 3, qo, co) en un estado ¢ y con un capital ¢ y se realiza la apuesta
binaria (g). Si el juego es limpio, después de la apuesta si el siguiente bit resulta ser b, G estard en

el estado d(g, b) y el capital sera

28(q)c si b=1,

2c[(1 = b)(1 = Bla)) +bB(q)] = { 21— B(q))c  si b=0

1.3.8. El algoritmo de compresiéon de datos de Lempel-Ziv

El algoritmo de compresién de datos de Lempel-Ziv se puede interpretar como una universal-
izacién de los compresores de estados finitos, ya que el algoritmo es 6ptimo respecto a todos estos
compresores. Hoy en dia se trata de uno de los algoritmos de compresiéon mas estudiados y utilizados
(por ejemplo, se utiliza en los formatos de iméagenes TIFF y GIF, y dentro del software de Adobe
Acrobat).

Las diferentes versiones del algoritmo de compresion de datos de Lempel-Ziv codifican una se-
cuencia finita utilizando distintas particiones de ésta. En este contexto una frase es simplemente una

secuencia finita.
Definicion 1.3.20. Sea una secuencia finita w € {0,1}*,

1. Un andlisis (parsing) de w se define como una particion de w en frases wy, wa, . . ., w, de modo
que wiwy ... Wy = W.

2. Un andlisis tinico (distinct parsing) de w se define como un analisis de w de modo que ninguna
frase, excepto quizé la ultima, es la misma que una frase anterior.

3. Un andlsis dnico vdlido (valid distinct parsing) de w € {0,1}* se define como un anélisis tnico
de w de modo que, si w; es una frase en la secuencia w, entonces cada prefijo de w; aparece
antes de w; en el analisis tnico. Notar que cada secuencia finita w so6lo tiene un anélisis Gnico
valido.

En el siguiente ejemplo se ve la diferencia entre andlisis, analisis inico y analisis tnico valido.

Ejemplo 1.3.21. Sea w = 01001100010010.

1. La siguiente particiéon es un anélisis de w pero no es un anélisis tnico puesto que existen dos
frases iguales: wy y wy.
01 0011 00 01 0010

w1 w2 w3 W4 Ws
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2. La siguiente particién es un andlisis inico de w pero no es su analisis tnico valido puesto que
existen frases (wi,ws y w3) cuyos prefijos no son frases anteriores.

01 001 100 010 010
wyp w2 W3 W4 Ws

3. La siguiente particion es el andlisis tnico valido de w.

0 1 00 11 000 10 01 O

w1, W2 W3 W4 Ws Weg Wy wWg

El algoritmo de compresiéon de datos de Lempel-Ziv 78 (LZr7g) reemplaza frases de un anélisis

por apuntadores a frases previas. Mas concretamente,

Definicién 1.3.22. [96] El algoritmo de compresion de datos LZzs codifica una secuencia finita
w € {0,1}* utilizando su anélisis tnico valido wy ... w,. Para ello, LZg codifica cada frase w; con
una tupla (j,b), donde j representa un puntero y b un bit. El puntero j indica el namero del prefijo
propio maés largo de la frase y el bit b es el tltimo bit de la frase, es decir, w; = w;b. Ambos
especifican completamente la frase que esta siendo codificada. Por ejemplo, la frase 4 del Ejemplo
1.3.21 (apartado 3) se codifica como w4 = (2,1) (por convencion, wy = A).

Cada puntero a w; se representa utilizando [logi + 17 bits. De este modo, cada frase del analisis
tnico vélido se codifica utilizando [logé 4+ 1] + 1 bits. La salida del algoritmo es una secuencia que
se denota por LZrs(w) y tiene longitud

t(w)
ILZ7s(w)| = > (Mogi+ 17 + 1) < t(w)[log t(w) + 1],

i=1

donde t(w) es el namero de frases en el andlisis tnico vélido (ver |82, 96| para méas detalles).

En la siguiente definicién se explica la particién utilizada en otra versién del algoritmo de com-
presion de Lempel-Ziv (LZ77) [95].
Definicién 1.3.23. Sea 7 el operador que borra el bit final de una secuencia finita w, es decir,
m(w) =wl0...|w| —2].
1. Una historia de w es un anélisis w = w; ... w, que tiene las propiedades:
i) wy € {0, 1}.

ii) m(w;) es un trozo de la secuencia 72(w; ... w;), para todo 2 < i < n.

Es decir, cualquier nueva frase w;, exceptuando su ultimo bit, aparece anteriormente en la
secuencia.

2. Una historia se dice ezhaustiva si ninguno de los w;, con 2 < i < n — 1 aparece antes. En otras
palabras, el nuevo factor w; no aparece antes en la palabra, aunque si que lo hacen todos sus
prefijos propios. Notar que cada secuencia w tiene una historia exhaustiva tnica y ademas, la
historia exhaustiva es la mas corta de todas las historias.

Utilizando la misma secuencia que en el Ejemplo 1.3.21 se ve la diferencia entre una historia y

su historia exhaustiva.
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Ejemplo 1.3.24. Sea w = 01001100010010.
1. La siguiente particién es una historia de w que no es una historia exhaustiva.

0 1 00 11 000 100 10
wp w2 W3 W4 Ws W Wy

En efecto, cada w; salvo su dltimo bit aparece anteriormente en la secuencia.
2. La siguiente particiéon es la historia exhaustiva de w

0 1 00 11 000 10010

wp w2 w3 W4 Ws We

El algoritmo de compresiéon de datos de LZ77 reemplaza frases de la historia exhaustiva por apun-

tadores a un bit anterior y la longitud que debemos contar a partir de ese bit. Mas concretamente,

Definicién 1.3.25. [95] El algoritmo de compresion de datos LZz7 (también llamado unrestricted
LZ ¢ ULZ ) codifica una secuencia finita w utilizando su historia exhaustiva wj ...w,. Para ello
LZ77 codifica cada frase w; de la historia exhaustiva con una terna (p,l,b), donde p es la posicion
donde empieza la anterior ocurrencia en w;[0. .. |w;| — 2], [ es la longitud de la ocurrencia (es decir,
I = |w;| — 1) y b es el siguiente caracter. Por ejemplo, la frase 6 del Ejemplo 1.3.24 (apartado 2) se
codifica como wg = (2,4,0).

Para representar cada frase de la historia son necesarios 2[log |w|] + 1 bits y por lo tanto,

t77(w)

ILZgr(w)| = Y (2[logw|] + 1) = tr7(w)(2[log|w|] + 1),
i=1

donde t77(w) representa el numero de frases de la historia exhaustiva de w.

Ejemplo 1.3.26. Sea w = 0100110001001.

1. Para aplicar el algoritmo de compresién LZzg a w, primero encontramos el valid distinct parsing
de w,

0 1 00 11 000 10 O1
w] Wy W3 W4 W5 Wg Wy

Ahora codificamos w; = (j, b) donde w; = w;b. Asi pues, w1 = (0,0), we = (0,1), wz = (1,0),
wy = (2,1), ws = (3,0), we = (2,0) y wr = (1,1).

2. Para aplicar el algoritmo de compresiéon LZ77 a w, primero encontramos la historia exhaustiva
de w,

0 1 00 11 000 1001
w; Wy W3 Wyq Ws We

Ahora codificamos w; = (p,l,b) donde w; = wlp —1...p — 2 + I]b. Asi pues, w; = (0,0,0),
ws = (0,0,1), ws = (1,1,0), ws = (2,1,1), ws = (3,2,0) v we = (2,4, \).
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1.3.9. Modelos de aprendizaje

Los modelos de aprendizaje tratan de establecer los limites de lo que puede o no ser aprendido.
Para definir un modelo de aprendizaje es necesario establecer un protocolo de aprendizaje y un
procedimiento de deduccién. Por un lado, el protocolo de aprendizaje especifica la manera en que
se obtiene la informacién del mundo exterior. Por otro lado, el procedimiento de deduccién es el
mecanismo mediante el cual se deduce un algoritmo de reconocimiento del concepto que queremos
aprender. Este mecanismo se denomina algoritmo de aprendizaje.

El primer paso para establecer un modelo de aprendizaje es establecer de qué manera codificamos
la informacién del exterior. En esta tesis, la informacién consistird en el valor de n € N atributos
booleanos. Se codificard esta informacién como una secuencia finita en {0,1}" que se denominara
instancia. Asi pues, el conjunto {0,1}" se denominara espacio de instancias. Un concepto ¢ sera
un subconjunto de {0,1}" o, equivalentemente, una funcién booleana ¢ : {0,1}"* — {0,1} donde
clr)=0sizdcyclz)=1sizeec

Sea C,, un subconjunto de conceptos en el espacio de instancias {0,1}". Una representacién de C,
consiste en un conjunto de secuencias L,, y una aplicacién o, de L,, en C,, que asocia cada secuencia
en L, con un concepto en C,. Una medida de complejidad para C, es una aplicaciéon size,, de C,
en N (normalmente se toma size,(c) la longitud minima de las secuencias que representan c en la
representacion (Ly, 0y,)).

Para cada n € N, sea C,, un conjunto de conceptos en {0,1}", L, y o, una representacion para
Cn, y size, una medida de complejidad para C,. Entonces se dice que C = {C,},, es una clase
de conceptos y {(Cpn, Ly, 0n,siz€,)}nen €s la clase de representacion de C. Normalmente tanto la
representacién como la medida de complejidad se sobrentienden del contexto.

Ejemplo 1.3.27. Consideremos la clase de conceptos k-CNF (para algun k fijo) del articulo de
Valiant [94]. Aqui la representacion L,, consiste en todas las formulas CNF de n variables (z ... x,)
que tienen a lo mas k literales por clausula, C, consiste en todos los ¢ C {0,1}" tal que c es el
conjunto de asignaciones que satisfacen una de estas expresiones, 0, manda una férmula CNF al

conjunto de asignaciones que la satisfacen, y size,(c) es en este caso, el numero de literales en la
menor representacion k-CNF de c.

A continuacién introduciremos los tres modelos de aprendizaje que utilizaremos en esta tesis.

Aprendizaje aproximadamente correcto (PAC learning)

El modelo de aprendizaje aproximadamente correcto (PAC learning) formaliza el proceso de
aprendizaje mediante ejemplos. En particular, las maquinas de soporte vectorial, las redes neuronales
y los arboles de decision estan basados en este modelo tedrico.

En el modelo PAC el algoritmo de aprendizaje tiene acceso a un conjunto de ejemplos (positivos y

negativos) de un concepto objetivo ¢ desconocido. Este concepto pertenece a una clase de conceptos
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fija C que nos es conocida. El algoritmo de aprendizaje debe aproximar el concepto objetivo a partir
de los ejemplos que va viendo. Esta idea fue desarrollada por Valiant en [94].

Mas formalmente, sea C y H dos clases de conceptos. Un algoritmo PAC que aprende C mediante
H es un algoritmo que, cuando se le da unos ejemplos de algin concepto ¢ € C devuelve como
salida (la representacion) de algin concepto h € H que es una aproximacion de ¢ en el sentido que
precisaremos mas adelante. La clase C se llama clase objetivo y H se llama clase de hipdtesis. De un
modo equivalente, ¢ se llama concepto objetivo y h hipdtesis del algoritmo.

Definicién 1.3.28. Sea {0,1}™ un conjunto de instancias, sea D una distribucién en el conjunto

de instancias y sea c el concepto objetivo. El error de h con respecto el concepto c y la distribucion
D se define como

errorp(h, ¢) = Pryeplh(z) # c(z)].

Es decir, errorp(h, ¢) es la probabilidad de que h y ¢ no coincidan en una instancia elegida de
un modo aleatorio siguiendo la distribucién D. Intuitivamente, i serd una buena aprozimacién del
concepto objetivo ¢ si errorp(h, c) es pequefio.

Definicién 1.3.29. Sea C = {C,,}nen una clase de conceptos y sea H = {Hp}nen una clase de
hipotesis. C es PAC aprendible en términos de H si existe algin algoritmo PAC A tal que,

- para todon € N,

- para todo concepto objetivo ¢ € Cp,,

- para cada distribucion de probabilidad D en el espacio de instancias {0, 1}",
- para todo € y todo 4, donde 0 < €,0 < 1,

si le damos al algoritmo A en una entrada (n,e,d) ejemplos aleatorios independientes de {0,1}"
obtenidos de acuerdo con la distribuciéon D y, le damos la informacién de si cada ejemplo estd o no
en ¢, entonces, con probabilidad al menos 1 — 0, A devuelve una hipétesis h € H,, de modo que
errorp(h,c) <e.
Mis atin, el tiempo de ejecucion de A estara acotado por un polinomio en n, 1/¢, 1/§ y size,(c).

C se dice PAC aprendible si C se puede aprender en términos de alguna clase H. Ademas, se dice
que C es propiamente PAC aprendible si C es aprendible en términos de C.

La idea detrés de esta definicion es que los algoritmos de aprendizaje de tipo PAC deben procesar
los ejemplos en tiempo polinémico, es decir, deben ser computacionalmente eficientes y deben ser
capaces de devolver una buena aproximacién del concepto objetivo con alta probabilidad usando
s6lo un nimero razonable de ejemplos.

Notar que la eficiencia del algoritmo PAC se mide en funcién de sus pardmetros relevantes:
tamano de los ejemplos (n), tamafios del concepto objetivo (size,), 1/e, y 1/6 (ver [30, 7, 31] para
mas detalles).

Nota 1.3.30. Es importante resaltar que la definicién anterior lleva involucrada la representacion. Es
claro que para el mismo concepto puede haber representaciones muy diferentes y en particular, estas
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representaciones pueden ser de tamano muy diferentes. Esto significa que usar una representacién
u otra puede significar usar més tiempo. Como el tiempo de ejecuciéon de los algoritmos PAC son
polinémicos en el tamafo de la representacion, conceptos con representaciones largas como ©(2")
son trivialmente aprendibles en la mayoria de los casos.

Ejemplo 1.3.31. [30] Existen un buen nimero de resultados en torno a la nocién de propiamente
PAC aprendible y PAC aprendible. A continuacion se presenta un resumen de algunos de estos
resultados. Los resultados negativos se han basado en la hipétesis de que RP# NP [51].

1. Conceptos en forma de conjunciones son propiamente PAC aprendibles [94], sin embargo la
clase de conceptos en forma de disyunciones de dos conjunciones no es propiamente PAC
aprendible [51], y tampoco la clase de conceptos en forma de existenciales de conjunciones.

2. Los conceptos de umbral lineal (perceptrones) son propiamente PAC aprendibles [12], pero la
clase de conceptos en forma de conjuncion de dos umbrales lineales no es PAC aprendible. [1].
Del mismo modo, también los umbrales lineales de umbrales lineales (es decir, perceptrones
multicapa con unidades ocultas) son propiamente PAC aprendibles, sin embargo la clase de
conceptos en forma de disyuccion de dos de ellos no es PAC aprendible. Por tltimo, si los pesos
se restringen a 1 y 0 (pero el umbral es arbitrario), entonces los conceptos de umbral lineal no
son PAC aprendibles [51].

3. Las clases de k-DNF, k-CNF y k-listas decisionales son propiamente PAC aprendibles para
cada k fijo [93, 79].

La mayoria de las dificultades a la hora de demostrar que algo es propiamente PAC aprendible es
debido a la dificultad computacional de encontrar una hipétesis en la forma particular especificada
por la clase objetivo. Por ejemplo, mientras que las funciones umbral booleanas con pesos 0 — 1 no
son propiamente PAC aprendibles (a menos que RP=NP), si que son PAC aprendibles por funciones
umbral booleanas generales. De modo similar se pueden extender las clases de hipétesis de los
ejemplos mencionados en 1, que no eran PAC aprendibles, convirtiéndose en clases PAC aprendibles
[51, 29].

Aprendizaje basado en preguntas

En el modelo de aprendizaje PAC, el algoritmo de aprendizaje puede verse como pasivo en el
sentido de que no puede decidir qué ejemplos verd durante la fase de entrenamiento (los ejemplos
vienen dados de modo aleatorio de acuerdo con alguna distribucién de probabilidad fija). Sin em-
bargo, podria ser interesante permitir que el algoritmo de aprendizaje seleccionara algin ejemplo
particular y preguntaré si estd o no en el concepto objetivo. Esta es la idea del aprendizaje basado
en preguntas de pertenencia, que fue introducida por Valiant en [94] y que se define formalmente

del siguiente modo:

» Preguntas de pertenencia, Mem(x): la entrada es una secuencia z € {0,1}" y la salida es el

valor del concepto objetivo ¢ evaluado en z.

Sin embargo, este no es el tnico tipo de preguntas que podria hacer el algoritmo de aprendizaje.
Existen otro tipo de preguntas que también podrian ser ttiles para el algoritmo como las intro-

ducidas por Angluin en su modelo (modelo basado en preguntas) [6]. En la definicién original, el
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algoritmo de aprendizaje tiene acceso a un conjunto fijo de oraculos (expertos) que contestarén a
algunos tipos de preguntas especificas sobre el concepto objetivo c. Estas preguntas pueden ser del
tipo: pertenencia, equivalencia, subconjunto, superconjunto, disjuncién y exahustividad. Esta tesis
se centrard exclusivamente en preguntas de pertenencia y preguntas de equivalencia, estando estas

ultimas definidas del siguiente modo:

s Preguntas de equivalencia, Equ(h): la entrada es una representacion de un concepto h € H,, y
la salida es SI, en caso de que h sea equivalente al concepto objetivo ¢, 0 NO en caso de que no

sean equivalentes. En este tltimo caso, se devolverd también un contraejemplo x que cumpla
c(x) # h(z).
Por lo tanto, el aprendizaje mediante preguntas de pertenencia o de equivalencia se define formal-
mente del siguiente modo.

Definiciéon 1.3.32. Sea C = {C,}nen una clase de conceptos y sea H = {H,}nen la clase de
hipotesis. C es aprendible en términos de H con preguntas de pertenencia (equivalencia) si existe
un algoritmo A tal que, para cada n y cada concepto ¢ € C,, A hace preguntas de pertenencia
(equivalencia) sobre ¢ y cuando para, devuelve una hipotesis h € H,, que es equivalente al concepto
objetivo, es decir, para todo z, ¢(z) = h(x).

C se dice aprendible de un modo eficiente mediante prequntas de pertenencia o equivalencia si el
tiempo de ejecucion y el nimero total de preguntas hechas por A estan acotados por un polinomio
en n y en size,(c).

Notar de nuevo que la eleccion de la representacion es muy relevante para el aprendizaje basado
en preguntas, en particular es importante el tamano de la representaciéon. Un concepto con repre-

sentaciones del tamano ©(2") es trivialmente aprendible en la mayoria de los casos.
Aprendizaje on-line

Este modelo de aprendizaje es el on-line mistake-bound model propuesto por Littlestone [58], que
considera el aprendizaje con ejemplos en una situacién en la cual el objetivo es hacer el menor niimero
posible de errores. En este modelo, no hay un conjunto separado de ejemplos de entrenamiento. El
algoritmo de aprendizaje debe predecir la respuesta apropiada para cada ejemplo (es decir, predecir
si es un ejemplo positivo o negativo), empezando con el primer ejemplo recibido. Después de hacer
su prediccién, al algoritmo se le facilita la informacién de si ésta ha sido correcta o no, de modo
que pueda usar esta informacién para mejorar sus hipotesis. El algoritmo de aprendizaje contin-
uara aprendiendo mientras siga recibiendo ejemplos; es decir, continuard examinando la informacién
recibida en un esfuerzo por mejorar sus hipotesis. La evaluacion del comportamiento del algoritmo
se hace contando el nimero de errores que cometeré el algoritmo en el peor caso cuando esté apren-
diendo un concepto de una clase de conceptos fijada. Esto corresponde con el aprendizaje frente a
un adversario que fija el orden en que los ejemplos vienen dados. Podemos definir este modelo més

formalmente como sigue.
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Definiciéon 1.3.33. Sea C = {C,, }nen una clase de conceptos.

1. Un algoritmo de aprendizaje on-line A es un algoritmo que recibe entradas de la forma (n,y, h)
y devuelve 0 6 1, donde |y| = n es el ejemplo a predeciry h = ((x1,b1) ... (2, b)) es la historia
de los ejemplos recibidos previamente con sus respectivas respuestas.

2. Sean € N, y un concepto ¢ € C,,, el numero de errores cometidos por A en c se define como
sigue,
Mist(n, ¢, A) = m}.’fmx #{x||z| = n, A(n,z,h) # c(z)}.

3. El peor caso de nimero de errores cometidos por A en C,, se define como

Mist(n,Cp, A) = mzéx Mist(n, ¢, A).
ceCp

4. La clase de conceptos C es on-line aprendible con f(n) errores si existe un algoritmo de apren-
dizaje on-line A, que se ejecuta en tiempo polindmico en la longitud de la entrada y, para un
numero infinito de n’s, Mist(n,C,, A) < f(n).

El siguiente resultado relaciona el aprendizaje on-line con el aprendizaje basado en preguntas de

equivalencia y serd de utilidad en el capitulo 6 de esta tesis.

Proposicion 1.3.34. [58] Si C es aprendible mediante f(n) preguntas de equivalencia, entonces C
es on-line aprendible con f(n) errores.

Notar que, en la proposicién anterior, las cotas de tiempo en los algoritmos de aprendizaje son

relevantes.

1.4. Dimensién y dimensién con escala en C

El concepto de dimensién en matematicas tiene un significado muy amplio. La idea mas intuitiva
es la de dimension topologica [43]. Basicamente, la dimension topolégica de un conjunto se refiere
al namero de parametros necesarios para definir un punto dentro del conjunto. Por ejemplo, la
dimensiéon de un plano es dos puesto que un punto del plano se puede definir usando sus dos
coordenadas cartesianas.

Sin embargo, cuando se trata de conjuntos altamente irregulares (fractales) la dimensién topolog-
ica se convierte en un concepto contraintuitivo. Un ejemplo clasico de esto son las curvas de von
Koch (figura 1.6). Estas curvas son conjuntos con dimension topologica uno pero que pueden llegar
a rellenar una porcion del plano. Por tanto, una nocién de dimension que fuera acorde con la idea
intuitiva de dimensién deberia dar un valor més cercano al dos.

Esta nueva nociéon de dimension empezo a ser formalizada por Mandelbrot [71, 72|, que defendia
la existencia de dimensiones fraccionarias que midieran, en algin sentido, el grado de complejidad e
irregularidad de un objeto (o visto de otro modo, su eficacia para ocupar espacio). Utilizando her-

ramientas matematicas desarrolladas a principios del siglo XX, Mandelbrot fue capaz de establecer la
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Figura 1.6: Dimensién de Hausdorff de las curvas de von Koch, dependiendo del dngulo.

manera idonea de medir fractales: utilizando la dimension de Hausdorff (también llamada dimension
fractal) [28]. Desde entonces, ésta se ha convertido en la herramienta ideal de medicién en geometria
fractal y representa intuitivamente la complejidad del objeto que mide.

Desde un punto de vista formal, la definiciéon de dimensién de Hausdorff se hace a través de la
teoria de la medida y es posible definirla en cualquier espacio métrico y no sélo en el espacio Euclideo.
En particular, es posible definir dimension de Hausdorff en el espacio de las secuencias infinitas de
ceros y unos (espacio de Cantor). Tal como se ve en la Seccion 1.3, es posible identificar las secuencias
del espacio de Cantor con problemas decisionales (lenguajes) y por lo tanto, se puede utilizar la
dimensiéon de Hausdorff como una herramienta para trabajar en Complejidad Computacional.

Sin embargo, quiza lo més interesante de la dimensién es que, tal como ocurre en geometria
fractal, proporciona una idea de complejidad, en este caso, complejidad en el espacio de Cantor.

En esta seccion se definird la herramienta fundamental de esta tesis: la dimensién de recursos
acotados. Mas concretamente, se definiran diversas dimensiones dentro del espacio de Cantor C', con-
servando la idea intuitiva de la dimension de Hausdorff, pero permitiendo su calculo con distintos
recursos [67, 21, 8]. Dependiendo de estos recursos de calculo, se obtendran dimensiones acotadas,
por ejemplo, en tiempo o en espacio. Ademaés se definiré la dimension con escala, [39], como un refi-
namiento de la dimensién que permitird estudiar més profundamente algunas clases de complejidad

y su estructura.

1.4.1. Dimensién en C

La definicién original de la dimensién de Hausdorff tiene sentido en cualquier espacio métrico y
se trata de una definicion muy sofisticada (ver, por ejemplo, [24]). Esto hace que el manejo, e incluso
el calculo, de la dimension pueda resultar muy complejo en determinados casos. Sin embargo, en
2000, Lutz encontré una caracterizacion alternativa de la dimension de Hausdorff, mas sencilla e
intuitiva, que puede ser aplicada tanto en el espacio de Cantor [67] como en el Euclideo [70]. Esta
definicion serd la que se utilizara en esta tesis.

La definicion de dimension proporcionada por Lutz esta basada en la nocion de martingala. Las
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martingalas fueron utilizadas por primera vez en Informatica Tedrica en los anos 70 por Schnorr
[83, 84, 85, 86] en su investigaciones sobre la nocién de aleatoriedad proporcionada por Martin-Lof
[73]. Posteriormente fueron utilizadas por Lutz para definir la medida de recursos acotados [62, 66]
y por ultimo se generalizaron para definir dimensién.

El concepto de martingala est& intimamente ligado a los juegos de azar: la idea fundamental de
una martingala no es otra que la de un juego limpio, tal como se verd més adelante.
Definicién 1.4.1. Una martingala es una funcion d : {0,1}* — [0,00) que verifica, para todo
w € {0,1}*, la siguiente condicion:

d(w0) 4 d(w1)

y = d(w). (1.4.1)

Una forma intuitiva de entender este concepto seria plantear un escenario de un juego con un
dnico jugador contra la banca. El jugador tiene una cierta estrategia para apostar sobre los sucesivos
bits de una secuencia A € C. El valor de la martingala d(w) representa la cantidad de dinero obtenido
con dicha estrategia después de haber apostado sobre el prefijo w de A.

Intuitivamente, la nociéon de martingala representa un “juego limpio” en cuanto a la manera en
que la banca realiza los pagos (doble o nada). Esto se deduce de la condicién 1.4.1 puesto que la
parte izquierda de la ecuacién representa exactamente la esperanza matemaética de d(wb) cuando
el siguiente bit de A se elige aleatoriamente segin la distribucion uniforme. Es decir, la férmula
dice que si A es aleatoria, no se espera ni ganar ni perder: la cantidad de dinero que se tiene es
exactamente la cantidad de dinero que se espera tener en la siguiente jugada.

Baséandose en esta misma idea, se define el concepto de s-gala, donde el parametro s representara
una medida de lo “limpio” que es el juego en cuanto a los pagos.

Definicién 1.4.2. [67] Sea s € [0,00). Una s-gala es una funcion d : {0,1}* — [0, 00) que verifica,
para todo w € {0, 1}*, la siguiente condicién:

d(w0) + d(wl
w = d(w). (1.4.2)
En el caso de que s < 1 (y este es el caso que va a resultar interesante) el pago seré en favor a
la banca. En efecto, al fijarse en la condicién 1.4.2
d(w0) + d(wl) S d(w0) 4 d(w1)
28 - 2

d(w) =

se deduce que la cantidad de dinero que se tiene es mayor que la cantidad que se espera tener tras
la siguiente apuesta. Ademas, cuanto mas pequena sea la s mas injustos seran los pagos por parte
de la banca.

Aun asi, segin como sea la secuencia A, es posible ganar dinero aunque el pago de la banca no

sea justo. Por ejemplo, si se sabe de antemano que la secuencia A es una secuencia infinita de ceros,
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se puede apostar todo el capital al cero y siempre se ganaré dinero, por muy injusto que sea el pago
de la banca.

Relacionada con la nocién de ganancia esta la siguiente definicion.
Definicién 1.4.3. [67] Sea d una s-gala, donde s € [0, 00). Decimos que
1. d tiene ézito en un lenguaje A € C cuando

limsup d(A[0...n —1]) = oco.

n—oo
2. El conjunto de ézito de d es

S°[d] = {A € C|d tiene éxito en A}.

Es decir, dada una s-gala, su conjunto de éxito son aquellas secuencias para las cuales se llega a
ganar dinero ilimitado tras apostar “infinitas” veces, pese a que el pago de la banca no sea justo.
Con todo esto, se estd en disposicion de definir dimension de Hausdorff y dar una interpretacion

de su significado. Se utilizara directamente como definicion la caracterizacion de Lutz [67].

Definicion 1.4.4. La dimension de Hausdorff de un conjunto X C C se define como

dimy (X) = inf{s € [0,00) | 3d s-gala tal que X C S*[d]}.

Asi pues, la dimensiéon de Hausdorff no es més que la medida de hasta que punto pueden ser
injustos los pagos de la banca y aun asi poder ganar “infinito” dinero con las secuencias de la clase
X.

Esta interpretacion esta relacionada con la idea intuitiva que en matematica clésica tiene la
dimensién de un conjunto: su complejidad. Intuitivamente, si las secuencias de la clase no son muy
complejas (dimensién pequefia), es posible predecir cuéles son sus bits y por tanto elaborar una

estrategia que permita apostar correctamente y ganar dinero por muy desfavorables que sean los

pagos.

1.4.2. Dimension efectiva

Hasta el momento, se ha visto que la dimensién de Hausdorff en el espacio de Cantor dependia
de la existencia de una estrategia que permita ganar dinero, atin con pagos desfavorables por parte
de la banca. Ahora bien, que exista una estrategia no significa que ésta sea sencilla de calcular.

En la caracterizacion de dimension de Hausdorff proporcionada por Lutz no existe ninguna
restriccion sobre las estrategias para ganar dinero (es decir, sobre las s-galas). Sin embargo, al fijarse
en secuencias calculables, o incluso eficientemente calculables, parece natural exigir que también las
estrategias para apostar puedan ser calculadas de un modo efectivo (més atn cuando la dimension
de Hausdorff es siempre trivial para conjuntos contables como el de las secuencias calculables). De

esta idea surge la definicion de dimensién efectiva.
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Definicién 1.4.5. Sea X un subconjunto de C.

1. La dimension constructiva de X (introducida en [68]) se define como
cdim(X) = inf{s € [0, 00) | 3d s-gala constructiva tal que X C S*[d]},
donde por s-gala constructiva se entiende que d sea semicalculable por debajo (ver 1.3.2).

2. Sea A cualquiera de las cotas de recursos definidos en 1.3.1. La A-dimensién de X (introducida
en [67]) se define como

dima (X) = inf{s € [0, 00) | 3d s-gala A-calculable tal que X C S*[d]}.

La A-dimension es especialmente tutil para estudiar clases de complejidad dentro de R(A). Se
define la dimension de X en R(A) como

dim(X|R(A)) = dima (X N R(A)).

Nota 1.4.6. Es bien conocido que la dimension de Hausdorff y las distintas definiciones de dimensién
efectiva admiten otras definiciones equivalentes:

1. Se pueden sustituir en la definicion las s-galas por s-supergalas [67, 35]. Una s-supergala no
es mas que una funcion d : {0,1}* — [0, 00) tal que verifica la siguiente condicion:

d(w) > w. (1.4.3)

2. También es equivalente definir la dimension sustituyendo el conjunto S*°[d] por el conjunto

S'd] = {A € C|(3®n)d(A[0...n —1]) > 1}.

3. Tal como se ver4 en secciones posteriores, la dimensién se puede caracterizar mediante predic-
cién y otros conceptos basados en teoria de la informacion.

Se utilizara una u otra definicién segin interese.

1.4.3. Dimensién de estados finitos

Desde 2000 numerosos autores han utilizado las diferentes dimensiones de la Definicion 1.4.5
obteniendo interesantes resultados en Complejidad Computacional y Teoria de la Informacion (ver
[78] para un resumen reciente). Ademaés, se han definido también (utilizando otras restricciones sobre
las s-galas) nuevas dimensiones como las que se ven por ejemplo en [21, 23, 2, 22]. Entre todas éstas,
se ha utilizado en el desarrollo de esta tesis la dimension de estados finitos [21], que requiere recursos
de calculo mucho menores que las dimensiones definidas en la Definicién 1.4.5.

En la dimension de estados finitos, las s-galas se definiran a partir de martingalas que se puedan

calcular utilizando las maquinas apostadoras de estados finitos (FSG) vistas en la Subseccion 1.3.7.
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Definiciéon 1.4.7. Sea G = (Q, 4, 8, qo) un FSG.

1. La martingala de G es la funcion dg : {0,1}* — [0, 00) definida mediante la siguiente recursion:

de(\) = 1
dg(wdb) = 2dg(w)[(1—b)(1 = B(0(w))) + bB(6(w))]

para todo w € {0,1}* y b € {0, 1}.

2. Dado s € [0,00), una s-gala de estados finitos d es una s-gala para la cual existe un FSG, G,
tal que
d(w) = 267Vl (w).

Asi pues, se define la dimensién de estados finitos utilizando la restricciéon a s-galas de estados
finitos.
Definicién 1.4.8. [21] Sea X un subconjunto de C. La dimension de estados finitos de X se define

como
dimpg(X) = inf{s € [0,00) | 3 d s-gala de estados finitos tal que X C S*[d]}.

1.4.4. Dimension fuerte

La dimensién fuerte o empaquetadora (Packing) se desarrollé independientemente por Tricot
[90] y Sullivan [89] como una definicion alternativa a la idea intuitiva de dimension y, junto con la
dimensién de Hausdorff, es una de las herramientas mas potentes para trabajar en geometria fractal.

Sorprendentemente, aunque la definicion formal de la dimensién Packing es todavia mas compleja
que la definicién clasica de Hausdorff, es posible obtener una caracterizaciéon dual a la caracterizacién
de la dimension de Hausdorff e igual de sencilla [8] (comparense las definiciones correspondientes).

Mas concretamente,
Definicién 1.4.9. Sea d una s-gala, donde s € [0, 00). Decimos que

1. d tiene éxito fuertemente en un lenguaje A € C cuando

liminf d(A[0...n — 1]) = oco.

n—oo
2. El conjunto de éxito fuerte de d es

Seald] = {A € C|d tiene éxito-fuertemente en A}.

str

Utilizando estos conceptos se puede caracterizar la dimension Packing [21] y, tal como se hace en
la Definicion 1.4.5 y en la Definicion 1.4.8, definir lo que se denominarad dimensidn Packing efectiva
y dimension Packing de estados finitos. Se utilizara directamente como definicion la caracterizacion

de dimension Packing de [21].
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Definicién 1.4.10. Sea X un subconjunto de C.

1. La dimension Packing de X se define como

Dim(X) = inf{s € [0, 00) | 3d s-gala tal que X C Sg.[d]}.

str
2. La dimension Packing constructiva de X se define como

cDim(X) = inf{s € [0, 00) | 3d s-gala constructiva tal que X C Sc.[d]}.

str

3. Sea A cualquiera de las cotas de recursos definidos en 1.3.1. La A-dimension Packing de X se
define como

Dima (X) = inf{s € [0,00) | 3d s-gala A-calculable tal que X C S&.[d]}.

str

Se define la dimensidn Packing de X en R(A) como

Dim(X|R(A)) = Dima (X N R(A)).

4. La dimension Packing de estados finitos de X se define como

Dimpg(X) = inf{s € [0,00) | 3d s-gala de estados finitos tal que X C S.[d]}.

str

1.4.5. Dimensién con escala en C

Las distintas definiciones de dimensién vistas hasta el momento proporcionan un amplio abanico
de herramientas para diferenciar y estudiar multiples clases de complejidad aunque, sin embargo,
todavia existen clases para las cuales estas dimensiones no son tutiles. El motivo es que muchas de
las clases que aparecen de forma natural en complejidad computacional no son compatibles con la
escala lineal que va implicita en la dimensién de Hausdorff clasica y en la dimensién con recursos
acotados. La solucién, al igual que en la teoria clasica de dimensién de Hausdorff, es la de introducir
nuevas escalas que permitan atrapar clases que estén parametrizadas de un modo no lineal [39].
Por ejemplo, las clases de circuitos de tamafio acotado por 2™ con 0 < « < 1 (interesantes en
criptografia), tienen todos idéntica dimensién 0 en ESPACE sin embargo, con una dimensién con
escala, se consigue reconocer la informacién del pardmetro «. Para definir la dimensién con escala

se utilizaran las llamadas funciones escala que se definen a continuacion.

Definicién 1.4.11. [39] Una funcién escala es una funcién continua g : H x [0, 00) — R que verifica
las siguientes propiedades:

1. H = (a,00) para algin a € RN {—o0}.
2. g(m,1) = m para todom € H.

3. g(m,0) = g(m’,0) > 0 para todos los m,m’ € H.
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4. La funcién s — g(m, s) es una funciéon no negativa y estrictamente creciente para m € H
suficientemente grande.

5. Para todos los s’ > s > 0,

i [g(m, s") = g(m, s)] = oo

Notacién 1.4.12. Para cada funcion escala g : H x [0,00) — R, se define la funcion Ag : H x
[0,00) — R como
Ag(m,s) =g(m+1,s) — g(m,s).

Para [ € N se usa la notacion extendida
Alg(ma 8) = g(m + l7 8) - g(mv S)

Existe una familia de funciones escala que por su definicién son especialmente interesantes para
trabajar con dimension. Esta familia fue introducida en [39] y se utilizara a lo largo de esta tesis.

Definicién 1.4.13. Para cada k € Z, definimos la funcidn escala de orden k, gi, : Hy, x [0,00) — R
mediante la siguiente recursion:

i) go(m,s) = ms.

ii) Para k >0,
Jr+1(m,s) = 99k (logm,s)

iii) Para k <0,
(m,s) = m+g_r(m,0) —g_r(m,1—-5) si0<s<1,
R g-r(m, s) sis>1.

El dominio de g, es de la forma Hy = (a|, 00), donde ag = —00 y a|g|+1 = 2%

Definiendo la dimensién a partir de las funciones escala se obtiene un mayor grado de libertad.
La definicién se hace méas concretamente a través de las s9-galas, una generalizacién de las s-galas

vistas hasta el momento.

Definicién 1.4.14. Sea g : H x [0,00) — R una funcién escala y s € [0,00). Una s-gala g-escalada
(s9-gala) es una funcion d : {0,1}* — [0, 00) que satisface la siguiente condicién

d(w0) + d(wl)

d(w) = = X sule) (1.4.4)

para todo w € {0,1}* con |w| € H.

La idea intuitiva que estd detras de la definicién de s9-gala es la misma que en el caso de las
martingalas y s-galas. En este caso, Ag(Jw|,s) representard una medida de lo “limpio” que es el
juego dependiendo de s y del tiempo que se lleve jugando, es mas, una s-gala no es mas que un caso

particular de s9-gala cuando se considera g = gg.
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Notacién 1.4.15. Cuando g = g (k € Z) se escribira s(*)-gala en vez de s%-gala.

Se definira la nocién de éxito de una s9-gala y las diversas nociones de dimensién de un modo

anélogo a como se hace en el caso no escalado.
Definicién 1.4.16. Sea g una funcion escala, s € [0,00) y d una s9-gala.

1. d tiene éxito en una secuencia A € C si

limsup d(A[0...n]) = co.

n—oo
2. El conjunto de éxito de d es

S°[d] = {A € C|d tiene éxito en A}.

Definicién 1.4.17. Sea X C C y g una funcion escala.

1. La dimension constructiva con escala g de X es

cdim?(X) = inf{s € [0, 00) | 3d s9-gala constructiva tal que X C S*[d]}.

2. La A-dimension con escala g de X es
dim (X) = inf{s € [0, 00) | 3d s9-gala A-calculable tal que X C S*°[d]}.

La A-dimensién con escala g, al igual que en el caso no escalado, es especialmente ttil para
trabajar en clases de complejidad dentro de R(A). Se define la dimension de X en R(A) como

dim?(X|R(A)) = dim% (X N R(A)).

De un modo dual, cambiando la condicion X C S*°[d] por X C S$[d], se obtienen las definiciones
correspondientes de dimensiones Packing con escalas.

Notacion 1.4.18. Cuando g = g (k € Z) se escribira cdim® y dim(Ak) en vez de cdim?* y dim%'.

Nota 1.4.19. Aligual que en el caso de dimension sin escala, es bien conocido que estas definiciones
admiten definiciones equivalentes en el siguiente sentido:

1. Se puede sustituir en la definicion las s9-galas por s9-supergalas. Una s9-supergala no es mas
que una funcion d : {0,1}* — [0, 00) tal que verifica la siguiente condicion:

d(w0) + d(w1)

d(w) > =X el

(1.4.5)

2. Se puede sustituir en la definicion el conjunto S°°[d] por el conjunto

Sd] = {A € C|(3*®n)d(A[0...n —1]) > 1}.
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En esta tesis se utilizard una u otra definicién segin interese.

El siguiente diagrama nos da una vision general de las diferentes definiciones de dimension vistas

hasta el momento.

Dimension de Haussdorff

/I: s-galas

. .. galas escaladas
Dimensién ey

Dimensién con escala

JV recursos acotados JV recursos acotados

galas escaladas
—_—

Dimensién de recursos acotados Dimensioén de recursos acotados escalada

Los siguientes resultados sobre s9-supergalas (s9-galas) son bien conocidos (para mas detalles

ver [39]). Seran necesarios en diversos puntos de la tesis.

Lema 1.4.20. [39] Sea g : H x [0,00) — R una funcién escala y m = min(H NN). Sean s € [0, c0)
y ai € [0,00). Para cada k € N, sea dj, una s9-gala.

i) Para cadan € N, >/'_  ardy es una s9-gala.
ii) Si Y e ardr(w) < oo para cada w € {0,1}* con |w| = m, entonces Y o, axdy es una s-gala.

Lema 1.4.21. [39] Sea g : H x[0,00) — R una funcién escala y sea s € [0,00). Si d una s?-supergala
y B C {0,1}* es un conjunto prefijo, entonces para todo w € {0,1}* con |w| € H,

Z 2_A‘u‘g(‘w|’s)d(wu) < d(w).
u€B

Lema 1.4.22. [39] Sea g : H x [0,00) — R una funcion escala, sea s € [0,00) y d una s9-supergala.
Para todo w,u € {0,1}* con |w| € H,

d(wu) < 2219009 g ().
Lema 1.4.23. [39] Sean g, funciones escala y d una s%-gala. Entonces la funcion
d/(w) — 29I(‘w|73)*9(‘w|,5)d(w)

’
es una sY -gala.
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1.5. Funciones escala: lemas técnicos

En esta seccion se fijard la notacion y algunos lemas técnicos de las funciones escala que seran
necesarios en capitulos posteriores de la tesis. Se introduciran las funciones escala regulares que
permiten demostrar propiedades mas robustas de su correspondiente dimensién con escala e incluyen

la mayoria de las funciones escala interesantes (por ejemplo la familia {gi}).

Definicién 1.5.1. Una funcion escala regular es una funcion escala calculable, g : H x [0,00) — R,
tal que verifica

1. g es continua y derivable en la segunda variable.
2. Existe una funcién « : H — R tal que,

i) %(Tms’) > a(m), para todo s’ € [0,1] y m € H.

1) a(m) tiende a infinito cuando m tiende a infinito.
3. Para todo m € H suficientemente grande y s’ > s se verifica que
Ag(m,s') — Ag(m,s) > 0.
Ademas, se dice que una escala g : H X [0,00) — R es estrictamente regular si es funcion escala
regular y verifica la siguiente propiedad:

4. Para todo s’ > s > 0, con my = min(H NN),

3 gano-a(ns) < o,

n=myg
Notacién 1.5.2. Cuando g = gy (k € Z) se escribird my, en vez de my, .
Nota 1.5.3. La condicién 3. en la definicién anterior es equivalente a la siguiente condicion:
3’. Para todo m € H suficientemente grande se verifica

glm+1,8) —g(m+1,8) > g(m,s") — g(m, s).

Ejemplo 1.5.4. La funcién escala gy es una funcién escala estrictamente regular.
En efecto, es claro que gy es una funcion calculable y ademas

1. go es derivable en la segunda variable con

990 (0 oy
s (m,s") =m.
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3. Para todo m € H suficientemente grande y s’ > s se verifica que
Ngo(m, s') — Ago(m, s) =m(s’ —s) > 0.

4. Para todo s’ > s >0,

[ee] oo

Z 290(77,,5)790(71,5,) _ Z 2(575')71 < oo,

n=0 n=0

Definicién 1.5.5. Sea g : H x [0,00) una funcion escala. Se denotara por
fq" +1g(m,0),00] — [0, 00)
a la funcion inversa de s — g(m, s), es decir, la funcién definida como
fg'(x)=s si g(m,s)=ux.
El siguiente ejemplo muestra la funcién inversa de s — g1(m, s), es decir f;".

Ejemplo 1.5.6. Sea g(m, s) = g1(m, s) = m?, entonces f;"(z) = llcc)’gg:l. En efecto,

log m?®

loa(m, ) = 70 = s

Estas funciones estaran bien definidas para m suficientemente grandes, dado que g(m,.) es es-
trictamente creciente en ese caso (ver Definicion 1.4.11).

Las siguiente propiedades de las funciones f" seran necesarias a lo largo de esta tesis.
Proposicion 1.5.7. Sea g: H x [0,00) — R una funcion escala regular.

1. Para todo m € N suficientemente grande, la funciéon f" es continua y estrictamente creciente.

2. La funci6n f" es derivable para todo m € H.

3. Se cumple que
(f;n)l(x) —m—soc 0.

Demostracion. 1. Al ser g una funcion escala, es continua y, para m’s suficientemente grandes,
la funcion s — g(m, s) es estrictamente creciente. Asi que, por el Teorema de continuidad de
la funcion inversa, se tiene que J4" es continua y estrictamente creciente.

2. Al ser g funcion escala regular tenemos que es derivable en la segunda variable y por el Teorema
de derivabilidad de la funcién inversa, f;" también es derivable.

3. Por ser g funcién escala regular, tenemos que, para m suficientemente grande y para todo
s’ € [0, 1], existe una funcién « : H — R tal que a(m) — oo cuando m tiende a infinito y que
verifica %(m, s') > a(m).

Asi pues, para m suficientemente grande y para todo s’ € [0,1] tendremos que %(m, s') #£ 0.

S
Por el Teorema de derivabilidad de la funcién inversa, si s’ = f;"(z), entonces

() (@) = g < ——

%9 (m,s")  o(m)

que tiende a 0 cuando m tiende a infinito. O
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La familia {gx}kez y propiedades

A continuacion se muestran algunas de las propiedades de la familia de funciones {gj }rez intro-

ducida en la seccién anterior.
Proposicion 1.5.8. [39] Las funciones de la familia {gx }recz son funciones escalas.
Proposicion 1.5.9. Las funciones de la familia {gx }recz son funciones escalas regulares.

Demostracion. Por la Proposiciéon 1.5.8 ya sabemos que gi, para k € Z, es funcién escala. Veamos
que también es regular. Es claro que las funciones g son calculables.

Primero comprobaremos por induccién sobre ¢ que g; cumple las propiedades de funcién escala
regular Vi € N.

a) Para i = 0 ya se ha visto que gg es funcién escala regular (Ejemplo 1.5.4).
b) Suponer que g; es regular, veamos que g;41 también es regular.

1. Por ser g; funcién escala regular, se tiene que g; es derivable en la segunda variable. Sea
m € H; 1, entonces logm € H; y aplicando la regla de la cadena:

agaiSH (m,s') = %ZZ (logm, s")29: 108 ™5") 1 9 — %(log m,s')git1(m,s’)In2  (1.5.1)
por lo que g;41 es derivable en la segunda variable.

2. Veamos primero que la funcion s’ — %(m, s’) es no decreciente para todo m € H;. Por

induccién sobre 17,

i) parai =0, %%(m, s") = m, luego constante y por lo tanto no decreciente.

i1) Suponer que es cierto para g;, entonces para todo m € H, 11 se tiene que logm € H;

99: (log m, s) es no decreciente. Entonces, por la igualdad

y por tanto la funcién s — -

(1.5.1) la funcion

3gi+1
m, s
55 (S
es también no decreciente.

Asi pues, al ser s’ — %‘” (m, ') no decreciente, tenemos que
S

0gi / Jg;
>
0s (m, s') > 0s

(m, 0).

(m,0) tiende a infinito cuando m tiende a infinito.

Solo queda ver que 889"

S

De nuevo por induccioén,

i) Parai =0, %isﬂ(m, 0) = m, que tiende a infinito cuando m — co.

i1) Suponer que es cierto para g;, entonces la funcion m — %s"' (logm, 0) tiende a infinito

cuando m tiende a infinito. Por la igualdad (1.5.1) y por ser g;4+1 funcion escala,

0gi+1 _ 0g;
0s (m,0) = Os

tiende a infinito cuando m tiende a infinito.

m

(logm,0)g;+1(m,0)1In2
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3. Veamos que se verifica la condicion equivalente de la Nota 1.5.3. Para ello probaremos algo
mas fuerte, que la funcién g;(m, s’) — g;(m, s) es estrictamente creciente cuando m > M;
para algun M; € H; suficientemente grande.

Por induccién sobre 1,
i) Parai =0,
go(m, ') — go(m, s) = m(s' — s),
luego es una funcién estrictamente creciente para todo m > 0.

i) Suponer que es cierto para g;, sea M; 1 suficientemente grande para que la funcién
gi(m, s’) — g;(m, s) sea estrictamente creciente para todo m > log M; 1, entonces

gir1(m,s') = gix1(m,s) = 29:logms) _ ggillegm.s)

99i(logms)[9gi(log m.s')—gi(logm.s) _ ]

luego gi+1(m, s’) — gi+1(m, s) es una funcion estrictamente creciente en m para m >
Mitq.

Asi pues, en particular tenemos que para m’s suficientemente grandes,
gir1(m+1,5) = gir1(m +1,8) > giy1(m, ') — gir1(m, s).

Luego hemos demostrado que cuando i € N, las funciones g; son funciones escalas regulares. Esto
se utilizard a continuacién para demostrar que, para los k negativos, g también es funcién escala
regular. Sea ¢ € N, veamos que g_; cumple las condiciones de funcién escala regular.

1. Por ser g; funcién escala regular, se tiene que g; es derivable en la segunda coordenada. Sea
m € H_; = H;, entonces

i) Si s> 1, entonces g_; = g; y se tiene que

9g—i _ 0g;
s (m,s) = s (m, s).

i1) Si 0 < s <1 entonces por la regla de la cadena tenemos que

09—
0s

(m,s) = %g; (m,1—s) (1.5.2)

2. Para 0 < s < 1 se tiene por las desigualdades 1.5.2 y 2 del caso ¢ € N, que la funcién

S %(m, s) es decreciente. Por lo tanto,

9g—i 9g—i
>

95 (m,s) > 95 (m, 1)
_ 9gi
= 5 (m,0),

que tal como se ha visto en 2 del caso i € N, tiende a infinito cuando m — co.

3. Distinguimos tres casos:
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i) Si ¢’ > s> 1, entonces
Ag_i(m,s") — Ag_i(m,s) = Agi(m, s') — Ngi(m, s) > 0.
i1) Si 1> s > s entonces

Ag_i(m,s") = Ng_i(m,s) = —gi(m+1,1-35)+gi(m,1—-5)
gim+1,1—35)—g;(m,1—s)
—Agi(m,1—5")+ Agi(m,1 — s)
> 0.

+

iti) Si s’ > 1y s <1 entonces

Dg-i(m,s') = Dg_y(m,s) Agi(m, s') — (m+1) — gi(m +1,0)

+ gim+1,1—s)+m+g;(m,0) —g;(m,1 —s)
= Agi(m,s') + Agi(m,1 —5) -1

> 2Ag;(m,1)—1

= 1.

O

Por dltimo se demostrara que gj es estrictamente regular para todo k € Z. Es decir, que verifica
que para todo s’ > s > 0, con my = min(Hy NN),

[e.¢]

n=msrg
Para demostrarlo se necesitan las siguientes propiedades que también seran utiles méas adelante.

Se utilizara la siguiente notacion.
Notacién 1.5.10. Denotaremos por gx(., s) : Hr — R a la funcion m — gg(m, s).
Proposiciéon 1.5.11. Sea s > 0. Entonces,

1. Para toda escala i > 0 se tiene que,
git1(.,8) € 0(gi(.,8)) si s <1,
gi(.,8) € 0(giy1(.,8)) si s> 1.

2. Para toda escala k € Z y para todo p > 0, (logm)? € o(gx(., s)).

3. Para toda escala ¢ > 0 y para todo s € (0,00) y m > m;

gi(gi(m, s), %) =m.

Demostracion. La demostracion se hace por induccién sobre ¢ € N.

1. Tenemos que distinguir dos casos:
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a) Si s < 1 veamos que ¢;+1(.,s) € o(gi(., ).
i) Cierto para i = 0. En efecto, como s < 1

, g1 (mv S) Y m®
lim == = lim
m—o0 go(m, s) m—0o0 MS

=0.

1i) Cierto para ¢ € N implica que es cierto para i + 1. En efecto, como g;11(.,s) €
o(gi(.,s)), tenemos que para todo € > 0 y para todo m suficientemente grande

gi+1(logm, s) < eg;(logm, s)
luego,

gi+2(m, 5) —  99i+1(logm,s)—g;(log(m,s)
gi+1 (m, 5)
< 9(e=1)gi(logm,s)

que tiende a 0 cuando m tiende a infinito.

b) Si s> 1 veamos que g;(.,s) € o(git1(.,$)).
i) Cierto para i = 0. En efecto, como s > 1,
go(m,s) ms

lim lim
m—o0 g1(m, s m—o0 mS

=0.

i1) Cierto para ¢ € N implica que es cierto para ¢ + 1. En efecto, como g;(.,s) €
0(gi+1(., s)) tenemos que para € > 0 y para todo m suficientemente grande

gi(logm, s) < egi+1(logm, s).
Luego,
giv1(m, s) — 99i(logm,s)=giy1(logm,s)

Gi+2 (m’ S)
< 2le=Dgivi(logm,s)

que tiende a 0 cuando m tiende a infinito.
2. Sea i > 0. Veremos dos casos: escalas positivas (g;) y escalas negativas (g_;)-

a) En el caso de escalas positivas, veamos que para todo p > 0, (logm)? € o(g;(., s))-

i) Cierto para i = 0. En efecto, para todo p > 0,

p
i 108™)"

m—00 ms

=0.
1i) En efecto, sea € > 0 y m suficientemente grande tal que

(log(logm))? < €g;(log m, s)
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(logm)? 9log(log m)®

gi+1(m, s) 2gi(log m.s)
S 2(10g(10g m))P—g;(log m,p)

< 9le=1)gi(logm,p)

que tiende a 0 cuando m tiende a infinito.
b) En el caso de escalas negativas, veamos que para todo p > 0, (logm)? € o(g—;(.,s)).
Cuando s > 1 es claro, puesto que g_;(m, s) = g;(m, s).
Veamos que ocurre cuando s < 1. Utilizaremos para ello induccién sobre 1.
1) Es claro que se cumple para i = 0.
1) Cierto para 7 implica que es cierto para ¢ + 1. En efecto, notar que como

gi+1(, 1 =) = o(gi(., 1 = s)),

se tiene que para m suficientemente grande, g;y1(m,1 —s) < g;(m,1 — s), asi

pues,
(logmp  _ (log m)?
9—(i+1)(m, s) m+ cip1 — gir1(m, 1 —s)
3 (1og m)”
T m+cipr —gi(m, 1 —s)
(logm)P
g_i(m,s)+c’

que tiende a cero por la hipétesis de induccion.

3. Veamos que para todo s € (0,00) y m > m;
1
g’i(gi(ma S)a ;) =m.
1) Cierto para ¢ = 0. En efecto,
1 1 ms
gO(gO(m7 8)) g) = gO(m, S)g =——=m.
i1) Cierto para ¢ implica cierto para ¢ + 1. En efecto,

1
git1(gir1(m, s), ;) =

_ 2gi(gi(10gmvs)7%)

29i(10g gi+1(m,s), L)

210g m_ .

Lema 1.5.12. Paratodo k€ Z, s >0y c > 0,

n=mspg
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Demostracion. Por la Proposicion 1.5.11, (logm)? € o(gx(.,s)) para todo p > 0. Esto implica que

9=con(m.s) ¢ o(a-cllogm)”)

Asi que, es suficiente probar que, para algin p > 0, la serie

i 2fc(log n)P

n=my

converge.
Ahora bien, como 27¢(8™)” < ¢ para todo p > 1, basta fijar p > 1 tal que ¢p > 1 para
asegurar la convergencia de la serie. O

Proposiciéon 1.5.13. i >0y 0<s<s
1. gi(n,s’) — gi(n, s) es estrictamente creciente para todo n € H; suficientemente grande.

. ’ . .
2. 7991,((7;’88)) es no decreciente en n € H; suficientemente grande.
7 k)

3. Existe una constante 0 < C' = C(s',s) < 1 tal que, para todo n € H; suficientemente grande,
gi(n,s") — gi(n,s) > C - gi(n,s).

Demostracion. 1. Este punto se ve en detalle en el punto 3 de la demostracion de la Proposicion
1.5.9.

2. Para el caso 1 =0,
go(n,s’) ns' s

go(n,s) ms s
constante, luego no decreciente.
Para el caso ¢ > 0 tenemos que
/
gi(n7 S ) _ 29171(10gn75’)—gi,1(10gn,s)
)
9i (nv 5)

que es estrictamente creciente por el apartado 1.

3. Utilizando el punto anterior,

'TLS'* i\n, s = 'nS, gZ( 78)
gz( s ) gz( ) ) gz( y )[1 gl( ,S/)]
n,s gi(mi, s)
> gi(n,s")[1 - gz(mus,)]

Luego C(s/,s) = 1 — 9™ Notar que 0 < 25 < 1 Juego 0 < C < 1.

gi(ms,s’) " gi(mi,s’)

O

Proposicion 1.5.14. Sea k € Z. La funcién g es funcion escala estrictamente regular. Es decir,
para todo s’ > s > 0,

n=mspg
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Demostracion. Veamos primero que se cumple para las escalas positivas. Sea i > 0. Por la Proposi-
cién 1.5.13 se tiene que existe M tal que, para todo n > M

gi(n,s") — gi(n, s) > gi(n,s).
Por lo tanto
00 M 00
Z 99k (1,8) =gk (n,s") _ Z 99k (n,8)—gi(n,s") 4 Z Q*C'Qk(n,sl)7
n=myg n=mig n=M+1

que converge por el Lema 1.5.12.
Veamos ahora el caso negativo, sea i > 0

> oo
Z 99-i(n,s)=g—i(n,s")  _ Z gn+gi(n,0)—gi(n,1-s)—n—gi(n,0)+gi(n,1—s")
n=mig n=m;

oo
- Z 09i(n,1=s")=gi(n,1=5) - o
n=m;

puesto que al ser s < &', tenemos que 1 — s’ < 1 — s y aplicando el resultado para escalas positivas
tenemos la convergencia. O

La siguientes propiedades sobre las funciones escalas seran necesarias mas adelante. Se utilizara

la siguiente notacién para mayor claridad en las demostraciones.

Notacién 1.5.15. Sea 0 < s <1 fijo. Denotamos g;(m) = ¢g;(m,s) y gi(.) = W(.).

Proposicion 1.5.16. Sea 0 < s < 1. Entonces, para todo i € N, la funcién g;(., s) es coéncava para
valores suficientemente grandes.

Demostracion. Utilizando induccién sobre i:

i) Cierto para i = 0. En efecto, para ello basta ver que la segunda derivada es menor o igual que
cero. En efecto, como g{,(m) = s, entonces g{j (m) = 0.

i1) Cierto para i implica cierto para i + 1. En efecto,

1
! — 9gi(logm) /(] _—c
gz+1(m) g’L( 0g m)m1n27

luego

9:(1og m) » . g/ (logm)
gl (m) = T[gé(log m)” + T2 g;(logm)]

29:(logm) g; (log m)
= 5 gi(logm)(g;(logm) — 1) + o

Por hipétesis de induccion se tiene que el signo de la segunda derivada es negativo. En efecto:
i (logm .. "

yinif) es positivo y los sumandos g} (logm)(gi(logm) — 1) y %

m es suficientemente grande. Asi que g/, ;(m) < 0 para todo m suficientemente grande y se

tiene el resultado.

son negativos cuando



46

O

Proposicion 1.5.17. Sean a,b € N suficientemente grandes y s € [0, 1]. Entonces, para todo i € N,
se tiene que,
gila+b,s) < gi(a,s) + gi(b,s).

Demostracion. Tal como se hace en la anterior proposicion, utilizaremos la notacién simplificada
gn(m) = gn(m, s). Suponer a < b suficientemente grandes. Veamos que se cumple por induccion:

i) Cierto para n = 0.
go(a) + go(b) = as + bs = (a + b)s = go(a + b).

i1) Cierto para n implica que es cierto para n + 1. Por el Teorema del Valor Medio:

Ign
g (a+b.5) = gupa(b,5) = L (E ) (o + ) ~ B,

con § € [b,a+b]. Ahora bien, tal como hemos visto en la Proposicion 1.5.16, se tiene que g,
es negativa, luego g;,,, es decreciente. Luego

Ini1(8) < gn1(0) < g4 (a),

y por lo tanto

A

1
Int1(a+b) —gny1(b) < gpiq(a)a < [gnya(a)g;,(log a)~la
S g’n+1(a)7

donde la altima desigualdad se deduce de que g/,(loga) < 1 cuando a es grande.

Proposicién 1.5.18. Sean 0 < s < s’ <1y sea i € N. Entonces, V5 < s’ — s se tiene que
9i(n,8") — gi(n, ) > gi(n, 3),

para n suficientemente grande.
Demostracion. Veamos la demostracién por induccion.

i) Para i =0, es claro.

i1) Que sea cierto para i implica que es cierto para i + 1. Sea N tal que Vn > N se tiene que

gi(n. ') = gi(n, ) = gi(n, 5).
En ese caso, para todo n > 2V se tiene que, logn > N y aplicando la hipétesis de induccion:
gir1(n,s") = 99i(logn,s") > 9gi(logn,s)+gi(logn,3)
> p9illosms) 4 ggilloan§) — gi+1(n,8) + git1(n, 5),

para n suficientemente grande.
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Notacién 1.5.19. Se denotara por f;* la inversa de gi(m,.) segun la definicién 1.5.5
Proposicién 1.5.20. Dado m € Hy, el valor de f;" es
i) Para k >0,
fm(s) = log(log(.%. log(s)..))
fh = .
log(log(.%. (log(m))..))
13) Para k <0,
log(log(!*! 1 + g (m,0) — s)..
) = 1o og (log( og(v‘zl gm0 =8)-) Lo
log(log(!*. (log(m))..))
log(log('*l. log(s)..
fir(s) = 8 ogl(kl 08(s)--)) si s> 1.
log(log(!*. (log(m))..))
Demostracion. La demostracién es simplemente una comprobaciéon de que f;*(gr(m,s)) = s en

todos los casos, ya que gx(m,.) es estrictamente creciente. O
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Capitulo 2

Dimensi6n efectiva con escala en
k
{0,1}

La dimension de Hausdorff de un conjunto es intuitivamente una medida de la complejidad de
dicho conjunto pero, ;jhasta que punto estan relacionados las diversas dimensiones con recursos aco-
tados y con escala y otras medidas de complejidad bien conocidas en la Teoria de la Informacién? En
el Capitulo 3 se estudiara con detalle estas relaciones, sin embargo en el presente capitulo llegaremos
a resultados previos para la dimension con escala constructiva definiendo para ello la dimensién con
escala de secuencias finitas.

La dimensién para secuencias finitas (dimensiéon en {0,1}*) fue introducida por Lutz en [68].
Esta definicién es una modificacion de la definicion de dimensién en C de forma que proporciona
una medida de complejidad en {0, 1}*. Tal como se ha visto en el capitulo anterior, la dimensién en
C se define a partir de las s-galas, que pueden interpretarse como la ganancia obtenida a partir de
estrategias de juego para apostar en los diferentes bits (0 6 1) de una secuencia infinita. En el caso
de dimension en {0,1}* la idea es utilizar termgalas, funciones similares a las s-galas que en este
caso tienen como posibilidades para apostar el 0, el 1 6 bien apostar a que la secuencia termina.
Lutz demuestra en [68] que la dimension de una secuencia finita est4 intimamente relacionada con la
complejidad de Kolmogorv, méas concretamente demuestra que existe una constante c¢ tal que para
todo w € {0,1}%,

|K (w) — |w|dim(w)| < c.

Ademas, demuestra que la dimensién constructiva de una secuencia infinita A no es méas que el
limite inferior de las dimensiones de sus prefijos, por lo que obtiene una demostraciéon alternativa al
teorema demostrado por Mayordomo [77] que relaciona dimension constructiva en C y complejidad

de Kolmogorv, estableciendo que para toda secuencia A € C,

cdim(A) = lim inf K(A[0...n— 1])

n—o00 n
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El objetivo del presente capitulo es extender estos resultados al caso de dimensién con escala, de modo
que se obtenga una relacién entre dimensién constructiva con escala y complejidad de Kolmogorov,
todo ello a través de una defincion de dimensién con escala para secuencias finitas. Para adaptar la

definicion de dimension con escala constructiva de una secuencia infinita A, es decir,
cdim@ (A4) = inf{s € [0, 00) | Id s(9)-gala constructiva tal que A C $¥[d]},
a una secuencia finita, se encuentran los siguientes problemas:

i) Se debe permitir apostar a que la secuencia termina. Este problema se soluciona trabajando en
T (las secuencias finitas acabadas y los prefijos de estas) y sustituyendo la nocion de s?-gala

por un concepto similar: las g-supertermgalas.

i1) Se debe reemplazar la condiciéon “d(A[0...n — 1]) no esta acotada cuando n — oo” (es decir,

A € §%°[d]) por una condicién adaptada al nuevo entorno finito.

1i1) Se debe conseguir una definicion consistente y esto sera posible gracias a la existencia de una

g-supertermgala constructiva éptima.

En este capitulo se resuelven estos problemas de un modo analogo a como se hace en [68] y se
proporciona una definicién de dimension con escala en {0, 1}* consistente que generaliza la definicion
de dimensién en {0,1}*. También se amplian los resultados de [68] que relacionan la dimensién en
{0,1}*, la complejidad de Kolmogorov y la dimension constructiva en C, a los casos de dimension
con escala. Por ultimo, se define el concepto de termpredictor afiadiendo la habilidad de predecir el
final de una secuencia finita frente a la prediccién estandar de los algoritmos on-line. Es decir, un
termpredictor predice tanto el proximo bit como el punto final de la secuencia finita. A partir de
esta definicién es posible relacionar la dimension con escala de secuencias finitas con la predicciéon
“on-line”, extendiendo parcialmente al caso de escalas los resultados de Hitchcock en [34], aunque en
principio no parece posible alcanzar una caracterizaciéon exacta.

Los resultados de este capitulo se encuentran publicados en [60] y, conjuntamente con John

Hitchcock y Elvira Mayordomo, en una version extendida en [38].

2.1. Supertermgalas escaladas

Al igual que ocurre en la dimension en C, podemos extender la dimension en {0, 1}* a su version
con escalas. Para ello sera necesario un concepto analogo al de s(9)-gala, pero en este caso permitiendo
apostar en 0, en 1 6 bien apostar a que la secuencia termina. El simbolo O se utilizara para denotar

esto tltimo. El conjunto consistente en todas las secuencias acabadas (los elementos de {0,1}*0) y
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los prefijos de estas se denotaréd por 7,
T={0,1}*u{0,1}*00.

Definicién 2.1.1. Sea s € [0,00) y g : H X [0,00) — R una funcion escala. Una s-supertermgala

g-escalada (6 s9-supertermgala) es una funcion d, : 7 — [0, 00) tal que,
i) dg(x) <1 para todo z € T con |z| ¢ H.

7) Para todo w € {0,1}* con |w| € H,

dyg(w0) + dg(wl) + dy(wO)

dg(w) = oA g(wl,s)

(2.1.1)

Una s(9-supertermgala representa las ganancias de una estrategia que permite apostar en los
sucesivos bits de una secuencia finita y también apostar a que la secuencia termina. A diferencia
de las s(9)-galas, donde el juego es infinitamente largo, el capital final de una s(9-supertermgala es
d(w0). Por otro lado, lo “limpio” que es el juego depende del valor de s y del tiempo que se lleve

jugando (dependencia en g y |w]).

Lema 2.1.2. Sea g : H x [0,00) — R una funci6n escala, dg,d; : T — [0,00) y s,5" € [0,00). Si se
verifica

2_9(‘z|75)d9(x) — 2_g(|m"’s,)d;($)
para todo z € T con |z| € H, entonces

dg es una s9-supertermgala < d’g es una (s’)9-supertermgala.

Como consecuencia del Lema 2.1.2, una 09-supertermgala determina una familia entera de s9-

supertermgalas y en esto se basa la siguiente definicién.
Definicién 2.1.3. Sea g : H x [0,00) — R una funcién escala.

1. Una g-supertermgala es una familia
dg = {d?) | s €[0,00)},
de modo que cada d(gs) es una s%-supertermgala y
279(\w|78)d58)(x) — 9—9(|z|;s )dgs )(x) (2.1.2)

para todo s,s" € [0,00) y x € T con |z| € H.
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2. Se dice que dg es constructiva si déo) es constructiva.

3. Una g-supertermgala constructiva d~g es dptima si para cada g-supertermgala constructiva dg

existe una constante o > 0 tal que

7 (s)

dg  (wO) > adl® (wO)

para todo s € [0,00) y w € {0,1}* con |w| € H.

Para que la definicion de dimension con escala en {0,1}* proporcionada en la siguiente seccion
sea robusta se demuestra la existencia de una g-supertermgala constructiva 6ptima. Para ello son

necesarios la siguiente definiciéon y resultados.

Definicién 2.1.4. Sea g : H x [0,00) — R una funcién escala y p una medida de subprobabilidad

en {0,1}*. La g-supertermgala inducida por p es la familia

dylp] = {d{[p] | s € [0,00)},

donde cada d_((;s)[p} se define como

déS)[p](x)zgg(lw\,S) Z p(v)
vEL0.1}x

para todo s € [0,00) y z € T con |z] € H.

El siguiente lema demuestra que d4[p] es una g-supertermgala.

Lema 2.1.5. Sea g : H x [0,00) — R una funcion escala. La g-supertermgala inducida por una
medida de subprobabilidad p en {0,1}*, d,4[p], es una g-supertermgala. Ademaés, si g es calculable y

p es constructiva, dgy[p] es constructiva.
Demostracion. Sea w € {0,1}* con |w| € H y s € [0,00), entonces

|4 p)(w0) + d [p)(w) + dp] (wD) | 2 Aol

= golulrta-agtels | S by ST a4 Y po)

ve{0,1}* ve{0,1}* ve{0,1}*
w0CvO wlCvO wOCoD
— 99(lwls) E’ p(v)
ve{0,1}*
w0

= dP[p](w).
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Es claro por la definicién de dy[p] que si g es calculable y p es constructiva, dgy[p| es constructiva. [

Lema 2.1.6. Sea g : H x [0,00) — R una funcién escala y d, una 09-supertermgala. Para todo

u € {0,1}*,

S dy(uwD) < dy(u).

we{0,1}*

Demostracion. Veamos por induccién sobre n que

Z dg(uwO) + Z dg(uw) < dg(u)

we{0,1}<m we{0,1}=n

para todo n € N.
i) Para n = 0 es trivial.

i1) Asumir que se cumple para n, veamos que se cumple para n + 1:

Z dg(uwd) 4+ Z dg(uw)

we{0,1}<n+1 we{0,1}n+1

< Y dywwD)+ D dy(uwD)+ D [dy(uw0) + dy(uwl)]
we{0,1}<n we{0,1}n we{0,1}n

< Z dg(uwO) + Z dg(uw)
we{0,1}<n we{0,1}n

< dg(u).

(2.1.3)

Luego la desigualdad (2.1.3) se verifica para todo n € N. Ahora bien, al ser d, una 09-supertermgala

se tiene que

dg(uw0) + dg(uwl) + dg(vwd) < dgy(uw),

y en particular dg(vwO) < dg4(uw). Asi que podemos deducir de la desigualdad (2.1.3) que

> dy(uwD) < dy(u)

we{0,1}="
para todo n € N y por tanto

> dy(uwD) < dy(u).

we{0,1}*
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Corolario 2.1.7. Sea g : H x [0,00) — R una funcién escala y my = min(H N N). Sea d, una

s?-supertermgala. Para todo u € {0,1}* y todo n > my,

Z dg(uwD) < 2A"L+19(\U|7S)d9(u).
we{0,1}7
Demostracion. Por el Lema 2.1.2, tenemos que d,(r) = 2-9(el5)+9(2l.0) q () es una 09-termgala,

asi que por el lema anterior,

S dy(uwn) = el -a(uinio §Y g )
we{0,1}7 we{0,1}m
< 9o(lultnt o) —g(ul+n+1.0) gt ()
g

= 9(ultntls)—g(jul+n+1,0)g=g(lul.9)+9(lul.0) g (4

"t lo(lul,s
A" g(|ul, )dg(u).

O

El siguiente teorema demuestra que, debido a la existencia de una medida de subprobabilidad

constructiva 6ptima, es posible encontrar una supertermgala constructiva éptima.

Teorema 2.1.8. Sea p una medida de subprobabilidad constructiva éptima en {0,1}* y g : H X
[0,00) — R una funcién escala calculable. Entonces, la g-termgala inducida por p es una g-supertermgala

constructiva 6ptima.

Demostracion. Por el Lema 2.1.5, dy[p] es una g-supertermgala constructiva. Veamos que dy[p] es
6ptima, es decir, si consideramos d, = {d_ff) | s € [0,00)} una g-supertermgala constructiva arbitraria,

debemos encontrar una constante real o > 0 tal que
)5 (s)
dy [p](wO) > ady’ (wO)/N

para todo s € [0,00) y w € {0,1}* con |w| € H.

Definimos p : {0,1}* — [0, 00) como
p(w) = d) (wO)/N

para todo w € {0,1}*, donde N € N cumple dgo)()\) < N. Por el Lema 2.1.6 (considerando u = \),

p es una medida de subprobabilidad en {0,1}* y ademéas p es constructiva por serlo d,. Asi pues,
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como p es Optima, se tiene que existe una constante real o/ > 0 tal que
p(w) > o/p(w)
para todo w € {0,1}*.
Tenemos entonces que, para todo s € [0,00) y w € {0,1}* con |w| € H,
ap)wo) = 270 pw)
> 29(wlHLs) o/ ()
= 29(|w|+1’5)a’dg0)(wlil)/N.
Ahora, por el Lema 2.1.2,
0 _ o9g9(Jw|+1,0)—g(|lw|+1,s) ,7(s)
dé )(wg) — 99(lw|+1,0)=g(Jw] )dé (wD)
y tenemos que
()15 (Jwl+1,0) 7 4(5)
dg” [p](wd) > P a'dy” (wd)/N.

Como para todo n € N, g(n,0) es una constante tenemos que d[p] es Optima (tomando a =

2000/ /N). O

El siguiente resultado es una adaptaciéon del Lema 1.4.20 visto para s9-galas y serd util en las

secciones posteriores.

Lema 2.1.9. Sea g : H x [0,00) — R una funcién escala calculable, sea my = min(H N N). Para

cada n € N, sea d,, una g-supertermgala constructiva y sea a,, € [0, 00). Entonces,

1. Para cada m € N, ZZ:OI and, es una g-supertermgala constructiva.

2. Si Y0 andy(w) < co para cada w € {0,1}™s, entonces Y-, and;, es una g-supertermgala

constructiva.

Demostracion. 1. Como la suma es finita, es trivial que se cumple la condicién de g-supertermgala

y que es constructiva.

2. En el caso de la suma infinita, la condicién de g-supertermgala se cumple, pero también es

necesario comprobar que la serie converge para todo x € 7. Sin embargo, como cada d,, es
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g-supertermgala constructiva, tenemos que para todo w € {0,1}* y b € {0,1,0},
dp (wb) < 2890%h9) g (1),
Haciendo la recursion, para todo u € T, se tiene que
dpy(wu) < 25156 Ag(wl+ls) g ().

Asi que, si z € T es tal que x = wu, con w € {0,1}™s y u € T, tenemos que

d(z) = Zandn(wu)
n=0

IN

> Jul—1
S 9EI Aalul+o) g, d, (w)
n=0

— ot Ag(wl+s) S ud (w).
n=0

Luego, como Y 7 andp(w) < oo para cada w € {0,1}™9, entonces Y " andy, es una g-

supertermgala constructiva.

2.2. Dimensién con escala en {0,1}*

En esta seccion se define la dimensién con escala de una secuencia finita. Primero se definira la
dimension dependiendo de una supertermgala constructiva fija. Posteriormente se demostrard que
al considerar en la defincién una supertermgala constructiva 6ptima, esta definicién es consistente.
Definicién 2.2.1. Sea g : H x [0,00] — R una funcion escala y w € {0,1}* con |w| € H. Si d; es

una g-supertermgala constructiva, entonces la g-dimension de w relativa a dg es

dimg, (w) = inf{s € [0,00) | dj(wO) > 1}.
Esta definicién depende de la supertermgala que se considere, los siguientes resultados preparan
para una definicién de g-dimensién que no dependa de la supertermgala.
Proposicion 2.2.2. Sea g : H x [0,00) — R una funcion escala regular, sea d, una g-supertermgala
constructiva arbitraria y d~g una g-supertermgala constructiva 6ptima. Entonces existe C' > 0 y una

funcion 8 : H — R verificando que f(m) tiende a co cuando m — oo, tales que

diml{g ('I.U) S dimdg (U.)) —+ ﬁ(|u}T‘—~—1)
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para todo w € {0,1}*.

Demostracion. Al ser d~g una g-supertermgala constructiva 6ptima existe una constante real o > 0
tal que

ds(w0) > adi(wO)
para todo s € [0,00), w € {0,1}* con |w| € H. Por otro lado, al ser g una funcién escala existe
mo € N tal que Ym > mg las funciones g(m,-) son continuas y estrictamente crecientes. Definimos

entonces h(w) = s, donde s’ es tal que
g(|w| 4+ 1,dimg, (w) + 5") — g(Jw| + 1, dimg, (w)) = log o
Veamos que
dim; (w) < dimg, (w) + h(w) (2.2.1)

para todo w con |w| > my. Para ello, sea s = dimg, (w) + h(w). Basta probar que Jg(s)(wD) > 1.
En efecto,
“) (wo d%) (wO
(wd) > ady”(wd)
_ a2g<|w\+1,s>—g(|w|+1,dimdg(w))dgdimd.ﬂw)))(wg)
> @ 29(wlH1s)—g(luwl+Ldimg, ()

= 1

Por otro lado, dado que g es una funcién escala regular, podemos aplicar el Teorema del Valor

Medio. Es decir, existe s’ € [dimg, (w), dimg, (w) 4 h(w)] tal que

. . 0
g(|lw| +1,dimg, (w) + h(w)) — g(|w| + 1, dimg, (w)) = a—g(|w| +1,5)h(w). (2.2.2)
Asi que de 2.2.1 y 2.2.2 se tiene
logé logé

= 99 (Jw| +1,s") ~ B(lw| +1)

donde en la ultima desigualdad se aplica que al ser g funcion escala regular, existe 8 verificando las

condiciones del enunciado y tal que para todo 0 < s’ < 1,

0
5s (W +1.8) > B(lw| +1).



58

Corolario 2.2.3. Sea g : H x [0,00) — R una funcion escala regular. Sean dy y dy g-supertermgalas
constructivas optimas. Entonces existe una constante C > 0y o : H — R verificando que a(m)

tiende a infinito cuando m — oo, tales que
im; (w imj (w
4 d2 ~ a(jw]+1)’
para todo w € {0,1}*.

Nota 2.2.4. En el Corolario 2.2.3 como funciéon a(m) puede tomarse la funcion que aparece en la

definicion de funcion escala regular (Definicion 1.5.1, apartado 2).

Como g es una funcién escala regular, a(m) tiende a co cuando m — oo, y el Corolario 2.2.3
dice que si la definicion de g-dimension se basa en una g-supertermgala constructiva optima d;, la
eleccion particular de esta d, solo contribuye O( ﬁ) al valor que toma la dimension dim; (w).

Asi pues, se fijard una g-supertermgala construciva éptima dg, y se definird la g-dimensiéon de

secuencias finitas como sigue.

Definicién 2.2.5. Sea g : H x [0,00) — R una funcién escala regular. La g-dimension de una

secuencia w € {0,1}* con |w| € H se define como
dimy (w) = dimg, _(w).

La idea intuitiva de esta definicion es que la dimensién con escala mide hasta que punto pueden
ser injustos los pagos en un juego y, atn asi, que el capital final sea mayor que el capital inicial. Como
en el caso de la dimensioén constructiva en C, podemos utilizar una estrategia fija para apostar que
viene dada por una g-supertermgala 6ptima. Elegir una g-supertermgala éptima es necesario para
asegurar la consistencia de la definicion y permite asegurar que el valor de la dimensién no cambiara

sustancialmente aunque se utilice otra estrategia 6ptima para apostar.

2.3. Relacion entre dimensién con escala en {0,1}* y en C

En esta seccién se demuestra que la dimensién constructiva con escala de una secuencia infinita
se caracteriza por la dimension con escala de sus prefijos. Este resultado generaliza el obtenido en
[68] donde se establece que la dimensién de una secuencia infinita se caracteriza por la dimension de

sus prefijos.

Teorema 2.3.1. Sea g : H x [0,00) — R una funcion escala regular y sea A € C. Entonces,

cdimg(A) = liminf dimg(A[0...n — 1]).

n— oo
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Demostracion. Para ver que
cdimgy(A) < so = liminf dimy(A[0...n — 1]),

n—oQ

sean s y s’ numeros racionales cualesquiera tales que s’ > s > sg. Sera suficiente probar que

cdimgy(A) < s'. Por la eleccion de s > sg, existe un conjunto infinito J C N tal que para todo n € J,
dimg(A[0...n—1]) < s,
luego, por la definicién de dimensién de una secuencia finita, para todo n € J,
dy$(A[0...n—1]0) > 1.
Sea dj, : {0,1}* — [0, 00) definida como
2 (w) — . ) L)
g (W) =dgy ' (w) + 5 dggy ’(ubd),

donde v = w[0...|w| — 2].

/ . 2 ! !/ .
Entonces, dj, es constructiva por serlo dy y ademas dj, es una (s")9-supergala:

[ (w0) + dg (wD)]27 27010 = dy 5D (w0) 4 dy §7 (w1) + dy§ (D)2 29117
< dg|(33/)(w)
< dy(w).

Ahora, para todo n € J,

5 () 1)
dy(A[0...n]) = dygy (A[O...n})+§d£,D (A[0...n—1]O)

1 (s

> Sdyg (A0~ 1]0)
1 n,s')—g(n,s) 7 (5)

= 529< SD=a(ms)g A0, .n — 1]0)
1 /
= 99(n,s")—g(n,s)

> 22

Como J es infinito, esto implica que A € S*°[d} ], luego dim,(A) < s'.

Para ver que

cdimg(A) > liminf dimg(A[0...n — 1]),

n—00
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sean s’ y s numeros racionales cualesquiera tales que s’ > s > dimy(A). Basta ver que existen
infinitos n € N para los cuales

dimgy(A[0...n—1]) <.

Como s > dimy(A), existe una sY-supergala constructiva, d,, tal que A € S*[d, ]. Definimos d, :

T — [0,00) como

dy(w) dg(w),

d(wd) = [280(0uls) _ gaallule)|g, (),

para todo w € {0,1}*. Entonces dj, es constructiva por serlo d, y ademés es una (s")-termgala. En

efecto,

[, (w0) + d!, (wl) + d}, (wD)]27290whsD) = [ (w0) + dg(w1)]2~ 29wk gAs(lwl.9)=Ag(lw],s)

b 229wl 9dallule))g ()2 Beels)

IN

229(lwl9)=2g(w]s) g (1)
+ 220wl =Bg(wls) g ()

_ oBellele)Agwls) g ()

= dg(w).

Luego, como dj, es una (s’)J-supertermgala constructiva, si definimos para cada t € [0, 00) las

funciones d~g(t) : T — [0,00) como
d," (z) = go(lel=a(lzl) g (7).
seran t9-supertermgalas y la familia
5 7 ()
dg = {dg " |t € [0,00)}

serd una g-supertermgala constructiva.
Ahora, debido a la optimalidad de d4, existe una constante real & > 0 tal que para todo

te0,00) y we{0,1}* con |w| € H,

dy (wnl) > ad, " (wD),
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Ademas, como A € S*°[d, ], existen infinitos n € N tales que
a[229005) — 989(m8)|q (A[0...n—1]) > 1.

Notar para esto ultimo que, al ser g funcién escala regular, se tiene

989(n.s") _ 9fg(n,s) _ 9hg(n,s)gAig(n,s')~Ag(n,s) _ 1 < (.

Y por lo tanto, para infinitos n € H se tiene

7 (s)

d,C(A[0...n—1]0) > ad, '(A0...n—1]0)

= @289 989 g (A0, .0 —1]) > 1,
luego, tal como queriamos demostrar,
dim,(A[0...n—1]) <&

para infinitos n € N.

2.4. Dimensién con escala en {0,1}* y complejidad de Kol-

mogorov

Al igual que en el caso de dimension sin escala [68], es posible obtener una relacién entre entre
dimensioén con escala de una secuencia finita y su complejidad de Kolmogorov. Este resultado permite
dar una nueva caracterizaciéon de la dimensién con escala constructiva de una secuencia infinita en

términos de la complejidad de Kolomogorov de sus prefijos, extendiendo asi el resultado de [77].

Teorema 2.4.1. Sea g : H X [0,00) — R una funcion escala regular. Entonces existe C' > 0 y una
funciéon « : H — R verificando que a(m) tiende a infinito cuando m — oo, tales que para todo

w € {0,1}* con |w| suficientemente grande,

w41 : C
fs‘; K (w)) — dimg (w)| < aul+1)

donde f,!wH_l es la funcion inversa de g definida en la Definiciéon 1.5.5.
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Demostracion. Por el Teorema 1.3.11 existe una medida m de subprobabilidad 6ptima en {0,1}*

tal que

K(w) — log <cg, (2.4.1)

m(w)
para todo w € {0,1}*
Consideremos la g-supertermgala d,[m| como en la Definicién 2.1.4. Se tiene entonces que, para

todo s € [0,00) y w € {0,1}* con |w| € H,

dym]) P (wh) >1 & 2901y () > 1

& g(lw| +1,5) > log ﬁ (2.4.2)

Si |w| es suficientemente grande, dimg(w) < 400 y existe s,, € [0,00) tal que

gljw] + 1,5,) = 1og@. (2.4.3)

Por la definicion de dimensién y por las ecuaciones (2.4.2), (2.4.3) se tiene que
dimg, (m)(w) = 54- (2.4.4)

Ademas, por las ecuaciones (2.4.1) y (2.4.3),

(K (w) = g(Jw| + 1, 50)] = |K(w) — log

(2.4.5)

m(w)
Por otro lado, aplicando primero que g(m, f;"(z)) = x y seguidamente el Teorema del Valor Medio,

tenemos que

[K(w) = g(Jw| +1, 50)]

lg(lwl + 1, £ HE (w))) = g(Jw] + 1, 5,)]

= %(le + 1)K (w)) = sl (2.4.6)

donde
ml’n{fglyle(K(w)), Sw} < s, < méx{fg‘wl"’l(K(w)), Sw}-
Entonces, por la igualdad (2.4.4) y las ecuaciones (2.4.5) y (2.4.6),

c c

W (K (w)) — dimy, 1 (w)] < < )
|fg" (K (w)) dfm) (W) < %(|w|+1’sgﬂ) ~ a(w]+1)

(2.4.7)

donde, en la dltima desigualdad, « es la funcion que aparece en la definicion de funcién escala regular.
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Por ultimo, el Corolario 2.2.3 nos dice que

c/

di —di < — 2.4.8
| lmdg[m](w) lmg(w)| = a(\w| + 1) ( )
Asi que, de las desigualdades (2.4.7) y (2.4.8) tenemos que, tal como queriamos demostrar,
K (w) = dimg(w)] - < [ (K (w)) = dimg, e (w)]
+  |dimg, (m) (w) — dimg (w)]
c+c
a(jw)+1)
O

Como corolario de los Teoremas 2.3.1 y 2.4.1 se tiene la relacién entre la dimensién constructiva

con escala y la complejidad de Kolmogorov de sus prefijos.

Corolario 2.4.2. Sea A € C y sea g una funcion escala regular. Entonces, la dimension constructiva
de A es exactamente

cdimg(A) = lim inf f;+1(K(A[O..n —1])).

n—oo

En particular, para cualquier funcion escala de la familia {gx }rez,

Corolario 2.4.3. Sea k € Z y A € C, entonces

cdim™ (A4) = liminf /771 (K (A[0..n — 1])).

n—oo

En el caso particular de ¢ = 0 se tiene el resultado para dimensién constructiva obtenido por
Mayordomo en [77].

cdim(A) = lim inf 2402 = 1)

2.5. Termgalas vs Supertermgalas

En [35] se demuestra que las galas constructivas y las supergalas constructivas son intercambiables
a la hora de definir la dimension constructiva en C. Es bien conocido [39, 67] que también se pueden
itercambiar supergalas y galas en las dimensiones con recursos acotados tanto en el caso clasico como
en el caso escalado.

En esta seccién se plantea la cuestion de si es posible intercambiar supertermgalas por termgalas

en la definiciéon de dimensién en {0, 1}*. El principal problema que ya se plantea en [68] es que, si bien
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es posible demostrar la existencia de supertermgalas constructivas éptimas (tal como se ve con las
g-supertermgalas), no se conoce la existencia de una termgala constructiva 6ptima. Esto impide una
definicion consistente de dimension en {0, 1}* basada en termgalas. Aun asi, si que resultara posible

obtener una caracterizacion de dimensién constructiva en C utilizando Gnicamente g-termgalas.

Definicién 2.5.1. Una s-termgala g-escalada (o s9-termgala) es una funcion dg : T — [0,00) tal

que,
i) dg(x) <1 para todo z € T con |z| ¢ H.

i1) Para todo w € {0,1}* con |w| € H,

dg(w0) + dg(wl) + dg(wO)
248g(lwl,s) '

dg(w) =

Es decir, una s?-termgala no es méas que una s9-supertermgala que satisface la condiciéon (2.1.1)
de la definicién con igualdad para todo w € {0,1}* con |w| € H.
Ademas, el Lema 2.1.2 enunciado para s9-supertermgalas se cumple también para s9-termgalas y

cada 0%-termgala induce una familia entera de s9-termgalas, dando sentido a la siguiente definicién.
Definicién 2.5.2. Sea g : H x [0,00) — R una funcién escala.

1. Una g-termgala es una familia

dg = {dgs) | s €]0,00)},

de modo que cada d_§5> es una s%-termgala y
9-9(21:9)g() (7)) = 2-9(11:5) g (1)

para todo s, € [0,00) y 2 € T con |z| € H.
2. Se dice que d4 es constructiva si dgo) es constructiva.

3. Una g-termgala constructiva d, es dptima si para cada g-termgala constructiva d, existe una

constante a > 0 tal que

7 (s)

dy " (wO) > ad_gs)(wD)

para todo s € [0,00) y w € {0,1}* con |w| € H.
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Es decir, una g-termgala es un caso particular de g-supertermgala. La cuestién de si existe o no
una g-termgala constructiva éptima queda abierta.

El siguiente resultado estudia la propiedad d(wO) > 1 en la que se basa la definicién de dimension
en {0,1}*. Se demuestra en este teorema que es posible conservar esta propiedad intercambiando

una s9-supertermgala por una t9-termgala con ¢ > s cualquiera.

Teorema 2.5.3. Sea g : H x [0,00) — R una funcion escala estrictamente regular, es decir, tal que
para todo s’ > s > 0, con my = min(H NN),

3 gstma)=gtns) ¢ o,

n:mg

Sean t > s > 0 reales calculables. Entonces, si dés) una s9-supertermgala constructiva, existe una

t9-termgala constructiva Jgt) tal que, para |w| suficientemente grande,
(s) j(t
di(wo) > 1 & dP(wo) > 1.

Demostracion. Sin perdida de generalidad, podemos considerar d_((,s)(u) < 1 para todo u € {0,1}*

con |u| = my,. Definimos para cada n > m, las funciones
d® T = [0,00)
del siguiente modo:
d®) (z) = 279+ 1D+g(zlt) ()

para cada x € T con |z| > mg, donde
pu(@) = #{v € 0,1} |o C oD y d(0D) > 1}.

Notar que por el Corolario 2.1.7 (considerando u = z[0...my4 — 1]), para todo n > mg y todo z € T
se tiene que p,(z) < 29(*T15)=9(mg9) En efecto, como
Z dés)(x[o...mg —1Jo0) < 29 FL8)=g(mg,s)
ve{0,1}"~ ™9
se tiene que el ntimero de v’s que verifican dgs) (z[0...my,—1]v0) > 1 debe ser menor que 29" +1:5)=9(mg.9)
y por lo tanto, también el nimero de v’s tales que z C vO y d_gs)(vD) > 1.
Veamos que d;t ) es una t9-termgala constructiva para cada n. En efecto, comprobemos primero

que cumple la condicién de t9-termgala. Para ello distinguiremos tres casos,
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i) Si Jw| > n entonces,

Pr(w0) = pp(wl) = pp(wD) = py(w) =0,

por lo tanto,

(A0 (w0) + i) (w1) + i (we]2-290410 — 0 — i) w).

1) Si |w| = n, entonces

pn(w0) = py(wl) = 0,
pn(wD) = pn(w)a
por lo tanto,
[ngt) (w0) + d‘g) (wl) + d’gf)(wg)]g—Ag(lw\,t) = Q—g(n+1,t)+g(|w\7t)[0 + 0 + pn(w)]
— A w).
i11) Simg < |w| < n, entonces
p’n(wD) = 07
pr(w0) + pp(wl) = pn(w),
por lo tanto,
[d®) (w0) + d (w1) 4+ dP (wo))27 290wl = 9=9(+10+9(wl.O[ ), (100) + p, (wl) + 0]
= 27910 Fg(wlt) 5 (4)
= dV(w).
Asi pues, ciﬁf ) es t9-termgala. Por otro lado, al ser g calculable y d_gs)constructiva, ciﬁf ) también es
constructiva.

Ahora, sea s’ tal que s < s’ < t. Definimos Jg) : T — [0,00) como

oo

d0(z) = 3 20109415 J0) (),

n=myg

para todo & € T con |z| > my.
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Por el Lema 2.1.9 (adaptado a t9-termgalas), Jgt) es una t9-termgala constructiva. En efecto,
{29(”’t)’9(”’8l)}n€N son nimeros reales positivos y Jsf) son t9-termgalas. Asi que, s6lo hay que de-

mostrar que para todo w € {0,1}™s,

3 9010 -a(r+15) GO (1) < oo,
n=my

Veamos que esto es asi, sea w € {0,1}™9,

Z 2g(n+1,t)—g(n+1,s/)d'£lt)(w) _ Z 2g(n+1,t)—g(n+1,s’)2—g(n+1,t)+g(mg,t)pn(w)

o0

< Z 99(n+1,t)—g(n+1,5") 9—g(n+1,t)+g(mg,t) 9g(n+1,5)—g(mg,s)

n=mg

o0
< Z 29(n+1,8)=g(n+ls") o

n:mg
donde esta ultima desigualdad se cumple puesto que g es una funcién escala estrictamente regular.

Asi pues, hemos definido una t9-termgala constructiva (J,(;)) y unicamente falta ver que
(s) 7(t
di(wo) > 1 & dP(wo) > 1.
Para ello, notar que

dP@n) = 2owkrin=g(ul+1a) g0 (o)

= 29(wl+LO—g(lultLs)ga(ul+L-g(wl+10 ().

Como pj,|(wO) =1 < d!(]s)(wD) > 1, tenemos que Jét)(wD) > 1si d!(]s)(wD) > 1 (para |w| suficien-
temente grande).
Por otro lado, en el caso de que dff)(wD) < 1, entonces pj,, (wO) = 0, y por lo tanto cz_gt)(wD) = 0.

Asi pues, tal como queriamos demostrar,
s 3(t
dP(wo) > 1 & dP(wo) > 1.

O

Si la definicion de dimension en {0, 1}* no se basara en una estrategia fija, el teorema anterior seria
suficiente para intercambiar supertermgalas por termgalas (tal como ocurre en dimension en C). Sin
embargo, tal como esti definida la dimension en {0, 1}*, es necesario cambiar una g-supertermgala
constructiva 6ptima d, = {dff) | s € [0,00)} por una g-termgala d, = {dN_E,S) | s € [0,00)} constructiva.

El siguiente teorema demuestra una condicion suficiente para realizar dicho cambio.
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Teorema 2.5.4. Sea g una funcién escala estrictamente regular y sea una g-supertermgala d, =
{d{”)| s € [0,00)} constructiva 6ptima. Suponer que existe una g-termgala constructiva d, = {dy” | s €

[0,00)} verificando la siguiente condicién:

Si s €[0,00) y we {0,1}" suficientemente grande verifican:

Vt>s,  d(wO) >1=dP(wo) > 1, (2.5.1)

entonces:
Existiria una constante C' > 0 y una funciéon « : H — R verificando que a(m) tiende a infinito
cuando m — oo, tales que

. : C
| dimg (w) — dim; (w)] < ESE

Demostracion. Al ser dg, una g-supertermgala constructiva 6ptima se tiene que, por el Corolario
2.2.3, existe una constante C; > 0 y una funcién «(m) que tiende a infinito cuando m — oo tal que,

Vw € {0,1}* con |w| suficientemente grande,

&
di —di < — . 2.5.2
| lmg(w) lmdg(w)| — a(\w| + 1) ( )
Por otro lado, por la definicién de dimension y por la condicion (2.5.1) es claro que
dim;_ (w) < dimg, (w). (2.5.3)

Por dltimo, como d4 es g-termgala constructiva, en particular, g-supertermgala constructiva, se tiene

que por la Proposicion 2.2.2 existe una constante Cy > 0 tal que

Cy

i < dim 7 EETrE— 0.
dimg, (w) < dlmdg (w) + allw £ 1) (2.5.4)
Luego, si C = méx{Cy, Cs}, se tiene que:
i) Por la ecuacion (2.5.4),
. . C
dlmdg (U}) — dlmd"g (U)) S m

i1) Por las ecuaciones (2.5.3) y (2.5.2),

dimg (w) — dimg (w)

IN

dimg, (w) — dimg (w)
¢
a(jw|+1)
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Y por lo tanto,

| dimg (w) — dimg (w)] < ool +1)

y se tiene el resultado. O

La existencia de una g-termgala constructiva que cumpla la condicién (2.5.1) es quizd mas débil
que la cuestién planteada por Lutz sobre la existencia de una termgala constructiva 6ptima. Es claro
que la condicién de Lutz implica que existe una g-termgala constructiva como en el teorema anterior
(en realidad, serfa la propia g-termgala 6ptima). Sin embargo, la existencia de una g-termgala como

en el Teorema 2.5.4 no parece implicar la existencia de una g-termgala constructiva éptima.

El siguiente resultado es una aproximacién a encontrar una g-termgala que cumpla las condiciones
del Teorema 2.5.4. Desgraciadamente, aunque la g-termgala definida cumple la condicién (2.5.1), no

parece ser constructiva.

Teorema 2.5.5. Sea g una funcién escala estrictamente regular y sea d, = {dés) |s € [0,00)} una
g-supertermgala constructiva. Entonces, existe una g-termgala d, = {J_S,S) |s € [0,00)} verificando
que si s € [0,00) y w € {0,1}* son tales que dgs)(wD) > 1, entonces dgt)(wD) > 1, para todo t > s,

|w]| suficientemente grande.

Demostracion. Sea mgy = min(H N N). Definimos para cada w € {0,1}* con |w| > my y s € [0,00)

la funcion p(w, s) recursivamente como sigue,

i) si |w| =myg,
dg” (w)
>be{0,1,0} dy” (wb)

p(w, s) = 289(wls)

i) siw=>by...b, conn>mgyy a(w)=>by...b,_1 entonces

dg” (w)
Zbe{o,l,u} d.SJS) (wb)

plw,s) = 289(ul) pla(w),s).
Notar que la funcién p(w,s) no depende de la eleccién de s. Esto se debe a que d, es g-

supertermgala y por lo tanto, Vt € [0, c0), podemos demostrar por induccion sobre |w| que p(w, s) =

pluw, 1):
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i) Para |w| = myg,

p(w, s)

—  94g(jwl,s)

— 2Ag(|w\,t)

dy” (w)
2 be{0,1,0} dy” (wb)
279(‘w|73)d§;) (w)
Zbe{o,l,D} 279(‘w|+1’3)d£15) (wb)

92=9(1w],) gD (41)
} 2—9(\w|+1,t)dgt)(wb)

Zbe{o,l,u
dgf) (w)
Zbe{o,l,m} dgt)(Wb)

= p(w,t).

i1) Cierto para |w|, cierto para |w| + 1,

Asi pues, si definimos

9Ag(Jw|+1,5) dgs)(wg)
2 be{0,1,0} dy” (whb)
Q*g(\WIJrl,S)dés)(wi,)
Zbe{o,l,D} 279(‘w|+2’5)d.(qs)(wgb)
Q—g(\w|+1,t)d§t> (wb)
Zbe{o,l,u} 2_9(‘w|+2’t)d(gt) (wgb)
dgf) (wb)
Zbe{o,l,m} dét)(wgb)
dy) (wb)
Zbe{O,l,D} dgt)(wgb)

p(w, s)

p(w, s)

p(w, s)

9Ag(lw],t)

p(w, s)

9Ag(Jwl,t) p(w,t)

p(wbd,t).

dl®) (wb) := d (wb)p(w, 5)

tenemos que ng es una g-termgala. En efecto,

i) para cada s € [0,00), dS) es s9-termgala:

[d (w0) + d(P (wl) + d(F (wD)]2~ 29D

= 4 (w)pla(w), s) = d)

s s s —Ag(s,|w|)gAg(|w|,s
[ (w0) + di) (w1) + dS) (wo)]2~ Aol whgAa(wl.)

[d5? (w0) + di) (wl) + dg? (D)2~ 21 p(uw, 5)

dy (w)

Zbe{o,l,m} d§S) (wb)

(a(w), s)
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i1) paratodas syt se tiene que dés) (w)2-9(whs) = dgt) (w)279010) puesto que d,, es g-supertermgala
y p(w,s) = p(w,1).
(s)

Veamos que czg es la g-termgala que buscamos. Sea s € [0,00) tal que dg’(wO) > 1, entonces

Vt > s tenemos que

Jgt)(wg) — 29(\w\+1,t)fg(lw\+1,S)CZ§S)(wg)
— w|+1,t)—g(|w|+1,s s
—  99(Jwl+1,t)—g(|w] )dg)(wlj)p(w,s)

> 90wl LO=g(wH1Ls) 5y o).

Haciendo la recursion en la definicion de p se tiene que

d(s)
p(w,s) = || g (U)(s)
ulw,|u|>mg ZbG{O,l,D} dg (ub)
(5)
= 9-9(mg,8)+g(|wl+1,s) H dg~ (u)

(s) ’
W fal>m, 2befo,1,0 dg (ub)
Ademés, como d!(]s) es s9-supertermgala, se tiene que

d® (u)

o > 9~ Ag(luls)
Zbe{o,l,m}dg (ub)

y por lo tanto,

plw,s) > 2-9masya(ulste) T g-aellule) — 1.

ulw,|u|>mg,
Asi pues tenemos que,

3(t) (Jw]+1,t)—g(Jw|+1,s
dg(wD)>29H )=g(lw|+1,s)

y al ser t > s cualquiera, Jgt) (wd) > 1, para |w| suficientemente grande. O

Pese a que los teoremas anteriores no son suficientemente fuertes como para demostrar que es
posible intercambiar g-supertermgalas por g-termgalas en la definicion de dimension constructiva en
{0, 1}*, si que sirven para proporcionar una nueva caracterizacion de dimension constructiva en C,

basandonos sélo en g-termgalas constructivas. Para ello se utilizara el siguiente corolario.

Corolario 2.5.6. Sea g: H x [0,00) — R una funcion escala estrictamente regular. Sea w € {0,1}*

(con |w| suficientemente grande), entonces

dimg(w) > inf{dimg(w) | d es una g-termgala constructiva}
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Demostracion. Sea sg = dimg(w). Es suficiente demostrar que para todo s’ ntmero real calculable
mayor que s existe una g-termgala constructiva d tal que dim j(w) < s'. Por la definicién de dimg,
esto se cumple si existe una g-termgala contructiva d tal que J(Sl)(wD) > 1.
Sea s un nimero real calculable tal que so < s < s’. Entonces, como sg = dim,(w), tenemos que
ES)(wD) > 1. Por el Teorema 2.5.3, existe una (s')%-termgala constructiva tal que d)(wd) > 1.

Sea d la g-termgala constructiva construida usando esta (s')9-termgala, entonces
dimj(w) < ¢,
tal como queriamos demostrar. O

Utilizando el corolario anterior, la Proposicion 2.2.2 y el Teorema 2.3.1 se tiene el siguiente

resultado.

Corolario 2.5.7. Sea A € Cy g una funcién escala estrictamente regular,

cdimgy(A) = liminf D, (A[0...n —1])

n—oo

donde Dy(w) = inf{dimy(w) | d es una g-termgala constructiva}.

Demostracion. Por el Teorema 2.3.1 sabemos que

cdimg(A) = liminf dimg(A[0...n —1]). (2.5.5)

n— oo

Por el corolario anterior tenemos que
dimg(A[0...n—1]) > Dy(A[0...n —1]). (2.5.6)

Por la Proposicién 2.2.2, para toda g-termgala d tenemos que

C

dim, (A[0...n —1]) < dimg(A[0,...n —1]) + am 1)

(2.5.7)

donde « tiende a infinito cuando n tiende a infinito.

Asi que, por (2.5.6),

liminf dimg(A[0...n — 1]) > liminf D,(A[0...n — 1]).

n—oo n—oo

Por (2.5.7),
lim inf dimg(A[0...n — 1]) <liminf D, (A[0...n — 1]).

n—00 n—oo

Luego, por la regla del sandwich y por (2.5.5) tenemos el resultado. O
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Este resultado establece que la dimensién constructiva. de una secuencia infinita A € C no es
méas que el limite del infimo del conjunto de dimensiones de los prefijos de A, construidas con
g-termgalas constructivas. Esto quiere decir que realmente, cuando se trabaja en secuencias finitas
suficientemente grandes, su dimensién se puede aproximar por el infimo de las dimensiones obtenidas

a partir de g-termgalas constructivas.

2.6. Dimensién con escala en {0,1}" y prediccion

Una de las lineas de investigacion relacionadas con dimensién en C es aquella que caracteriza la
dimensién con la prediccién. Esta caracterizacién resulta ser muy natural debido a la interpretacién
que se hace de las s-galas como estrategias de juego: si se pueden predecir los bits de la secuen-
cia, se podran construir estrategias ganadoras. En el Capitulo 6 de esta tesis se tratard en mayor
profundidad la relacién entre dimension y aprendizaje.

En esta seccion se relaciona dimension en {0, 1}* con prediccion “on-line”. También resulta nat-
ural esta aproximacién, puesto que como se ha visto, se pueden interpretar las s?-termgalas como
estrategias de juego. Sin embargo, una caracterizaciéon completa de dimesién con prediccién no parece
ser posible.

Considérese que se quieren predecir los bits de una secuencia finita. Entonces, dado un prefijo de
esta secuencia, el siguiente bit puede ser un 0, un 1 o quizé, la secuencia no tenga mas bits.

Un predictor IT darad una estimacién de la probabilidad de cada uno de esos casos.
Definicién 2.6.1. Una funcion IT: {0,1}* x {0,1,0} — [0,1] es un predictor si verifica
I(w, 0) + I(w, 1) + (w, 0) = 1.

Se interpreta II(w, a) como la estimacién que hace el predictor IT de que el bit a sea el siguiente
después de aparecer w en el juego (en el caso de que a = 0 6 1) o que no hay mas bits siguiendo w

(en el caso de que a = O).
Nota 2.6.2. En esta seccién serdn necesaria las siguientes restricciones sobre la funcién escala:
1. g(mg,s) >0, Vs.

2. g(mg,s) <mg, Vs < 1.

El siguiente lema establece la correspondencia entre predictores y g-termgalas.

Lema 2.6.3. Sea g una funcion escala regular y sea my = min(H NN).
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1. Sea IT un predictor, se define para todo s € [0, 00) la funcién
d T 0, 00)
H’g . ) b

como

dg) . 1 si|z| ¢ H.
g >
29Uzl ) T TI(2[0...i —2],z[i — 1)) si|z| € H.

=My

Entonces, dr,4 es una g-termgala.
2. Sea d una g-termgala, entonces para todo s € [0, c0) se define la funcion
Hd,g : {07 1}* X {Oa ]-» D} — [07 1]

como

®)
2‘A9(‘w|7s)%ﬂ+&f}) si |lw| € Hy d®(w)#0.
Hag(w,a) =4 1/2 sia#£0y |w ¢ Ho6d®(w)=0.

0 sia=0y |w| ¢ Ho6d®(w)=0.
Entonces, 114 es un predictor y esta definicién no depende de s.

3. Los conceptos anteriores estén relacionados del siguiente modo.

i) Sea d una g-termgala tal que para todo s € [0,00), € T con |z| ¢ H, d®)(z) = 1.

Entonces, para todo s € [1,00), z € T con z € H y d®)(z) # 0,

d(s)

Hdh(“g(aj) > d(S) (x)2mga

y para s < 1,

d(s)

1 ,.q(x) < d®(@)2ms,

i1) Sea II un predictor tal que II(w,a) # 0, Yw € {0,1}* con |w| > my, a € {0,1,0}. Para

todo w € {0,1}* con |w| € H, a € {0,1,0},

Hay , 9(w, a) = (w, a).

Demostracion. 1. Sea IT un predictor y s € [0, 00).
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1) Veamos que d(rf’)g cumple la condiciéon de s9-termgala. Para todo w € {0,1}* con |w| € H,

[d) (w0) + dif) (w1) + diy) (wD)J2~A9(lwls)
jwl
= 20wl b) TT m(w(0...i — 2], wli — 1])

[(w, 0) + H(@, 1) + H(w, D)]Q*AQ(W\,S)
|w]
= 290b) TT (w0 . — 2, wli — 1])

i=myg

= d¥ (w).

g

1) Veamos que para todo &', s, se cumple la condicion de g-termgala. Para todo @ € T con

|z € H,

2]
d) (@y2-otele) = galisle) [ TH(a[0...i — 2], xli — 1))2-9(ek)
i=mg+1
o]

= I m@...i—2),2fi—1)

i=mg+1
’ ‘xl ’
= 200eb) TT m(afo...i — 2], zfi — 1])2790h)

i=mg+1

- dﬁg) (z)2-90als"),
Luego dm 4 es una g-termgala.

2. Sea d una g-termgala y s € [0, 00). Veamos que II; , cumple la condicién de predictor.
Si jw| ¢ H 6 d(w) = 0 es claro que se cumple.
Si |w| € H y d(w) # 0, entonces

(45 (w0) + d*) (wl) + di (wD))]

g(w,0) + Mg(w, 1) + Mg(w,0) = 2729wk e
dg’ (w)

= 1
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3. i) Paratodoz € T con |z| € Hy d®(z) #0,

o]
dy) (z) = 200=b) ] Mag(@f0...i—2],2li—1])
i:m,g+1
o] ‘ .
, ; d®) (z[0...i —1])
— 99(lls) 9—Ag(i—1,5)
11 d®(z[0...i —2])

i=mg+1

= d®(x)290ma%),

it) Para todo w € {0,1}* con |w| € H, a € {0,1,0}, II(w[0...7 — 1],w[i]) # 0 para ¢ > my,

_ iy (wa)
Hdn,g,g(wva) = 2 Ag(fwl.s) (;!;
dH,g(w)
sl gollel+ Lo T TI(w(0. . i — 2], wli — 1)TI(w, o)
200wl [T T(w[0.. i — 2], wli — 1])
= I(w,a).

O

Para tener una medida de la efectividad que tiene un predictor, se considerara la siguiente funcion

de pérdida.

Definicién 2.6.4. Sea x € T y II un predictor. Definimos la funcién de pérdida logaritmica (log-

loss) de II como

|| -1 1

L5 (z) = ; log (x[0...i— 1], x[i])”

Notar que cuanto més efectivo es el predictor para z, menor serd el valor de la funcién log-loss
evaluada en = (puesto que los valores que tomaran II(z[0...7 — 1], z[i]) seran proximos a 1).
El siguiente resultado proporciona una caracterizaciéon de la dimensién relativa a una termgala

constructiva en términos de predictores.

Teorema 2.6.5. Sea g una funcion escala regular. Sea d una g-termgala constructiva y w € {0,1}*

con |w| € H y dV(wO) > 1 suficientemente grande. Entonces, la dimension relativa a d de w verifica
. 1/ pl
dimg(w) < f°H (L8 (wD)).
Demostracion. Sea s < 1, por el punto 3 del Lema 2.6.3 (tomando logaritmos) tenemos que

log d'®) (wO) = —g(my, s) + log dgj gyg(wD). (2.6.1)
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Por la definicién de dyy, , y tomando logaritmos, se tiene

logdfy) (wO) = g(lw|+1,5)
Jw|—1
+ > logHgg(w[0.. i — 1), wli]) + log Iy 4 (w, O)
i=mg

|w|—1

= g(lwl+1,8)+ Y logMag(w[0...i—1],wli)
=0

mg—1

- Z logg q(w[0...7— 1],w[i]) + log I14 4(w, O)
i=0

mg—1

= g(jwl+1,5) = L% (wO) - Y log1/2
1=0
= g(lwl+1,5) — L (wD) +my

'

Luego, por (2.6.1)
log d®) (wO) = —g(my, s) + g(|w| +1,5) — L% (wD) +m,.
Ahora, si dV)(wO) > 1 tenemos,

dimg(w) = inf{s|d® (wO) > 1}

f{s | — glmg,s) + g(lw| + 1,5) — £ (wD) +m, > 0}

< f\w|+1(£i_(;§ (wD))

29

donde la tltima desigualdad se obtiene a partir de la restriccién g(my,s) < mg para todo s <1 de

la Nota 2.6.2. O

En particular, para una termgala simple d sin escalar y w € {0,1}*, se tiene que la dimension
relativa a d es exactamente .
,Cr‘ff(wD)
|w|+1 °
Desafortunadamente, y relacionado con la seccién anterior, el que no se conozca la existencia de

dimy(w) =

termgalas constructivas éptimas hace que no sea posible conseguir una igualdad de este tipo para la
dimension en {0,1}*. Aun asi es posible obtener el siguiente resultado para dimension contructiva
en C como consecuencia de la Proposicion 2.2.2, el Teorema 2.6.5 y el Corolario 2.5.7. Se utilizaran

los siguientes conceptos.

Definicién 2.6.6. Sea g una funcién escala regular.
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i) Sea II un predictor. La funcion de pérdida logaritmica de I1 con respecto a g se define para
cada A € C como

LE (A) = lim inf FrEHLRE(AJ0. . n —1])D).
Notemos que, para todo A € C, Eﬁ:gg(A) < 1 utilizando el predictor constante 1/2.
1) Sea w € {0,1}*, entonces
Lg(w) = fnf{fé‘]w""l(ﬁi‘{g(wD)) | II predictor constructivo}.
Notemos que para toda w € {0,1}*, £,(w) < 1 utilizando el predictor constante 1/2.

Teorema 2.6.7. Sea g una funcién escala estrictamente regular y A € C una secuencia infinita.

Entonces,
i) cdim?(A) < inf{ﬁlﬁ”gg(A) | IT predictor constructivo },
i7) cdim?(A) < liminf £,(A[0...n —1]).
n
Demostracion. i) Sea II un predictor constructivo siempre positivo y sea drr 4 la g-termgala

constructiva definida como en el Lema 2.6.3. Por la Proposicién 2.2.2 y el Teorema 2.3.1

se tiene que

cdimg(A) = liminfdimg(A[0...n—1]) <

n

lim inf dimg,; , (A[0...n —1]).

Aplicando el Teorema 2.6.5 se tiene el resultado, ya que si Elﬁ)f;g(A) <1, dg’)g (A[0...n—1]0) > 1

para casi todo n.
i1) Aplicando el Corolario 2.5.7,
cdimg(A) = h'mninf Dy (A[0,...n—1])
donde
Dy(A[0,...n —1]) = inf{dimgy(A[0...n — 1])|d g-termgala constructiva}.

Notemos que Vn, Dy(A[0...n —1]) < 1. Por el Lema 2.6.3 se tiene que, si II es un predictor

constructivo siempre positivo, entonces existe una g-termgala constructiva dm,4 tal que II =
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Mgy, .- Por lo tanto, por el Teorema 2.6.5 y notando que si f;“([llﬁ’g(A[O...n —-10) <1

entonces df-i)g(A[O...n —1]0) > 1,

de donde se obtiene el resultado.

O

Notar que en los dos apartados del teorema anterior no parece posible, en general, alcanzar la
igualdad. En el primer caso la dificultad estd en a la cuestion tratada en la seccién anterior sobre
si es posible alcanzar con termgalas la dimension en {0,1}*. En el segundo caso, la igualdad no se
alcanza directamente puesto que, a partir de una termgala constructiva, el predictor que se obtiene

(Lema 2.6.3) no tiene por que ser constructivo.
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Capitulo 3

Caracterizaciones de dimension
efectiva con escala en C

Tal como se comentaba en el capitulo anterior, uno de los campos de interés de la dimensién es
el estudiar como se relaciona con otros conceptos bien conocidos de la Teoria de la Informacién. En
particular, es natural intentar establecer una relacién con la complejidad de Kolmogorov, puesto que
ambas son medidas de cantidad de informacién. Por ejemplo, Ryabko [80, 81], Staiger [87, 88], y Cai
y Hartmanis [16] fueron los primeros en estudiar la relacion entre dimension clasica de Hausdorff
y complejidad de Kolmogorov. Por un lado, Ryabko [81] proporcion6 una cota superior para la
dimension de Hausdorff en términos de la complejidad de Kolmogorov. Méas concretamente, demostro

que, para todo conjunto de secuencias infinitas X C C,

K(A]0.n—1
dimg (X) < sup lim inf M
AEX n—o0 n

Por otro lado, Staiger [87] demostr6 que la igualdad no era posible. Es decir, existen conjuntos
X C C para los cuales
dimy (X) < sup liminf w
AeX n—oo n
Con el desarrollo de la version constructiva de la dimensioén de Hausdorff, Mayordomo [77] y Lutz

[68] demostraron que se conseguia una caracterizacion completa para la dimension constructiva:

K(A[0.n—1
cdim(X) = sup liminf M,
AeX n— o0 n

para todo conjunto X C C. Ademés, este resultado se puede generalizar para el caso de la dimensién
con escala constructiva, tal como se demuestra en el capitulo anterior de esta tesis. En cuanto
a los casos de dimension en espacio polinémico y dimensién calculable, Hitchcock [33] demostrd
que también es posible una caracterizacion completa para el caso no escalado. En este caso es

necesario utilizar la versién de complejidad de Kolmogorov con recursos de espacio acotados. Més

81
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concretamente se tiene que, para todo conjunto X C C,

KS5(A[0.n — 1))

dimpspace(X) = SE}l)Epjface 216115)( hnrr_1>1013f - ) (3.0.1)
KS3(A[0.n—1
dimeomp(X) = E1'nf sup ll’II_1>iIlf (A[0.n D (3.0.2)
s€comp Acx N0 n

Para demostrar estos resultados, las técnicas utilizadas por Hitchock pasan por caracterizar
dimensién con otro concepto bien conocido de Teoria de la Informacion: la entropia. Esta, a su vez,

se relaciona con la complejidad de Kolmogorov, obteniéndose asi las igualdades (3.0.1) y (3.0.2).

La idea de Hitchcock se basa en el trabajo de Staiger [87, 88], donde se define un tipo de entropia
que caracteriza la dimension clasica de Hausdorff. A partir de la version calculable y la version
en espacio polinémico de esta entropia, Hitchcok demostré [33] que era posible caracterizar las

dimensiones calculable y en espacio polinémico respectivamente.

En este capitulo se extienden los resultados obtenidos por Hitchcock para el caso de dimension
con escala, caracterizandola mediante ambos conceptos: la complejidad de Kolmogorov y la entropia.
En el caso de la dimensién en tiempo, parece que una caracterizacién de este estilo no es posible,

estudiandose con mas detalle dicho caso en el Capitulo 4.

Por ultimo, se utiliza esta caracterizacién para estudiar el comportamiento de las reducciones
P /poly-Turing en la clase ESPACE. Juedes y Lutz [47] probaron un small span theorem para reduc-
ciones P /poly-Turing en ESPACE. Este teorema dice que para cualquier A € ESPACE, tanto las
clases de lenguajes que se reducen a A (el lower span) o las clases de problemas a los que A puede
ser reducido (el upper span) tienen medida 0 en ESPACE. En esta tesis, se mejora este teorema
reemplazando medida por dimensién con escala de orden —3. La demostracién usa la caracterizacién
de la dimensién con escala con complejidad de Kolmogorov demostrada en este capitulo. Este resul-

tado también conlleva el small span theorem para dimension con escala para reducciones many-one
polinémicas en ESPACE [36].

Este small span theorem implica que la clase de conjuntos P/poly-Turing duros para ESPACE
tiene dimension pspace con escala de orden —3 igual a 0. Este resultado implica que cada conjunto
P /poly-Turing duro tiene complejidad de Kolmogorov acotada en espacio inusualmente baja. La cota
superior que se obtiene coincide con la cota proporcionada por Juedes y Lutz [47] para conjuntos

P /poly-many-one duros.

Los resultados de este capitulo han sido publicados junto con John Hitchcock y Elvira Mayordomo

en [41] y posteriormente en una version extendida de revista en [38].
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3.1. Caracterizacién con Complejidad de Kolmogorov

En esta seccion se extienden los resultados (3.0.1) y (3.0.2) obtenidos por Hitchcok en [33] al
caso escalado. Las técnicas que se utilizan para obtener estos resultados son distintas, puesto que
se demuestra directamente la relacién entre dimensién con escala y complejidad de Kolmogorov, sin
necesidad de utilizar la entropia (aunque esta caracterizacién también es posible y se vera en la
siguiente seccion).

En la caracterizacién se utilizara la siguiente notacién.

Definicién 3.1.1. Sea A € Cy sean s,t : N — N cotas de espacio y de tiempo. Sea g : H x [0,00) —
R una funcién escala. Se definen:

i) Ky(A) = liminf £ (K(A[0..n — 1])).

n—oo

i) KL(A) =lminf f;' (K™ (A[0..n — 1])).

n—oo
iii) KS3(A) = lminf 7 (KS™(A[0..n — 1])).
n—oo
donde f;' esta definida en el Capitulo 1 (Seccién 1.5, Definiciéon 1.5.5) como la inversa parcial de g.

Notacién 3.1.2. En el caso que g = gg, con k € Z, denotaremos los conceptos anteriores por

IC(k)(A),ICEk)(A) ¥ KS(x)(A) respectivamente.

Ejemplo 3.1.3. Sea una secuencia infinita A € Cy s : N — N cota de espacio. Entonces, utilizando

la Proposicién 1.5.20, se tiene que:

loglog(KS5(A[0...n —1]))
loglogn ’

ICS?Q) (A) = h’IrLinf

log(KS%(A[0...n—1]))
logn .

K8y (A) = h'mninf

K830y (A) = lim inf KS(A[0...n 1)),

n n

KS?_y)(A) = Hmninf (1 _log(n 41— KS*(A[0...n — 1]))) .

logn
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KS?_3(A) = limin (1 _ loglog(n +2 — KS*(A[0...n — 1]))) .

loglogn

La siguiente observacion establece el significado de los conceptos anteriores en términos de cotas

i.o. (infinitamente a menudo).

Observacion 3.1.4. Sea k€ Zy A € C. Sean s,t : N — N cotas de espacio y tiempo. Entonces,
i) Kg4(A) =inf{s €[0,00)|3*n K(A[0..n —1]) < g(n,s)}.

i) Ky(A) =inf{s € [0,00)|3%n K* ™ (A[0.n —1]) < g(n,s)}.

iii) KS3(A) = if{s € [0,00)[3%n KS*™ (A[0.n — 1]) < g(n,s)}.

Cuando se consideran clases de lenguajes, se utilizard el peor caso, dando lugar a la siguiente

definicion.

Definicién 3.1.5. Sea X C C y A una de las clases de funciones definidas en el Capitulo 1

(Subseccién 1.3.1). Sea g : H x [0,00) — R una funcién escala. Se definen:

i) Kg(X) = sup K4(A).

AeX
1) ICgA(X) = tl’g£ jul))( K5 (A).
€
iii) KS5(X) = inf sup KS:(A).

Notar que cuando A = comp, entonces K" (X) = LS (X).

Notaciéon 3.1.6. En el caso que g = g, con k € Z, denotaremos los conceptos anteriores por

Ky (X), IC(A,C)(X) y ICS(A,C) (X) respectivamente.

El principal teorema de este capitulo se trata de una caracterizaciéon de la dimensién para los

casos A C pj;space 6 comp en términos de las funciones definidas anteriormente.
Teorema 3.1.7. Sea X C C

1. Para todo 7,5 € N con i < j,

diml(v?space(x ) = KS ?;‘)SPaCe (X),
dim;(gzsi;)sace(X ) = Ks?i Sil))ace ().
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2. Para todo k € Z,
dim®) (X)) = KEOmP(X).

comp (k)

Nota 3.1.8. Con esta notacion, el Teorema 2.4.1 obtenido en el capitulo anterior es un resultado
dual al enunciado en el Teorema 3.1.7 para el caso de dimensién constructiva:
Para todo k € Z,
cdim™ (X) = K, (X).

Ejemplo 3.1.9. Sean i, € Nconi<jy X € C,

dim®_(X)= inf  sup liminf log(..."... (log KS (A[0...n—1]).. ))
Pjsp SEpjspace gcx n log( R (log n) .. )

Proposiciéon 3.1.10. Una caracterizacién del tipo del Teorema 3.1.7 para los casos dimgs?)ace,

cuando i > 7, no es posible.

Demostracion. Por el Teorema 3,3 en [47] se tiene que, para cada A € ESPACE existe un € > 0 tal
que

22n

KS%" (ASM) < ontl _gen a.e. n.

Por lo tanto, dada la definiciéon de S,
ICSI(’?’SCQ(ESPACE) =0.

Por otro lado, es conocido (ver [67]) que dim{ 2 (ESPACE) = 1. Asi pues,

pspace

dim{ 7). (ESPACE) # KSP**(ESPACE)

pspace

y se tiene el resultado. O

Nota 3.1.11. Se puede probar una version dual del Teorema 3.1.7 para la dimensioén “Packing”

(definida en la Subseccion 1.4.4 del Capitulo 1.

3.1.1. Demostracion del Teorema 3.1.7.

En esta seccion se demuestra el Teorema 3.1.7 a partir de los Lemas 3.1.15 y 3.1.19. Ambos lemas
proporcionan un resultado més general que el del Teorema 3.1.7 puesto que se enuncian no sélo para
la familia de escalas {g }rez, sino para funciones escala mas generales.

El primer lema establece que la dimensién es menor que K o KS (dependiendo del caso). La

demostracion de este lema, se basa en la siguiente version escalada del lema de Borel-Cantelli.
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Lema 3.1.12. [39] Sea g : H x [0,00) — R una funcién escala A-calculable con my = min(H N N)

y sea s € [0,00). Sea d : N x {0,1}* — [0, 00) una funciéon A-calculable que verifica:
i) Para todo j,n € N, d;,, es una s9-supergala.

7) Para todo w con |w| = my las series

oo
> djn(w) (j=0,1,2...),
n=0

son uniformemente A-convergentes.

Entonces,
oo o0 o0

dimgA(U ﬂ U S'djn)) < s.

§=0t=0n=t
Lema 3.1.13. Sea X C C. Sea g : H x [0,00) — R una funcién escala A-calculable tal que para

todo s’ > s, la serie

i 99(n,)=g(n.s")

n=mg

es A-convergente (donde my, = min(H NN)). Entonces,
1. Para todo j € N, si A C p;space,

dim, ee (X) < KCSPIP2(X),

pjspace

2. Para todo A C comp,

dim, , (X) < KS™P(X).

comp

Demostracion. Para probar el caso 1, sean t > s’ > s > KSP7*P*“(X) ntmeros racionales. Sea

s: N — N en p;space con s(n) > n tal que
3%°n KS*™(A[0..n — 1)) < g(n, s),

para todo A € X. Notar que dicha funcién s : N — N existe por la definicion de £S)7*P*°(X) y la
Observaciéon 3.1.4.

Definimos la siguiente funcién d : N x {0,1}* — [0, c0) mediante,

2-9(ns)+9(lwlt) p(yp) simg < |w| < n.
dn(w) = ,
9—g(n,s )+g(\w|7t)*‘w|+”dn(w[0 oon—=1]) si|w|>n.
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donde

p(w) = #{m € {0,119 | U(x) se calcula en espacio <s(n)y wC U(r)}.

Notar que p(w0) + p(wl) < p(w).

Veamos que para todo n > my, d, es una t9-supergala. Para ello debemos distinguir dos casos:
i) Si |w| > n, entonces

[d (w0) + dn(wl)]Q—Ag(\th)

2. g—g(n,s')+g(|w|+1,t)—(|w\+1)+ndn(w[o . — 1])27AevwlD)
= 2’9(”75')“’(‘w|7t)’|w|+"dn(w[O .on—1])

= d,(w).

i1) Simg < |w| < n, entonces

[d,, (w0) + d, (w1)]2~ 29wt
= 2790 )Ha(wlH LD 5 (0) 4 p(wl)]2~ 29wl
< 2790us)Fg(lwlh) )

= dp(w).

Como A C pjspace, entonces d es p;space-calculable.
Veamos ahora que las series Zzo:mq d,,(w) son A-convergentes cuando |w| = my. De este modo,

podremos aplicar Lema de Borel- Cantelli.

Z dn(w) = Z 27g(n75')+g(|w‘,t)p(w)
00
< 99(myg.t) Z 9—g(n,s")+g(n,s)

Por hipotesis, esta tltima serie es A-convergente. Asi que, como A C pjspace, también es p;jspace-
convergente y por lo tanto, la serie original lo es.

Definimos ahora para cada n € N con n > mg los conjuntos

Y, = {A e C|KS*™(A[0...n—1]) < g(n,s)}.
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Entonces, para todo n € N con n > m, tenemos que Y,, C S'[d,]. En efecto, si A € Y,, significa

que p(A[0...n —1]) > 1, luego
dn(A[0...n —1]) > 279D F9(wlt) 5

Por otro lado,

e A Un

k=mg n=k

Luego por el Lema 3.1.12, dim% (X) < s. Como esto se cumple para cada s > ICS?(X) se sigue que
dim§ (X) < K85 (X).

La misma demostracién sirve en el caso 2, puesto que no tenemos que preocuparnos por cotas

en los recursos de célculo. O

Nota 3.1.14. Esta misma demostracién utilizando cotas de tiempo no es posible si se quiere de-
mostrar que
dim? (X) < Ky (X).

bj

Esto es debido a que seria necesario asegurar que la funcion
p(w) = #{m € {0,1}<9(%) | U(x) se calcula en tiempo < t(n)y wC U(n)}

fuera calculable en p;, y para ello las funciones escala g deberian verificar que 20(n:5) ¢ pj-

Asi pues, la cuestion de cuando

dim¢ (X) < K7 (X)

Pj
queda abierta, aunque en el Capitulo 4 se verd que parece necesario considerar compresion reversible
para capturar la dimensién polinémica.

Como caso particular del Lema 3.1.13, se obtiene el siguiente resultado cuando se consideran las

funciones escala {gx }rez-
Lema 3.1.15. Sea X C C
1. Para todo¢,j € Nconi <j

dim () e (X) < KSPP*(X),

pjspace

dim{") (X)) < KSPP(X).

pjspace (—1)
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2. Para todo k € Z

: k com
dim{,, (X) < K (X).

comp

Lo tnico necesario para demostrar este lema es que la familia de escalas g, verifica la condicion

requerida en el Lema 3.1.13, es decir:

Lema 3.1.16. Sea k € Z y mj; = min(H NN). Sea s’ > s > 0. Entonces la serie

(oo}

Z 2gk(n75)79k (n’sl)

n=mi

es p|x|space-convergente.

Demostracion. Tal como se ve en la demostracion de la Proposicion 1.5.14, existe un § € [s,s'] y
una constante ¢ > 0 para la cual,
(o] o0
Z 99k (1,8) =gk (n,s) < Z QCgk(ﬂ,E)’
n=nh(r) n=h(r)

oo

nema 29k (1:5) gg |k Space-convergente.

luego basta ver que »_
Por el Lema 1.5.12 tenemos que existe M racional tal que
oo
Z 9¢/2gk(n,3) < M.
n=mi
Definimos h(r) = gi(2log(27"M), 1). Veamos que h(r) es modulo de convergencia. Es claro que
h € pj space. Ademés,

o0 o0

Z 2cgk(n,§) — Z [20/2gk(n,§).20/2gk(n,§)]
n=nh(r) n=nh(r)
< 20/29k(h(7“),.§). Z 20/2gk(n,§)
n=h(r)

< 26/291«(’1(7“)75) M

2—7"

IA

)

donde la tdltima desigualdad se obtiene al sustituir h(r) por su valor y aplicar el punto 3 de la
Proposiciéon 1.5.11.

Asi pues, la serie fo’:h(r) 2¢9k(n:5) g P|k|SPace-convergente, con lo que se obtiene el resultado. [
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Hasta el momento se ha demostrado que la dimension es menor que K o XS (dependiendo del
caso). El siguiente lema establece la desigualdad contraria y por tanto la caracterizacion del Teorema

3.1.7.

Lema 3.1.17. Sea X C C. Sea g : H x [0,00) — R una funcién escala. Entonces,

KSyPee(X) < dim] jpace(X) Vi €N
KM (X) < dimd,,,, (X).
Demostracion. Veamos la demostracién del primer caso.
Sea s > dim} (,...(X) y sea d una s’-gala pjspace-calculable tal que X C S°°[d]. Fijemos

s : N — N en p;space de forma que s(n) > n y tal que d se pueda calcular en espacio s. Podemos
asumir, sin perdida de generalidad, que d(w) < 1 para todo |w| < my (donde my = min(H NN)).

Por el Lema 1.4.21, para todo n > my,

> d(w) < C29), (3.1.1)
we{0,1}"

donde C' = 279(mg>5),

Sea el lenguaje L = {w € {0,1}* | d(w) > 1}. Entonces para todo n > my, por la desigualdad
(3.1.1), se tiene que |L="| < C'29(™3),

Consideremos la lista de elementos de L=" ordenada en orden lexicografico. Entonces cada w €
L=" puede describirse dando n y el indice dentro de esa lista. Reutilizando espacio, w puede calcularse

a partir de esta descripcion utilizando un espacio 3s(n). Asi pues, para todo w € L=" con n > my,
K83 (w) < log(|L™"]) + O(logn) < g(n, s) + O(logn).

Consideremos ahora un lenguaje A € X. Entonces, como X C S5°°[d] tenemos que existen infinitos
n’s tales que

Aj0...n—1] e L=

asi que, existen infinitos n’s tales que

KS3M(A[0...n —1]) < g(n,s) + O(logn).
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Por lo tanto, ngs(A) < sy como esto es cierto para cualquier A € X y teniamos que s € p;space,
entonces KSp/*P*°(X) < s.
Como ésto se cumple para cualquier s > dimy ... (X), se tiene que KSP7P*(X) < dimg oac0(X)-

Esta misma demostracién sirve también para el segundo caso, donde los recursos de calculo no

estan acotados. O

Nota 3.1.18. Aunque esta demostracién no puede adaptarse al caso de dimensién con escala en
tiempo polinémico y complejidad de Kolmogorov acotada en tiempo (puesto que no podemos reuti-
lizar tiempo), el resultado también es cierto en ese caso. Esto se demostrara en el Capitulo 4, donde

se caracteriza la dimensiéon en tiempo polinémico utilizando compresién.

Como caso particular del Lema 3.1.17 tenemos el siguiente resultado cuando se considera la

familia de escalas {g }xez-
Lema 3.1.19. Sea X C C. Para todo j € N, k € Z,

KSPiPeee(X) < dim )

(k) pjspace

(X).

K (X) < dimE),, (X).

k) comp

Con esto queda demostrado el Teorema 3.1.7. Es mas, a partir de los Lemas 3.1.13 y 3.1.17, se

obtiene el siguiente resultado, algo més general que el Teorema 3.1.7.

Teorema 3.1.20. Sea X C C. Sea g : H x [0,00) — R una funcién escala A-calculable tal que para

todo s’ > s, la serie
o0

S gatne)=g(ns)

n=my

es A-convergente (donde my = min(H NN)). Entonces,
1. Para todo j € N, si A C p;space,

dim ee (X) = KCSPIP2( X)),

pjspace

2. Para todo A C comp,

X) = Ko (X).

gomp(
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El siguiente resultado muestra que la caracterizacién que establece el Teorema 3.1.7 se cumple
también cuando se restringe la complejidad de Kolmogorov a los prefijos de la forma AS", excepto

en el caso de la escala cero.
Teorema 3.1.21. Sea X C C,

1. Para todo 7,5 € Ncon 0 <i < j,
dim®_ (X)) <s

pjspace

si y solo si existe una funcién s : N — N en p;space tal que para cada A € X,

KS3@ (A4S < g (271 s) i.0. n.

2. Para todo i, € Ncon 0 < < 7,
dim{) (X)) <s

pjspace

si y solo si existe una funcién s : N — N en p;space tal que para cada A € X,

KSS(QHH)(AS") < g_i(2"1)s) i.o. n.

3. Paratodo k € Z, k # 0,
dim®) (X) < s

comp

si y solo si existe una funciéon t : N — N calculable tal que para cada A € X,

KTt(QnH)(AS”) < gp(2"1)5) io. n.

Demostracion. Veamos primero la implicaciéon =, tendremos que distinguir los siguientes tres casos:
Caso 1. Sean s, s’ nameros racionales tales que diml()?space(X) < s < s. Por el Lema 3.1.19 y la

Observacién 3.1.4 podemos asegurar que existe una funcién s : N — N en p;space verificando que

para cada A € X e infinitos m/'s,
KSM(A[0...m —1]) < gi(m, s). (3.1.2)

Fijemos A € X y m € N de forma que la desigualdad (3.1.2) se verifique y ademas se cumpla
gi(m7 S) < gi( \_m/QJ ’ S/).
Sea n el mayor niimero natural tal que 2" — 1 < m. Entonces A[0.,2"T! — 2] puede describirse

a partir de A[0...m — 1] del siguiente modo:
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Se utiliza una cinta auxiliar donde se ird escribiendo en unario 2"*!' — 1 para diferentes n’s.
Cuando alcancemos el mayor n que verifica 2"7! — 1 < m, nos quedaremos con esos 2"*! — 1 bits
de A[0...m — 1]. Esta cinta auxiliar utilizara a lo mas m celdas (luego, en términos de n, menos de

2"+2 celdas). Asi pues,

KO (A0 2 2 2)) < gi(m,s)

IN

gi(Q"H,s/)
Si definimos la funcién s’ : N — N como s'(m) = s(2m)+2m, entonces s’ € p;space y existen infinitos
n's para los cuales
KSS/(2n+1)<ASn) < gi(2n+175/)~
Caso 2. Para este caso, se puede repetir el argumento anterior, con la diferencia de que se debe

tomar m € N de modo que
KS*M(A[0...m —1]) < g_i(m,s) <m — gi(m,1 —s)
y verificando g;(m,1 —s) > g;(2m,1 — &').

Se considera ahora el niimero natural n como el menor que verifica 2"*! — 1 > m. De este modo,
A[0...2"F! — 2] puede describirse a partir de A[0...m — 1] afiadiendo los 2" —m bits que faltan.
En este caso,

KS@TH2 (A0, 2 —2)) < m—gilm,1—s)+ (2" —m)

= ontl_ gi(m,1 —s)

IN

2 (21— 5)
< 2o gi(2M 1 -8 = g(2" )

En este caso basta tomar s'(m) = s(m) + m/2.
Caso 3. La demostraciéon es una combinacion de los casos anteriores.
Para la implicaciéon en el otro sentido <, para todos los casos, la demostracién es una consecuencia

de la Observacion 3.1.4 y el Lema 3.1.15. O

Ejemplo 3.1.22. Dado X C C, dim{;!) (X) < s si y solo si existe una constante ¢ > 0 tal que

pspace
para cada A € X

KS¥ Y (ASny < gl _ ot D(1=9) 4y,
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En [47], Juedes y Lutz realizaron un estudio exahustivo de K.S(A="). Utilizando el teorema
anterior (Teorema 3.1.21) se hara, en la Seccién 3.3, un estudio similar con KS(AS").

Notar que en cualquier caso que no es equivalente considerar K.S(A=") y KS(AS™).

En el primer caso, se requiere describir 2" bits (describir la secuencia A[2" — 1...2"1 — 2])
mientras que, en el segundo caso, se describen 2" — 1 bits (la secuencia A[0...2"+1 —1]).

Si KS?™"(A=") < 2™ — 2" entonces ks (A=) < 27+l — 2¢(+1) g cual implica que, en
relacién con el nimero de bits que hay que describir en uno y otro caso, K SQC," (A=") no puede ser

mayor que K52 (A="). Sin embargo, ks (A=") si puede ser mucho més pequefio que K S(A=").

3.2. Caracterizaciéon mediante Entropia

En esta seccién se veran las relaciones entre dimensiéon y entropia. Esto se utilizara, junto con
los resultados de la anterior seccién, para demostrar la estrecha relacién entre complejidad de Kol-

mogorov y entropia.
Definicién 3.2.1. Sea g : H x [0, +00) — R una funcion escala.
1. La entropia de un conjunto A C {0,1}* para la funcién escala g se define como
Hj = limsup f7(log]A™"]),
donde f;' es la inversa parcial de g definida en el Capitulo 1 (Seccién 1.5, Definicion 1.5.5).
2. La A-entropia de X C {0,1}°° para la funcion escala g se define como
H{(X)=mf{ H} | X C Ay Ac R(A) },
donde A% se define en los preliminares como
A ={8€{0,1}*| 3®n con S[0...n] € A }.
Notacion 3.2.2. Cuando g = gi (k € Z) se escribira HXC) para referirse a H% y HXC) (X) para

referirse a H{* (X).

El siguiente resultado establece una definicion equivalente de la entropia de un conjunto A C

{0, 1}* para la escala g, en el caso que la escala sea estrictamente regular.
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Proposicion 3.2.3. Sean un lenguaje A C {0,1}*, una funcién escala g : H x [0,400) — R
estrictamente regular y m, = min(H N N). Entonces,

H = inf {s € [0,+0) ‘ > 2euh < ool

wEAZ™g

Demostracion. Sea

r = inf {s € [0, 4+00) ’ Z 9~ 9(whs) < +oo}.
weEAZ™g

Observar que r < 1 puesto que g(n,1) = n.

Demostraremos primero la desigualdad H Z < r. Para ello sea s > r, entonces

i |A:n|2—g(n,s) — Z 2—g(\w|,s) < 400.

n=my wEAZ™g

Ahora bien, que esta serie sea convergente implica que debe existir algiin ng € N tal que Vn > ng,
2_9("’3)|A:"\ <1
Por lo tanto, utilizando la funcién inversa parcial de g, tenemos que VYn > ny,

[y (log(]A™"])) <'s

y por lo tanto HY < s. Al ser s > r arbitrario, tenemos que H% < r.
Veamos ahora la desigualdad r < HY. Para ello sea H < s < s’ . Por la definicién de HY, para

algin ng € N tenemos que Vn > ng,

fq (Qog(|AT"]) <'s,

es decir, para todo n > ng se tiene que |A_,| < 29(n:5)  Utilizando esta desigualdad y que g es

funcion escala estrictamente regular, tenemos que la siguiente serie converge.

T oatlule) - i | A="2—9(ns")

wEAZ™g n=mg
no oo
< 35 AT 4 35 g <o
n=my n=ngo

Por lo tanto tenemos que r < s’. Como hemos elegido s’ > Hf arbitrario, se tiene que r < H%. [

Por la Proposicion 1.5.14, las funciones gy, con k € Z son estrictamente regulares, por lo tanto se

tiene el siguiente corolario.
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Corolario 3.2.4. Para todo k € Z,

Hl(élk) = inf{s € [0, +00) ‘ Z 2~ 9r(lwls) —i—oo}.
weA

Los siguientes resultados prueban que la dimensién es menor o igual que la entropia.
Lema 3.2.5. Sea X C C. Sea g : H x [0,00) — R una funcién escala A-calculable tal que para todo

s’ > s, la serie
o0

S gutne)=g(ns)

n:mg

es A-convergente (donde m, = min(H NN)). Entonces,
1. Para todo j € N, si A C pjspace,

dim? _ . ..(X) < HY

pjspace pjspace

(X).

2. Para todo A C comp,
X) < HY

dimgomp ( comp (X) .

Demostracion. Para los dos apartados utilizaremos, basandonos en las ideas de [33], la siguiente
técnica:

Sea A’ € {p;space,comp}. Sea r < 1 tal que HY, < r. Sea A € R(A’) tal que X C A" y
25l,28,2t racionales tales que H{ < s < s’ < t < r. Notar que entonces, por la Proposicién 3.2.3,
tenemos que |A_,| < 2909,

Para cada n > my, definimos d,, : {0,1}=™s — [0, +0c) como

29 +9(Jwlit) p(qy) sijw| < n,
dp(w) =
2-9( 9wl =lwltng ([0...n —1]) si|w| > n,
donde p(w) = #{v € {0,1}"|v € Ay w C v}. Notar que p(w0) + p(wl) < p(w).
Veamos que d,, es una t9-gala para todo n > my. Para ello distinguiremos dos casos:

i) Si Jw| < n entonces

[dy (w0) + dy, (w1)]27 290w = [p(w0) 4 p(w1)]2~ 29wl

= 279 Fa(wlt) 5y

= dp(w).
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i1) Si w > n entonces

[dy (w0) + dy (w1)]27 290wl — 9. 9=9(mD+g(witt)—fwl=1l+ng (0 p —1])27 29wl
= 2 9mDra(wlg ([0...n—1])

= dy(w).

Se define ahora d : {0,1}=™s — [0, +0c0) mediante
d= Z Qg(nvt)—g(n,S’)dn.
n:mg
Veamos que d es una t9 gala, es decir, por el Lema 1.4.20 tenemos que ver que, para todo w con
|w| = mg, se tiene que d(w) < oo.
oo
d(w) = Z 29(n)=9(n5) g (4y))

_ Z 99(n,t)—g(n,s") | 2_9(”1t)+9(nlgat)‘A:”|

n=my

— 2g(mg7t) Z 2—g(n,s/)|A:n|

= 2g(m97t) Z 279("“)'75/) < 00
wEA>m9

puesto que s’ > HY.

Luego d es t9-gala y ademés, para cualquier w € AZ™9, se tiene que

d(w) > 279wl +awlO g (1) = g-o(luls+a(lul.o

y por tanto, A% C S*[d].
Luego, lo tnico que tenemos que ver es que d cumple las restricciones de calculabilidad requeridas

en cada apartado.

1. Veamos el caso en el que Vj € N, A C p;space. Tenemos que demostrar que d € pj;space.
Notar que, al estar A en R(p,space), entonces d,, € pjspace y por lo tanto existe una funciéon

dn N x {0,1}* — Q en p;space tal que

‘dAn(r,w) - dn(w)| <27
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Por otro lado, al ser Zzo:mg 29(n5)=9(n.s") A_convergente (A C pjspace), tenemos que existe

una funciéon A : N — N en A tal que

oo
S gutme)malns) < oo,

n=nh(r)
Sea ahora
h(r)
M(r) := Z 99(n,t)—g(n,s’)

y sea ¢ : R — R una funcion tal que 2-9MM(r) < 2771 Sea +/(r,w) = g(|lw|,t) +r + 1.
Definimos entonces d : N x {0,1}* — Q como

h(r")
d(rw) = 37 200070 d, (q0!),w)

n=my

Claramente d esta en pjspace, puesto que g y d, son pjspace-calculables y podemos calcular

las funciones M (r), q(r) y r'(r,w) en espacio adecuado.

h(r")
jd(r,w) —d(w)| < Y7 2900790 (g(1), w) = dp(w)]
+ Y 2mh=ang (o)
n=h(r")
< M@)2) 4 N7 gsmhmanD g ()
n=h(r")
< 277ty N0 20mhmag (),

n=h(r")

Ahora bien, para acotar el ultimo sumando, distinguiremos dos casos:

i) Si Jw| < h(r'), entonces tenemos que

S 2sm=ansg, () = el § 9mans) )
n=h(r’) n=h(r")

IN

29(|w\,t) Z 29('”73)*9(”,5/) §2*T71
n=h(r")
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i1) Si |w| > h(r’), entonces tenemos que

00 |wl

Z 2g(n’t)7g(n75/)dn(w) — Z 2g(n,t)7g(n,sl)dn(w)
n=h(r") n=h(r")
Y e, ()
n=|w|+1
|w )
< Z Qfg(n,s)Qg(lwl’t)flwlﬂdn(w[o.“n,1])
n=h(r")
Ty 2emsgeliln )
n=|w|+1
< gullul) 7 galns)-glns) < gr-1
n=h(r")

Luego en ambos casos,
jd(r,w) - d(w)| <277t 427 <27
y d € pjspace.

2. En este caso A € DEC y la demostracion es anédloga, sin necesidad de preocuparnos por los

recursos de calculo.

O

Como caso particular, si consideramos la familia de escalas gi, se tiene el siguiente resultado.
Corolario 3.2.6. Sea X C C. Entonces,

1. Para todo i, € Ncon i < j

dim® (X)) < HY

pjspace pjspace

(X)7

dimC) (X)) < HED (X).

pjspace pjspace

2. Para todo k € Z

dim )

com

k
(X)) <HE)

comp

(X).

Demostracion. Por el Lema 3.1.16 tenemos que la familia de funciones escala {gy}recz verifica las

hipotesis del Lema 3.2.5. O
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Asi pues, hasta el momento se ha demostrado que dimension es menor o igual que entropia. El
siguiente lema demuestra que la otra desigualdad es cierta también con menos restricciones e incluso

admite las cotas de tiempo.

Lema 3.2.7. Sea A € {p;space,p;,comp}. Sean X C Cy g : H x [0,00) — R una funcién escala
estrictamente regular. Entonces,

HY{(X) < dim% (X).

Demostracion. Sea dim% (X) < s y sea d una s9-gala exactamente A-calculable verificando X C
5°°[d]. Podemos asumir sin perdida de generalidad que d(w) < 1 para todo w con |w| = mg, donde
mg = min{H N N}. Sea n > m,, entonces
> d(w) < C290),
we{0,1}m
donde C = 29(ms%), Sea A = {w | d(w) > 1}, entonces |A="| < C29(™) y X C §°°[d] C A®. Para
cualquier s’ > s,

Z 2_9(‘111‘78/) — i 2—g(n,s/)|A:n|

weEAZ™g n=mg

< 3 I < oo,

n:mg
luego HY < &'. Asipues, H} < sy como A € R(A), se tiene que HY (X) < s. Al ser s arbitrariamente

cercano a dim¥ (X) se sigue que HY (X) < dim¥. O
Como caso particular, si consideramos la familia de escalas g, se tiene el siguiente corolario.
Corolario 3.2.8. Sea A € {p;space,p;,comp} y sea X C C. Entonces, para todo k € Z,
HP(X) < dim® (X).

Como combinacién de los Lemas 3.2.5 y 3.2.7 se tiene la siguiente caracterizaciéon de dimension

en términos de entropia.

Teorema 3.2.9. Sea X C C. Sea g: H x [0,00) — R una funcién escala A-calculable tal que para

todo s’ > s, la serie

S galne)=g(ns)

n:mg

es A-convergente (donde m, = min(H N N)). Entonces,
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1. Para todo j € N, si A C p;space,

dim? . (X) = H .. (X).

pjspace pjspace

2. Para todo A C comp,
dimZ,,, (X) = HE, 0 (X).

comp

Para el caso particular de la familia de escalas {gy }rez se tiene el siguiente corolario.
Corolario 3.2.10. Sea X C C
1. Paratodoi,j € Nconi <j

dim®_ (X)) =HY (X)),

pjspace pjspace

dim{) (X)) = HD, (X).

pjspace pjspace

2. Para todo k € Z
dim{) (X)) = HE), (X).

comp

3.2.1. Entropia y Complejidad de Kolmogorov

Tal como se ha visto, se puede caracterizar dimensiéon mediante complejidad de Kolmogorov y
mediante entropia. A partir de estas caracterizaciones se puede establecer entonces la relacion entre

complejidad de Kolmogorov y entropia.

Teorema 3.2.11. Sea X C C. Sea g : H x [0,00) — R una funcién escala A-calculable tal que para

todo s’ > s, la serie

i 99(n,5)—g(n.s")

n=my

es A-convergente (donde m, = min(H NN)). Entonces,

i) Para todo j € N, si A C p;space,

ngspacc (X) = ]Cngspacc(X)'
i1) Para todo A C comp,
Hgomp(X) = ,Cgomp(X)
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Demostracion. Basta aplicar las caracterizaciones de dimension con entropia (Teorema 3.2.9) y con

complejidad de Kolmogorov (Teorema 3.1.20). O

Como caso particular, cuando se considera la familia de funciones escala {gi}rez, se tiene el

siguiente resultado.
Corolario 3.2.12. Sea X C C. Entonces,

1. Paratodoi,j € Nconi<j

HO  (X)=KkSD (X)),

pjspace pjspace

HCD (X)) =KS0D (X))

pjspace pjspace

2. Paratodo k € Z
HF (X)=KF (X).

comp comp

3.3. Aplicaciones de la Caracterizaciéon

El estudio de las reducciones utilizando la teoria de la medida con recursos acotados ha dado
lugar a numerosos resultados relacionados con la nocién de completitud (ver por ejemplo [45, 46, 69,
64, 74]). Una de las herramientas que ha facilitado esta linea de investigacion ha sido el desarrollo
de los Small Span Theorems [56, 5, 15, 47, 63].

Brevemente, dado un tipo de reduccion <x y un lenguaje A C {0,1}*, el lower-span de A es
el conjunto R(A) consistente en todos los lenguajes que son <g-reducibles a A y el upper-span de
A es el conjunto R~(A) de todos los lenguajes a los cuales A se <g-reduce. Si C es una clase de
complejidad, como las vistas en los preliminares, que tiene una estructura de medida (en el sentido
de [62]), entonces un resultado de Small Span Theorem para <g-reducciones en C nos asegura que,
para todo A € C, al menos uno de los spans (R(A) 6 R™!(A)) es pequenio en C (en el sentido de que
tiene medida 0).

El primer Small Span Theorem fue demostrado por Juedes y Lutz en [46] para reducciones many-
one (<P )y para las clases E'y F5. Posteriormente fueron demostrandose Small Span Theorems con
otro tipo de reducciones y clases , obteniéndose implicaciones por ejemplo en la cuestion BPP #
EXP.

Con el desarrollo de la dimensién de recursos acotados, ha sido natural plantearse si se podian
demostrar Small Span Theorems utilizando dimension en vez de medida. El primer resultado en esta

linea fue negativo, y se debe al siguiente Teorema.
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Teorema 3.3.1. [4] Para todo A € E,
dim(deg?, (A)|E) = dim(Pyn(A)[E),
donde deg? (A) = P,,(A) N P, 1(A).
Asi pues, como dim(E|E) = 1, para los lenguajes <P -completos, se tiene que
dim(P,,*(A) N P,,(A)|E) = dim(P,,(A)|E) = 1,

y por lo tanto, no se cumple un Small Span Theorem con dimensién en E y reducciones <? .

Por otro lado, en [36] se demuestra que en el caso escalado:

1. Es posible demostrar un Small Span Theorem para dimensién con escala de grado —3 y <P -

reducciones:

Teorema 3.3.2. Sea C € {E, EXP, ESPACE, EXPSPACE}. Para cada A € C

dim (P (A)|C) =0

dim =3 (P,,(A)|C) = 0.
2. No es posible mejorar este resultado para escalas de orden —2:

Teorema 3.3.3. Sea C € {E, EXP, ESPACE, EXPSPACE}. Paracada A€ Cy —2<1i <2,
dim™@ (deg?, (A)|C) = dim(P,,(A)|C)

3. Estos resultados tienen implicaciones en las cuestiones BPP # P y P # PSPACE.

Siguiendo esta linea de investigacion sobre Small Span Theorems para dimension con escala, en
esta seccion se estudiara el comportamiento de las reducciones P /poly-Turing en la clase ESPACE.
Estas reducciones, denotadas como quﬂ/ P son reducciones de Turing que se computan por una
familia no uniforme de circuitos de tamano polinomial (ver Seccion 1.3.3 de los preliminares). En

particular, se estudiaran los lower y upper spans con respecto a estas reducciones, més formalmente:
Definicién 3.3.4. Sea A C {0,1}*.

1. Se define el §¥/p°1y— lower span de A como

(P/poly)r(A) = {B C {0,1}*|B<y/P*Y A}.
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2. Se define el 31;/"013'— upper span de A como
(P/poly)r! (4) = {B C {0,1}"|A<y/*" B}.

El siguiente teorema mejora el resultado obtenido por Lutz en [63], donde se establece un Small

Span Theorem para medida con reducciones §§/p01y en ESPACE.

Teorema 3.3.5. Para cada A € ESPACE,
dim™ ( (P /poly)r(A) | ESPACE) = 0
dim{ 7). ( (P/poly)z(4) ) = 0.

Demostracion. Sea

Z={Ac{0,1}" | dim{2.( (P/poly)7'(4) ) > 0}.

Es suficiente demostrar que

dim™ ( Z | ESPACE) = 0. (3.3.1)
En efecto, si la ecuacion (3.3.1) se cumple, entonces podemos considerar dos casos:

1. Si (P/poly)r(A) NESPACE C Z.

Entonces se sigue que

dim™ ((P/poly)r(A) | ESPACE) < dim" ( Z | ESPACE) = 0.

2. Si (P/poly)r(A) NESPACE ¢ Z.
Entonces existe un lenguaje B € (P/poly)r(A) N ESPACE tal que B ¢ Z. Como Bgi/pOIYA,
tenemos que (P /poly)1'(A) C (P/poly);'(B) y por lo tanto, por ser la dimensién con escala

mondtona,

dim{ ;e ( (P/poly)p'(4) ) < dim{ 2. ( (P/poly)7'(B) ).

Como B ¢ Z, entonces dim{;3)_( (P/poly)1'(B) ) = 0, de lo que se sigue que dimégs’gce( (P/poly)7'(B)) =

pspace

0.
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Luego, basta demostrar que se cumple la ecuacién (3.3.1) para tener el resultado. Esta de-
mostracion se basara en la demostracion del Teorema 4.5 en [63] y se usaran los siguiente conceptos
y notacion.

Para cada r € N, definimos las funciones a,, b, : N — N como
ar(n) =n"+r y br(n) = Zar(i)'
i=0

Sea ADV.,. la clase de todas las funciones advice h : N — {0,1}* que satisfacen |h(n)| = a,(n) para
todo n € N. Para todos los A, B C {0,1}* que satisfacen Agi/pdyB, existen r,k € Ny h € ADV,.
tales que

A= LM /h),

donde
L(M}? /h) = {w € {0,1}* [M] acepta (w, h(|w]))}},

y Mj es la k-esima maquina de Turing con oraculo en tiempo polinémico.

Una funcion parcial a,(n)-advice es una funcion finita
B {0,1,...,k—1} — {0,1}*

para algun k € N, tal que para todo 0 < n < k, |h’'(n)| = a,(n). Para cada funcién parcial a,(n)-

advice h', el cilindro generado por h' es
CYL(W) = {h € ADV, | h [ {0,1,....k —1} = h'},

donde h [ {0,1,...,k — 1} denota la restriccion de h al dominio {0,1,...,k —1}. La probabilidad de
este cilindro se define como

k-1
Pr(CYL(R')) = [] 27 ™.
n=0
Para cada r € N, usaremos el espacio de probabilidad
Q,.=ADV, x C.

En este espacio usaremos la medida producto de la anterior medida de probabilidad en ADV,. y de

la distribucién uniforme en C. Para cada r, k,j € N, definimos el evento STA,C ; C Q,. como

e ={(h,B)| (VO <i<j)[s; € Al = [s; € L(MZ/h)]}-
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Para cada r,k,j € Ny A C {0,1}*, sea

NA(Takaj):‘{7’<]’Pr rkz+1)<2Pr(8rkz)}"
Entonces para todo r, k,j € Ny A C {0,1}*, tenemos
Pr(gfl, ;) <27 Natnka),

Sea A C {0,1}* y sean s, § > 0 ntimeros racionales, definimos la s(=3)-gala dits - {0,1}* — [0, 00)

como
0o 00 00

dég(w)ZQfgs(le*S)ZZZQ (r+k)/4—5° dAk]( ),

r=0 k=0 j=0

donde para todo 7, k,j € N, d;f‘, es la martingala

k,j

21WIPr(ADV, x C,, | £ ;) si Pr(€f, ;) >0

a7y (w) = "
1 si Pr(&f ;) = 0.
Es facil ver que dﬁg es pspace-calculable si A € ESPACE.

Sea A, B C {0,1}*, k,r € N,y h € ADV,. tales que A = L(MJ/h). Al existir una cota de tiempo
polinémico en M}, y una cota polinémica sobre la longitud en h, entonces existe una constante ¢ € N
de modo que todas las preguntas de (M} /h)(s;) tienen longitud estrictamente acotada por |s;|¢ para
s suficientemente grandes. Sea n(i) = [log(i 4+ 2) — 1], entonces |s;| = n(i) para todo i. Fijemos
ahora j € N. Si elegimos

] = llos(+1)°.

entonces todas las preguntas de L(M}P/h)(s;) para 0 < i < j serén sobre s, 51, ..., s,—1. Es decir,

AJ0..j — 1] se determina por B[0..l — 1]. Notar que
j41=20esD?

Sea h; =h [{0,1,...,n(j —1)}. Entonces h; es una restriccién de h que proporciona “consejo"para
todos las entradas so,...,s;_1. Se sigue que CYL(h;) x Cpg.1—1] € 57, ..j» luego podemos deducir
como en [63] que

Pr(S;‘}kyj | ADV, x Cgio..1—1)) > 9~ br(n(7))
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y por lo tanto tenemos que

dfkj(B[O..l — 1]) > 2Na(rkd)=br(n(7)

Seae>d>0y
Xe={ACA0,1}" [ (VE)(Vr)(VFF)Na(r, k, 5) > j°}.

Veamos que X, N ESPACE C Z¢, es decir, que

dim % ( (P/poly)7*(A) ) =0 (3.3.2)

pspace

para cada A € X, N ESPACE. Para ello, sea A € X. NESPACE y B € (P/poly);'(A). Entonces
existen k,r € Ny h € ADV, tales que A = L(M}?/h). Sea j suficientemente grande como para

asegurar que Ny (r, k, j) > j¢. Entonces, definiendo ¢ y I como antes, tenemos que

logdZs(B0..1 —1]) > logd, ;(B0.1—1]) — gs(I,1 —s) — (r + k)/4— §°
> = be(n(jf) — gs(l,1—5) = (r+k)/4—j5°
4

1/c € oglo (1—s) 1/c
(zﬂogl)/ —1) — by(n(j)) — 22" —(r+k)/4—(2(1°gl)/ —1) .

Como r y k son constantes, se sigue que B € S°°[d4;]. Por lo tanto (P/poly);'(4) C S*>[dZ].
Como A € ESPACE, se tiene que dﬁé es pspace-calculable, luego dimgggzce((P/poly)gl(A)) < s.
Como esto se cumple para un s > 0 arbitrario, obtenemos la igualdad (3.3.2).

Veamos ahora que para cada € > 0,

dim{!) (X¢) <e. (3.3.3)

pspace €/ =

Sea A € X¢. Entonces existen r, k € N tales que Ny(r,k,j) < j¢ para infinitos j € N. Notar que

Na(r,k, j) se determina por A[0..j — 1]. Para cada j € N, sea
Zryj ={B[0..j — 1] | Ng(r,k,j) <} € {0,1}.
Podemos acotar el tamano de Z,  ; como
Z ] §j6<j€> 0i° < je . g i+

puesto que podemos especificar un elemento del conjunto identificando primero al menos j¢ posiciones

i en las cuales S;‘}MH < %Ef}k’i y luego usando j€ bits para especificar cual de las dos posibilidades
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usar para el i-esimo bit en caso de &7 ;. = 17 .. Entonces

r.k,i"
H(GN)G+ 5 +log

bits son suficientes para identificar cada secuencia en Z,j ;, donde #H(z) es la entropia binaria
H(z) = xlogz + (1 — z)log(1l — x). A partir de esta descripcion con codificaciones de r, k, y j

podemos computar la secuencia usando espacio polinémico: para algin polinomio p tenemos que
KSP(w) <H(GTH)j+ 5+ 2logj + logr + logk

para todo w € Z, ;. Tenemos un polinomio p que funciona para cada r,k y para cada j > jo(r, k)
para algun jo(r, k).

Notar que
ce—1Y ce—1 c1—e ce—1 1 :
HGT)I = (J logj ™ +(1—j")log ljel)]

ce—1
= j(l—elogj+j(1—j")log (1 + 1331)

je—l
T e oee

< J=elogj+j(1—j)7

— 1= logj +logel.

Se sigue entonces que ICSf’l) (A) < e puesto que A satisface A[0..j—1] € Z, j ; infinitamente a menudo.
Como A € X, es arbitraria y el polinomio p no depende de A, tenemos que ICS?IS;HCG(XE) < e. Por
el Teorema 3.1.7, se tiene que la desigualdad (3.3.3) se cumple.
Hemos probado que X, NESPACE C Z°¢ para todo € € (0,1). Esto implica que Y¢NESPACE C
X¢, luego
dim™(Z | ESPACE) = dim!) . (Z N ESPACE) < dim!!)

pspace pspace

(Xo) <e

para todo € € (0,1). Asi pues, dim™" (Z | ESPACE) = 0.
0

El Teorema 3.3.5 mejora el teorema de Juedes y Lutz puesto que dim™® (X) < 1 implica que
la medida en pspace de X es cero. Ademas, en [36] (Teorema 1,4) se prueba que no son posibles
teoremas de tipo Small Span para escala (—2) (Teorema 3.3.3 en esta tesis).

Asi pues, no es posible sustituir la escala —3 por una mayor en el enunciado del Teorema 3.3.5.

Como consecuencia de las conexiones entre dimension con escala y complejidad de Kolmogorov

vistas en las secciones anteriores, tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 3.3.6. Sea A € ESPACE, si
dim™ ((P/poly)r(A)[ESPACE) > 0
entonces
K8 space (P/poly) ! (4)) = 0
Demostracion. El teorema se sigue del Teorema 3.3.5 y el Lema 3.1.19. O
En particular para lenguajes §;/ poly -hard, se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.3.7. Sea H la clase de los lenguajes que son gi/pdy—hard para ESPACE. Entonces

K823 (H) =o0.

pspace

Es decir, para cada € > 0 existe una constante c tal que para cada lenguaje gg/pdy—hard H,

cn (logn)l—e |
KS?"(He,) < 2ntt — 22 i.o. n.

Es méas, examinando la demostracién del Teorema 3.3.5, se obtiene una cota mejor. Esta cota

coincide con la cota superior dada por Juedes y Lutz en [47] para los lenguajes Si/p()ly—hard.

Teorema 3.3.8. Existe una constante c tal que para cada lenguaje H gi/pdy—hard para ESPACE,
existe algin € > 0 tal que

KS*" (Hep) < 2" — 27" i0. n.

Demostracion. Seae = 3 y sea X, como en la demostracion del Teorema 3.3.5. Como dimélsi)ace(ESPACE) =
1, tenemos que ESPACE ¢ X¢. Sea A € ESPACE N X¢.
Sea B un lenguaje gi/pdy—hard para ESPACE. Entonces A se gi/p’)ly—reduce a B. Elegimos c de
modo que para todos ¢ suficientemente grande, todas las preguntas de esta reduccién en la entrada
s; tengan longitud acotada por |s;|¢. La demostracion de la igualdad (3.3.2) (en la demostracion del

Teorema 3.3.5 muestra que la s(~%)-gala dﬁ(s tiene éxito en B.

Sea v € (1 — £,1). Definimos la siguiente v(=?2)_gala d como
d(w) = 293wl 1=9)=g2(lwl.1=v) g4 (),
Entonces, el cdlculo para ver que dﬁ s tiene éxito en B cambia a

N . N
log d(B[0....1 — 1)) > (20080 — 1) — b, (n(j)) = 200" — (r 4 k) /4 — (200" 1),
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Como 1 — v < £, d también tiene éxito en B. Asi pues, dim(-?) (H) <~ <1.

pspace

Sea « € (7,1). Por el Lema 3.1.19 (tal como se aplica en el Teorema 3.1.21) obtenemos que

l—a

KS*" (Be,) <2t —2n

para infinitos n’s, donde d es una constante que no depende de B. O

Este resultado dice que los lenguajes 32/ PV _phard son inusualmente simples, puesto que para
la mayoria de los lenguajes, lo contrario se cumple, incluso cuando permitimos cualquier cota en la

complejidad de Kolmgorov.
Teorema 3.3.9. Para cualquier cota t : N — N, la clase de todos los lenguajes A que satisfacen
KStE(AS) <ot _9n" jo.
para algin € > 0 tiene dimension calculable de orden —3 cero.
Demostracion. El resultado se sigue de la caracterizacion proporcionada por el Teorema 3.1.7. [
El Teorema 3.3.9 implica que casi todos los lenguajes decidibles satisfacen la cota
K82 (AS™) > 2™+l _ 9™ aen

para cada e > 0, sin embargo, los lenguajes gi/pdy—hard tienen la propiedad opuesta por el Teorema
3.3.8. Es mas, la mejor cota inferior conocida para los lenguajes gi/pdy—hard es mucho menor, en

[47] se prueba que para todo lenguaje H §¥/p°1y—hard existe un € > 0 tal que

KSQHE(HSR) > 2" ae. n.



Capitulo 4

Dimensién es compresion

Tal como se ha visto a lo largo de la tesis y tal como se demuestra en diversos articulos [77,
68, 33, 21, 38], las conexiones entre dimension y Teoria de la Informacion (algorithmic information)
son muy estrechas. En los casos de dimensién constructiva, dimensiéon calculable y dimensiéon en
espacio polinémico se consiguen caracterizaciones a partir de la complejidad de Kolmogorov clasica
y acotada en espacio y, en el caso de dimensiéon con estados finitos se consigue una caracterizacion

en funcién de la compresion con estados finitos.

Sin embargo, en el caso de la dimensién en tiempo polinémico no parecen existir posibles caracter-
izaciones de ese tipo [40]. Esto no es extrafio puesto que computar, incluso de manera aproximada, la
complejidad de Kolmogorov acotada en tiempo parece que requiere una busqueda exponencial (bajo
las hipotesis habituales en Complejidad Computacional). La principal diferencia entre complejidad
de Kolmogorov acotada en tiempo y en espacio es la reversivilidad. En el caso de cotas en espacio,

la fase de codificacién puede hacerse con cotas de espacio similares a la de decodificacion.

En este capitulo se utiliza la nocién usual de algoritmo de compresién para secuencias finitas para
caracterizar la dimensién en tiempo polinémico. Un esquema de compresion en tiempo polinémico
no es més que un par de algoritmos: un codificador y un decodificador, ambos trabajando en tiempo
polinémico. Sin embargo, para hacer posible la caracterizacién serd necesario trabajar con codifi-
cadores que no empiezan a trabajar exactamente desde cero cuando trabajan sobre la extensién de
una entrada previa. Esta condicion se formalizara en la seccion 4.1.

El principal resultado de este capitulo es una caracterizacién exacta de la dimensién en tiempo
polinémico como, asintéticamente, el mejor caso (es decir, infinitamente a menudo 6 i.0.) de ratio
de compresién que se consigue con este tipo de compresores en tiempo polinémico. Dualmente,
se ve que la dimension empaquetadora o fuerte (Packing) en tiempo polinémico corresponde al
asintéticamente peor caso de ratio de compresion asintético.

Gracias a esta nueva caracterizacion, varios resultados conocidos para dimensiéon en tiempo
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polinémico pueden interpretarse como resultados de compresion. Por ejemplo, los lenguajes de una
clase de p-dimension 1 no pueden comprimirse (i.0.) en mas que una cantidad sublineal. Asi se
obtienen resultados sobre la compresibilidad de lenguajes completos y autoreducibles.

Buhrman y Longpré dieron una caracterizacion de p-medida en términos de compresion en [13],
pero en este caso los compresores se restringian a extensores y el codificador tenia varias alternativas,
dentro de las cuales se encontraba la salida correcta. A partir de los resultados obtenidos en este
capitulo se puede ver la p-dimensién como medida de informacién para secuencias infinitas, mientras
que en el caso de p-medida tnicamente es capaz de distinguir el caso extremo de las clases de medida
0 que son las mas incompresibles.

Los resultados de este capitulo han sido publicados junto con Elvira Mayordomo en [61].

4.1. Codificadores que no empiezan desde cero

En esta seccién se formalizard la idea de que un codificador “no empiece desde cero”’. Este tipo
de codificadores cuando trabajan sobre extensiones cada vez mas largas de una entrada proporcio-
nan salidas que estan restringidas de un modo que se verd mas adelante. El caso mas extremo de
codificadores que cumplen esta propiedad son los simples extensores, es decir, codificadores donde
C(w) es siempre un prefijo de C(wu). La restriccion que se considerara en este capitulo es mucho

mas permisiva que la extensién.

Definicién 4.1.1. Una funcién C : {0,1}* — {0,1}* es un codificador en tiempo polindmico si
Vn, C : {0,1}"™ — {0,1}* es inyectiva (6 (C(w),|w|) es inyectiva) y puede calcularse en tiempo

polinémico en la longitud de la entrada.

Se utilizardn codificadores libres de prefijos, es decir, codificadores C' tales que el conjunto
C({0,1}™) es un conjunto prefijo para cada n. Esto significa que la codificacion de una secuen-
cia de longitud n nunca serd prefijo de la codificaciéon de otra secuencia de longitud n distinta.
Notese que, para las aplicaciones que interesaran en esta tesis (radios de compresion asintoticos),
restringir los codificadores en este sentido no es significativo, ya que para cada codificador existe
otro libre de prefijos con el mismo ratio de compresion.

Sin embargo, la Definicién 4.1.1 es demasiado general para relacionar dimension y compresion.
Dicha definicién no impone ninguna restriccién en el comportamiento de C' cuando trabaja en dos
entradas y una de ellas es prefijo de la otra. Esto significa que, en general, podria ocurrir que para
un codificador en tiempo polinémico, |C(wu)| sea mucho méas pequeiio que |C(w)| y también que

C(wu) y C(w) no tuvieran ningtn prefijo en comun.
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Permitir que esto ocurra es permitir demasiado grado de libertad a los codificadores. Para poder
relacionar la dimension en tiempo polindémico y la compresion se necesitara restringir los codificadores
del siguiente modo: los valores que puede tomar C(wu) y la longitud que puede llegar a tener para
diferentes u’s, estara controlada por la longitud de |C(w)].

Miés formalmente,

Definicion 4.1.2. Decimos que un codificador en tiempo polinémico C no empieza desde cero si
para todo € > 0 y para todas las secuencias finitas w € {0, 1}* (salvo quiza un ntimero finito), existe
k = O(log(lw|)), k > 0, tal que
> 27l0teml < gekgmiClwl, (4.1.1)
lul<k

En esta tesis, se consideraran sélo codificadores que no empiezan desde cero.

Notar que cuando existe una constante k tal que Z\u|<k 2-1Cwu)l < 9=I1CwW)I '1a condicion (4.1.1)
es trivial. Sin embargo, en general, la cantidad Z|u\§k 2-1¢wwl puede ser tan grande como 1, asi
que la condicion (4.1.1) es una restriccién propia de los codificadores.

Los primeros ejemplos que se consideraran serdn aquellos para los cuales C(w) y C(wu) tienen

un prefijo en comun largo.
Nota 4.1.3. Sea un codificador C' en tiempo polinémico verificando que, para todo w,u € {0, 1}*,
C(w) y C(wu) tienen un prefijo comun de longitud al menos |C(w)| — M log(Jw]|), con M € N fijo.
Entonces, C' es un codificador que no empiezan desde cero.
En efecto, usando que (C(w), |w|) es inyectivo,
k
Z o~ ICwu) < ZQ—\C(w)HMbg(IM)—i 20 (k+1)

lu|<k i=0
— (k4 1) 1C@) M log(wl)

< 27|C(w)|+Mlog(|w\)+210g(k:+1).

Ejemplo 4.1.4. Los siguientes codificadores en tiempo polinémico verifican la condicién de la nota

4.1.3 y, por lo tanto, son codificadores que no empiezan desde cero.
1. Un extensor, es decir, un codificador que verifica Vw,w’ € {0,1}*
wEw = C(w) CCw).

En efecto, si C es un extensor, entonces C' verifica la propiedad de tener prefijos comunes de

la nota 4.1.3 y por lo tanto es un codificador que no empieza desde cero.
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2. El algoritmo de compresion de datos de Lempel-Ziv para sus dos variantes mas comunes vistas

en el Capitulo 1 (Subseccion 1.3.8). Notar que no son extensores.

Veamos que verifican la condicién de poseer prefijos comunes suficientemente largos de la Nota

4.1.3:

1. Version LZrg: Sea w € {0,1}* y wjws...w, su analisis unico valido. Entonces, dado
u € {0,1}*, el anélisis unico valido de wu compartira las primeras n — 1 frases del analisis
unico vélido de w y quizé difiera en la frase w,,. Esta frase se codifica con [log n+17]+1 bits,
asi pues, LZ7g(w) y LZs(wu) tienen un prefijo comtn de longitud al menos |LZ7g(w)| —
([logn+17 + 1) > |LZ7s(w)| — 3log |w|.

2. Version LZr77: Sea w € {0,1}* y wiws ... w, la historia exhaustiva de w. Entonces, dado
u € {0, 1}*, la historia exhaustiva de wu compartira las primeras n—1 frases de la historia
exhaustiva de w y quiza difiera en la frase w,,. Esta frase, se codifica con 2[log |w|]+1 bits,
asi pues, LZ77(w) y LZ77(wu) tienen un prefijo comtn de longitud al menos |LZ77(w)| —
(2[log [w[] + 1) > [LZz7(w)| — 3log |w].

Ejemplos de codificadores en tiempo polindémico que no empiezan desde cero son aquellos codi-

ficadores C' que son crecientes en longitud y para los cuales podemos controlar, para todo w y todo

i > 0, el nimero de secuencias finitas u que verifican |C(wu)| = |C(w)| + i. Mas formalmente,

Nota 4.1.5. Los codificadores en tiempo polindémico C' que satisfacen las siguientes dos condiciones,

no empiezan desde cero.
i) Para todo w,u € {0,1}*,

C(wu)| = |C(w)].

ii) Para todo € > 0 y para todos los w € {0,1}* (salvo quizad un namero finito) existe un k =

O(log(|wl)) tal que Vi > 0,
Ni = Ny(w, k) = # {u € {0,1}=F | |C(wu)| = |C(w)| + z} < gitek—logh,
Para demostrar esto, lo que hacemos es suponer el peor de los casos, es decir, que en el sumatorio

de la izquierda en la condicion (4.1.1), Z‘u|<k 2-1C(wwl tengamos el méaximo nimero de sumandos

con |C(wu)| el menor posible. Esto significa que sumaremos un total de (281°8%) veces 271¢(w)I,
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un total de (2'tFe=1o8k) yeces 271¢(WI=1 v asi sucesivamente hasta finalmente haber sumado los

2F+1 _ 1 sumandos que se suman en el sumatorio de la izquierda. Notar que esto es posible puesto

que
k
Z 2i+keflogk Z 2k+1.
1=0
Asi pues,
k
Z 27|C(wu)| < Z 2i+k6710g k27(|C(w)|+i)
|u|<k 1=0

— (k—‘r 1)25k—logk2—\0(w)|

< 226’{?27‘0(11)”

El siguiente resultado relaciona los codificadores en tiempo polinémico que no empiezan desde

cero y la dimensién en tiempo polinémico.
Teorema 4.1.6. Sea X C C,
1. Si existe un codificador en tiempo polindémico C' que no empieza desde cero y para todo A € X

lim inf
n n

CA0..n 1Dl _

entonces

dim,(X) < o

2. Si existe un codificador en tiempo polinémico C' que no empieza desde cero y para todo A € X

CA0..n 1Dl _

lim sup
n n

entonces

Dim,(X) < a.

Demostracion. Veremos el caso 1 puesto que el caso 2 es analogo.

Sea s > ay € > 0 de modo que s — a > 2¢. Sea N de modo que la condicion (4.1.1) se cumple
para cada secuencia finita w € {0,1}2". Para cada una de estas secuencias w, sea k = k(w,e¢) =
O(log(|wl)) el menor k que verifica,

T 210wl < gekg-icwl,
jul<k
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Sea w =wj ... wy, con |wi| =Ny |w;| = k(wy ... w; — 1,€) para ¢ > 0.

Definimos la funcion d : {0,1}* — [0, 00) del siguiente modo,

9= 1C (wu)|

d(wu) = d(w)w2s‘u| si ‘u| = k(w’e)’

d(Wa) := 3 ey juj=k d(wu)2508=1D i i) < k(w,€).

Veamos que d es una s-gala. Para ello tendremos que distinguir varios casos:

i) Sea w = wj ...wya, donde w; como antes. Denotemos w = wy ... w,. Consideremos en este

caso que 0 < || < k(w,e€) y || + 1 < k(w, €). Entonces,

[d(w0) + dwD)]2~° = [d(da0) + d(wal)]2~
= [Z d(u)2° (el +1-luh)

a0Cu
Ju|=k

+ S dewuyzstatti-luy g

@l1Cu
|u|=k

- Z d(wu) 250 =1 = g(w),
aCu

Jul=k

i1) Supongamos ahora que w es exactamente de la forma w; ...w,. En este caso, se tiene que,

[ d(wuy20 s

0Cu
|lu|=k

+ Z d(wu)2t1ubs) . g=s
lllgu
u|=k

= 27ks Z d(wu).

[ul=F

[d(w0) + d(w1)]27°

Ahora bien, como |u| = k tenemos que

priowal
o< 2710

s|ul

d(wu) = d(w)

y por lo tanto,
9—|C(wu)]
—s o —ks
[d(w0) + d(wD)]2* = 2 |Z—k ) oot
3 g 27100
> oy 271600

s|ul

A
=
g
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i4i) Por ultimo, suponer que w = wj ...w,4, donde w; como antes. Denotemos W = wy ... wp,.

Consideremos en este caso que 0 < || < k(w,€) y |a| + 1 = k(w, €). Entonces,

d(w) = d(wa) = Z d(u) 28— 1ul)

Asi pues, d es una s-gala. Ademés d es calculable en tiempo polinémico. En efecto, el nimero de
sumandos que aparecen en la definicién de d es a lo mas 28w+ y al ser k(w, €) = O(log(|Jw))), se
tiene que el nimero de sumandos es polinémico en la longitud de la entrada. Ademés, cada sumando
y el resto de los términos que aparecen en la definicion de d son calculables en tiempo polinémico.

Por otro lado, desarrollando la definicion de d, tenemos que si w = wyws ... w, con |wi| =Ny
|w;| = k(wy ... w;_1,€), entonces,

n_l 9—1C(wr...wh 1)

d(w) = d(wy)280*I=N)

—|C(wy...wpv
Rt 2l <k ) 21!

Por la condicién (4.1.1),

Y

d(w) d(wy )2 N ICw1g(s=e)lwlg=|C(w)]

> g2G—alwlg—ICw)|

donde a es el minimo de

d(wy)21C@DI (=N

para w; € {0, 1}V,

Veamos que d tiene éxito en X. Para ello sea A € X. Entonces, por hipotesis,

oo C(AD- . n = 1))

n n

<«

luego existe una secuencia (b, )nen de ntimeros naturales que verifica

. |C(A[o..b. by 1| _

Es decir, existen infinitos n’s para los cuales

IC(A[0. .. by — 1])| < bn(a + e). (4.1.2)



118

Figura 4.1: Distribucion de los a;’s en relaciéon con b, y k; dentro de la secuencia A.

Sea (an)nen una secuencia definida recursivamente como sigue,
a; = ko = ]\/v7

Qi1 = Q; + k; para 7> 1,

donde k; = k(A[0...a; — 1],€), es decir, k; = O(log a;).
Entonces

d(A[0...a; — 1]) > a2(~9eig=|CAD-ai=1]]

Para cada n, sea m € N tal que a,,, < b, < a1 (ver figura 4.1).

Como by, — a, < kyy, se tiene que por la condicion (4.1.1)

9~ IC(AD. .bn—1))| < gFmeg|C(AD..am~1])]

y por lo tanto,

Entonces, para todo n salvo un ntmero finito,

d(A0...am —1]) > 02(5=€)am9—|C(A[0...am—1])]
> q2(57€)am o= (IC(A[0-..bn —1])[—kme
> 2(6—amg—bna—bue—kme

— az(s_a_Zf)a7n+(a+e)(a7n_bn)_kWLe

> a2(s—a—26)am—km(2€+a)

Y d tiene éxito en X, puesto que i) k;,,, = O(log a,,) y 4i) s —a > 2e. Asi pues, hemos demostrado
que dim,(X) < s. Al haber tomado € > 0 cualquiera, también se puede tomar s > « arbitraria y

podemos concluir el resultado. O
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Este teorema establece que la dimensién en tiempo polinémico es menor o igual que el radio de

compresion de cualquier codificador en tiempo polindémico que no empieza desde cero.

4.2. Teorema principal

El teorema principal de este capitulo demuestra una caracterizaciéon exacta de la dimension en
tiempo polinémico en términos de los codificadores en tiempo polindémico que no empiezan desde
cero. Mas aun, se demuestra que la caracterizacion se cumple para una familia mas restrictiva de
codificadores: los codificadores que son reversibles en tiempo polinémico (compresores).

Como consecuencia se obtiene que el ratio de compresion de cualquier codificador en tiempo
polinémico que no empieza desde cero, puede alcanzarse por un codificador en tiempo polinémico
que puede decodificarse también en tiempo polinémico. Es decir, un codificador en tiempo polinémico
que no empieza desde cero no comprime mejor que uno que pueda decodificarse en tiempo polinémico.

Esta caracterizacion se cumple para el ratio de compresion en caso mejor y caso peor, correspon-
diendo a p-dimensiéon y p-dimension fuerte.

La siguiente es una definicién formal de lo que significa que un codificador pueda decodificarse

en tiempo polinémico.

Definicién 4.2.1. 1. Un par de funciones (C, D) (C' el codificador, D el decodificador) C, D :

{0,1}* — {0,1}* es un compresor en tiempo polinémico si:
(1) C' 'y D pueden calcularse en tiempo polinémico en la longitud de su correspondiente
entrada.
(i7) Para todo w € {0,1}*,
D(C(w),|w|) = w.

2. Un compresor en tiempo polindmico (C, D) no empieza desde cero si el codificador C no empieza

desde cero.

A continuacién se definen los conceptos de compresion i.o. (infinitely often) y a.e. (almost every-
where) para conjuntos de secuencias infinitas como el peor ratio de compresion asintotico en el caso

de i.0. y el mejor ratio en el caso de a.e.

Definicién 4.2.2. Sea a € [0,1] y X C C,
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1. Se dice que X es a-i.o. compresible en tiempo polindmico si existe un compresor en tiempo

polinémico (C, D) que no empieza desde cero y que verifica, para todo A € X,

i |C(A[0...n —1])] <a.
n n

2. Se dice que X es a-a.e. compresible en tiempo polindmico si existe un compresor en tiempo

polinémico (C, D) que no empieza desde cero y que verifica, para todo A € X,

finsup [CAL0 = 1] _
n n

Consecuentemente con la definicién anterior, se definen los conceptos de incompresibilidad i.o. y

a.e.
Definicién 4.2.3. Sea X C C,

1. Se dice que X es i.0. incompresible en tiempo polindmico si para cada compresor en tiempo

polinémico (C, D) que no empieza desde cero, existe una secuencia infinita A € X que verifica

oo [C(A0- . .n = 1))

n n

=1

2. Se dice que X es a.e. incompresible en tiempo polinémico si para cada compresor en tiempo

polinémico (C, D) que no empieza desde cero, existe una secuencia infinita A € X que verifica

=1.

i sup [CCAI0- 2 = 1)

n n

El siguiente teorema es el resultado principal de este capitulo.

Teorema 4.2.4 (Teorema principal). Sea X C C,

dim,(X) = inf{a|X es a-i.o. compresible en tiempo polinémico}.
Dim,(X) = inf{a|X es a-a.e. compresible en tiempo polinémico}.

La demostracion de este teorema se estructura en la demostraciéon de dos teoremas: el primero
es el Teorema 4.1.6 que establece que la compresién proporciona una cota superior a la dimension.
El segundo se enunciard mas adelante y demuestra que la dimensién proporciona una cota superior
a la compresion.

Para demostrar esto tltimo (Teorema 4.2.9) se necesitara utilizar que en la definicion de la

dimensién en tiempo polindmico es suficiente considerar una familia simple de galas que requiere
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poca exactitud. A continuacién aplicamos una generalizacion de la codificacion aritmética a esta
gala simple.

Para probar esto, se utiliza el siguiente resultado.

Lema 4.2.5. [75] Sea d; una martingala. Sea ¢ : {0,1}* — [0, +00) una funcién calculable en tiempo

polinémico tal que para cada w € {0,1}*,
le(w) — dy(w)] < 2711
Sea ds : {0,1}* — [0, 00) definida recursivamente como sigue,

da(N)

c(N) +2,

Entonces d; es una martingala en p que verifica
|di(w) — da(w)| < 4,
da(w) >3/2  Vuw.
Utilizando este resultado, se obtiene el siguiente lema.

Lema 4.2.6. Sea X C C. Si dim,(X) = « entonces Vs > « existe una s-gala d con X C S*[d] tal

que, para todo w € {0, 1}*, existen m.,,n, € NT con n,, < Jw|+1y
d(w)27 w15 = 27 (PetlvD),

Demostracion. Sidim,(X) = « entonces Vs > « existe una s-gala d’ calculable en tiempo polinémico
que tiene éxito en X. Podemos suponer, sin perdida de generalidad, que d'()\) = 1.

Sea d; la martingala calculable en tiempo polinémico definida como
dy(w) = 20791l ().

Sea D el conjunto de niimeros diadicos y sea la funcion ¢ : {0,1}* — D definida como ¢(w) = m/, 2w

donde

n!, =mim{neN|Im st. |[m2™" —dy(w)| < 271"}

m!, =min{m € N | |m2™™ —d,(w)| < 271*I}
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Notar que 7/, < |w| + 1 porque dentro de un intervalo de longitud 2~!*! existe al menos un niimero
diadico m2~" con n = |w|+ 1. Notar que, por esto mismo, ¢ se puede calcular en tiempo polinémico.
Sea ds obtenida a partir de la martingala dj, tal como se hace en el Lema 4.2.5. Entonces existen

Moy, Ny € N tales que do(w) = My, 27 ™ con ny, < |w| + 1. En efecto, lo probaremos por induccion:
i) Si |Jw| = 0 entonces do(\) =3 =3-279.

1) Si es cierto para |w| entonces

c(wbd) — c(wbd)

dw) = dyfw) + T
N N m{wb2_"{wb — miugz_n;uﬁ
v 2
= 27nwbmwb
donde nyp = max{n,,nl,o+ 1,0l + 1} < |w| + 2.
Utilizando ds, definimos la s-gala d del siguiente modo
d(w) = 267Dl g, (1), Vw € {0,1}".

Entonces, es claro que d es calculable en tiempo polinémico y ademés, para todo w € {0, 1}* se tiene

que
i) Por definicion, d(w)2~1%l* = 2= 1%ldy (w) = m, 2~ (*w+1“D) es un namero diadico y n,, < |w|+1.

it) |d'(w) — d(w)| = 267V dy (w) — da(w)| < 267 DI14 asi que S*[d'] = $>(d].
O

Es decir, si dim,(X) < s, entonces existe una s-gala computable en tiempo polinémico d como
en el lema anterior. A partir de esa s-gala se define un compresor en tiempo polinémico que no
empieza desde cero. Basicamente, la idea para el codificador C' es asociar a cada w € {0,1}* un
intervalo de tamano proporcionalmente relacionado con d(w). Por las propiedades de d, los extremos
de ese intervalo son racionales diadicos y usando el siguiente lema se codificara cada intervalo con

una secuencia z y se definird C'(w) = 2.

Lema 4.2.7. Sean a, b nameros diddicos con 0 < a < b <1y sea I = [a,b) un intervalo de longitud
[ € (0,1). Entonces existe una secuencia finita z € {0, 1}* de longitud —|log!|+1 tal que a < 0.z < b

y z puede calcularse en tiempo polinémico en |z|.
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Figura 4.2: Ejemplo de la distribucion de cilindros en [0, 1).

Demostracion. Sea n € N tal que |logl| = —n. Dividimos el intervalo [0, 1) en intervalos de longitud
27 "~1 Notar que cada uno de esos intervalos, son exactamente los cilindros C,, con w € {0, 1}"+1
(ver figura 4.2).

Al ser

se tiene que al menos uno de los extremos de estos intervalos esta en el intervalo (a,b). Ademads, a
lo mas puede haber dos extremos de estos intervalos dentro de (a,b). El extremo mas pequeno sera
el 0.z que buscamos.

Lo que haremos serd representar z de modo que C, sea el intervalo cuyo extremo izquierdo sea

0.z (ver Ejemplo 4.2.8). Para ello, si z = 2125 ... 2,,, tenemos que
0.2=22" 4202724 ... 2,27 ™.

Veamos que podemos calcular z en tiempo polinémico. Para ello, calculamos z = 2129 ... 2,41

bit a bit del siguiente modo:

0 sia<1/2.
z1 =
1 sia>1/2.

Conocidos los bits z; ... z; definimos z;41 de modo que

0 sia<0.z1...2.
Zit1 =
1 siaZO.zl...zi.

Obtendremos z cuando a < 0.2 < b y |z| = —|logl| +1 O

Ejemplo 4.2.8. Sea la siguiente situaciéon: a =3-2"2yb=7-2"3. Enesecasol=b—a=2"3y

por lo tanto |logl] = —3.
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Figura 4.3: En este ejemplo particular, z = 1110.

Dividimos el intervalo [0, 1) en intervalos de longitud 274, tal como se ve en la figura 4.3.

Para calcular z bit a bit,

2z = 1, puesto que a > 1/2.

zg = 1, puesto que a > 0.z; = 1/2.

z3 = 1, puesto que a > 0.2129 = 3/4.
zeg = 0, puesto que a < 0.z12223 = 7/8.

Y, por lo tanto, z = 1110y |2| = —|logl] +1 = 4.

Con estos resultados es posible demostrar que la dimension proporciona una cota superior a la

compresion y por lo tanto, demostrar el teorema principal de este capitulo.

Teorema 4.2.9. Sea X C C,

dim,(X) < s = X es s— i.0. compresible en tiempo polinémico.

Dim,(X) < s = X is s — a.e. compresible en tiempo polinémico.

Demostracion. Veamos la demostraciéon de la primera desigualdad; la demostracién para dimensién
fuerte es analoga.
Sea s tal que dimp(X) < s, entonces por el Lema 4.2.6 existe una s-gala d’ calculable en tiempo

polinémico tal que:

i) X C S>[d).
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i1) Para toda secuencia finita w € {0,1}*, existen m,,n, € N* con n,, < |w|+ 1 tales que

d' (w)271ls = 27 (Petlwh), (4.2.1)

Ademas, podemos suponer, sin perdida de generalidad, que d'(\) = 1.

Definimos para cada w € {0, 1}*,
d(w) = 2071wl (w).
d es una martingala calculable en tiempo polinémico tal que,
i) Para toda secuencia infinita A € X, d(A[0...n —1]) > 209" jo.n

ii) Por la igualdad (4.2.1), para toda secuencia finita w € {0, 1}*,

d(w) = m,27"w.

Denotemos por y < w que y € {0,1}* preceda a w en el orden lexicografico. Definimos la funcion

h:{0,1}* — R como sigue:

h(w):= > dy)2~"

lyl=lw|,y<w

Sea suc(w) el sucesor de w en el orden lexicografico. Notar que h(w) es un namero diddico m2~" con

n < 2lw|+1, luego, por el Lema 4.2.7, existe una secuencia finita z € {0, 1}* tal que |z| < 2|w|+2y
i) h(w) < 0.z < h(suc(w)), siw #11v
i) h(w) < 0.z <1, siw=1"l

En efecto,

i) Siw # 11...1, entonces

I = h(suc(w)) — h(w) = d(w)2~ ",
i1) Cuando w = 11...1, entonces

I=1—h(w)=1- Y d(y)2 " =dw)y27"

lyl=|w]
y<w
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0z
h(r) h(v)  h(r) h(y)  h(w)| hisucw))
‘ | | | | | |ttt ‘
T — T —
-, |—- -,
d(y,)2 d(wg )2 diw)2 ™
- -, -,
d(y 2 ()2 d(v 0

Figura 4.4: En este ejemplo, w es el sexto elemento de longitud |w| en el orden lexicogréfico.

Donde la ultima igualdad se obtiene de aplicar el Lema 1.4.21 que, al ser d martingala exacta,

establece que

> dly) =2Mld) =2

ye{0,1}1w]
Luego, en cualquier caso,

l= d(w)2_|w‘ = my,2 el

Y por lo tanto,

—logl] +1=—[logmuy| + Ny + |w] + 1 < 2w| + 1.

Sea z,, la primera secuencia finita en orden lexicografico tal que h(w) < 0.z < h(suc(w)) (ver
figura 4.4). Definimos el codificador C' como C(w) = z,. Es claro que se puede calcular en tiempo
polinémico ya que z, se calcula en tiempo polinémico en la longitud de z,, (Lema 4.2.7) y |z,| <
2lw| + 2.

Para definir el decodificador D, sea z € {0,1}* y n € N, entonces para generar una secuencia
finita de longitud n a partir de (z,n), simularemos la martingala empezando en A y en prefijos
sucesivamente mas largos. Supongamos que ya hemos generado la secuencia w, entonces si h(w0) <
0.z < h(wl), afladimos un 0 a w y si h(wl) < 0.z, anadimos un 1 a w. Continuamos asi hasta que
|w| = n. Al final de este proceso, tendremos una secuencia w de longitud n tal que h(w) < 0.z <
h(succ(w)).

A continuacién demostraremos que el compresor en tiempo polinémico (C, D) no empieza desde

cero.
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Notar que para cada w, el intervalo [h(w), h(suc(w))) tiene exactamente la longitud d(w)2~1*!.
Entonces, por el Lema 4.2.7, existe una secuencia finita z de longitud —|log(2~1*!d(w))] 41 tal que

h(w) < 0.z < h(succ(w)). Luego,
|2w| < fw] = [log(d(w))] +1.

Para ver que C verifica la condicién (4.1.1), probaremos que C verifica las dos condiciones de la

Nota 4.1.5.

i) Es claro que para todo w,u € {0,1}*, |C(wu)| > |C(w)| dado que el intervalo [h(wu), h(succ(wu)))

esta incluido en el intervalo [h(w), h(succ(w))).
ii) Seae >0, we {0,1}* ,ieNyjeN,

N/ = #{u € {0,1}*

Ul =5 ¥ 2wl = |2l + i}

Tenemos que

(N} — 1)27 U=+ < q(w)2=1vl]
N/ <1+ d(w)2lwilzel+i
pero como |z, | < |w| — [logd(w)] + 1,

NJ <14+ Qlog(d(w))—[logd(w)J git+1 <1+ 9i+2

Sea ke Ny N, =# {u € {0,1}=F ’ |C(wu)| = |C(w)| + i}, entonces

k k
N’i — ZN{ S Z 2i+3 S 2i+ke—logk
Jj=0 Jj=0
para todo k salvo quiza un namero finito.

Finalmente, veamos que (C, D) comprime X. Para toda secuencia infinita A € X,

CAD...cn=1)| = |2ap.ny

IN

n— [log(d(A[0...n—1])] +1

IN

n —log(21=9m) 41

= sn—+1
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El teorema principal (Teorema 4.2.4) es consecuencia inmediata de los Teorema 4.1.6 y 4.2.9.
Notar que en la demostracion del Teorema 4.1.6 no es necesario un decodificador, por lo que como
corolario de estos resultados se tiene que si existe un codificador en tiempo polinémico que no
empieza desde cero, entonces existe un codificador en tiempo polinémico que no empieza desde cero,

que puede decodificarse en tiempo polinémico y con ratio de compresion igual o incluso més pequerio.

Corolario 4.2.10. Sea C un codificador en tiempo polinémico que no empieza desde cero. Entonces
existe un compresor en tiempo polinémico (C’, D') que no empieza desde cero tal que para toda

secuencia infinita A € C

/ - —
tming AL n 1) o C(A0...n—1])
n n n n
/ - —
tmsup AL = 1) g, G0 = 1))
n n " n

Hitchcock demostro en [34] que la dimension en tiempo polinémico podia caracterizarse en tér-
minos de algoritmos de predicciéon on-line, usando el log-loss prediction ratio. Asi pues, el resultado
principal de este capitulo puede interpretarse como un puente entre el comportamiento de la predic-

cién en tiempo polinémico y los algoritmos de compresién, tanto en el mejor como en el peor caso.

4.3. Aplicaciones de la caracterizacion

En esta seccion se obtienen, como consecuencia de la caracterizaciéon vista en la seccién anterior,
resultados sobre la compresibilidad en tiempo polinémico de conjuntos completos y autoreducibles.
Estos resultados son una consecuencia directa de aplicar la caracterizacion en resultados conocidos
de dimensién en tiempo polinémico.

Notar que en esta seccion se identifica, como en la mayor parte de la tesis, cada lenguaje A C
{0,1}* con su secuencia caracteristica y 4, luego la compresibilidad de una clase siempre se referira
a la compresibilidad de sus secuencias caracteristicas correspondientes.

El primer resultado muestra que no existe un compresor en tiempo polinémico que trabaje en

todos los conjuntos completos bajo una reduccién many-one.

Teorema 4.3.1. La clase de todos los conjuntos completos bajo una reduccién many-one en tiempo

polinémico para E es i.o. incompresible en tiempo polinémico.

Demostracion. Ambos-Spies et al. demostraron [4] que esta clase tiene dimension en tiempo polinémi-

co 1.
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Sea deg? (A) la clase de conjuntos que son equivalentes a A mediante reducciones del tipo <P .
El ratio de compresion de deg’ (A) y deg’ (B), cuando A<F B, se relaciona mediante el siguiente

teorema.

Teorema 4.3.2. Sean A y B conjuntos en E de forma que A<! B. Entonces,
1. El i.o. p-compression ratio de deg’ (A) es a lo mas el i.0. p-compression ratio de deg’ (B).
2. El a.e. p-compression ratio de deg® (A) es a lo mas el a.e. p-compression ratio de deg® (B).

Demostracion. Ambos-Spies et al. demostraron 1. en [4] para dimension polindmica . Athreya et al.

demostraron en [8] el resultado para dimension fuerte a partir del cual obtenemos 2. O

Para la siguiente aplicacién se considerard la nocién de autoreducibilidad.

Definicién 4.3.3. Un conjunto A es autoreducible si A puede decidirse usando A como un oraculo
pero sin permitir la pregunta z cuando la entrada sea x.

Los siguientes resultados de incompresibilidad se obtienen para el caso de autoreducibilidad
many-one en tiempo polinémico y para el caso del complementario de los conjuntos i.o. p-Turing

autoreducibles. Luego, para cada cota de tiempo polinémico existen conjuntos i.o. incompresibles

que son <P -autoreducibles y otros que ni siquiera son i.o. <P-autoreducibles.

Teorema 4.3.4. La clase de los conjuntos autoreducibles para reducciones many-one en tiempo

polinémico son i.0. incompresibles en tiempo polinémico.

Demostracion. Ambos-Spies et al. demostraron en [4] que esta clase tiene dimension en tiempo
polinémico 1.

O

Teorema 4.3.5. La clase de conjuntos que no son i.0. polynomial-time Turing autoreducibles son

i.0. incompresibles en tiempo polinémico.

Demostracion. Beigel et al. demostraron en [10] que esta clase tiene dimension en tiempo polinémico

1. O

El siguiente teorema muestra que existen polynomial-time many-one degrees con cada posible

valor para compresibilidad, tanto a.e. como i.o.
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Teorema 4.3.6. Sean x,y nimeros reales calculables tales que 0 < x < y < 1. Entonces existe un
conjunto A en E tal que el ratio de i.0. compresién en tiempo polinémico de deg, (A) es z y el ratio

de a.e. compresion en tiempo polinémico de degi(A) es .

Demostracion. Athreya et al. demostraron en [8] el resultado para dimensién y dimension fuerte en
tiempo polinémico. O
Este ultimo resultado incluye el caso extremo para el cual el ratio de i.0. compresién es 0 mientras
que el ratio a.e. es 1.
Finalmente, la hipotesis “NP tiene dimensién positiva en tiempo polinémico” puede interpretarse

en términos de incompresibilidad. Esta hipotesis tiene consecuencias interesantes para algoritmos de

aproximacion para MAX3SAT.

Teorema 4.3.7. Si para algin « > 0, NP no es a-i.o-compresible en tiempo polinémico, entonces
cualquier algoritmo de aproximacion A para MAX3SAT debe satisfacer al menos una de las siguientes

propiedades,
1. Para algtn § > 0, A usa tiempo al menos on’

2. Para todo € > 0, A tiene un ratio de rendimiento menor que 7/8 + € (es decir, A(x) <
(7/8 + €) - MAX3SAT(z) para todo z) en un conjunto exponencialmente denso de instancias

satisfacibles.

Demostracion. Hitchcock demostro en [32] que la consecuencias se siguen de considerar que NP tiene

dimensién en tiempo polinémico positiva. O



Capitulo 5

Dimension de Lempel-Ziv

En el Capitulo 4 se caracteriza la dimensién en tiempo polinémico mediante compresores que
trabajan en tiempo polinémico y que verifican la condicion (4.1.1). Dentro de este tipo de compresores

se encuentra el algoritmo de compresion de Lempel-Ziv (ver Ejemplo 4.1.4).

El algoritmo de Lempel-Ziv (ver Subseccion 1.3.8) fue definido por Lempel y Ziv en [96]. En
dicho articulo se demostraba la universalidad del algoritmo frente a los algoritmos de compresién
de estados finitos. Es decir, se probaba de un modo teérico que LZ7g tenia un ratio de compresiéon
mejor que el de cualquier compresor de estados finitos. Este tipo de demostracion tedrica aseguraba,
no solo la conveniencia de usar el algoritmo de Lempel-Ziv frente a los algoritmos conocidos hasta
el momento, sino frente a los algoritmos de compresién de estados finitos que pudieran surgir en un

futuro.

Este ha sido el motivo del éxito que ha obtenido el compresor de Lempel-Ziv y por esto LZ
es actualmente el método de compresiéon universal mas utilizado en el mundo (por ejemplo, suele
comprimir textos largos en inglés a la mitad de su tamafio original). No so6lo eso, el algoritmo de
Lempel-Ziv también se utiliza en los formatos de imagenes TIFF y GIF, y dentro del software de

Adobe Acrobat, entre otros.

En este momento, Lempel-Ziv sigue siendo uno de los algoritmos mas estudiados en el mundo
y pese a ello, todavia quedan cuestiones abiertas sobre el comportamiento del algoritmo. En este
capitulo se estudiara el ratio de compresién de Lempel-Ziv desde el punto de vista de la dimensién
y se tratarén algunas de estas cuestiones, como por ejemplo, el problema abierto de la catéastrofe del

bit (Seccion 5.2).
Los resultados de este capitulo se corresponden a los publicados en [59] con modificaciones.

131
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5.1. La dimensiéon de Lempel-Ziv
En esta seccion se desarrollaré la dimension de Lempel-Ziv y sus propiedades fundamentales.

Definicién 5.1.1. Para cada s € [0, 00), se define la s-supergala de Lempel-Ziv como la funcion disz)

siguiente:
dn = 1
d%f%(uq e wn)QS‘“| . #{iE{l”'Z} [uCwi} o = WIW3 . . . Wyl
dip(w) =

disz)(wl Wy ) 28Il i Si w=wwsy... WaWptq -

donde, en el primer caso, w1, ...w, son las distintas frases en el anélisis tinico valido de w y u = w;

para algin i € {1...n}y, en el segundo caso, w esta formado por frases todas diferentes.
Lema 5.1.2. Sea s € [0, 00), entonces dfz) es una s-supergala.
Demostracion. Para ver que es s-supergala tendremos que distinguir varios casos:

Caso 1. Sea w = w; ... wpu, donde u0 C w; y ul & w; para 4,j < n. En este caso,

j Cw;
[d5) (w0) + dip(w1)]27* = di7)(ws ...w,) 25D [#{Z e{l Z} | u0 € wi}
N #lie{l...n}|ul Ewi}} o
n

QSM#{Z’E {1...n}|uCw}
n

IN

disz) (w1 e wn)

di3) (w).

Caso 2. Sea w = wy ... wyu, donde w0 C w; para algin ¢ < n y ul no es una secuencia que aparezca

previamente en el distinct anélisis (ul = wy+1). En este caso,

s s s s s(lu #{ie{l...n} | u0 C w; 1.,
) (w0) + d (D)2~ = d)(wr ... wy)2sui+nFHIEL n} | b Lp
) 1... C w;
< dész)(wl .. .wn)2s|“‘ 71 € { n} | uC wi}

n

Notar que es analogo el caso de cuando se intercambian 0 y 1.
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Caso 3. Sea w = wy ... wpu, donde v = w; y ul, u0 no son secuencias que aparezcan previamente en

el analisis unico.

s s s la 1 B
[d5)(w0) + di5)(wl)]27° = dS)(wy ... w,)2°0 |+1)2%2
#{1 1... C ws

n
= dP)(w).

O

Observacion 5.1.3. Para cualquier real s calculable en tiempo polinémico, la s-supergala de

Lempel-Ziv es calculable en tiempo polinémico.
Observacion 5.1.4. Para todo s,t € [0,00) y w € {0,1}*,
i) ()2~ = dif ()2,
Definicién 5.1.5. Sea una clase X C C y una secuencia infinita A € C.
1. La dimension de Lempel-Ziv de X de define como,

dimpz(X) = inf{s € [0,00) | X € S®[d]}.

2. La dimension de Lempel-Ziv de A se define como

dimLZ (A) = dimLZ ({A}) .

Observacién 5.1.6. Para todas las clases X C Y C C, se tiene que

dimLz (X) S dimLZ (Y)

El siguiente teorema establece que la dimensién de Lempel-Ziv de cualquier clase X C C se
determina completamente a partir de la dimensiéon de las secuencias del conjunto (tal como ocurre

con la dimension constructiva y con cualquier dimension definida a partir de una inica martingala).

Teorema 5.1.7. Para todo X C C,

dimpz(X) = sup dimyz(A).
AeX
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Demostracion. Sea X C C y sea s = sup ¢y dimpz(A). Es claro por la Observacion 5.1.6 que
dimpz(X) > s.

Para ver que dimpz(X) < s, sea s/ un numero real tal que s’ > s, serd entonces suficiente
demostrar que dimpz(X) < s'. Pero esto es trivial, puesto que al ser s’ > s > sup 4 x dimpz(A),
significa que d(LSZ/) tiene éxito en todas las A € X y por lo tanto tiene éxito en X. O

Este teorema implica una propiedad importante que debe cumplir cualquier dimensioén, la esta-

bilidad contable.

Corolario 5.1.8. 1. Para todos los conjuntos X,Y C C,

dimLz(X @] Y) = méx{dimLZ (X), dimy,z (Y)}

2. Sean Xl,XQ... - C,

dimLZ(U Xi) = sup dimLz(Xi).
=1 i€N

El teorema principal de esta seccién proporciona una caracterizacién exacta de la dimensién de
Lempel-Ziv de una secuencia infinita. Esto se hace en términos de el ratio de compresion asintético

obtenido con el algoritmo de Lempel-Ziv en la secuencia.

Teorema 5.1.9. Sea A € C, entonces

dimyz(A) = lim inf [Z2AL--n = ]

n—00 n

Demostracion. Para demostrar que

dimpz(A) > lim inf LZ(A[...n ~ 1D|’

n—00 n

sea s > dimpz(A). Entonces, por la definicion de dimension de Lempel-Ziv,

lfim sup déSZ)(A[O Lon—=1])>1

n—oo

y por lo tanto existen infinitos n’s € N tales que diSZ)(A[O ...n —1]) > 1. Es decir, al ser

25\w1...w"u|

d%jz) (U}l . wnu) S Tn!,

tenemos que existen ininitos n’s € N tales que

2Sn
22(An)=1(z(A,n) — 1)!

> 1, (5.1.1)
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donde z(A,n) denota el nimero de frases en el anlisis tnico valido de A[0...n —1].

Por la desigualdad (5.1.1) existen infinitos n’s € N tales que

z(A,n) —1+1log((z(4,n) — 1)}

s >
n
Z<A7 Tl) -1+ Z;(:Al’n)_l logk
= = '
Luego, tomando limites tenemos que,
Z(A,n)—ll k A .
s> lim inf =£=1 ogh +z(A,n) _
" n
g LA .0~ 1])| —logz(A,n) - L
" n

como z(A,n) < n,

dimyz(A) > lim inf P20 = 1]

n n

Para ver la otra desigualdad, sea s > liminf,,

w. Esto significa que existen infinitas

n’s € N tales que
oo Zi " logk + 2(4,n)
n

b

y por lo tanto,

25m 222:‘1’") log k+2z(A,n)

210g(z(A,n)!)+z(A,n)

= 2Z(A’")Z(A, n)l.

Asi que,
h’msupdfz)(A[O on=1)) >
h’mindeZ)(A[O on—1]) >
lim i f—2sn 1
1mn1n 22("‘7”)2(14, n)! > 1
y s > dimpz(A), lo cual demuestra el teorema. O

La caracterizacién obtenida en el Teorema 5.1.9 nos permite encajar la dimensiéon de Lempel-
Ziv entre la dimension en tiempo polindmico y la dimensién de estados finitos. Esto se debe a las

caracterizaciones de ambas dimensiones en términos de compresores.
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Por un lado, y tal como se veia en el Capitulo 4 y en [61], dada una secuencia infinita A € C y

un compresor polinémico que no trabaja desde cero C,

dim,(A) < liminf [C(A...n —1])] .

n—00 n

Como se ve en el Ejemplo 4.1.4, Lempel-Ziv es un ejemplo de compresor polinémico que no trabaja
desde cero, luego

(5.1.2)

dimp(A) < liminf |[LZ(A[0...n —1])| .

n— 00 n

Por otro lado, en [40] se demuestra que, la dimensioén de estados finitos coincide con el mejor
ratio de compresion asintotico que se puede obtener utilizando compresores de estados finitos sin

perdida de informacion (ILFSC). Es decir, dada una secuencia infinita A,
dimps = prs(A),

donde

prs(A) = inf  liminf [C(A[D...n — 1])] .

{C es 1ILFsCc} n—00 n

Debido a la universalidad del algoritmo de compresion de datos de Lempel-Ziv frente a los

compresores de estados finitos [96], se tiene que

o [LZrs(A0 . n — 1))

n—00 n

< prs(A). (5.1.3)

El siguiente resultado es una consecuencia de [40, 61] y de la Observacion 5.1.3. Por el Teorema
5.1.9, la segunda parte es una reformulacion de las desigualdades (5.1.2) y (5.1.3) en términos de

dimension.
Teorema 5.1.10. Sea X C C, entonces

dim,(X) < dimpz(X) < dimpg(X).
En particular, para toda secuencia infinita A € C, se tiene que

dimp(A) < dimpz(A) < dimps(4).

5.2. La catastrofe del bit

Una de las cuestiones que todavia siguen abiertas en torno al algoritmo de compresion de datos

de Lempel-Ziv es si cumple la denominada catéstrofe del bit.
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Esta cuestion fue planteada inicialmente por Lutz y recogida por diversos autores en [44, 52].
Basicamente, lo que se denomina la catéastrofe del bit es que el ratio de compresiéon de una secuencia
infinita pueda cambiar sustancialmente cuando se afiade un bit al inicio de la secuencia.

Es decir, en términos de dimensién, lo anterior se enuncia del siguiente modo: Una secuencia

infinita A € C cumple la catéstrofe del bit si y sélo si para algan b € {0,1}

Intuitivamente, parece que la catastrofe del bit es algo que no deberia cumplirse. El que un tnico
bit pueda modificar la compresion de una secuencia con infinitos caracteres seria una debilidad del
algoritmo de Lempel-Ziv.

Sin embargo, que la catastrofe del bit no se cumpla, significa algo méas que el que un sélo bit no
cambie la compresion. En efecto, si no se cumple la catastrofe del bit, se tendria (en términos de

dimension) que para toda secuencia infinita A € C y todo bit b € {0, 1},
dimLZ (A) = dimLZ (bA)

Reiterando esto, que no se cumpla la catastrofe del bit significa que, para toda secuencia finita

w € {0,1}* y toda secuencia infinita 4 € C,
dimLZ (A) = dimLZ (wA) (5.2.2)

Es decir, que el ratio de compresién de una secuencia infinita no varie aunque se anada al inicio de
la misma una secuencia finita, tan grande como se desee. Y esto parece una propiedad demasiado
buena para un tnico algoritmo de compresion. El siguiente ejemplo sirve para ver hasta que punto
la intuicién o los experimentos pueden resultar enganosos ante la cuestién de si se cumple o no la

catastrofe del bit.

Ejemplo 5.2.1. Sea A = 101100111000...1™"0™... € C que claramente se comprime mucho uti-
lizando el algoritmo de Lempel-Ziv. Comparemos experimentalmente como comprime Lempel-Ziv la
secuencia A y la secuencia 1A sobre prefijos cada vez mas largos.

Sea t(w) el namero de frases en el andlisis valido Gnico de un w € {0,1}*. Sea wy; = A[0...29)],

wy = A[0...109] y wsz = A[0...239]. Entonces,

twy) =10 = |LZ(w)| =35 tw) =13 = |LZ(1w)| =53
t(wy) =20 = |LZ(ws)| =101 t(lwy) =29 = |LZ(lwsy)| = 146
t(ws) =30 = [LZ(ws)| = 151 t(lws) =45 = |LZ(lws)| = 271
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Usando estos pocos prefijos, en el caso de la secuencia A parece que, cuanto mas largos son los
prefijos, mejor comprime el algoritmo de Lempel-Ziv. Sin embargo, en el caso de los prefijos de
la secuencia 1A, parece que el algoritmo de Lempel-Ziv no comprime nada en absoluto. Asi que,
experimentalmente pareceria que la secuencia A cumple la catéstrofe del bit.

Mediante resultados que se verdn en la Seccidén 5.3, se demostrard que ambas secuencias se
comprimen igual de bien asintéticamente y por lo tanto, la secuencia A no cumple la catastrofe del

bit, pese a lo que los resultados experimentales parecian indicar.

La siguiente proposicién establece que las dimensiones en tiempo polinémico y de estados finitos
de una secuencia infinita no varian al anadir una secuencia finita en su inicio. Este es un resultado en
la linea de la ecuacién (5.2.2), que nos permitiré establecer como consecuencia directa una condicion

para que no se cumpla la catastrofe del bit.

Proposicion 5.2.2. Para toda secuencia infinita A € C y toda secuencia finita w € {0, 1}*, se tiene

que
1. dimp(wA) = dim,(A).
2. dimpg(wA) = dimpg(A).
Teorema 5.2.3. Sea una secuencia infinita A € C y una secuencia finita w € {0, 1}*. Entonces
|dimp,z(A) — dimrz(wA)| < dimpg(A) — dimp(A).
En particular, si dimpg(A) = dim,(A), entonces para todo w € {0,1}*,
dimy,z(A4) = dimyz(wA),
y no se cumple la catastrofe del bit en la secuencia A.
Demostracion. Sea A€ Cy w e {0,1}*.
i) Si dimpz(A) = dimpz(wA) es obvio.
i1) Sidimyz(A) > dimpz(wA) entonces por el Teorema 5.1.10 y la Proposicién 5.2.2 se tiene que,

dimLZ (A) — dimLZ (U)A) S dimFs (A) - dlmp(wA)
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i4i) Si dimpz(wA) > dimpz(A) de un modo similar se tiene que,

dimLZ (A) - dimLz (U)A)

IN

dimpg(wA) — dimp (A)

= dimpsg(A) — dimp(A).
O

Definicidén 5.2.4. Sea la clase LZbit el conjunto de todas las secuencias infinitas S que no cunplen

la catéstrofe del bit, es decir, aquellas secuencias infinitas A’s para las cuales, Vw € {0, 1}*,

dimLz (A) = dimLZ (’LUA) .

5.2.1. Algunos resultados sobre la catastrofe del bit

Es una técnica habitual, a la hora de estudiar el analisis valido tinico de una secuencia w, utilizar
un arbol G, de grado 2. Este arbol cumple la propiedad de que cada frase en el anélisis inico valido
es un nodo del arbol. Las aristas de G, se construyen del siguiente modo: si w; = w;b, se dibuja una

arista en G, uniendo el nodo que representa w; con el nodo que representa w;. Veamos un ejemplo,

Ejemplo 5.2.5. Sea la secuencia del Ejemplo 1.3.21, es decir, w = 0100110001001 cuyo ané&lisis

valido dnico es

0 1 00 11 000 10 O1
w; W2 W3 Wg4 W5 W Wy

Entonces, el arbol asociado al analisis de w es el arbol de la figura 5.1.

Sea A € C una secuencia infinita y n numero natural. Sea G, el arbol asociado al anélisis
valido unico de A[0...n — 1] y m(n) la altura de G,,. Sea nj el nimero de nodos de G,, en el
nivel k. Entonces, el ntimero de frases del analisis valido tnico de A[0...n — 1] es Z?Z(T) ng 0 bien
ZZL:(?) nk + 1 (este ultimo caso es cuando una frase del anélisis valido tnico aparece repetida). Notar
que Yw € {0,1}*, |LZ7s(w)| < t(w)logt(w). Por lo tanto, para calcular el ratio de compresion de
Lempel-Ziv 78 (es decir, la dimensiéon de Lempel-Ziv de una secuencia infinita) podemos suponer,
sin perdida de generalidad, que ¢t(A[0...n —1) = ZZI:(?) ny y por lo tanto que,

(5 i) (log 353 i)

dimpz(A) < liminf .
n n
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9 @

Figura 5.1: Arbol asociado al analisis valido tinico de w = 0100110001001,

Ademis, se tiene que la longitud de la secuencia es exactamente la suma de longitudes de cada una

de sus frases, luego n = ZZI:(?) k-ny y por lo tanto

1
dimy z(4) < lim inf (i nib)(gl )ngk v ) (5.2.3)
je1 K

Veamos como comprime Lempel-Ziv en una secuencia infinita A segin los arboles que generen

los anélisis validos tnicos.

Caso 1. Suponer que Vk se tiene que n, = C constante. En ese caso, utilizando la ecuaciéon (5.2.3) se

tiene que

. .. 2(C-m(n))log(C - m(n))]
dimy,z(4) < hmnmf Crm(m)(m(n) — 1)

y por lo tanto, el algoritmo de Lempel Ziv 78 comprime mucho. La interpretaciéon de que

:07

ng = C en cuanto al andlisis de Lempel-Ziv nos dice que existen un nimero constante C de

frases de cada longitud. Un ejemplo de secuencia de este tipo seria:
A =01001100011100001111 - - -
y también cualquier otra que pueda parecer algo mas aleatoria como
A =000110001001000100100001000100110011 - - -

En ambos ejemplos C' = 2, pero con cualquier otra constante se cumple también, de modo que
se pueden generar secuencias que puedan parecer relativamente complicadas y sin embargo

muy compresibles por Lempel-Ziv 78.

Caso 2. Suponer que Vk se cumple que ny = C - k. En ese caso, utilizando la ecuacion (5.2.3) se tiene

que

. o Gm)Om(n) + 1) log(Gm(n) (m(n) + 1)
Al A) = ) ) + 1)2m(n) + 1)

:0,
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Caso 4.
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y por lo tanto, el algoritmo de Lempel Ziv 78 comprime mucho.

Suponer que para todo nivel k suficientemente grande, n;, = 2*. Entonces utilizando la ecuacién

(5.2.3) se tiene que

. I O ) e A I
dimpz(A) = lfm inf (m(n) — Dame 71 12 =1,

y por lo tanto Lempel Ziv 78 no comprime nada este tipo de secuencias. La interpretacién de

que n; = 2% es que todas las secuencias aparecen como frases en el analisis de Lempel-Ziv. Un

ejemplo de estas secuencias son las secuencias de Coperland-Erdés, por ejemplo la secuencia:

A =0100011011000001010011100101110111 - - -

Suponer que para todo nivel k suficientemente grande, nj, = C - 2* con C constante. Entonces

utilizando la ecuacion (5.2.3) se tiene que

. . C-(2mFL _9)Jog(C - (2m(MF1 — 2))
d A =1 f =1
imp,z(A) fm in C - [(m(n) — 1)2m 1 4 9] ,

y por lo tanto Lempel Ziv 78 no comprime nada este tipo de secuencias.

Secuencias altamente compresibles e incompresibles por

LZ

En esta seccién se utilizara la caracterizacion de la dimension de Lempel-Ziv en términos del ratio

de compresion para encontrar familias de secuencias que son altamente compresibles por LZ y que

ademas no cumplen la catastrofe del bit. También se encontraran ejemplos concretos de secuencias

que son incompresibles por LZ7s y que tampoco cumplen la catastrofe del bit.

Definicion 5.3.1. Sea secuencia infinita S € C,

1.

2.

Se dice que S es altamente compresible por LZ si

n—00 n

=0

Es decir, en términos de la dimension de Lempel-Ziv, dimypz(S) = 0.

Se dice que S es incompresible por LZ si

n—00 n

=1

Es decir, en términos de la dimension de Lempel-Ziv, dimy,z(S) = 1.
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El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del Teorema 5.1.10.
Proposicién 5.3.2. Sea una secuencia infinita S € C,

i) Si dimpg(S) = 0, entonces S es altamente compresible por LZ y S no cumple la catastrofe del

bit.

it) Si dim,(S) = 1, entonces S es incompresible por LZ y S no cumple la catastrofe del bit.

Notemos que este segundo caso tiene la mayoria de las secuencias (LZbit tiene p-medida 1).

Veamos algunos ejemplos concretos en los que aplicar este dltimo resultado.
Definicién 5.3.3. Sea una secuencia infinita S € C y m € Z™. Entonces,

1. El factor set F,,,(S) el el conjunto de todas las secuencias finitas de longitud m que aparecen
en S, es decir

F,,(S) ={w € {0,1}" | w aparece en S}.

2. La factor complexity function, ps : N — N, se define como el numero de elementos en el factor

set para cada m, es decir psg(m) = |F,,,(5)].

En [40] se prueba que la dimensién de estados finitos de secuencias con pg(m) = 2°(™) es igual

a cero. Asi pues, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.3.4. Cada secuencia infinita S € C con pg(m) = 2°0™) es altamente compresible por
LZ y ademas S € LZbit.

En particular, usando este resultado en el Ejemplo 5.2.1 visto en la seccion anterior, la secuencia
S es altamente compresible y S € LZbit (no cumple la catéstrofe del bit) puesto que S satisface
ps(m) =m(m+1).

Otras aplicaciones del Corolario 5.3.4 son las siguientes
Corolario 5.3.5. 1. Si S es la expansién binaria de un ntmero racional, S es altamente com-

presible por LZzs y S € LZbit.

2. Las secuencias de Sturmians, las secuencias Morphic y las secuencias Automatic son altamente

compresibles por LZ~g y estan en LZbit (Ver [40]).

3. Cada S € REG es altamente compresible por LZ7g y S € LZbit.
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Todos los ejemplos vistos hasta este momento son secuencias altamente compresibles por com-
presores de estados finitos y por lo tanto no cumplen la catastrofe del bit. Sin embargo, existen
secuencias que son altamente compresibles por el algoritmo de Lempel Ziv pero no lo son para
ningtn compresor de estados finitos. Un ejemplo es la secuencia S = sgs15253 .. ., es decir la secuen-
cia formada por la concatenacion de todas las secuencias de {0,1}* ordenadas en orden lexicografico

(ver [96]). Para este tipo de secuencias, no se conoce si la catastrofe del bit se cumple o no.
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Capitulo 6

Dimension y teoria del aprendizaje

computacional

La teoria de aprendizaje computacional estudia desde un punto de vista formal el rendimiento y
los recursos necesarios en aprendizaje automatico (machine learning). Esta formalizacion se remonta
a 1984 cuando Valiant introdujo el modelo de aprendizaje aproximadamente correcto (PAC learn-
ing) [94]. Este modelo ha sido desde entonces ampliamente estudiado y de él han surgido diversos
modelos alternativos como el modelo de aprendizaje basado en preguntas de Angluin [6] o el modelo
de aprendizaje on-line (on-line mistake-bound learning model) de Littlestone [58]. Los principales

problemas abiertos en aprendizaje computacional estan:

i) Relacionados con los limites de cada modelo de aprendizaje. En efecto, resulta especialmente
interesante conocer que una cierta clase de conceptos no se puede aprender bajo determinado
modelo y también resulta interesante el establecer una cota inferior de la complejidad de

aprendizaje inherente a cada clase.
i1) Relacionados con la busqueda de nuevos algoritmos de aprendizaje mas eficientes.

Este capitulo se centra en la relacién entre la teoria de aprendizaje computacional y la dimensién
efectiva. Por un lado, se tiene como objetivo obtener resultados de no aprendizaje a partir de re-
sultados de dimensién. Por otro lado, se traducen algoritmos de aprendizaje en demostraciones de
resultados en dimension efectiva.

El principal antecedente de este capitulo es el trabajo de Watanabe y otros autores donde se

investiga la medida de recursos acotados de clases que son aprendibles con un algoritmo PAC o
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con un algoritmo basado en preguntas de equivalencia [57]. Mas concretamente, se prueba en su
trabajo que: i) Las subclases de P/poly que pueden aprenderse con un algoritmo PAC tiene medida
polinémica 0 si EXP g AM; y i7) las subclases de P/poly que pueden aprenderse con preguntas
de equivalencia tienen medida polinémica 0. De estos resultados, se obtienen hipétesis en medidas
de recursos acotados que implicarian el no aprendizaje de la clase de circuitos Booleanos en tiempo
polinémico. Por otro lado, en el contexto de dimension efectiva, Hitchcock exploré en [34] la relacion
de dimensién con la logarithmic loss unpredictability.

Este capitulo proporciona nuevos resultados en linea con los citados anteriormente. Primero, en
relacion con el aprendizaje on-line, se obtiene una cota superior de la dimensién en tiempo polinémico
de clases de conceptos que pueden aprenderse con algoritmos on-line en tiempo exponencial y con
a2™ errores. Es mas, se demuestra que esta cota superior es 6ptima (en el sentido de que no se puede
mejorar). Basandose en los resultados obtenidos en este capitulo, Hitchcock ha investigado en [37] el
caso de tener un nimero de errores subexponencial y dimensién cero, con interesantes aplicaciones
que desarrolla en [27].

En segundo lugar, en relacién con el aprendizaje PAC, se demuestra en este capitulo que la
dimensién en espacio polindémico de clases de conceptos que son PAC-aprendibles es cero. Esto pro-
porciona una hipoétesis basada en dimension efectiva que implica la impredicibilidad inherente de
una clase de conceptos (la no predictivilidad es una propiedad muy interesante en aprendizaje com-
putacional que hace referencia a las clases que usando cualquier hipotesis no son PAC aprendibles).
Mas atin, existen conexiones entre resultados de aprendizaje PAC y construcciones en el campo de
la criptografia [48] que se pueden reescribir con hipdtesis de dimension efectiva.

Finalmente, se estudia la dimensiéon de clases que se pueden aprender con algoritmos basados en
preguntas de pertenencia. El principal resultado demuestra que la dimensién en espacio polinémico
de clases de conceptos que pueden aprenderse con un algoritmo basado en preguntas de pertenencia
es cero. Esto puede usarse para demostrar que, para clases que son complejas en el sentido de
dimension, es necesaria una representacion compleja para poder aprender eficientemente esa clase
con preguntas de pertenencia. Las definiciones formales de los modelos de aprendizajes de este
capitulo se encuentran en la Seccién 1.3.9. Los resultados de este capitulo han sido publicados junto

con Ricard Gavalda, Elvira Mayordomo y Vinodchandran N. Variyam en [25].

6.1. Dimension y aprendizaje on-line

Esta seccién se centra en el modelo de aprendizaje on-line. En particular, se demuestra que la
cota de error en el aprendizaje on-line proporciona una cota superior en la dimensién en tiempo

polinémico y, en algunos casos, esta cota es muy ajustada.
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La relacion entre dimension con logarithmic loss unpredictability fue explorada en [34]. Esta
relacion es intuitivamente muy cercana a la relaciéon entre dimension y aprendizajo on-line cuando
restringimos que los ejemplos vengan dados en orden lexicografico.

Basaséandose en los resultados de esta seccion (aunque sus publicaciones fueron previas) Hitchcock
[37] explord el caso de dimension cero y cotas de error pequenas para aprendizaje on-line, incluyendo
reducciones a esas clases.

El principal teorema de esta seccién proporciona una cota superior para la dimensién en tiempo

polinémico de clases de conceptos que pueden aprenderse on-line con a2™ errores.

Teorema 6.1.1. Sea o < 1/2 un namero p-calculable. Sea C una clase de conceptos que se puede

aprender con un algoritmo on-line que comete a lo mas 2™ errores, entonces
dim,(C) < H(a),
donde H es la entropia binaria de Shannon definida en el Capitulo 1 (Definiciéon 1.3.13).

Demostracion. Sea a < 1/2 (el caso a = 1/2 es trivial). Veamos que para todo s > H(«), existe
una s-gala que tiene éxito en C.

_ s=H(a)
Sea e = =%

y sea la funcion hq(z) = alog L + (1 — @) log 12— Esta funcién es continua en
(0,1) y su valor minimo es H(«), que se obtiene cuando z = a. Sea ¢ tal que hq(a+9) < H(a) + ¢,
ya+d<1/2.

Sea A un algoritmo on-line que aprende C con a2™ errores. Para cada z € {0,1}* de longitud
entre 0 y 2" denotamos con h(z) la historia que corresponde a haber recibido los ejemplos ordenados
50 ---8[3—y con sus correspondientes respuestas correctas z[0]...z[|z[ — 1]. Es decir, los ejemplos
estan en orden lexicografico y las respuestas guardadas en los bits de z.

Definimos la siguiente s-gala d : {0,1}* — [0, 00) recursivamente como sigue:
i) d(\) =1.
ii) Para cadan € Ny cada w con 2" — 1 < |w| < 2" — 1,

(1= (a+6)2%d(w) si A(n, h(w[2" —1...|w| = 1]), ) = b.

Notar que d puede calcularse en tiempo polindémico puesto que A se ejecuta en tiempo polindémico

en la longitud de la entrada (y esta incluye la historia).
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Sea L € C un concepto. Entonces,

d(L[0...2""' —2]) = 4(L=°...L7")
> [(a + ML LAV (1 — (o 5))2"—Mist<"=L:"vA>} 22" d(L=0 ... L= 1)
> [(a+0)°2 (1= (a+ o) 22 a0 L7
= 2 hela®0)22eq(L=0 1=

_ 22"(sfha(oz+5))d(L:0 o L:nfl)

\%

22"(577{(a)75)d(L:0 o L:nfl)

Z 22;":0 Q'i(s—H(oz)—e) — 2(2”+1—1)e

que tiende a infinito con n. Asi pues C C S*°[d] y dim,(C) < s. O

Como corolario se obtiene que las clases de conceptos que se pueden aprender con o(2") errores

tienen p-dimension 0. Este corolario fue generalizado posteriormente por Hitchcok en [37].

Corolario 6.1.2. Sea C una clase de conceptos que se puede aprender con un algoritmo on-line que
comete o(2") errores. Entonces,
dim,(C) = 0.

El siguiente corolario es una consecuencia inmediata de la Proposicién 1.3.34 y mejora un resul-

tado obtenido por Lindner, Schuler y Watanabe [57].

Corolario 6.1.3. Si los circuitos Booleanos se pueden aprender en tiempo polinémico (incluso en
tiempo exponencial lineal) con 0(2") preguntas de equivalencia, entonces la clase de conceptos de

circuitos Booleanos tiene p-dimension 0.

A continuacién se demuestra que el Teorema 6.1.1 es 6ptimo, en el sentido de que podemos
encontrar una clase de conceptos que se puede aprender con a2™ errores y que tiene p-dimensién

H(a).

Teorema 6.1.4. Sea a < 1/2 un numero p-calculable. Existe una clase de conceptos C, que es

on-line aprendible con 2™ errores tal que dim,(Cq) = H(a).

Demostracion. Para cada o consideramos la clase de conceptos

Co ={LeC|Vn,#L™" < a2"}
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y en la linea de la demostracion del Lema 5,1. en [67], se puede ver que dim,(C,) = H (o). Considerar
el algoritmo A que predice 0 todo el tiempo. El nimero de errores que hace este algoritmo para
cualquier concepto de C, es como maximo a2". O

El ultimo resultado de esta secciéon demuestra que los valores de la dimension de las clases on-line

aprendibles con 2™ errores son densos en el intervalo [0, H(a)].

Teorema 6.1.5. Sea o < 1/2 un namero p-calculable y sea 8 € [0, (a)) p-calculable. Entonces,

existe una clase de conceptos Cg que es on-line aprendible con a2™ errores tal que

dim, (Cg) = B.

Demostracion. Sea 8 > 0y sea Cg = {L € C|Vn,#L=" < 2"}, donde 7 es el menor valor tal
que H(vy) = B. Notar que, H(z) es una funcién continua, estrictamente creciente y simétrica para
x < 1/2, asi que v < a. Por el Teorema 6.1.4, dim,(Cg) = S y Cs es on-line aprendible con 2"
errores, asi que también es on-line aprendible con a2™ errores.

El caso 8 = 0 se cumple trivialmente con la misma definicién de Cg. O

Para finalizar, notar que todos los resultados de esta seccién se pueden generalizar usando un

modelo on-line que sélo tenga que aprender si los ejemplos vienen dados en orden lexicogréafico.

6.2. Dimension y Aprendizaje PAC

Esta seccién se centrara en el aprendizaje PAC. Este modelo de aprendizaje se puede relacionar
con la medida de recursos acotados [57] tal como mostraron Watanabe et al. Mostraremos en es-
ta seccién que también estd relacionado con la dimensién pspace, generalizando parcialmente los
resultados de [57].

El resultado principal de esta secciéon demuestra que la dimensién pspace de una clase de concep-
tos que es aprendible mediante un algoritmo PAC es cero. Este resultado puede usarse para demostrar
que una clase C “grande” (en sentido de dimensién) no es aprendible PAC independientemente de la
clase hipotesis H que se use (en términos de [48], C es inherentemente impredecible).

Finalmente se veran también resultados similares para dimensiones con plogon y p, como cotas
de recursos, aunque en este caso se necesitard alguna hipotesis extra.

Notar que, como las cotas del aprendizaje PAC (tiempo y espacio) dependen del tamano de la
representacion, Gnicamente las clases con representaciones subexponenciales (size,(c) € o(2") Vc)

tienen un interés real.
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Teorema 6.2.1. Sea C una clase de conceptos aprendible PAC con representaciones subexponen-
ciales. Entonces

dimpspace(C) = 0.

Ademas, si existe un algoritmo PAC que se ejecute en espacio O(2™) con un namero de ejemplos

&(n) verificando Y7 £(i) € o(2"), entonces
dimypspace (€) = 0.

Demostracion. El primer resultado es un caso particular del segundo, asi que probaremos este tltimo.
Sea A el algoritmo PAC que nos asegura que C es PAC-aprendible. Sea D la distribucion uniforme.
Sea s > H(e) y sea ¢ € C,, entonces, el algoritmo A en la entrada (n, €, ) devuelve (con probabilidad

1 — 0) una hipotesis h tal que h e-aproxima c. Asi pues, con probabilidad 1 — 4,

#{z € {0, 1}"[h(z) # c(x)}
2n

=errp(c,h) <e.
Sea @,, la clase de todos los conjuntos de ejemplos posibles que A(n, ¢, ) podria usar, es decir

Qn ={Q {0, 1}" [#Q < &{(n)}.

Ahora, sea Q € @, y w de longitud 2™ (es decir, la representacion lexicografica de un concepto

¢ € Cp,). Decimos que w es buena para A con respecto Q) si
A%Q(n,e,8) = h con errp(c, h) < e,

donde la notacion A%® hace referencia a la salida de A cuando a A se le proporciona como ejemplos
los elementos de @ junto con la informacion de si estos estan o no en c.

Intuitivamente, w es buena para A con respecto @ si podemos aprender aproximadamente el
concepto c¢ representado por w proporcionando a A los ejemplos de Q.

Sea By, g el conjunto de secuencias de longitud 2" que son buenas para A con respecto () y sea
dn.g :{0,1}=%" — [0, 00) la funcion definida como sigue,

_ #{w buena para A con respecto Q| v C w}
#Bn.q '

Notar que, reutilizando espacio, d,, ¢ es calculable en espacio O(2"). A continuacion definiremos

dn,q(v)

la funcién d,, considerando todos los @ € @,

_ ZQeQn dn,q(v)

n(0) 40,
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Notar que d,, también es calculable en espacio O(2"). Ademas,
i) dy(\) = 1.
1) dy, verifica d,,(w0) + d,,(wl) = d,,(w) para todo |w| < 2™.

i4i) Si w es una secuencia de longitud 2™ entonces

1
do(w) = Y (6.2.1)
QeQ (w) #Qn : #Bn,Q

donde @,,(w) esta definida como

Qn(w) ={Q € Q. |w es buena para A con respecto Q}.

Ahora definimos la funcién d : {0,1}* — [0, 00) como

d(w) = 281! ﬁdi(wi),
i=0

0 = 2% para todo 0 <i <ny |w| < 2"

donde w = w° ... w" con |w’
Es facil ver que d es una s-gala. Ademés, como cada d’ es calculable en espacio O(2%) (con i < n)
e i < log |w|, se tiene que d € pspace.

Finalmente se necesita el siguiente lema que proporcionard una cota superior del ntimero de

secuencias que son buenas para A con respecto Q.

Lema 6.2.2. Paratodon € Ny @ € Q),, tenemos que
#B, o < gH(e)2™ 2¢(n)
donde € es el parametro de error en el algoritmo PAC A.

Demostracion. Veamos cuéntas hipotesis diferentes puede devolver el algoritmo A cuando usa los
ejemplos de un conjunto @ fijo. Notar que cada @ € @, verifica que #Q < £(n), asi A puede generar
a lo mas 2¢(") hipotesis.

Sea h una de esas hipotesis y sea h € {0,1}2" su secuencia caracteristica. Vamos a estimar el

numero de secuencias que son una e-aproximacion de h del siguiente modo. Si

Approxz(e, h) = {w € {0,1}*" |#{i € {0...2" — 1} | hli] # w]i]} < 2"},
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por la cota de Chernoff [26]

e2”
~ mn n
#Approx(e,h) = E (k) < 272",

k=0

2" secuencias que e-aproximan h y por lo tanto,

Asi que, para cada hipotesis h hay a lo mas 2%
para cada n € N,

#B, o < 9H(e)2" 9€(n)

O

Continuando con la demostraciéon del Teorema 6.2.1, veamos que d tiene éxito en C. Sea L € C y
sea ¢ € C, el concepto representado por L=". Por un lado, como A(n, ¢, d) devuelve con probabilidad

1 — ¢ una e-aproximaciéon de ¢, tenemos que

FLTN 5 (6.2.2)

#Qn

Por otro lado, por (6.2.1)

1
d (L7 = Y
#Qn# n,Q
QEeEQ,(L=7) ’

Usando el Lema 6.2.2 en esta ultima ecuacién tenemos que

1
HOEEEEDS -
()2 9¢(n)
Qe L= #Qn2 2
1-6

2H(e)2m 9€(n)’

donde la ultima desigualdad se obtiene usando (6.2.2).

Asi pues, para todo n € N,

n+1l S(2n+1*1) - 1;5
d(L[0...2 2)) > 2 H)Qﬂ(e)w‘gs(i)
23(2"“—1)%

957 H(€)2i+£(3)

o(s—H(e) @+ -1) (1 = o)t
922 im0 &(8) 7

que tiende a infinito puesto que s > H(¢). Finalmente, ¢ > 0 es arbitrario y H(e) tiende a 0 cuando

€ — 0 asi, para todo s > 0, podemos definir una s-gala en pspace que tiene éxito en C. O
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Notar que el anterior teorema se cumple para cualquier clase de hipétesis que queramos con-
siderar. Asi, para todos los resultados positivos en el Ejemplo 1.3.31 (es decir, PAC aprendibles o
propiamente PAC aprendibles) se puede usar el teorema anterior para obtener resultados de dimen-

sion pspace.
Corolario 6.2.3. Las siguientes clases tienen dimensioén pspace cero:
1. Conceptos en forma de conjunciones.

2. Conceptos de umbral lineal (perceptrones). De hecho, se demuestra en [27] que esta clase tiene

también dimensién en tiempo polinémico cero.

3. La clase de conceptos en forma de umbrales lineales de umbrales lineales (es decir perceptrones

multicapa con unidades ocultas).

4. Las clases k-DNF, k-CNF y k-listas decisionales (para cada k fijo).

El Teorema 6.2.1 puede usarse también a la inversa, obteniendo el siguiente resultado de no-

aprendizaje independientemente de la clase de hipotesis que usemos.

Corolario 6.2.4. Sea C una clase de conceptos tal que dimpgspace(C) # 0. Entonces, C es inherente-

mente impredecible, es decir, no existe ninguna clase de hipotesis para la cual C es PAC aprendible.

El Teorema 6.2.1 puede generalizarse a algoritmos PAC que usan un mayor nimero de ejemplos.

Teorema 6.2.5. Sea C una clase de conceptos que puede aprenderse con un algoritmo PAC que se

ejecuta en espacio O(2") con a lo méas a2™ ejemplos (a < 1 pspace-calculable), entonces
dimpspace(C) < a.

Demostracion. La demostracion es andloga a la del ultimo teorema, unicamente hay que usar

Soi o €(i) < (2"t —1). De este modo,
d(L[O N 2n+1 — 2]) Z 2(S_H(€)_a)(2n+l—1)(l _ 5)77,—‘,—1,

que tiende a infinito cuando s > H(¢) + «. Finalmente, ¢ > 0 es arbitrario y H(¢) tiende a 0 cuando

€ — 0. Asi, para todo s > a podemos definir una s-gala en pspace tal que tiene éxito en C. O
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Finalmente se pueden obtener resultados similares para otras versiones de dimension efectiva.

Teorema 6.2.6. Sea C una clase de conceptos que puede aprenderse mediante un algoritmo PAC

con espacio de trabajo y nimero de ejemplos acotados por p(n), siendo p un polinomio fijo. Entonces
dimpiggon (C) = 0.

Teorema 6.2.7. Sea C una clase de conceptos que puede aprenderse mediante un algoritmo PAC
que se ejecuta en tiempo 2" y con un ntmero de ejemplos acotado por p(n), siendo p un polinomio
fijo. Entonces

dimy, (C) = 0.

Nota 6.2.8. Notar que las cotas polinémicas en el teorema anterior no implican representaciones
de tamafio trivial (ni para la clase de conceptos ni para la clase de hipotésis), ya que la salida del

algoritmo PAC no esta acotada.

6.3. Dimension y aprendizaje basado en preguntas de perte-

nencia

Esta seccién se centra en el modelo de aprendizaje basado en preguntas de pertenencia. El
principal resultado demuestra que la dimensiéon pspace de las clases de conceptos que se pueden
aprender con un algoritmo basado en preguntas que se ejecuta en espacio O(2") y hace a lo més
0(2™) preguntas es cero. Esto implica que clases “grandes” en el sentido de dimensién necesitan
representaciones largas para poder ser aprendibles mediante preguntas de pertenencia.

Finalmente se demuestra un resultado mas fuerte bajo condiciones de aprendizaje mas restricti-

vas.

Teorema 6.3.1. Sea C una clase de conceptos aprendible con un algoritmo basado en preguntas de

pertenencia que se ejecuta en espacio O(2") y hace a lo mas o(2") preguntas. Entonces,
dimpspace(C) = 0.

Demostracion. Sea A el algoritmo que nos asegura que C es aprendible con o(2") preguntas. Sea

g(n) el méximo ntimero de preguntas que hace A en una entrada n.
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Sea w una secuencia de longitud 2. Decimos que w es buena para A si el algoritmo A en la
entrada n devuelve una hipotesis h equivalente a w y el nimero total de preguntas hechas por A
esta acotado por g(n).

Sea B, el conjunto de todas las secuencias de longitud 2™ que son buenas para A. Notar que,
si solo se permiten preguntas de pertenencia, entonces el nimero de diferentes salidas de A(n) esta
acotado por 29" asi que #B,, < 29",

Sea d,, : {0,1}=2" — [0, 00) la funcién definida del siguiente modo,

#{w buena para A|v C w
dn(v) = { y | }

Notar que, reutilizando espacio, d,, puede calcularse en espacio O(2™). También, si w tiene lon-

gitud 2" y es buena para A, d,(w) = 1/#B,.

Ahora, la s-gala d : {0,1}* — [0, 00) se define como

d(w) = 2°IvI ﬁdi(wi),
i=0

O...w" con |w!| = 2% para todo 0 <i <ny |w?| < 2"

donde w = w
Es facil ver que d es una s-gala. También, como cada d; es calculable en espacio O(2¢) (con i < n)
e i < log |w|, d € pspace.

Finalmente, veamos que d tiene éxito en C. Sea L € C y n € N, entonces L=" es buena para A y

1 1

=n
dn(L™") 2 o= = 5

Asi que, para todo n € N,

1
24q(4)

d(L[0... 2+ —2]) > 22" =D T
=0

que tiende a infinito cuando s > 0. O

Si se permite que el nimero de preguntas en el Teorema 6.3.1 sea 2™, entonces « es una cota

superior para la dimensién pspace de C.

Teorema 6.3.2. Sea C una clase de conceptos aprendible con un algoritmo basado en preguntas
de pertenencia que se ejecuta en espacio O(2") y hace a lo mas a2” preguntas (o < 1, a pspace
calculable), entonces

dimpspace(C) < a.
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Demostracion. La demostraciéon es andloga al teorema anterior, inicamente hay que considerar que

q(n) = a2". En este caso, #B, < 2°%" y entonces

n+l s(2nt1-1) 1 1
d(L[0...2 2) > 2 11 S
i=0
— os—a@"t-1)
que tiende a infinito cuando s > «. Asi pues, dimpgpace(C) < a. O]

El préximo teorema demuestra que el Teorema 6.3.2 es 6ptimo.

Teorema 6.3.3. Sea o € QN (0,1). Existe una clase de conceptos C, que es aprendible con a2”

preguntas de pertenencia y tal que

dimpspace(Ca) = a.

Demostracion. Usaremos la construccion del Teorema 4,3. en [68]. Sea L € Cy sea L = LoL1 Lo . ..
una particién de L con |L;| = a2?. Definimos la secuencia L € C como la concatenacion de L; =
L;0% =1Ll con |L;| = 2°.
Sea C,, = {I~/ |L € C}, entonces es claro que esta clase se puede aprender con un algoritmo que hace
2" preguntas. Notar que sélo es necesario preguntar por los bits que provienen de las secuencias
originales L;, porque los otros bits son todos cero, y esos son exactamente a2™ para cada n.
Veamos que dimpgpace(C) = a.
Primero, veremos que dimpspace(C) < . Sea s € [0,1] y definamos d : {0,1}* — [0,00) como

sigue:
i) d(\) = 1.
ii) Sea w = wy ... w,, con |w;| = 2¢ para todo i < m y |w,,| < 2™, entonces

257 Ld(w)  si |wy,| < a2™
d(wb) = ¢ 2%d(w) si |wp,| > a2™ y b=0.

0 sl |wm| > 2™y b=1.
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Es claro que esta funcién es una s-gala pspace-calculable. Sea L € C, entonces

d(L[0...2" =2]) = d(L7°...L™™) =
— H2(s—1)a2123(1—0¢)2i
=0

_ 22;;0 2i(s—a) _ 2(2"+1—1)(s—a)

que tiende a infinito cuando s > «, asi que dimpgpace(C) < a.

Veamos que dimpgpace(C) > o usando una técnica de diagonalizacién. Sea s < « y sea d una
s-gala pspace-calculable. Vamos a construir recursivamente una secuencia L eC tal que d no tenga
éxito en L. Suponer que L[0...n — 1] ha sido ya construida y sea L[0...n — 1] = Lg ... L,, donde

|Li] = 2%y |L,,| < 2™, definimos entonces

i b si|Ly| <a2™ydL[0...n—1]b) <d(L[0...n — 1]b)

0 si|Ly|>a2m

Es claro que L € C, veamos que d no tiene éxito en L. En el mejor caso, d gana 2° del capital en los
(1 — @)2" altimos bits de cada L;, y pierde al menos 25~ del capital en los otros bits (este serfa el

caso cuando d(L[0...n — 1]b) = d(L[0...n — 1]b)). Asi pues,

d[O comml 2] — Z 28(1—&)2i2(s—1)a2i
i=0
= Z 92" (s—a)
i=0
que no tiende a infinito cuando s < a. -

Como corolario del Teorema 6.3.1, se puede deducir que clases “grandes” (en el sentido de di-
mension) requieren de representaciones largas para poder ser aprendibles mediante preguntas de

pertenencia.
Corolario 6.3.4. Sea C una clase de conceptos tal que
dimpspace(C) # 0.

Entonces C no tiene representaciones de tamano o(2") para las cuales sea aprendible con preguntas

de pertenencia.



158

Demostracion. Por definicién, C es aprendible por un algoritmo A de forma que el tiempo de eje-
cucién y el namero total de preguntas estan acotadas por un polinomio en n y en size,(c). Asi, si
size,, € o(2"),el tiempo de ejecucion (y entonces el espacio de trabajo) es 0(2") y dimpspace(C) =0,
lo que nos lleva a contradiccion. O

Finalmente, el siguiente teorema demuestra que el Teorema 6.3.1 es también cierto para plogon-

dimensién cuando restringimos a cotas polinémicas.

Teorema 6.3.5. Sea C una clase de conceptos aprendible con un algoritmo basado en preguntas
de pertenencia que se ejecuta en espacio polinémico en n y hace a lo més un nimero polinémico de
preguntas. Entonces,
dimpiegon(C) = 0,
Tanto el espacio de salida como el tiempo en el algoritmo anterior no estan restringidos. De este
modo representaciones de tamano no trivial pueden aprenderse bajo las condiciones del Teorema

6.3.5.

El teorema anterior es también cierto para ps-dimension.



Trabajo Futuro

Esta tesis deja varias lineas abiertas para seguir investigando. Méas concretamente, en el capitulo
de dimension con escala en {0, 1}*, queda abierta la cuestion de si existe la posibilidad de intercambiar
supertermgalas por termgalas (Seccion 2.5) y si la hipotesis que se establece como suficiente para
este intercambio es méas débil que el encontrar una termgala 6ptima. Un resultado en esta linea
permitiria establecer un puente entre dimension con escala en {0,1}* y prediccion. Ademas en
este capitulo y en los posteriores (Capitulos 4, 5 y 6) se establecen caracterizaciones exactas entre
diversas dimensiones y otras herramientas conocidas de Teoria de la Informacion (diversos tipos
de complejidad de Kolmogorov y compresores). Gracias a estas caracterizaciones los resultados que
vayan surgiendo en un futuro relacionados con dimensién podran interpretarse como resultados
relacionados con complejidad de Kolmogorov o compresién y viceversa.

Por otro lado, en el capitulo de dimensién es compresiéon es necesario establecer una condicion
algo artificial en los compresores (aunque resulta ser lo suficientemente general como para incluir los
extensores o los compresores de Lempel-Ziv). Resultaria interesante estudiar si esa condicién se puede
relajar de algin modo, aunque para ello serfa necesario cambiar sustancialmente las demostraciones
aportadas en esta tesis. Por ultimo, seria interesante generalizar los resultados obtenidos al caso de
dimensién con escala. Una de las desigualdades es posible, pero no se conoce que ocurre con la otra
desigualdad. Seria interesante estudiar si dicha desigualdad es posible o si por el contrario existe
algin contraejemplo.

En referencia al capitulo de dimensién de Lempel-Ziv, parece natural intentar relacionar dicha
dimensioén con otras dimensiones definidas recientemente ([2]) que tienen relacién directa con el
algoritmo de Lempel-Ziv. Ademaés, la catéstrofe del bit sigue siendo una cuestiéon abierta para muchas
familias de funciones.

Por dltimo, en el capitulo de dimensiéon y aprendizaje se estudia principalmente la pspace-
dimension de clases que son aprendibles con PAC-learning, sin embargo quedan muchas cuestiones
abiertas como por ejemplo la posible conexion entre PAC-learning y p-dimensién que iluminaria

cuestiones abiertas sobre la aprendibilidad de lenguajes en tiempo exponencial (EXP).
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