
A Anexo I: Obtención de las soluciones

anaĺıticas para flujo viscoso transito-

rio en lámina libre

En el presente anexo se recoge lo esencial del procedimiento seguido por [5] y [6] para

obtener las soluciones anaĺıticas para el flujo viscoso transitorio en lámina libre. Éstas se han

utilizado para validar la herramienta de simulación mediante la comparación con las soluciones

numéricas, en una serie de casos test bien identificados. Se ha distinguido entre flujo sobre

superficies horizontales y superficies inclinadas.

A.1 Flujo viscoso transitorio en lámina libre sobre super-

ficies horizontales

Dentro del flujo sobre superficies horizontales se tienen dos tipoloǵıas, el flujo axial donde

se trabaja en coordenadas cartesianas, y el flujo radial, donde se trabaja con coordenadas

polares. En el flujo axial el fluido evoluciona predominantemente en el eje longitudinal, frente

al flujo radial donde la evolución significativa del flujo tiene luegar en el eje radial.

A.1.1 Flujo axial (line source) sobre superficies horizontales

Las condiciones para que un flujo pueda ser considerado axial son las siguientes [5]:

− Longitud de la escala horizontal del problema es mucho más grande que la escala vertical.

− La única fuerza que actúa sobre la superficie libre del fluido es la presión atmosférica.

Partiendo de la ecuación de conservación del movimiento en x, en la cual PM , es la presión

motriz y τ el esfuerzo viscoso cortante, se tiene:

−∂PM
∂x

+
∂τ

∂z
= 0 (A.1)
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P ∗ = Pat + ρU = ρgh (A.2)

τ = m

∣∣∣∣∂u∂z
∣∣∣∣n−1

∂u

∂z
(A.3)

donde, m, es el ı́ndice de consistencia y n el ı́ndice de comportamiento del fluido. Cuando n=1

se tiene fluido Newtoniano y m es igual a µ., y cuando n < 1 se modelan fluidos pseudoplásti-

cos, y si n > 1 se modelan fluidos dilatantes. En la Figura A.1 se muestran los diferente

tipos de comportamiento de un fluido, de forma que en el eje x se representa la velocidad de

deformación (m
∣∣∂u
∂z

∣∣n−1
), frente al esfuerzo viscoso cortante (τ). Puede comprobarse como

las unidades de la ecuación (A.3) son las t́ıpicas de un esfuerzo, es decir N/m2:

Figura A.1: Tipos de comportamiento del fluido.
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Sustituyendo las ecuaciones (A.2) y (A.3) en (A.1):

− ρg∂h
∂x

+mn

∣∣∣∣∂u∂z
∣∣∣∣n−1

∂2u

∂z2
= 0 (A.5)

Imponiendo las siguientes condiciones de contorno e integrando (A.5) se obtiene el si-

guiente perfil de velocidad:

u(z = 0) = 0,
∂u

∂z
(z = h) = 0 (A.6)

u(z) = − n

(n+ 1)
(
ρg
m

) (
∂h
∂x

) {[ρg
m

∂h

∂x
(z − h)

]n+1
n

−
[
−ρg
m
h
∂h

∂x

]n+1
n

}
(A.7)
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La ecuación de conservación de la masa (A.8 ) puede escribirse en función del perfil de

velocidad, u(z), según la ecuación (A.9):

∂h

∂t
+
∂q

∂x
= 0 (A.8)

∂h

∂t
+

∂

∂x

∫ h

0

u(z)dz = 0 (A.9)

Sustituyendo (A.7) en (A.9) se tiene:

∂h

∂t︸︷︷︸
A

+
n

2n+ 1
+

∂

∂x

[
h

2n+1
n

(
−ρg
m
h
∂h

∂x

) 1
n

]
︸ ︷︷ ︸

B

= 0 (A.10)

El volumen de petróleo derramado por unidad de anchura [L3/L] para cualquier tiempo,

es proporcional al tiempo elevado al exponente α, siendo q una constante de dimensiones

[L2/Tα]. Si dicho exponente es 0 (α = 0), se modela un derramamiento de un volumen

constante; y si éste es diferente de cero (α 6= 0), entonces se simula el derramamiento de ese

mismo volumen liberado de forma proporcional al tiempo elevado al exponente α (V ∝ qtα).

Ambos tipos de derramamiento se plasman en la Figura A.2.

Figura A.2: Flujo axial. Izquierda: derramamiento de un volumen cte. Derecha: derramamiento de un caudal
cte.

V (t) =

∫ xN (t)

0

h(x, t)dx = qtα (A.11)

Adimensionalización de las ecuaciones del Flujo axial:

Con el objetivo de poder adimensionalizar las ecuaciones, se definen las siguientes variables

adimensionales, designadas con *:

xN = x∗Nh, h = h∗h, t =
t∗(

ρgh
m

) 1
n

(A.12)

Partiendo de la ecuación (A.10), a partir de las variables adimensionales que se acaban de

presentar, se adimensionaliza dicha ecuación:
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A→∂h

∂t
=

∂
(
hh∗
)

∂

(
t∗
(
ρgh
m

)−1/n
) = h

(
ρgh

µ

)
∂h∗

∂t∗
(A.13)

B→ ∂

∂x

[
h

2n+1
n

(
−ρg
m
h
∂h

∂x

) 1
n

]
=

∂

∂x∗

[
hh∗

2n+1
n

(
−ρgh
µ

∂h∗

∂x∗

) 1
n

]
(A.14)

∂h∗

∂t∗
+

n

2n+ 1
+

∂

∂x∗

[
h∗

2n+1
n

(
−∂h

∗

∂x∗

) 1
n

]
= 0 (A.15)

Del mismo modo se adimensionaliza la ecuación (A.11), resultando:

V ∗(t) =

∫ xN (t)

0

h(x, t)∗dx = t∗α (A.16)

En lugar de resolver numéricamente las ecuaciones que gobiernan el problema ( A.16 y

A.15 ) resulta interesante buscar una solución de semejanza que permite obtener soluciones

anaĺıticas. Para ello en primer lugar se define la siguiente variable de semejanza, η∗

η∗ =

(
2n+ 1

n

) n
2n+3

x∗t∗
−(α(n+2)+n)

2n+3 (A.17)

Esta variable permite obtener una solución anaĺıtica adimensional del espesor de la lámina

del fluido, h∗(x, t), donde ηN = η(x = xN)

h∗(x, t) = η
n+1
n+2

N

(
2n+ 1

n

) n
2n+3

t∗
α(n+1)−n

2n+3 φ

(
η

ηN

)
, con ηN = η (x = xN) (A.18)

Sustituyendo (A.17) y (A.18) en las ecuaciones (A.15) y (A.16), se tiene la siguiente

ecuación diferencial en la cual aparece la función φ(y), con y =
(

η
ηN

)
:

d

dy

[
φ

2n+1
n

(
−dφ
dy

) 1
n

]
− α(n+ 2) + n

2n+ 3
y
dφ

dy
+
α(n+ 1)− n

2n+ 3
φ = 0 (A.19)

Resolviendo la ecuación anterior para α = 0 y α 6= 0, se obtienen respectivamente, las

siguientes soluciones anaĺıticas para la función φ(y), las cuales se representan en función del

ı́ndice, n, en la Figura A.3 :

Si α = 0 :

φ(y) =

(
n

2n+ 3

) n
2n+1

(
n+ 2

n+ 1

) 1
2n+1 (

1− yn+1
) 1
n+2 (A.20)
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Si α 6= 0 :

φ(y) = (2 + n)
1

2+n

[
α(2 + n) + n

2n+ 3

] n
2+n

(1−y)
1

2+n

[
1 +

2 + n

3 + n

(
1

2 + n
− α(n+ 1)− n
α(n+ 2) + n

)
(1− y)

]
(A.21)
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Figura A.3: Valores de la función φ(y) para α = 0, 1, 2 y diferentes valores de n.

Además:

ηN =

(∫ 1

0

φ(y)dy

)− n+2
2n+3

(A.22)

Calculando los valores de ηN en función de n se tiene:

n ηN(α = 0) ηN(α = 1) ηN(α = 2)
0.50 1,380552 0,847789 0,956747
0.75 1,410823 0,875280 0,932447
1.00 1,411244 0,893913 0,914476
1.25 1,401308 0,907265 0,900850
1.50 1,388193 0,917230 0,890314

Tabla A.1: Valores de ηN en función de n, para α = 0, α = 1 y α = 2.

Una vez calculada ηN dado que ηN = η (x = xN) se puede calcular la longitud adimen-

sional que se extiende el derrame de fluido en función del tiempo, x∗N(t):

x∗N(t) = ηN

(
n

2n+ 1

) n
2n+3

t
α(n+2)+n

2n+3 (A.23)
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Representando gráficamente la longitud adimensional, x∗N(t), en función del tiempo para

diferentes valores del ı́ndice, n, como se muestra en la Figura A.12, se observan varios hechos.

Cuando se introduce un volumen constante de fluido, cuanto mayor sea el ı́ndice n al de los

fluidos Newtonianos (n = 1), más se acercará el comportamiento a un fluido dilatante y por lo

tanto el esfuerzo que es necesario vencer para que el fluido cominece a ponerse en movimiento

es menor, por lo que la longitud adimensional (x∗N(t)) es mayor a un fluido Newtoniano. Si

por el contrario, el ı́ndice n es menor a la unidad, teniendo el fluido un comportamiento

pseudoplástico, el esfuerzo a vencer para que el fluido pueda comenezar a fluir es mayor y la

longitud alcanzada es menor a la de un fluido Newtoniano.
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Figura A.4: Longitud adimensional x∗N (t) en función de t para diferentes valores de n.

Para poder calcular el espesor de lámina adimensional del fluido derramado, h∗(x, t),

se calcula en primer lugar la variable adimensional, η, y como ηN ya se ha calculado se

puede obtener y, con la cual se calcula la función φ
(

η
ηN

)
de (A.18), de forma que obtenida

ésta es posible calcular h∗(x, t). Si se representa el espesor de lámina del fluido derramado

adimensional, h∗(x, t), para un fluido Newtoniano (n = 1) para diferentes instantes de tiempo

(t=1s, t=10s, t=100s, t=1000s, t=10000s), y para los diferentes tipos de derrame (α =

0, α = 1, α = 2), se obtiene la Figura A.5. En ella se observa como decrece el espesor de

lámina con el tiempo, y el alcance del derrame es mayor.
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Figura A.5: Espesor de lámina adimensional h∗(x, t), con n=1 para diferentes instantes de tiempo, en función
de x.

Si ahora se representa el espesor de lámina adimensional para el instante, t = 10s, para

los diferentes tipos de derrame, y para diferentes ı́ndices n se obtiene la Figura A.6. En ella

se puede observar como cuando el comportamiento del fluido es dilatante (n > 1) el esfuerzo

necesario para que el fluido comience a ponerse en movimiento es menor y por tanto el alcance

del derrame es mayor, y el espesor de lámina adimensional es menor. Si por el contrario, el

comportamiento del fluido es pseudoplástico (n < 1) el esfuerzo necesario para que el fluido

comience a ponerse en movimiento es mayor y por tanto el alcance del derrame es menor, y

el espesor de lámina adimensional es mayor.
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Figura A.6: Espesor de lámina adimensional h∗(x, t), para t=10 s y para los diferentes ı́ndices n, en función
de x.

41



Dimensionalización de las ecuaciones del Flujo axial: obtención de las soluciones

anaĺıticas

A partir de las variables adimensionales que se han definido se puede conseguir pasar las

soluciones adimensionales de la longitud que se extendeŕıa el fluido, x∗N(t), y el espesor de

lámina del fluido derramado, h∗(x, t), sean dimensionales, y dotar de este modo de sentido

f́ısico a las soluciones anaĺıticas. De este modo, las ecuaciones de la longitud del derrame y del

espesor de lámina dimensionales, en función de n, quedan como se muestra a continuación:

xN(t) = ηN

[(
n

2n+ 1

)n (ρg
m

)
qn+2

] 1
2n+3

t
α(n+2)+n

2n+3 (A.24)

h(x, t) = η
n+1
n+2

N

[(
2n+ 1

n

)n(
m

ρg

)
qn+1

] 1
2n+3

t
α(n+1)−n

2n+3 φ

(
η

ηN

)
(A.25)

donde η =

[(
2n+ 1

n

)n (ρg
m

)
qn+2

] −1
2n+3

xt−
α(n+2)+n

2n+3 (A.26)

• Caso test para flujo axial sobre superficies horizontales:

Se va a estudiar un caso de [11] en el que se produce un derrame de aceite, sobre una

superficie horizontal e impermeable. En dicho caso se va a comparar cómo influye si el aceite

se derrama a razón de un cierto volumen constante (α = 0), o si se derrama ese volumen en

un tiempo determinado a través de un caudal constante (α = 1), de forma que el volumen

sea proporcional al tiempo, o proporcional al cuadrado del tiempo (α = 2), todo ello para los

diferentes ı́ndices n. En la siguiente tabla se recogen los datos del caso test realizado.

Propiedades aceite Tipo derrame
ρ = 790 kg/m3 Volumen constante: Caudal constante (0s < t < 600s):
µ = 0, 00476 Pas V= 65 m2 α = 1→ q = 0,1083m2/s

α = 2→ q = 1,8065 · 10−4m2/s

Tabla A.2: Parámetros caso test derrame aceite sobre superficie horizontal e impermeable.

La longitud dimensional que alcanza el derrame en función del tiempo se muestra en la

Figura A.7. Se puede observar cómo si se produce un derrame del aceite a razón de un volumen

constante la extensión alcanzada es superior a si se derrama el mismo volumen a razón de un

caudal constante.
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Figura A.7: Longitud dimensional xN (t), con n=1 en función del tiempo.

Respecto al espesor lámina, en la Figura A.8 se representa para tres instantes de tiempo

(t = 1s, t = 10s y t = 100s), y para n = 1. En ella se puede observar como si el derrame

se produce a razón de un volumen constante, entonces para instantes de tiempo mayores, el

espesor de lámina disminuye de forma que la extensión del derrame es mayor. En cambio, si se

derrama ese mismo volumen, a razón de un caudal constante, el espesor de lámina aumenta

con el tiempo debido a que el volumen total que se ha derramado aumenta propocionalmente

al tiempo (V = qtα). Finalmente, en la Figura A.9 se representa el espesor de lámina obtenido

en el derrame en función de la longitud para el instante t = 10s y diferentes ı́ndices n.
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Figura A.8: Espesor de lámina dimensional h(x, t), con n=1 para diferentes instantes de tiempo.
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Figura A.9: Espesor de lámina dimensional h(x, t), para t=10 s y diferentes n.

A.1.2 Flujo radial (point source) sobre superficies horizontales

Las condiciones para que un flujo pueda ser considerado radial son las siguientes [6]:

− La inyección del fluido tiene lugar de forma puntual.

− La única fuerza que actúa sobre la superficie libre del fluido es la presión atmosférica.

Partiendo de la ecuación de conservación del movimiento en x, para coordenadas polares:

−∂P ∗

∂r
+
∂τ

∂z
= 0 (A.27)

donde la presión motriz,PM , y el esfuerzo viscoso cortante, τ , son de la misma forma que en

el caso axial estudiado. Sustituyendo las ecuaciones (A.2) y (A.3) en (A.27):

− ρg∂h
∂r

+mn

∣∣∣∣∂u∂z
∣∣∣∣n−1

∂2u

∂z2
= 0 (A.28)

Si se imponen las siguientes condiciones de contorno e integrando (A.28) se obtiene el

siguiente perfil de velocidad:

u(z = 0) = 0,
∂u

∂z
(z = h) = 0 (A.29)

u(z) = − n

(n+ 1)
(
ρg
m

) (
∂h
∂r

) {[ρg
m

∂h

∂r
(z − h)

]n+1
n

−
[
−ρg
m
h
∂h

∂r

]n+1
n

}
(A.30)
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La ecuación de conservación de la masa:

∂h

∂t
+

1

r

∂Q

∂r
= 0 (A.31)

donde

Q =

∫ h

0

u(z)dz (A.32)

∂h

∂t
+

∂

∂x

∫ h

0

u(z)dz = 0 (A.33)

Sustituyendo (A.30) en (A.33) se tiene:

∂h

∂t︸︷︷︸
A

+
n

2n+ 1
+

1

r

∂

∂r

[
rh

2n+1
n

(
−ρg
m
h
∂h

∂r

) 1
n

]
︸ ︷︷ ︸

B

= 0 (A.34)

En el flujo radial se tiene una fuente puntual, y el volumen de petróleo derramado [L3]

para cualquier tiempo, es proporcional al tiempo elevado al exponente α, de forma que Q es

una constante de dimensiones [L3/Tα]. Tal y como sucede en el flujo axial si dicho exponente

es 0 (α = 0), se modela un derramamiento de un volumen constante; y si éste es diferente de

cero (α 6= 0), entoces se simula el derramamiento de ese mismo volumen liberado de forma

proporcional al tiempo elevado al exponente α (V ∝ Qtα). Ambos tipos de derramamiento

se plasman en la Figura A.10.

Figura A.10: Flujo radial. Izquierda: derramamiento de un volumen cte. Derecha: derramamiento de un
caudal cte.

V (t) = 2π

∫ rN (t)

0

rh(r, t)dr = Qtα (A.35)

Adimensionalización de las ecuaciones del Flujo radial

Con el objetivo de poder adimensionalizar las ecuaciones, se definen las siguientes variables

adimensionales, designadas con *:

rN = r∗Nh, h = h∗h, t =
t∗(

ρgh
m

) 1
n

(A.36)
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Partiendo de la ecuación (A.34), a partir de las variables adimensionales que se acaban de

presentar, se adimensionaliza dicha ecuación:

∂h∗

∂t∗
+

n

2n+ 1
+

1

r

∂

∂r∗

[
rh∗

2n+1
n

(
−∂h

∗

∂r∗

) 1
n

]
= 0 (A.37)

Del mismo modo se adimensionaliza la ecuación (A.35), resultando:

V ∗(t) = 2π

∫ rN (t)

0

rh(r, t)∗dr = t∗α (A.38)

De nuevo en lugar de resolver numéricamente las ecuaciones que gobiernan el problema

( A.38 y A.37 ) resulta interesante buscar una solución de semejanza que permite obtener

soluciones anaĺıticas. Para ello en primer lugar se define la siguiente variable de semejanza, ξ∗

ξ∗ =

(
2n+ 1

n

) n
3n+5

r∗t∗
−(α(n)+n)

3n+5 (A.39)

Esta variable permite obtener una solución anaĺıtica adimensional del espesor de la lámina

del fluido, h∗(r, t), donde ξN = ξ(r = rN)

h∗(r, t) = ξ
n+1
n+2

N

(
2n+ 1

n

) 2n
3n+5

t∗
α(n+1)−2n

3n+5 ψ

(
ξ

ξN

)
, con ξN = ξ (r = rN) (A.40)

Sustituyendo (A.39) y (A.40) en las ecuaciones (A.37) y (A.38), se obtiene una ecuación

diferencial en la cual aparece la función ψ(z), con z =
(

ξ
ξN

)
. Resolviendo dicha ecuación di-

ferencial para α = 0 y α 6= 0, se obtienen respectivamente, las siguientes soluciones anaĺıticas

para la función ψ(z), las cuales se representan en función del ı́ndice, n:

α = 0 :

ψ(z) =

(
n

3n+ 5

) n
n+2
(
n+ 2

n+ 1

) 1
n+2 (

1− zn+1
) 1
n+2 (A.41)

α 6= 0 :

ψ(z) = (2 + n)
1

2+n

[
α(2 + n) + n

3n+ 5

] n
2+n

(1− z)
1

2+n

[
1−

(
1

2 + n

1

α(2 + n) + n
(1− z)

)]
(A.42)
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Figura A.11: Valores de la función ψ(z) para α = 0, 1, 2 y diferentes valores de n.

Además:

ξN =

(
2π

∫ 1

0

zψ(z)dz

)− n+2
3n+5

(A.43)

Calculando los valores de ξN en función de n se tiene:

n ξN(α = 0) ξN(α = 1) ξN(α = 2)
0.50 0,847789 0,740434 0,699654
0.75 0,875280 0,740025 0,691895
1.00 0,893913 0,739666 0,685909
1.25 0,907265 0,739396 0,681211
1.50 0,917230 0,739226 0,677471

Tabla A.3: Valores de ξN en función de n, para α = 0, α = 1 y α = 2.

Una vez calculada ξN dado que ξN = ξ (r = rN) se puede calcular la longitud adimensional

que se extiende el derrame de fluido en función del tiempo, r∗N(t):

r∗N(t) = ξN

(
n

2n+ 1

) n
3n+5

t∗
α(n+2)+n

3n+5 (A.44)

Representando gráficamente el radio adimensional, r∗N(t), en función del tiempo para

diferentes valores del ı́ndice, n, como se muestra en la Figura A.12, se observan varios hechos.

Cuando se introduce un volumen constante de fluido, cuanto mayor sea el ı́ndice n al de los

fluidos Newtonianos (n = 1), más se acercará el comportamiento a un fluido dilatante y por lo

tanto el esfuerzo que es necesario vencer para que el fluido comience a ponerse en movimiento

es menor, por lo que el radio adimensional (r∗N(t)) es mayor a un fluido Newtoniano. Si
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por el contrario, el ı́ndice n es menor a la unidad, teniendo el fluido un comportamiento

pseudoplástico, el esfuerzo a vencer para que el fluido pueda comenezar a fluir es mayor y la

longitud alcanzada es menor a la de un fluido Newtoniano.
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Figura A.12: Radio adimensional r∗N (t) en función de t para diferentes valores de n.

Para poder calcular el espesor de lámina adimensional del fluido derramado, h∗(x, t), en

primer lugar la variable adimensional, η, y como ηN ya se ha calculado se puede obtener z,

con la cual se calcula la función ψ
(

ξ
ξN

)
de (A.40), de forma que obtenida ésta es posible

calcular h∗(x, t). Si se representa el espesor de lámina del fluido derramado adimensional,

h∗(x, t), para un fluido Newtoniano (n = 1) para diferentes instantes de tiempo (t=1s, t=10s,

t=100s, t=1000s, t=10000s), y para los diferentes tipos de derrame (α = 0, α = 1, α = 2),

se obtiene la Figura A.13. En ella se observa como decrece el espesor de lámina con el tiempo,

y el alcance del derrame es mayor.
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Figura A.13: Espesor de lámina adimensional h∗(x, t), con n=1 para diferentes instantes de tiempo, en
función de x.

Si ahora se repesenta el espesor de lámina adimensional para el instante, t = 10s, para

los diferentes tipos de derrame, y para diferentes ı́ndices n se obtiene la Figura A.14. En ella

se puede observar como cuando el comportamiento del fluido es dilatante (n > 1) el esfuerzo

necesario para que el fluido comience a ponerse en movimiento es menor y por tanto el alcance

del derrame es mayor, y el espesor de lámina adimensional es menor. Si por el contrario, el

comportamiento del fluido es pseudoplástico (n < 1) el esfuerzo necesario para que el fluido

comience a ponerse en movimiento es mayor y por tanto el alcance del derrame es menor, y

el espesor de lámina adimensional es mayor.

0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5

x [m]

0

0.25

0.5

0.75

h(
r,t

) [
-]

Volumen cte. (α=0), t=10 seg

n=0.5
n=0.75
n=1.00
n=1.25
n=1.50

0 0.5 1 1.5 2 2.5

x [m]

0

0.5

1

1.5

h(
r,t

) [
-]

Caudal cte. (α=1), t=10 seg

n=0.5
n=0.75
n=1.00
n=1.25
n=1.50

0 1 2 3 4 5

x [m]

0

1

2

3

h(
r,t

) [
-]

Caudal cte. (α=2), t=10 seg

n=0.5
n=0.75
n=1.00
n=1.25
n=1.50

Figura A.14: Espesor de lámina adimensional h∗(x, t), para t=10 s y para los diferentes ı́ndices n, en función
de x.
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Dimensionalización de las ecuaciones del Flujo radial: obtención de las soluciones

anaĺıticas

A partir de las variables adimensionales que se han definido se puede conseguir pasar las

soluciones adimensionales de la longitud que se extendeŕıa el fluido, r∗N(t), y el espesor de

lámina del fluido derramado, h∗(r, t), sean dimensionales, y dotar de este modo de sentido

f́ısico a las soluciones anaĺıticas. De este modo, las ecuaciones de la longitud del derrame y

del espesor de lámina dimensionales quedan como se muestra seguidamente:

rN(t) = ξN

[(
n

2n+ 1

)n (ρg
m

)
Qn+2

] 1
3n+5

t
α(n+2)+n

3n+5 (A.45)

h(r, t) = ξ
n+1
n+2

N

[(
2n+ 1

n

)2n (ρg
m

)−2

Qn+1

] 1
3n+5

t
α(n+1)−2n

3n+5 ψ

(
ξ

ξN

)
(A.46)

donde ξ =

[(
n

2n+ 1

)n (ρg
m

)
Qn+2

] −1
3n+5

rt−
α(n+2)+n

3n+5 (A.47)

• Caso test para flujo radial sobre superficies horizontales:

Se va a estudiar el mismo caso test de [11] que se realizó en el flujo axial, para estudiar

los diferentes tipos de derrame, cuyos parámetros se muestran en la Tabla A.2 . El radio

dimensional que alcanza el derrame en función del tiempo se muestra en la Figura A.15. En

ella, se puede observar cómo si se produce un derrame del aceite a razón de un volumen

constante el radio del derrame es superior a si se derrama el mismo volumen a razón de un

caudal constante.

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200
t [s]

0

10

20

30

40

50

60

R
 [m

]

V=cte, n=0.50
V=cte, n=0.75
V=cte, n=1.00
V=cte, n=1.25
V=cte, n=1.5
q(α=1), n=0.50
q(α=1), n=0.75
q(α=1), n=1.00
q(α=1), n=1.25
q(α=1), n=1.5
q(α=2), n=0.50
q(α=2), n=0.75
q(α=2), n=1.00
q(α=2), n=1.25
q(α=2), n=1.5

Figura A.15: Longitud adimensional r∗N (t), con n=1 en función del tiempo.

50



Respecto al espesor lámina, en la Figura A.16 se representa para tres instantes de tiempo

(t = 1s; t = 10s y t = 100s), y para n = 1. En ella se puede observar como si el derrame

se produce a razón de un volumen constante, entonces para instantes de tiempo mayores, el

espesor de lámina disminuye de forma que la extensión del derrame es mayor. En cambio, si se

derrama ese mismo volumen, a razón de un caudal constante, el espesor de lámina aumenta

con el tiempo debido a que el volumen total que se ha derramado aumenta propocionalmente

al tiempo (V = qtα). Finalmente, en la Figura A.17 se representa el espesor de lámina obtenido

en el derrame en función de la longitud para el instante t = 10s y diferentes ı́ndices n.
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Figura A.16: Espesor de lámina dimensional h(r, t), para n=1, para diferentes instantes de tiempo.

0 10 20 30 40
r [m]

0

0.02

0.04

h(
x,

t) 
[m

]

Volumen cte. (α=0), t=10 seg

n=0.5
n=0.75
n=1.00
n=1.25
n=1.50

0 2 4 6 8 10
r [m]

0

0.01

0.02

0.03

h(
x,

t) 
[m

]

Caudal cte. (α=1), t=10 seg

n=0.5
n=0.75
n=1.00
n=1.25
n=1.50

0 0.5 1 1.5 2
r [m]

0

0.005

0.01

0.015

h(
x,

t) 
[m

]

Caudal cte. (α=2), t=10 seg

n=0.5
n=0.75
n=1.00
n=1.25
n=1.50

Figura A.17: Espesor de lámina dimensional h(r, t), para t=10s, y para los diferentes ı́ndices n.
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B Anexo II: Propiedades de las ecua-

ciones de las aguas poco profundas

2D

Como se ha comentado en la memoria, las ecuaciones de las aguas poco profundas 2D se

pueden reagrupar en el sistema de ecuaciones B.1 . Este sistema de ecuaciones es hiperbólico

por lo que existe un jacobiano, J , que se puede diagonalizar, y se pueden calcular los valores

propios. Definiendo la matriz del flujo, Ẽ, normal al vector unitario, ~n, se tiene:

∂~U

∂t
+
∂ ~F

∂x
+
∂ ~G

∂y
= ~S (B.1)

Ẽ =
(
~F , ~G

)T
, ~n = (nx, ny) (B.2)

J =
∂
(
Ẽ~n
)

∂~U
=
∂ ~F

∂~U
nx +

∂ ~G

∂~U
ny (B.3)

De esta matriz se pueden calcular los valores propios, λ.

λ1 = (~u~n+ ~c)k , λ2 = (~u~n)k , λ3 = (~u~n− ~c)k (B.4)

Por otro lado, los vectores propios (~e) forman una matriz, P , que es capaz de diagonalizar

el jacobiano:

J = PΛP−1, donde : (B.5)

Λ =

 λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3

 (B.6)

P = (~e1, ~e2, ~e3) (B.7)
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~e1 = (1, ~u+ ~cnx, ~v + ~cny)
T
k , ~e2 = (1,−~cny,−~cny)Tk , ~e3 = (1, ~u− ~cnx, ~v − ~cny)Tk

(B.8)
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C Anexo III: Análisis de sensibilidad de

los parámetros del modelo de infil-

tración de Green−Ampt

Se han realizado varios casos en el que se tiene un volumen estancado de aceite 30m3

en reposo sobre un suelo permeable. El objetivo de estos casos es comprender el modelo de

infiltración Green−Ampt y ver cómo influye la variación de los parámetros que caracterizan

este modelo (conductividad hidráulica saturada, potencial de succión y delta de θ). En la

Tabla C.1 se recogen los casos realizados con el valor de los parámetros utilizados para cada

caso. Para ello se ha hecho un caso inicial (caso 1) con unos valores t́ıpicos de los parámetros

del modelo según [7], y se ha comparado con los tres casos restantes en los que se ha variado

en cada caso uno de los parámetros incrementándolo un 20 %.

Caso Conductividad hidráulica Potencial succión Deltaθ,∆θ[m3/m3]
saturada, Ks[m/s] suelo, Ψ[m]

1 1 · 10−4 0.02 0.2
2 1 · 10−4 0.024 0.2
3 1 · 10−4 0.02 0.24
4 1,2 · 10−4 0.02 0.2

Tabla C.1: Valor de los parámetros del modelo de infiltración de Green−Ampt una vez se ha calibrado.

La densidad del aceite es ρ = 790 kg/m3 y la viscosidad dinámica es µ(T = cte) =

0, 00476 Pas según [11]. Las CC y CI impuestas en todos los casos se recogen en la Tabla

C.2.

CI: Para t = 0: h = 0,2 m, u = 0 m/s, v = 0 m/s
CC: Pared sólida todas las fronteras del dominio

y fondo permeable

Tabla C.2: Condiciones iniciales y condiciones de contorno impuestas.

Comparando el caso inicial con el caso 2 (parte izquierda superior de la Figura C.1) en

el que se ha incrementado un 20 % el potencial de succión del suelo, Ψ, se observa como el

calado infiltrado en el suelo es ligeramente mayor pero la variación de este parámetro no es muy

significativa. Si se incrementa un 20 % el parámetro ∆θ (parte derecha superior de la Figura
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C.1), es decir, se incrementa la diferencia entre la porosidad, θs, y el contenido volumétrico

inicial de agua, θi, el calado infiltrado es superior pero muy similar al caso inicial. Finalmente,

si se aumenta un 20 % la conductividad hidráulica saturada (parte inferior izquierda Figura

C.1) el calado infiltrado para cada instante de tiempo es muy superior al del caso inicial, por

lo que se llega a la conclusión de que el parámetro más relevante del modelo de infiltración

es la conductividad hidráulica saturada. Además se puede observar como el calado infiltrado

respecto al caso inicial aumenta en mayor medida con el tiempo, de forma que en el instante

t=100s la diferencia es mucho menor que en el isntante final simulado de t=1200s.

Figura C.1: Comparación de los casos con volumen estancado de aceite y suelo permeable.

56



D Anexo IV: Proceso de simulación con

la herramienta

En este anexo se va a explicar qué proceso debe seguirse para poder realizar una simulación

con la herramienta ya que ello requiere generar la malla del dominio del problema estudiado, un

preprocesamiento de ficheros de entrada, generar la malla del dominio del problema estudiado,

y finalmente lanzar la simulación. Este conjunto de pasos a seguir, se plasma en el digrama

de la Figura D.1.

Figura D.1: Etapas del proceso de simulación.

D.1 Generación de la malla

Cuando se aplica el método de los volúmenes finitos a un problema y se recurre a métodos

numéricos para poder resolverlo, es necesario discretizar en celdas computacionales el dominio

estudiado de dicho problema. El dominio real del problema es un medio continuo, por eso

cuando se discretiza en celdas es importante que éstas sean lo suficientemente pequeñas para

poder reproducir ese medio con la mayor similitud posible. Cuanto más pequeñas sean las

celdas más se acercará a la realidad, pero hay que tener en cuenta que un número de celdas
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muy elevado puede elevar el coste computacional de forma muy considerable. Existen multitud

de tipos de mallas, de forma que en este TFM se han utilizado tres tipos de tipoloǵıa de mallas

diferentes, las cuales se comentan seguidamente.

D.1.1 Malla cuadrada

En este tipo de mallas la geometŕıa de los elementos utilizados para discretizar el dominio

es rectangular (Figura D.2). Con este tipo de elementos es muy fácil generar la malla en

geometŕıas simples con fronteras planas, sin embargo, si el dominio a discretizar tiene contor-

nos con curvas, la forma de los elementos no permite que se adapten correctamente a esos

contornos, y es conveniente recurrir a otro tipo de elementos.

Figura D.2: Malla cuadrada.

Este tipo de malla es recomendable para problemas con flujo unidireccional, ya que la

estructura de celdas generada es muy ordenada, de forma que presenta una dirección pre-

ferente, lo cual para problemas de flujo bidireccional donde la componente transversal del

flujo es relevante, puede dar problemas en la resolución. Un ejemplo de ello es la Figura D.3,

donde se observa un caso con una fuente puntual, de forma que aunque se refine la malla,

se crean direcciones preferenciales de flujo, que crean frentes de avance que no son posibles,

obteniéndose unos resultados que no pueden ser aceptados.

Figura D.3: Creación de direcciones preferenciales de flujo con malla cuadrada.

D.1.2 Malla triangular Delaunay

En este caso los elementos utilizados para mallar son triángulos no equiláteros, de forma

que el área de todas las celdas no es exactamente la misma. Además con este tipo de elementos
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se genera una malla no estructurada, respecto a la cuadrada que śı era estructurada. Este tipo

de malla debe cumplir la propiedad de Delaunay, la cual exige que la circunferencia circunscrita

de cada triángulo de la malla no debe contener ningún vértice de otro triángulo (ver Figura

D.4).

Figura D.4: Condición de Delaunay.

Este tipo de malla presenta la ventajas de que se adapta perfectamente a todo tipo de

contornos, y que no crea direcciones preferenciales del flujo que condicionen los resultados,

debido a la orientación no estructurada de los elementos triangulares de diferente tamaño

que conforman dicha malla (ver Figura D.5). Esto evita posibles errores en las soluciones de

problemas de flujos que no son unidireccionales.

Figura D.5: Malla triangular Delaunay.

D.1.3 Malla triangular Delaunay con zonas de refinamiento

La diferencia respecto a la malla anterior es que se realizan niveles de refinamiento en zonas

donde interesa captar con mayor resolución la evolución del flujo, debido a su complejidad en

estado transitorio, o por ser una zona del dominio de estudio de gran interés.

Figura D.6: Malla triangular con una zona de refinamiento.

Refinar en las zonas de interés presenta una gran ventaja, no es necesario refinar todo el

dominio entero, ya que eso incrementaria el coste computacional de forma muy notable. Este
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tipo de malla se ha utilizado en los casos de fuente puntual, dado que en la zona de inyección

de caudal es dificil captar adecuadamente el flujo. También se ha utilizado para el caso real

estudiado, ya que solo interesaba refinar la parte del dominio por donde era esperable que se

extendiera el derrame de petróleo.

D.1.4 Ficheros de entrada para la malla generada

Anteriormente se han comentado los tipos y caracteŕısticas de las mallas que se han utili-

zado, sin embargo, para que la herramienta de simulación pueda manejar las mallas generadas

hay que proporcionarle dos ficheros de entrada.

• Fichero.txt:

Este fichero almacena el tipo de elemento utilizado (cuadrados o triángulos), el

número de elementos y nodos de la malla, las coordenadas y conectividades de todos

los nodos, y la altura asignada en metros a cada celda (Figura D.7).

Figura D.7: Fichero de entrada .txt.

• Fichero.inicial:

Este fichero contiene los valores iniciales asignados a cada celda que conforma la

malla del calado inicial, h, y de la componente inicial de la velocidad en la dirección x

e y, u y v respectivamente (Figura D.8).

Figura D.8: Fichero de entrada .inicial.
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D.2 Ficheros necesarios para la simulación

Además de los ficheros de entrada con los datos de la malla generada son necesarios otros

ficheros que recogen las diferentes condiciones y configuraciones de la simulación. Dichos

ficheros son los siguientes:

• Fichero.cond:

Contiene datos referentes al tiempo de simulación, e intervalos de volcado de infor-

mación por pantalla de datos de la simulación, y de escritura de los ficheros .vtk, que

recogen los resultados de la simulación para los diferentes instantes de tiempo (Figura

D.9).

Figura D.9: Fichero de entrada .cond.

• Fichero.inlet:

En él se especifican las entradas que existen en el dominio. Este fichero se ha

configurado adecuadamente para simular la inyección de caudal puntual frente al tiempo.

Para ello a través de una serie de puntos se especifican pares de valores del tiempo en

segundos y el caudal en m3/s para ese tiempo (ver Figura D.10 ).

Figura D.10: Fichero de entrada .inlet.

• Fichero.outlet:

En él se especifican las salidas que existen en el dominio (Figura D.11 ). En los

casos simulados se ha seleccionado salida libre, es decir, no se impone ninguna condición

de contorno a la salida del dominio, y se deja que el flujo evolucione libremente.
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Figura D.11: Fichero de entrada .outlet.

• Fichero.mud:

En él se especifica el modelo de fricción con el que se quiere calcular la simulación,

asi como los valores de los parámetros que requiere dicho modelo de fricción (Figura

D.12 ).

Figura D.12: Fichero de entrada .mud.

Cada modelo de fricción requiere unos parámetros de entrada diferentes y no siem-

pre son necesarios todos los parámetros. En la Figura D.13 se recogen los diferentes

modelos de fricción disponibles en la herramienta de simulación. En este TFM se ha

utilizado el modelo turbulento (modelo 1) caracterizado por el coeficiente de Manning,

y el modelo viscoso (modelo 3), caracterizado por la viscosidad del fluido y el yield

stress.

Figura D.13: Modelos de fricción disponibles en la herramienta de simulación.

• Fichero infiltración:

En este fichero se configura el modelo de infiltración y los parámetros de entrada

que necesita, tal y como se muestra en la Figura D.14. El modelo dos en la herramienta

de simulación se corresponde con el modelo de infiltración de Green-Ampt, el cual

requiere tres.
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Figura D.14: Fichero de infiltración.

• Fichero evaporación:

En él se especifica el número de puntos de la serie de datos que contiene la tasa de

lluvia y de evaporación en mm/h frente al tiempo en horas (ver Figura D.15 ). En este

TFM no se ha simulado el fenómeno de la lluvia por lo que la tasa de lluvia sera siempre

nula, y la tasa de evaporación se ha calculado como se ha expuesto anteriormente en la

formulación de los términos fuente

Figura D.15: Fichero de evaporación.

D.3 Lanzamiento de la simulación con la herramienta

Tras crear la malla de cálculo del dominio que se desea simular, y preparar todos los archivos

necesarios para ello, se lanza la simulación. La herramienta de simulación está preparada para

simular tanto en CPU como en GPU. Cada vez es más frecuente que las herramientas de

simulación se implementen también en GPU dado que el tiempo de cálculo es mucho menor

respecto a la CPU. Esto es debido a que mientras una CPU tiene generalmente 8 núcleos de

procesamiento, una GPU tiene cientos de ellos, tal y como se muestra en la Figura D.16.

Figura D.16: Arquitectura CPU vs GPU.

Cuando una simulación es lanzada, lo que ocurre internamente se muestra en la Figura

D.17. Inicialmente se leen los ficheros de entrada necesarios para la simulación, y mientras el
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tiempo sea menor al tiempo final de simulación la herramienta aplica los métodos numéricos

internamente para calcular lo que sucede en todas las celdas en cada instante de tiempo, de

forma que escribe en los ficheros .vtk los resultados, con la frecuencia que se le ha dado, y

cuando el tiempo es mayor al tiempo final la simulación termina.

Figura D.17: Proceso interno de simulación en la herramienta.
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E Anexo V: Programas informáticos au-

xiliares

Además de trabajar con la herramienta de simulación, ha sido necesario utilizar otros

programas informáticos adicionales, para fines como visualizar los resultados obtenidos, o

preprocesar los archivos necesarios para realizar algunas simulaciones de mayor complejidad y

alcance.

E.1 Matlab

Este software ha sido utilizado para programar y calcular las soluciones anaĺıticas que se

han estudiado, que se recogen en el Anexo I, y que se utilizan para validar la herramienta de

simulación mediante casos test. MATLAB es un entorno avanzado de altas prestaciones para

cálculo numérico y visualización de resultados, ya que permite:

• Cálculo matricial.

• Análisis numérico.

• Creación de scripts de cálculo.

• Representaciones gráficas en 2D y 3D.

• Implementación de algoritmos.

• Diseño de sistemas de control avanzados.

• Creación de interfaces de usuario.

• Comunicación con programas en otros lenguajes y con otros dispositivos hardware.

Para mi TFM, las funciones más útiles han sido la creación de scripts de cálculo para

implementar, calcular y representar gráficamente las soluciones análiticas. En la Figura E.1

se puede observar el aspecto visual de un script. Programar en scripts tiene la ventaja de

que todo el programa se ejecuta de forma secuencial con gran rapidez, y la solución anaĺıtica

queda calculada y representada en un tiempo ḿınimo. Calcular la soluciones anaĺıticas de otra

65



Figura E.1: Script de Matlab para calcular las soluciones anaĺıticas.

forma habŕıa sido muy costoso, ya que es necesario calcular constantes, y evaluar un gran

número de funciones matemáticas extensas y complejas.

En la Figura E.2 se puede observar el espacio de trabajo de Matlab, conocido como

workspace, en el cual una vez lanzado y calculado el script, se almacenan los resultados de

todas las variables de cálculo, pudiendo ser consultadas en todo momento. Además existe

la opción de programar órdenes para que al lanzar el script se generen automáticamente

ficheros de salida, en formatos tan conocidos como son el .txt o .csv, y almacenar aśı en ellos

las soluciones anaĺıticas calculadas. Esto ha permitido representar posteriormente en Gnuplot

conjuntamente las soluciones anaĺıticas con las soluciones númericas en los diferentes casos

simulados.

Figura E.2: Entorno visual del espacio de trabajo de Matlab.

E.2 Gnuplot

Este programa ha permitido representar conjuntamente las soluciones anaĺıticas con las

diferentes soluciones numéricas calculadas. Este proceso habŕıa sido más lento si no se hubiera

realizado con Gnuplot, el cual presenta las siguientes ventajas:

• Software libre para todos los sistemas operativos.
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• Permite trabajar con scripts.

• Generación de gráficos en multitud de formatos (PNG, EPS, JPEG, etc.).

En la Figura E.3 se puede ver un ejemplo de script de Gnuplot. En él se definen los

diferentes estilos de ĺıneas utilizados, el formato y tamaño de la imagen que se generará, la

posición de la leyenda, el formato de los ejes, los archivos que contienen las series de datos a

representar, y multitud de opciones más personalizables.

Figura E.3: Script de Gnuplot para realizar representaciones gráficas.

E.3 Paraview

La herramienta de simulación genera unos ficheros de salida en formato .vtk con los

resultados que ha calculado numéricamente. Para poder interpretarlos, visualizarlos y poder

analizarlos se ha utilizado Paraview, la cual presenta las siguientes ventajas:

• Software libre para todos los sistemas operativos.

• Identificación de los valores de las variables mediante escalas de colores totalmente

personalizables.

• Visualización temporal animada de las variables calculadas con escalas de colores.

• Visualización de las mallas de cálculo generadas.

• Visualización en 3 dimensiones mediante la proyección de las diferentes propiedades de

la malla.
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Alguna de estas caracteŕısticas se puede observar en la Figura , donde se visualizan algunos

resultados mediante escalas de colores del caso real, tanto en 2D, como en 3D con la malla

de cálculo utilizada para ese caso en concreto.

Figura E.4: Interfaz gráfica de Paraview.

E.4 QGIS

Este software se ha utilizado para preprocesar el caso real antes de ser simulado con la

herramienta. Este programa que permite trabajar con multitud de capas simultáneamente.

Como ya que se teńıa almacenada en una capa el alcance real del derrame, y en otra capa el

punto de rotura del oleoducto, se han podido representar conjuntamente ambas capas con el

ráster del terreno real (Figura E.5 ).

El ráster de una topograf́ıa dada es una fotograf́ıa aérea en la que cada pixel almacena

la información relativa a la elevación del terreno en un sistema de coordenadas determinado

(ver Figura E.6 ). Gracias a esto, se ha podido fabricar la malla del dominio del caso real en

QGIS de una forma sencilla y efectiva.

En la Figura E.7 se muestra como además QGIS permite dibujar poĺıgonos formados por

puntos sobre el ráster. Esto ha sido de gran utilidad para establecer en el dominio del problema

las zonas en las que aplicar el modelo de fricción (poĺıgono con ĺınea negra), el punto por

donde se inyectará el caudal para simular la rotura del oleoducto (punto rojo), y las zonas

donde actuarán los fenómenos de infiltración (poĺıgono naranja) y evaporación (poĺıgono azul).

Estos poĺıgonos se exportan cada uno a un fichero que contiene sus coordenadas, que son los

puntos que componen el poĺıgono, y los cuales necesitará la herramienta de simulación.
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Figura E.5: Representación conjunta del ráster con el alcance del derrame y el punto de rotura (en amarillo).

Figura E.6: Información contenida en un raster.

69



Figura E.7: Establecimineto de las diferentes zonas del dominio con QGIS.
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