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Introduccion

El siguiente Trabajo Fin de Master esta enfocado dentro del Méaster Universitario
en Profesorado de Educaciéon Secundaria Obligatoria, Bachillerato, Formacion
Profesional y Ensefianzas de Idiomas, Artisticas y Deportivas, especialidad de
Matematicas, en la Universidad de Zaragoza. La realizacion del mismo ha estado
supervisada por Alberto Arnal Bailera, profesor del Departamento de Didactica de las

Matematicas de esta Universidad.

El trabajo consiste en el desarrollo de una propuesta didactica donde como objeto
matematico hemos elegido la combinatoria. Si comprobamos en los curriculos de la ESO,
en el bloque de estadistica no se especifica en ningun curso la combinatoria como tal,
pero es esencial dominarla para realizar otras competencias que estan en todos los cursos
de la ESO, la regla de Laplace. En 4° de ESO tanto en aplicadas como en académicas
también hay objetivos muy relacionados cémo la frecuencia de un suceso o diagramas de
arbol, por este motivo escogemos realizar este trabajo en 4° de ESO en la asignatura de

matematicas académicas.

El campo de problemas que podemos abordar con la combinatoria es muy extenso,
nos centraremos en calcular variaciones, permutaciones y combinaciones tanto con
repeticion como sin ella y combinaciones de estos. Buscaremos problemas cotidianos,
juegos de azar y situaciones que incluso puedan representarse en el aula. Para resolver
estos problemas al final de la unidad utilizaremos las formulas (técnicas) que nos ayudan
a resolverlo. Donde profundizaremos mas serd en las tecnologias que nos hacen llegar a
esas técnicas, iremos desde casos practicamente triviales a casos generales de manera
escalonada, utilizando distintas técnicas y con notaciones claras y ordenadas, que en este

campo de problemas es muy importante.

Una vez introducido el objeto matematico a estudiar es interesante también analiza
la situacion actual de dicho objeto en las aulas. Para ello comenzaremos hablando de la
ensefianza de dicho objeto para, en el siguiente capitulo, hacer un estudio de comparacion

de dos libros de texto.

Antes de hablar de como se ensefia la combinatoria en los institutos debemos
hablar de cudndo se ensefia la combinatoria. Normalmente el bloque de estadistica se
encuentra al final del libro, y los profesores suelen dejarlo para el final, normalmente no

da tiempo a verlo y por tanto en uno de los bloques que pocas veces se imparte en
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secundaria tal y como afirma Batanero (1996) “La Combinatoria se considera dificil por

los profesores quienes, a veces, han preferido omitir su ensefianza’.

La justificacion de la combinatoria en los libros de secundaria es bastante aplicada
a la vida real, se ponen ejemplos como la forma de crear distintos conjuntos de ropa con
x pantalones, y camisetas y z zapatos, juegos de urnas con bolas de colores etc... Las
tecnologias también suelen ser bastante correctas, es decir, las formulas para resolver
combinaciones, permutaciones y variaciones con y sin repeticion, son correctas, incluso
en los casos en los que no estan definidos los nimeros combinatorios son correctas y
adecuadas al nivel de los alumnos. El problema viene en las tecnologias, en los libros de
texto suelen resolver un problema con una dimension bastante baja y por un solo método
y a partir de ahi definen la féormula para resolver el resto de problemas similares. No se
incide mucho en identificar cada tipo de problema ni en como se ha llegado a dicha
formula, como vuelve a afirmar Batanero “Esta enserianza ha estado centrada en el
aprendizaje de las definiciones y formulas de las operaciones combinatorias y en hacer

ejercicios de cdlculo con expresiones combinatorias”.

Este tipo de ensefianza puede crear confusion en los alumnos, a la hora de
identificar un problema y a la vez crea un algoritmo que hace que los alumnos se
abstraigan mucho del problema en si para realizar unos célculos rapidos, con lo que los

alumnos no aprenden ni que es la combinatoria ni como aplicarla a la vida real.

Aunque la unidad didactica que vamos a proponer es para 4° de la ESO en
Matematicas académicas es importante ver los conceptos previos que tienen los alumnos

para ver desde que punto partimos a la hora de explicar nuestro objeto matematico.

Como ya hemos comentado antes, el bloque de la probabilidad y la estadistica es
uno de los grandes olvidados en las clases de matematicas, por lo que aunque los alumnos
deberian conocer por lo menos la notacion de la probabilidad, manejar correctamente
probabilidades y saber estudias algunos casos muy simples la probabilidad con la ley de
Laplace. En el caso de la combinatoria deberian conocer la diferencia entre permutacion,
combinacion y variacion, aunque lo cierto es que no daremos ningun conocimiento de

estos por explicado para evitar que los alumnos se desorienten.

Al trabajar con situaciones facilmente simulables, podemos utilizar las ideas
intuitivas de nuestros alumnos para facilitar la compresion de muchos conceptos y su

rapida asimilacion. Realizar juegos de azar con cartas, bolas en urnas, ordenar figuras, etc



son actividades que ayudan a la comprension de la combinatoria y ademas atrae la

atencion de nuestros alumnos.

Andlisis de libros de texto

En esta parte del trabajo vamos a hacer una comparacion del tema de la
combinatoria en los libros de texto. Antes de comenzar la explicacion es interesante
comentar que no en todos los libros de texto de 4° de la ESO existe tema de combinatoria,

dato que afirma la baja importancia que se le da a la combinatoria.

Los libros que vamos a analizar son los siguientes: Anzolay Vizmanos (1998) de
SM y Gonzalez, Llorente y Ruiz (1999) de Editex. En ambos libros el tema se encuentra
en el bloque de estadistica y dicho bloque es el tltimo del temario. En cuanto al titulo de
la unidad es curioso comentar que en ninguno de los dos casos el titulo es Combinatoria
si no que es “Técnicas de recuento” en el caso del libro de SM y “Formas de contar” en
el libro de Editex.
SM

Comenzaremos haciendo el comentario sobre el libro de SM, en él encontramos
el tema algo escueto en el que no hay una razon de ser de la combinatoria, sino que
directamente empieza explicando los diagramas de arbol como parte inicial de la unidad.
A continuacion explica distintas técnicas de conteo en el siguiente orden: Variaciones con
repeticion, Variaciones, Permutaciones y Combinaciones. Para deducir las formulas
utiliza un caso concreto aunque con un lenguaje algo genérico como podemos ver en este

ejemplo de variaciones:

La primera divisién de fatbol estd formada por 20 equipos. ¢De cudntas formas diferentes podrdn
quedar clasificados al final de la temporada los tres primeros equipos?

Para la primera posicion (campe6n) hay 20 posibilidades; para la segunda posicién (subcam-
pedn), 19 posibilidades, y para el tercer puesto, 18 posibilidades.

Campeon Subcampeén Tercero

e, e, e

e, ] To—Cy yh\ €,
€ \ €0 \ €

20 X 19 X 18

Cada uno de los caminos del diagrama en éarbol corresponde a un resultado posible.
En total hay 20 - 19 - 18 = 6840 formas distintas de clasificarse.

A las distintas ordenaciones que acabamos de obtener se les llama variaciones de 20 elementos
tomados de tres en tres, y su nimero se escribe V.
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La intencin de los autores es relacionar implicitamente la resolucién de este
problema con el caso general obligando al alumno a relacionar el caso general y
particular, labor que es demasiado compleja con solo un ejemplo, el cual ya tiene una

dimension bastante grande.

Una vez dada esa breve explicacion, se institucionaliza la férmula y se proponen
ejercicios similares para que el alumno los resuelva. Es curioso que en ningun momento
se define ni el factorial de un niimero ni los nimeros combinatorios, llama mas la atencion

cuando vemos cudl es la forma de deducir la férmula para las combinaciones:

Hemos visto que C,, = 10. Si en cada combinacién permutamos de todas las formas posibles sus

elementos, obtendremos las variaciones de cinco elementos tomados de dos en dos
Via= G, - P - 5-4=10-2

Y, en general, se tiene: V., = C. -P. O también: C. = ALY
2 P,

Considero bastante exigente para el alumno dicho razonamiento con la breve
explicacion que se da en el libro. Los alumnos pueden ser capaz de razonar que las
variaciones es un producto entre las combinaciones entre combinaciones y
permutaciones, pero para ello necesitan mucho més que dos lineas de explicacion.
Editex

En libro de Editex tiene un temario mas completo que el libro anterior, en este
libro si que tenemos una breve razon de ser de la combinatoria. Ademas de eso llama la
atencion que se le dedica el primer apartado al principio de suma y al de multiplicacion,
ya que es importante a la hora de deducir las formulas que posteriormente se trabajan. A
continuacion se trabajan los diagramas de arbol, una vez explicados los diagramas de
arbol se utiliza dicha técnica para deducir las formulas de las Variaciones con repeticion,

las Variaciones, permutaciones y Combinaciones como vemos en el siguiente ejemplo:



4. Variaciones ordinarias

Disponemos de una urna con cuatro bolas numeradas con las cifras 1, 2, 3
vy 4, y realizamos extracciones, sin introducir cada bola después de sacarla y
anotar la cifra extraida.

Los posibles niimeros de 2 o 3 cifras que se pueden formar con las cuatro ci-
fras se muestran en el diagrama de arbol.

—
| €& 13 = :gﬁ
—
e
2" 2
U0
N — S
32— 32|
34— z;
o33
an
423

an
43<432

Las situaciones como la anterior, en la que aparecen los elementos ordena-
dos y sin repeticidn, se denominan variaciones ordinarias o variaciones sin

repeticion.

~N

w

4 42

En el momento en el que se trabajan las permutaciones se introduce el concepto
de factorial de un nimero y una vez explicadas las combinaciones se definen los nimeros
combinatorios y sus principales propiedades. Es curioso como una vez definidos estos
nuevos conceptos vuelve a las formulas ya conocidas y las redefine con los conceptos
nuevos adquiridos. Esto sirve tanto para reforzar las formulas anteriores cémo para

trabajar los conceptos definidos.
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5.1. NOmeros factoriales

Para un nimero natural n mayor que 1, llamamos factorial de n al pro-
ducto de los n primeros nimeros naturales.

El factorial de n se representa por n!
mM=n-(n=-1)-(n=2)-(n-3)- 3-2-1
Paran=0 y n=1,definimos0!=1y 11=1

El nimero de variaciones y permutaciones ordinarias, en funcion de los ni:

meros factoriales, toman las formas

Comparacion
Las diferencias entre ambos libros radican en la profundidad. Ambos libros

contienen las deducciones de las formulas por métodos bastantes similares de Variaciones
con y sin repeticiéon y de Combinaciones y Permutaciones sin repeticion, ademas de los
diagramas de arbol y de un nutrido grupo de ejercicios para practicas dichas técnicas de
conteo. Por el contrario so6lo el libro de Editex contiene ademas de todo lo comentado
anteriormente conceptos interesantes en los que se apoya la combinatoria como son los
principios de de suma y multiplicacion, el factorial de un numero y numeros
combinatorios lo que refuerza algo las tecnologias que nos sirven para deducir las técnicas
que utilizamos en la unidad didactica. Esto hace que si comparamos sélo un apartado de
ambos libros, no seamos capaces de hallar grandes diferencias, aunque si que las hay. Los
conocimientos explicados antes como el principio de suma y el de multiplicacion y la
breve explicacion de la razon de ser que se da en el libro de Editex hace que la misma
explicacion que puede dar SM para deducir una férmula de conteo sea mucho mas

completa.

Como comentario general podemos decir que el libro de Editex es mucho mas
completo y se adecta algo mas a lo que buscamos en un tema de combinatoria. Aun asi
en ambos libros falta trabajar tanto las Permutaciones con repeticion como las
Combinaciones con repeticion. Aun siendo mas completo el libro de Editex, el
comentario sobre los niimeros combinatorios es bastante escueto y se mencionan
propiedades sin demostrarlas o basando la deduccion a partir de un ejemplo, cuando hay

demostraciones son simples y se basan en las definiciones de factorial de un nimero y de



nimeros combinatorios por lo que puede ser interesante trabajarlas. Como aspectos
positivos del libro de Editex tenemos la introduccion del principio de la suma y del
principio de la multiplicacién que podrian servir para contar casos en problemas algo mas
complejos en los que haya que trabajar simultaneamente con varias técnicas de conteo.
En nuestra propuesta didactica utilizaremos algunos elementos de este libro aunque
cambiaremos el orden en el que se explican los apartados del capitulo y afiadiremos los
puntos que hemos comentado arriba ya que buscamos una unidad didactica que

profundice mas en la combinatoria de lo que lo hace el libro.

Razoén de ser
En lo que respecta a la razon de ser historica de la combinatoria os tenemos que

remontar al S XVII, con la conocida historia del caballero de Mer¢, el cudl propuso el

siguiente problema a Pascal que es considerado el primer problema de combinatoria:

Los jugadores A y B apuestan a cara o cruz, tirando una moneda. El jugador que
primero llega a cinco puntos gana la apuesta. El juego se interrumpe en un momento

en que A tiene 4 puntos y B tiene 3 puntos.

(Coémo deben repartir la cantidad apostada para ser justos?

Otro problema en el que trabajé Pascal por encargo del Caballero De Meré es el

siguiente:

El Caballero de Mer¢ sabia que era ventajoso apostar por el resultado de obtener
al menos un seis en una serie de 4 lanzamientos de un dado. Entonces De Meré
argumentd que debiera ser igualmente ventajoso apostar por el resultado de
obtener al menos un doble seis en una serie de 24 lanzamientos con un par de
dados. Para ello habia razonado “por regla de tres”: si en 4 lanzamientos se
apuesta por un resultado especifico entre 6 posibles, es lo mismo que si en 24

lanzamientos se apuesta por un resultado especifico entre 36 posibles, ya que 6 :

4 =36:24. Laexperiencia no corrobor6 la suposicion de De Meré.

Desde entonces se han encontrado muchas aplicaciones para la combinatoria
siendo una de las herramientas bésicas de la probabilidad discreta no solo para juegos de
azar sino que tiene aplicaciones muy importantes en otras ramas de las matematicas

mucho mas tedricas como Algebra o Geometria.

Para hacer ver la razdén de ser de la combinatoria en clase realizaremos una
actividad inicial cada vez que vayamos a explicar una técnica de conteo. Antes de

empezar a deducir férmulas o a calcular los casos y sin ninguna informacién previa los
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alumnos deberan realizar por grupos unos juegos manipulativos los cuales en los que los
alumnos trabajaran con policubos para calcular todos los casos posibles de un caso
pequefio. Sin conocimientos previos la inica manera de que los alumnos resuelvan los

problemas de conteo es construir todas las opciones posibles.

Mientras los alumnos estan realizando la actividad el profesor debe intentar que
los alumnos sigan un orden meticuloso y alguna estrategia para no olvidarse ningtin caso.
Una vez realizada la actividad se busca que se haya cumplido el objetivo principal de
dicho juego que no es otro que el que los alumnos comprendan la necesidad de la
combinatoria cuando los nimeros que aparecen en las actividades posteriores sean mas
grandes. Una vez explicada la intencionalidad de dichos juegos podemos los ejercicios a

realizar por los alumnos, que son los siguientes:

RAZON DE SER PERMUTACIONES
Ordena los policubos de manera que la fila de 4 policubos de distintos colores sea
siempre diferente. Construye todas las opciones posibles y represéntalas aqui.

1) (Qué pasaria si aiadimos un color y las filas deberian ser de 5?

2) (Qué técnica has utilizado para asegurarte que no te has dejado ningtin caso?

3) (Cuanto tiempo costaria encontrar las opciones posibles si hay que colocar
58 colores en una fila de 58 policubos?

RAZON DE SER PERMUTACIONES CON REPETICION
Ordena los policubos de manera que creen todas posibles filas de 5 policubos con 3
policubos de un color y 2 policubos de otro y represéntalas aqui.

1) (Qué estrategia has seguido para no olvidarte ninguna fila?

2) (Qué diferencias existen entre este ejercicio y en el anterior, en el que tenias
5 colores para hacer las filas de 5?

3) (Qué pasaria si afiadimos 5 piezas de otro color y las filas deberian ser de
10?

RAZON DE SER COMBINACIONES
Coloca en vasos de plastico todas las posibles parejas de policubos distintas teniendo
5 colores distintos sin que haya dos cubos del mismo color en el vaso y represéntalas
aqui.
1) (Qué diferencia hay entre meter los cubos en un vaso o hacer una fila?
2) ¢Serias capaz de decir cuantas parejas se pueden formar si tuviéramos
23 colores distintos?

mn



RAZON DE SER COMBINACIONES CON REPETICION

Coloca en vasos de plastico todas los posibles trios de policubos distintas teniendo 4
colores distintos, siendo posible que haya mas de un geocubo del mismo color en el
vaso y represéntalos aqui.

1) (Cuales son las diferencias entre la actividad 3 y la actividad 4?

2) En caso de tener que meter los mismo cubos en el vaso, ;Cuél de las dos
opciones tendria mas casos?

3) Sien lugar de trios hubiera que meter en los vasos 34 policubos ;Serias
capaz de calcular todos los casos posibles?

RAZON DE SER VARIACIONES
Crea todas las filas de 3 cubos posibles escogiendo entre 4 colores distintos, sin que
sea posible repetir color y represéntalas aqui.

1) ;Qué diferencia hay entre esta actividad y la actividad en la que metias
los policubos en vasos?

2) (Calcularias todas las opciones teniendo 134 colores y teniendo que
hacer filas de 45 policubos?

3) (Hubieras sido capaz de sacar todas las soluciones utilizando solo la
actividad 1?;Por qué?

RAZON DE SER VARIACIONES CON REPETICION
Crea todas las filas de 2 cubos posibles escogiendo entre 4 colores distintos, siendo
posible repetir color y represéntalas aqui.

1) (Hay diferencia entre una fila de 2 cubos y un vaso con 2 cubos?

2) ¢has seguido alguna estrategia para asegurarte que no te dejabas ninguna
fila?

3) ¢Si las filas fueran de 46 policubos, verias viable crear todas las
opciones posibles?

Una vez realizado el ejercicio los alumnos tendran una idea aproximada de que es
el objeto matematico a estudiar, en ese momento los alumnos habran asumido que se
necesitan nuevas técnicas ya que al trabajar con niimeros mas grandes la técnica de

construir todos los casos posibles es inviable.

Campo de problemas

Con todo lo explicado anteriormente ya estamos en disposicion de disefiar y
desarrollar los campos de problemas que vamos a afrontar en esta unidad didactica. Los
campos de problemas son bastante distintos entre si de manera que en cada uno de ellos
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usaremos una metodologia diferente, aunque muy relacionada. Los campos de problemas

son los siguientes:

CP1 Manejo simple de las técnicas de combinatoria (combinaciones, variaciones
y permutaciones con y sin repeticion)

Evidentemente este es el campo de problemas principal de la unidad didéctica, es
el que se encuentra citado textualmente en el curriculo de 4° de ESO y es el que servira

como enlace y base para el resto de campos a trabajar en la propuesta.

La metodologia que vamos a seguir sera similar cada uno de los distintos
problemas que se encuentran en este campo. Antes de introducir ningiin concepto
trabajaremos la razon de ser, ya explicad anteriormente. Como ya hemos explicado antes,
con esta actividad buscamos que los alumnos comprendan la utilidad de la combinatoria
a la vez de que asuman que para construir todas las opciones necesitan realizar la actividad

con un orden meticuloso.

Una vez realizado el juego manipulativo se espera que los alumnos estén mas
motivados para realizar los problemas a los que les vamos a enfrentar, en cada una de las
técnicas de conteo se les propondra un problema con unas dimensiones mas grandes que
los que han trabajado antes, de esta manera los alumnos asumiran que no pueden realizar
“la cuenta de la vieja” para calcular todos los casos posibles. Ahi es donde entra la labor
del profesor para guiarles con algunas pistas que guian el problema para ayudar a su

resolucion.

Una vez los alumnos hayan tenido tiempo para realizar el problema se abrird un
debate guiado por el profesor en el cual los alumnos explicaran que han hecho para

realizar el problema y por qué creen que esa es la manera de hacerlo correctamente.

Con el debate terminado se proponen varios problemas similares a los alumnos,
los cuales pueden utilizar ideas de otros compafieros que les hayan convencido como
correctas. En este problemas las ultimas preguntas iran orientadas a que los alumnos

deduzcan la féormula general.

Notar que hasta este momento el profesor no ha intervenido de una manera notoria
en las deducciones de los alumnos, esta es una de las cosas que buscamos en la propuesta,
que los alumnos sean capaces de deducir las formulas por ellos mismos gracias a las ideas,
la mayoria intuitivas, que ya tenian. Llegados al punto en el que los alumnos ya han

deducido la formula sera labor del profesor institucionalizar lo aprendido para que los

1



alumnos sean capaces de utilizar una notacioén correcta y utilicen los términos correctos
a la hora de expresarse. En este trabajo se encuentra resuelto el primer problema al que
los alumnos se enfrentan, este problema es propio. En anexos se encuentra una bateria de
problemas encontrados en el portal web lallavedelexisto.wordpress.com, de estos
problemas se obtendran tanto los problemas que los alumnos deberan hacer una vez hayan
hecho el primer problema como algunos problemas que deberan hacer en casa para

afianzar los conceptos aprendidos.

En cuanto a las técnicas y tecnologias que vamos a utilizar en este campo de
problemas, aunque muy similares, van variando segun el problema al que nos
enfrentamos por lo tanto haremos su estudio por separado y utilizando los ejercicios

guiados que realizaran los alumnos para comprender las técnicas que utilizan.

CP1.1. Permutaciones

La primera técnica de conteo que estudiaremos es la permutacion, comenzamos
con esta ya que a la hora de deducir la formula es el mas sencillo, ademas de porque nos
apoyaremos en dicha formula para deducir otras como pueden ser la variacion y la
permutacion con repeticion. Para llegar a la féormula a los alumnos se les propone el

siguiente problema:

Si tu grupo de 20 amigos quiere formar una fila en linea recta ; De cuantas maneras
distintas podéis hacerlo? Para ayudarte rellena cada casilla con el numero de
personas distintas que pueden ocupar cada posicion. Ten en cuenta que una
persona no puede ocupar dos sitios al mismo tiempo. ;Podrias dar una formula

para este tipo de problemas?

Esta claro que cualquiera de los 20 amigos puede situarse en la primera posicion,
una vez fijado quien se coloca en la primera posicion existen 19 personas que pueden
ocupar la segunda plaza (todos excepto el que esta primero), andlogamente la rejilla

de ayuda al alumno quedaria de la siguiente manera:

200 19 18 17 16| 15| 14| 13| 12| 11} 10| 9 (8 |7 |6 |5 |4 |3 |2 |1
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Para cada caso en el que has fijado alguna posicion existen todas las combinaciones

restantes el resultado es 20-19-18-17-16-15-14-13-12-11-10-9-8-7-6-5-4-3-2-1

Para resolverlo los alumnos se ayudardn de la cuadricula que utilizardn como
técnica, dicha técnica es bastante visual para los alumnos, el siguiente paso es
comprender que deben multiplicar los nimeros de cada casilla para obtener la solucion
inicial, esto esta basado en la tecnologia del principio multiplicativo que se ira utilizando

durante toda la unidad didactica.

CP1.2. Permutaciones con repeticion

Una vez estudiadas las permutaciones simples se pueden introducir variantes del
problema que incluyan elementos iguales dentro de los elementos a permutar, a esto lo
llamaremos permutaciones con repeticion y para que los alumnos deduzcan dicha formula

utilizaremos el siguiente problema guiado:

Tenemos 15 botellas de refresco distintas ;De cuantas maneras las podemos
ordenar? De las 15 botellas 5 eran de refresco de cola teniamos Normal (N), Ligth
(L), Zero (Z), Sin azucar (S) y de Marca blanca (M).;De cudntas maneras distintas
puedo ordenar las botellas de cola por separado? Estudia la representacion de estos
dos casos, si al quitar las etiquetas no somos capaces de diferenciar las distintas

botellas de cola ;Qué sucede?

¢Con cudntas soluciones distintas por cada caso concreto del resto de botellas
pasaria lo mismo? Si tenemos 15 botellas de refresco, de las cuales 5 son iguales

¢De cudntas maneras distintas las podemos ordenar?

Utilizando lo aprendido en CP1.1 podemos afirmar que las 5 botellas de cola se

pueden ordenar de 5! Formas distintas.

Los dos casos que se nos plantean son distintos si diferenciamos los refrescos de cola

pero si no somos capaces de diferenciarlos ambos casos son iguales.

11



Fijando las botellas que no son de cola en los 5 huecos vacios se pueden colocar las
botellas de cola de 5! Formas distintas por lo que hay 5! casos que en el momento en

el que no diferenciamos las botellas de cola son iguales

. . L 15!
Utilizando todo lo razonado antes podemos decir que la solucion es =

La técnica a utilizar en el problema es dividir el problema en dos problemas
distintos de permutacion, en el primero ordenamos todos los elemento como si fuesen
distintos dos a dos y posteriormente ordenamos los elementos que son iguales para
calcular cudntas veces hemos contado cada solucion correcta. Para llegar a la solucion
nos hemos tenido que apoyar en la tecnologia que ya conociamos sobre las permutaciones

(definicion y forma de calcularlas)

CP1.3. Variaciones

Una vez comprendido el concepto e permutaciéon, vamos a un caso algo mas
general como son las variaciones sin repeticion, en este caso ya no se ordenan todos los
elementos si no unos pocos, en principio si se ha comprendido la idea de las
permutaciones estos problemas no deberian suponer una dificultad elevada. El problema

con el que buscaremos deducir la formula es el siguiente:

Un profesor de educacion fisica en una clase de 32 alumnos tiene que formar un

equipo de futbol para representar al colegio. Al dar a los 11 alumnos seleccionados

los pone en orden del dorsal que llevardn, si el dorsal 1 es el portero, el dorsal 2 el
lateral derecho... ;Cudntas equipos distintos puede formar para representar al
colegio? Para ayudarte rellena cada casilla con el numero de personas distintas
que pueden ocupar cada posicion. Ten en cuenta que una persona no puede ocupar
dos sitios al mismo tiempo y que no es lo mismo que juegue una persona de portero

que de delantero centro.

¢ Podrias dar una formula para este tipo de problemas?
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Con un razonamiento similar al visto en el CP1.1 la cuadricula quedaria asi:

321 311 30| 29| 28| 27| 26| 25| 24| 23| 22| - - -

32!
(32-11)!

Por lo que la solucion es: 32-:31-:30-29-28-27-26-25-23-22=

La técnica que utilizamos para resolver dicho problema es la misma que la que
hemos usado para resolver los problemas 1.1, pero en este caso los alumnos tienen que
analizar hasta que momento tienen que completar la tabla, notese que aunque deberia ser
de 11 casillas es de 14, con esto buscamos generar un debate y que los alumnos analicen
hasta qué punto tienen que llegar. Al ser la técnica tan similar a la del 1.1 la tecnologia es

también la misma (principio multiplicativo)

CP1.4. Variaciones con repeticion

Una variante interesante de las variaciones simples son las variaciones con
repeticion, gracias a este problema trabajar la idea de que un pequefio cambio en el
enunciado cambia totalmente la forma de resolucion, para ello proponemos el siguiente

problema guiado:

En un restaurante cuya carta esta formada por 34 platos distintos, una vez
cocinados los platos que se van a servir se ponen en fila hasta que los camareros
los sirven. Dicha fila estd formada siempre por 10 platos ;Cudntas filas distintas
pueden existir? Para ayudarte rellena cada casilla con el numero de personas

distintas que pueden ocupar cada posicion.

¢ Podrias dar una formula para este tipo de problemas?

Como cualquier persona puede pedir cualquier plato aunque otra persona lo haya

pedido ya en este caso la rejilla se completaria de la siguiente manera:

34 34| 34| 34| 34| 34 34 34] 3434 | - | - | - | -

Por lo tanto el resultado final es 34"

1A



La técnica que utilizamos para resolver dicho problema es la misma que la que

hemos usado para resolver los problemas 1.1, pero en este caso los alumnos tienen que

analizar hasta que momento tienen que completar la tabla, notese que aunque deberia ser

de 10 casillas es de 14, con esto buscamos generar un debate y que los alumnos analicen

hasta qué punto tienen que llegar. Al ser la técnica tan similar a la del 1.1 la tecnologia es

también la misma (principio multiplicativo)

CP1.5. Combinaciones

Hasta ahora todos los problemas que hemos visto el orden influye, en este caso el

orden no es importante, por lo que es un problema algo distinto al resto, para deducir la

formula utilizaremos los conceptos de permutacion y variacion de la siguiente manera:

El sorteo de la Bonoloto consta de 49 bolas de las cuales se extraen de un bombo 6,
si consigues acertar la combinacion de dichos numeros recibes un sustancioso
premio. En el sorteo no importa el orden en el que salen las bolas, pero ;Y si
importara?;Cudntas combinaciones posibles habria? Estas dos son opciones

validas: a) 4, 8, 15, 16, 23, 42 b) 4, 15, 8, 23, 42, 16

JQué sucede con ellas en caso de no importar el orden?;Con cudntas
combinaciones mds sucede lo mismo?; Puedes sacar ahora una féormula para las

combinaciones sin repeticion?

En caso de importar el orden tenemos que utilizar lo trabajado en el CP1.3 con lo
|

(49-6)!

que la solucion es

En caso de no importar el orden las combinaciones a) y b) son iguales.
Utilizando lo estudiado en CP1.1 existen 6! combinaciones posibles.

Aplicando ahora un razonamiento similar al utilizado en el CP1.2 en caso de no

49!

importar el orden la solucion es ————
(49-6)!6!

La técnica que se utiliza es buscar todas las soluciones correctas en caso de que el

orden influya y una vez calculado el nimero de opciones comprobar cuantas veces
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estamos contando cada solucién en caso de no importar el orden. Para poder usar esta

técnica nos basamos en la tecnologia que engloba a las permutaciones y variaciones.

CP1.6. Combinaciones con repeticion

Este es el elemento mas dificil a trabajar, en el necesitamos un proceso de
abstraccion mas elevado ya que para llegar a la solucion necesita de una “idea feliz” que
debe introducir el profesor. Por esto en este caso la metodologia sera algo diferente y solo
se realizara un problema tipo, que ademas de ser guiado, se realizard poco a poco en clase
y cada paso o pregunta respondida se debatird ente los alumnos siendo posible que el
profesor deba realizar alguna explicacion durante el debate ya que ningin alumno haya
sido capaz de deducir la respuesta. Aunque se dé ese caso consideramos que el momento
a enfrentarse al problema por primera vez solos es un proceso por el que los alumnos
tienen que pasar y aunque no sean capaces de llegar a la solucion, ese esfuerzo que han
realizado les serd 1util para comprender a posteriori las aclaraciones y explicaciones del

profesor.

Una familia de cuatro miembros se dispone a comprar pasteles para
merendar, en la pasteleria hay 3 tipos de pasteles (Fresa, limon y chocolate),
da igual el orden en el que los clientes pidan los pasteles, ya que el pastelero
los colocara ordenados para que los pasteles de distintos sabores no se
mezclen. ;De cuantas formas distintas se pueden pedir los pasteles?;Y si
tuviéramos un cuarto sabor? Si para evitar que los pasteles de distintos
sabores se mezclen se coloca un separador entre los de un sabor y otro
,Cuantos separadores se necesitan? Si primero se colocan los pasteles y
posteriormente se coloca el separador ;En cuantas posiciones se puede
poner el separador? ;De cuantas formas distintas se pueden pedir los
pasteles?;Y si tuviéramos un cuarto sabor?;Y si otro dia acuden S personas
en lugar de 4 y hay 4 sabores?

El nimero de separadores es igual al nimero de sabores de pasteles menos 1 ya
que el tltimo sabor no es necesario separarlo de nada.

Sean la P un pastel y la X un separador dar una combinacion de P’s y X’s
determina univocamente la combinaciéon de elementos que han pedido los

familiares, es decir PPPPXX quiere decir que los cuatro miembros de la familia
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han pedido el pastel del primer sabor. De esta manera tenemos una permutacion
con repeticion cuyo resultado es (g)

Si aumentamos un sabor tendriamos un separador mas por lo que tendriamos que

permutar 7 elementos de los cuales 4 son de un tipo (P) y 3 son de otro (X) por
lo que el resultado seria (g)
Andlogamente si son 5 personas y cuatro sabores tenemos 3 separadores (X) y 5

pasteles (P) por lo que son (g)

En este caso la técnica que se utiliza es anadir dos elementos que en ese caso son
los separadores, gracias a la posicion de estos separadores se pueden identificar cada caso
posible por lo que el problema pasa a ser del tipo CP1.1 para ello lo importante es
identificar el nimero de separadores y el numero de posiciones donde se puede colocar
cada uno. Esta técnica de resolucion toma el papel de tecnologia para justificar la formula

de las combinaciones con repeticion.

CP2 Manejo con numeros combinatorios y factorial de un nimero y sus

propiedades
Una vez introducidas las técnicas de conteo y deducidas sus formulas el siguiente

paso natural es trabajar con los nimeros combinatorios y factoriales. Segun el curriculo
es la primera vez que los alumnos se enfrentan a dichos nimeros y por tanto es importante
profundizar tanto en su calculo como en algunas de sus propiedades. Esto ayudara tanto
a la facilidad de los célculos del campo de problemas 1, como a la hora de introducir
algiin resultado algo mads tedrico como preparacion a Bachillerato como a favorecer el

proceso de abstraccidn matemadtica en nuestros alumnos.

Para este campo de problemas en el que vamos a trabajar con algin elemento
teodrico la metodologia que introduciremos sera algo mas cléasica. El profesor en este caso
llevara las riendas de la explicacion aunque los alumnos deberan ir realizando ejercicios
que les iran guiando y les serviran como ayuda para, al final, ser capaces de entender
(después de la realizacion por parte del profesor), demostraciones simples de las

propiedades de los nimeros combinatorios.

El objetivo al final de este campo de problemas es que los alumnos sean capaces

de demostrar las siguientes propiedades:

() = ()
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Dem:
m! m! m!

m !
(m—n):(m—n)!(m—(m—n))!:(m—n)!(m—m+n)!:(m—n)!n!

- ()

G+ =)

m m o\ m! m!
(n)+(n—1)_(m—n)!n!+(m—(n—1))!(n—1)!
m! m!
:(m—n)!n!+(m—n+1))!(n—1)!
- ml(m—-n+1)+mln ml(m—n+1)+n)

(m—-n+1)!n! ~ (m—=n+D!n!
o omlm+1)  (m+1)! m+1
_(m—n+1)!n!_(m+1—n)!n!_< n )

Para conseguir esto antes los alumnos tienen que realizar ejercicios algo mas
sencillos que les ayuden a tener cierta facilidad para trabajar con factoriales y nlimeros
combinatorios. Como vemos la primera propiedad el concepto cave es que se pueden
realizar operaciones dentro de los numeros factoriales, para que los alumnos asimilen
dicho concepto y a la vez comiencen a afianzar los nimeros combinatorios realizaran

gjercicios como:

Calcula:
5\ 5l 541
a)(4) TR 5
B)(§) = = =i1i NO ESTA DEFINIDOM
4+3 _ 7! _ 7! _ 7.6-5-4! _ 7.6:5 _ B

Al trabajar con nimeros combinatorios necesariamente trabajaran con factoriales,
para este tipo de ejercicios buscamos que los alumnos desarrollen los factoriales con
criterio para reducir el calculo lo maximo posible ya que esto ayuda a la comprension de

qué es un factorial y como se trabaja con ellos. También buscamos que comprendan que
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el namero superior debe ser mayor que el inferior y que se pueden realizar operaciones

antes de calcular los factoriales.

La demostracion 2 es algo mas compleja, el encontrar el comun denominador en
este caso es una idea que puede resultar complicada ara los alumnos, por eso afianzaremos
algunas propiedades de los factoriales con ejercicios como el siguiente antes de intentar

la demostracion:

Resuelve las siguientes ecuaciones:

a)x4!:5!:>x:z—f:>x:5;—‘f!:>x:5
b)8l =x3lmx="ox =20y =8.7.6-5-4x = 6720

3 3!

Ox71=10l5x="-5x=""""5x=10-9-8=>x =720

Este es el ejercicio introductorio con el que los alumnos pueden utilizar distintas
técnicas para resolverlo. La primera consiste en analiza cudntos nimeros quedan hasta el
factorial mayor y multiplicarlos, otra forma de resolverlo es desarrollar los factoriales y
posteriormente dividirlo. Ambas técnicas estan basadas tanto en la definicion de factorial
coémo en la resolucion de ecuaciones de primer grado. Lo que buscamos con este ejercicio
es que los alumnos vean la primera técnica es mas rapida y efectiva que la segunda y que

a partir de ahora usen la segunda.

Realiza las siguientes sumas de fracciones:

1,3 14 [ 3 _4+3 _ 7

31 4 34 4l 4 4l
2 7242

1 2 1-8-9
by +2=222,2 7202
7! 9! 7!-8-9 9! 9!

2 4 2 4-5 2420 22
O=+-=+—=>="2=2
5! 4! 5! 4!-5 5! 5!

Gracias al ejercicio anterior este ejercicio deberia ser algo mas sencillo ya que la
dificultad de dicho ejercicio consiste en obtener un denominador comun. Al igual que el
ejercicio de las ecuaciones existen dos maneras de hacer el ejercicio, la primera técnica
que se puede hacer es utilizar la técnica que hemos considerado 6ptima en el ejercicio
anterior para calcular el comiin denominador, otra opcién, que seria la que los alumnos
conocen y han aplicado mas es desarrollar el factorial y después simplificar las fracciones

y por ultimo calcular el comin denominador con el minimo comun multiplo. Las
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tecnologias que apoyan dichas técnicas son muy similares, en ambas utilizamos la
definicion de factorial de un nimero, la diferencia es la forma de hallar un denominador
comun, para la segunda técnica necesitamos los conocimientos del minimo comun
multiplo y para la primera simplemente hacemos una igualdad. En este caso una vez los
alumnos realicen los ejercicios en el debate también buscamos que comprendan que la

primera técnica es la 6ptima también.

Con estos ejercicios practican técnicas basadas en las tecnologias que necesitaran
en las demostraciones. Una vez trabajados estos ejercicios y otros similares ya que la
repeticion servira para afianzar todavia mas los conceptos que buscamos que adquieran,
el profesor realizard en la pizarra las demostraciones, preguntado antes de cada paso por
si algtin alumno se le ocurre el paso correcto antes.

CP3 Manejo simultaneo de varias técnicas de combinatoria

Una vez los alumnos son capaces de trabajar cualquier técnica de combinatoria es
interesante a la hora de resolver problemas trabajar simultdneamente con varias técnicas
de conteo distintas. Este es un paso mas a la hora de resolver problemas de conteo y exige
a los alumnos mas comprension de los problemas ya que con identificar el tipo de
problema sino que ademas los alumnos tienen que identificar qué operacion deben hacer

para operar cada una de las técnicas de conteo al dar la solucion.

Como hemos comentado para realizar los problemas de este campo es necesario
un buen manejo del primer campo de problemas. En la metodologia que utilizaremos
iremos desde el caso en el que se utiliza el principio sumativo al caso en el que se utiliza
el principio de multiplicacion. Se hard asi ya que se considera mas intuitivos los
problemas en los que hay que sumar dos resultados, en ellos ademés de comprender la
idea del principio sumativo se busca que los alumnos comprendan la idea de que se
pueden operar entre si resultados obtenidos de distintas técnicas de conteo. Se propondra

a los alumnos problemas como el siguiente:

Dos amigos inventan el siguiente juego: tiran una moneda, si sale cara deben
escoger en orden 4 colores de una paleta de 15 colores, en caso de salir cruz también
escogen 4 colores pero se ordenan por orden alfabético y es vilido escoger el mismo
color varias veces. Finalmente dan la solucion de la siguiente manera:

Se empieza con c (cara) o + (cruz) y luego la lista de los 4 colores

¢ Cudntas opciones hay en este juego? Para ayudarte crea el diagrama de drbol

para ayudarte.
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El diagrama de arbol lo hemos simplificado y que si no era demasiado grande, pero
como vemos simplemente tenemos que sumar una variacion de 15 elementos cogidos

de 4 en 4 con una combinacion de las mismas caracteristicas

Posteriormente se abrird un debate guiado por el profesor en el que los alumnos
explicaran que han hecho y por qué. Posteriormente sin que el profesor de una solucion
correcta se planteard otro problema similar para ver si los alumnos han comprendido la

1dea.

Una vez los alumnos han comprendido la idea sumativa se plantea el siguiente

problema:

Se plantea la siguiente variante del juego anterior, en lugar de tirar una vez la
moneda se tirard dos veces e indiferentemente del resultado se escogen los 4 colores
en orden y pudiendo repetir. Para escribir la solucion se escribe el resultado de la
primera tirada de moneda, los cuatro colores escogidos en el orden que que se
escogen y el resultado del segundo lanzamiento de la moneda.

¢ Qué diferencias hay entre los dos juegos? ;Cudntas opciones distintas hay en esta
nueva variante? Si en lugar de 2 lanzamientos de moneda hay 23 ;cudntas opciones
hay?

En este juego no tiene ninguna importancia el resultado que se ha obtenido en la
tirada de la moneda para las normas en la parte de los colores. El diagrama se
presenta debajo pero se ve claramente que hay que hacer una multiplicacion por lo
que multiplicaremos una combinacion con repeticion de 2 elementos tomados de 2 en

dos con una variacion de 15 elementos tomados de 4 en cuatro.
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Las preguntas intentan hacer llegar a los alumnos a la conclusiéon de que deben
multiplicar ambos resultados obtenidos. Como anteriormente, se iniciara un debate sobre
cuales creen que son los procedimientos correctos y posteriormente se planteard un

problema similar.

1



Para resolver estos problemas primero debemos separar e identificar cada una de
las partes del CP1. Una vez calculadas todas las posibilidades por separado se deben
combinar para ello hay que analizar si el resultado de uno depende necesariamente del
otro, si es asi se multiplican ambos resultados, en caso contrario se suman. Para ello los
alumnos deben basarse tanto en la combinatoria simple como en el principio de
multiplicacion y de suma.

CP4 Redactar problemas de combinatoria

Este campo de problemas es el mas novedoso al que se enfrentaran los alumnos,
se trata del “Problem posing” o invencion de problemas. En este campo los alumnos
tendran que completar el enunciado de un problema para que se adecue a una solucion

dada.

Esta nueva forma de problemas tiene muchos aspectos positivos que ayudan tanto
al alumno como al docente, segun Espinoza, Lupiafiez y Segovia (2013) los ambitos en
los que la invencion de problemas son positivos son muchos y variados desde fomentar
la creatividad a ser una ventana para observar la compresion matematica de los alumnos,
pasando por mejoras en la implicacion y la actitud hacia las matematicas. Estos mismos
autores afirmas que “a partir del estudio se evidencia que en este tipo de actividades los
estudiantes pueden reconocer mejor las partes de un problema y establecer relaciones.
Ademas, se responsabilizan mas en su propio aprendizaje, muestran mayor curiosidad y

b

entusiasmo durante la clase, asi como una mejor actitud hacia el trabajo.’

En nuestro caso concreto este campo de problemas nos puede ser muy util para
que los alumnos afiancen mas sus conocimientos sobre la combinatoria ya que los
problemas tipo son muy parecidos unos de otros, la importancia (o no importancia) del
orden, el uso de todos o solo algunos elementos o si existe la posibilidad de repetir un
elemento juegan un papel clave en la resolucion de los problemas. Es por esto que una
frase puede cambiar por completo el problema, por lo que la identificacion del tipo de
problema es algo fundamental en la combinatoria y la invencion de problemas puede ser
una buena manera de ayudar a afianzar estos conceptos para facilitar la labor de

identificacion.

La metodologia que seguiremos en este campo de problemas serd también
evolutiva, es decir, iremos de casos en los que los alumnos deberan rellenar una frase para

terminar de completar el problema hasta llegar a casos en los que los alumnos tendran
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que completar el problema completo. En todos estos casos los alumnos conoceran la

solucidn del problema lo que hara que existan soluciones correctas e incorrectas.

Un ejemplo de problema al que los alumnos pueden hacer frente es el siguiente:

Lorena ha ganado un concurso de una famosa tienda de decoracion, en la que se
venden tazas, cuadros, posters, cuadernos y estuches. El premio consiste en 4

productos a escoger de la tienda, (Completa el problema para que se resuelva con

combinaciones SIN FEPELICION) ...........uuueeueeeeiiieeiieeeiee e eee et e et e e et e et e e eteeeteeeaneeaanearannas

Como vemos, en este problema nos centramos en el tema de la repeticion, aunque
los alumnos tendran que identificar que no importa el orden en el que se escogen los
productos y no afiadir al problema ninguna condicion que implique orden. Como pequeia

pista se han usado las mayusculas para resaltar si es necesario o no la repeticion.

También se propondran problemas en los que los alumnos tengan que diferenciar

entre combinacion variacion o permutacion, como puede ser:

4 amigos van a una pizzeria a comer, en la pizzeria tienen pizzas de sabor barbacoa,

jamon y queso, cuatro quesos y margarita. (Escribe el final para que la solucion sea
COMDBINACIONES CON FEPELICION) ...ttt ettt ettt

Si los alumnos van trabajando problemas de este nivel poco a poco seran capaces

de necesitar menos instrucciones hasta llegar a ser capaces de resolver:

A



. . 23,4
Escribe un problema cuya solucion sea P7

Estos problemas requieren un nivel alto de abstraccion por parte del alumno,
ademads de conocer la notacion correctamente y tener muy claro los conceptos adquiridos

en el campo de problemas 1.

Aunque el propio campo de problemas no se presta mucho a comentar sobre las
técnicas y tecnologias ya que podriamos incluso considerarlos ejercicios teoricos. Las
técnicas que podemos considerar consiste en identificar el tipo de problema que debe ser
y una vez que lo hemos identificado buscar una situacion cotidiana que se adecue al tipo
de problema. Esto estd fundamentado en la definiciéon de cada una de las técnicas de

conteo que hemos explicado en el campo de problemas 1.

Implantacion de la propuesta en el aula

El objetivo final de este trabajo es hacer una propuesta para llevar al aula todo este
trabajo, para ello una vez explicadas las actividades vamos a proceder a realizar una

secuenciacion para impartir en el aula.

En los libros de texto que hemos estudiado se introducian las variaciones antes
que las permutaciones, en nuestro caso vamos a proceder a hacerlo de la manera contraria,
ya que al ser las permutaciones un caso particular de las variaciones consideramos que
para el alumno es mejor ver primero un caso algo mas concreto y después pasar al caso
general. Las combinaciones sera la ultima parte a explicar en lo que respecta al primer

campo de problemas ya que es lo que menos relacionado estd ademds de porque las
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combinaciones con repeticion es la parte mas compleja y se necesita algo mas de
asimilacion por parte de los alumnos por lo que buscamos que ya hayan estado varias

sesiones familiarizandose con la combinatoria.

Una vez trabajadas todas las formulas pasaremos a trabajar con el factorial y los
numeros combinatorios, de los cuales deduciremos sus propiedades. Esto lo haremos para
trabajar varios aspectos importantes, ademas del campo de la combinatoria es interesante
para introducir la teoria en matematicas en una clase cuyos alumnos principalmente

buscan cursar el bachillerato.

Ya con el manejo de los niimeros combinatorios y las técnicas basicas de conteo
trabajadas podemos comenzar a trabajar con los alumnos los problemas mas interesantes
cémo son los “problema posing” y los problemas que requieren trabajar varias técnica
simultaneamente. Para ello habrd que introducir el principio de suma y el de
multiplicacion con el diagrama de arbol. Con ello los alumnos reforzaran los campos

anteriores ademads de que llegaran a un entendimiento bastante alto de la combinatoria.

Para finalizar se realizard una sesion en la que se resolverdn dudas antes de la
sesion final que constard de un examen escrito. Por lo que la secuenciacion sera de la

siguiente manera:

Numero de la Contenidos que se explican

sesion

1 Permutaciones: Para comenzar se realizard el ejercicio de razon de ser
de las permutaciones, a continuacion se realizaran el ejercicio guiado
que ayudan a la deduccion de la formula, se define el factorial de un
nimero y por ultimo se proponen ejercicios de permutaciones para
realizar en casa de los cuales los alumnos tendran las respuestas

correctas en un solucionario.

2 Permutaciones con repeticion: Se resuelven las dudas (en caso de
haberlas) de la sesion anterior, se realiza el ejercicio de razén de ser
de las permutaciones con repeticion y se realizan el ejercicio guiado
con su respectivo debate el cual hace que los alumnos deduzcan las
formulas. Para acabar se proponen ejercicios que los alumnos deben

ser capaces de resolver en su casa y que tendran las soluciones para

02%



comprobar si los han realizado correctamente.

Variaciones: Se resuelven las dudas (en caso de haberlas) de la sesion
anterior, se realiza el ejercicio de razon de ser de las variaciones y se
realizan el ejercicio guiado con su respectivo debate el cual hace que
los alumnos deduzcan las formulas. Para acabar se proponen ejercicios
que los alumnos deben ser capaces de resolver en su casa y que tendran

las soluciones para comprobar si los han realizado correctamente.

Variaciones con repeticion: Se resuelven las dudas (en caso de
haberlas) de la sesion anterior, se realiza el ejercicio de razén de ser
de las variaciones con repeticion con repeticion y se realizan el
ejercicio guiado con su respectivo debate el cual hace que los alumnos
deduzcan las formulas. Para acabar se proponen ejercicios que los
alumnos deben ser capaces de resolver en su casa y que tendran las

soluciones para comprobar si los han realizado correctamente.

Combinaciones: Se resuelven las dudas (en caso de haberlas) de la
sesion anterior, se realiza el ejercicio de razon de ser de las
combinaciones y se realizan el ejercicio guiado con su respectivo
debate el cual hace que los alumnos deduzcan las féormulas y se define
el nimero combinatorio. Para acabar se proponen ejercicios que los
alumnos deben ser capaces de resolver en su casa y que tendrén las

soluciones para comprobar si los han realizado correctamente.

Combinaciones con repeticion: Se resuelven las dudas (en caso de
haberlas) de la sesion anterior, se realiza el ejercicio de razén de ser
de las combinaciones con repeticion y se realizan el ejercicio guiados
con su respectivo debate, aunque en esta sesion el profesor tendré que
tomar un papel mas explicativo que observador, el cual hace que los
alumnos deduzcan las formulas. Para acabar se proponen ejercicios
que los alumnos deben ser capaces de resolver en su casa y que tendran

las soluciones para comprobar si los han realizado correctamente.

Factorial de un nimero y niimeros combinatorios: Se realizan los
ejercicios para reforzar los conceptos y posteriormente el profesor

realiza las demostraciones
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Principio de suma, de multiplicacion y diagrama de arbol: Se define
el método del diagrama de arbol y se trabajard los problemas
introductorios del tercer campo de problemas que los alumnos deberan
realizar el diagrama y debatir entre ellos. Una vez trabajados se
explicara los conceptos de principio de suma y de multiplicacion. Si
queda tiempo se propondran otros ejercicios similares para realizar

tanto en clase como en casa.

9 Problemas simultaneos: Se trabajaran los problemas enviados para
casa y se resolveran las dudas que se generaron. Posteriormente se
resolverdn ejercicios similares mediante debate en clase.

10 Problem posing: Se proponen los problemas de problem solving, se
hacen de manera gradual, de manera que al principio s6lo deben
rellenar un frase para acabar teniendo que realizar un problema
completo.

11 Dudas

12 Prueba escrita

Prueba escrita
Una vez dadas esta explicaciones procedemos a desarrollar la prueba escrita en si,

los alumnos disponen de 1 hora para realizarlo y pueden utilizar una calculadora NO
PROGRAMABLE. Al acabar el examen el profesor entregard una copia del examen
resuelto a cada alumno con el fin de que comprueben sus errores y los procedimientos
correctos. Se hace de esta manera ya que nada mas acabar el examen los alumnos tienen
mas interés por conocer tanto el resultado como el procedimiento y por tanto haran mucho
mas caso a la hoja entregada que cuando se les entrega el examen corregido. Para notificar
la nota conseguida por cada alumno el profesor entregard el examen corregido con la
puntacion a cada alumno individualmente y en caso de que algin ejercicio no haya sido

resuelto correctamente por mas del 50% de la clase el profesor lo resolvera en la pizarra.

1. Demuestra: (1 pto)

) (on) = G2)
b) (3)+ () = (")

Solucion:

2N



m o\ _ m! . m! m! _(m
a) (m—n - (m—n)!(m—(m—n))! - (m—-n)!(m-m+n)! - (m-n)In! - (Tl)

m my _ m! m! _ m! m! _
b) (Tl) + (n—l)  (m-n)n! + (m-(m-1)!(n-1)!  (m-n)n! + (m-n+1)!(n-1)!
m!(m-n+1)+min _ m!{(m-n+1)+n) _ m!(m+1) _ (m+1)! (m+1)
(m-n+1)n! - (m-n+1)!n! - (m—-n+1)!n! - (m+1-n)in! - n

¢ Campo de problemas: Manejo con nimeros combinatorios y factorial de
un nimero y sus propiedades

* Estiandares de aprendizaje: Est MAAC.5.1.3. Aplica técnicas de calculo
de probabilidades en la resolucion de diferentes situaciones y problemas
de la vida cotidiana.

* Tareas:

o Tareas principales: Conocer la definicion de nlUmero
combinatorio y las propiedades del factorial de un nimero

o Tareas auxiliares especificas: Al tratarse de un ejercicio tedrico
los alumnos no deben apoyarse en ninguna tarea auxiliar
especifica.

o Tareas auxiliares generales: En el apartado b) deben manejarse
con alguna operacion algebraica y comun denominador.

* Técnicas: Las técnicas a trabajar son desarrollar un factorial o calcular un
comun denominador con factoriales.

* Tecnologias: Las tecnologias en las que nos basamos para aplicar dichas
técnicas son la definicion de factorial y de nimero combinatorio.

* Criterios de evaluacion: El apartado a) es muy sencillo (practicamente

una demostracion inmediata) por lo que su valor serd de "4 de la
puntuaciéon total (0,25 puntos) y se debe realizar correctamente para
obtener la puntuacion.
En el caso del apartado b) la puntuacién es de los 0,75 puntos restantes y
en caso de realizar bien el comin denominador de la suma de las
fracciones se asignara 0,5 puntos siempre y cuando se haya definido bien
las fracciones.

* Posibles fallos: Los posibles fallos que se prevén en este ejercicio son:

o Que los alumnos no conozcan bien la definicion de nimero
combinatorio.

o Que no se manejen correctamente con los factoriales a la hora de
hacer el ejercicio b) (numerador comun)

o Fallo algebraico a la hora de hacer el (m-(n-1))!=(m-n+1)!

2. En mi grupo de amigos vamos a jugar al juego de las sillas, somos 25
participantes para la primera ronda, en la que hay 24 sillas. Los arbitros de
la partida no se han puesto de acuerdo para apuntar el resultado, el arbitro
A ha enumerado las sillas del 1 al 24 y escribe una lista con todos los
participantes por el orden de la silla en la que se han sentado. Por el contrario
el arbitro B apunta en un papel a todos los que han conseguido pasar de
ronda sin apuntar la silla. Segun los criterios de cada arbitro ;Cual de los
dos puede formar mas listas distintas posibles?;Por qué?;Cuantas mas?

Si en cada ronda quitamos una silla pero mantenemos el numero de
participantes ;Existira alguna ronda en la que el valor sea el mismo?(3 ptos)
Solucion:
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Arbitro A) En la forma de escribir de este arbitro, el orden es importante ya que
no es lo mismo estar sentado en la silla 1 que en la silla 7. Como asigna el hueco

que queda libre a una silla imaginaria el resultado es una permutacién sin
25!

repeticion por lo tanto Vi = = = 25! = 1,5 1025

1!
Arbitro B) Este arbitro solo apunta una lista de nombres sin seguir ningin orden
por lo que se trata de una combinacion Cjs = (2 e bryri

Por lo tanto el arbitro A puede escribir aproximadamente 1,5 102° soluciones
mas.

Escribimos las férmulas de la variacién y de la combinacion sustituyendo el
numero de sillas por n:

o= (25) _ 25!
7 \n/) " (25-n)n!
n 25!
Vas (25 — n)!

Igualamos las formulas y obtenemos:

25! 25 ,
mzw:n!=1=}on=10n=0

Por lo que cuando quede una silla las opciones serdn las mismas (no ponemos el
caso de cuando no hayas sillas porque no tendria sentido el juego)

* Campo de problemas: Manejo simple de las técnicas de combinatoria

(combinaciones, variaciones y permutaciones con y sin repeticion)

* Estindares de aprendizaje: Est MAAC.5.1.1. Aplica en problemas
contextualizados los conceptos de variacion, permutacién y combinacion
Est MAAC.5.1.2. Identifica y describe situaciones y fendmenos de
caracter aleatorio, utilizando la terminologia adecuada para describir
sucesos.

Est MAAC.5.1.4. Formula y comprueba conjeturas sobre los resultados de
experimentos aleatorios y simulaciones.

Est MAAC.5.1.5. Utiliza un vocabulario adecuado para describir y
cuantificar situaciones relacionadas con el azar.

Est MAAC.5.1.6. Interpreta un estudio estadistico a partir de situaciones
concretas cercanas al alumno.

* Tareas:

o Tareas principales:
- Identificar y diferenciar entre permutacion, variacion (con
y sin repeticidon) y combinacion (con y sin repeticion).
- Calcular el nimero de distintas opciones que hay en cada
tipo de combinacion, permutacion y variacion.
o Tareas auxiliares especificas:
- Conocer las formulas de cada una de las variaciones,
combinaciones y permutaciones.
- Conocer las propiedades del factorial de un niimero
o Tareas auxiliares generales: Calculos algebraicos



* Técnicas: Al ser un ejercicio tedrico no existen ni técnicas ni tecnologias
a utilizar.

* Tecnologias: Al ser un ejercicio tedrico no existen ni técnicas ni
tecnologias a utilizar.

* Criterios de evaluacion: En el primer apartado es en el que vamos a
centrar la mayor parte de la puntuacion del ejercicio ya que resolviéndola
correctamente los alumnos demuestran los conocimientos que queremos
evaluar en este ejercicio. Por lo que este apartado tendra el valor de 1,75
puntos.

Se aplicara el problema de tercios. Puede darse el caso de que algun
alumno responda Uinicamente a la pregunta del arbitro sin calcular nada,
en caso de justificarlo correctamente para premiar el razonamiento de que
el orden crea muchas mas combinaciones posibles en caso de calcular mal
o directamente no calcular las combinaciones de cada arbitro se puntuara
con | punto.

En el caso del segundo apartado tendra un valor de 0,25 puntos y consiste
en comparar las formulas de la combinacion y de la variacion, es bastante
inmediato identificar que se cumple sélo si n!=1 si llegan hasta ese punto
se les asigna 0,15 puntos. De cualquier otra manera no se asignara nada.

* Posibles fallos: Los posibles fallos que se prevén en este ejercicio son:

o Que los alumnos no conozcan bien la definicion de numero
combinatorio.

o Que no se manejen correctamente con los factoriales

o Fallo a la hora de definir la formula en el apartado b)

3. En el examen del afio pasado sobre el mismo tema estoy seguro que la
solucién era: VR3C) para la pregunta a) y VR3+C} para la pregunta b) pero
no recuerdo el problema. Crea un problema cuyas soluciones coincidan con
el del afio pasado.( 3 ptos)

Solucion:

Evidentemente este tipo de problemas no tiene una unica solucion correcta pero
esta es una de las propuestas que se hace como solucion correcta:

En un concurso de pintura los participantes deben pintar 3 cuadros distintos, para
ello tienen que escoger 3 tamanos de cuadro entre 7 opciones pudiendo escoger el
mismo tamafno 3 veces. Una vez escogidos los 3 tamafios del cuadro los
participantes deberan que 4 colores utilizar entre una paleta de 4. El orden en el
que escogen el tamafio de las cuadros es importante ya que en el primer cuadro
podran usar sus 4 colores en el segundo solo 3 y en el tercero 2 colores. ;Cuantas
opciones tienen para escoger en total? En el caso en el que solo les dejaran elegir
el tamafo o el color (pudiendo elegir ellos cudl de las dos cosas escogen), cudntas
opciones tienen?

¢ Campo de problemas: Redactar problemas de combinatoria

* Estindares de aprendizaje: Est MAAC.5.1.1. Aplica en problemas
contextualizados los conceptos de variacion, permutacién y combinacion
Est MAAC.5.1.2. Identifica y describe situaciones y fendmenos de
caracter aleatorio, utilizando la terminologia adecuada para describir
sucesos.
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Est MAAC.5.1.5. Utiliza un vocabulario adecuado para describir y
cuantificar situaciones relacionadas con el azar.

* Tareas:

o Tareas principales:

-  Comprender el significado practico de las operaciones
entre las férmulas.

- Conocer qué es exactamente una combinacién, variacion o
permutacion.

o Tareas auxiliares especificas: Dominar correctamente la
notacion de la unidad didéctica.

o Tareas auxiliares generales: Al tratarse de un ejercicio tedrico-
practico los alumnos no deben apoyarse en ninguna tarea auxiliar
general.

e Técnicas: Al ser un ejercicio de “Problem posing” no existen técnicas al
uso que utilizar.

* Tecnologias: Al ser un ejercicio de “Problem posing” no existen
tecnologias al uso que utilizar.

* Criterios de evaluacion: Se premiard con 1 punto la identificacion
correcta de las variaciones con repeticion y las combinaciones. Los 2
puntos restantes se asignaran de manera equitativa (1 punto a cada una) a
identificar correctamente las operaciones entre variaciones con repeticion
y combinaciones.

* Posibles fallos: Los posibles fallos que se prevén en este ejercicio son:

o Que los alumnos no comprendan el significado practico de la
multiplicacion o de la suma entre las variaciones con repeticion y
las combinaciones.

o Que confundan el significado de los subindices con los
superindices

o Que no conozcan qué es una combinacién o una variacion con
repeticion

4. En un concurso de la tele hay que tirar 2 veces un dado, posteriormente

ordenar 4 tarjetas en las que salen animales distintos y por ultimo seleccionar
tus 5 actores favoritos de una lista de 7 forma que haces un ranking. Tu
resultado final se escribe de la siguiente manera:
* Primero se ponen los resultados de tus tiradas ordenados de mayor a
menor
* Posteriormente se escriben en el mismo orden que tu has hecho los 10
animales
,Cuantas posibles soluciones hay? (3 ptos)
Solucion:
En los numeros del dado como luego se ordenan de mayor a menor no importa el
orden que salgan, ademas puede salir varias veces el mismo niimero por tanto
existen CRZ = 21 combinaciones
En el caso de los animales si que importa el orden, ademas utilizamos todos los
animales en nuestro ranking sin que haya ninguno repetido por lo tanto tenemos
P, = 4! = 24 combinaciones



Por ultimo en los actores importa el orden ya que es un ranking, pero no utilizamos
todos los actores que tenemos para hacerlo por lo que las combinaciones son:
v§ =I=54

Por cada combinacion posible en cada una de las fases se pueden realizar el resto
de combinaciones por lo que el resultado consiste en multiplicar todas las

opciones de cada una de las fases por lo que la solucion final es 21:24-54=27.216
opciones distintas

¢ Campo de problemas: Manejo simultaneo de varias técnicas de combinatoria

* Estindares de aprendizaje: EstMAAC.5.1.1. Aplica en problemas
contextualizados los conceptos de variacion, permutacién y combinacion
= Est MAAC.5.1.2. Identifica y describe situaciones y fenomenos de
caracter aleatorio, utilizando la terminologia adecuada para
describir sucesos.
= Est.MAAC.5.1.3. Aplica técnicas de célculo de probabilidades en
la resolucion de diferentes situaciones y problemas de la vida
cotidiana.
Est MAAC.5.1.6. Interpreta un estudio estadistico a partir de situaciones
concretas cercanas al alumno.
* Tareas:
o Tareas principales:
— Comprender los conceptos de permutacion, combinacion y
variacion
— Comprender el significado practico de las operaciones
entre las férmulas.
o Tareas auxiliares especificas: Conocer las foérmulas de la
permutacion con y sin repeticion y combinacion
o Tareas auxiliares generales: Calculos aritméticos.

* Técnicas: La técnica a utilizar para este problema es utilizar la formula de
cada técnica de conteo y posteriormente multiplicar ambos resultados.

* Tecnologias: La tecnologia principal en la que se basa esta ténica es el
principio multiplicativo.

* Criterios de evaluaciéon: Se asignard 1 punto al calculo de cada una de
las fases del concurso. Dentro de esta parte se aplicard el método de
tercios.

* El punto que queda del problema se asignaran si el alumno opera
correctamente los 3 resultados anteriores, sin tener en cuenta si estos estan
bien calculados o no. Dentro de esta parte se aplicara el método de tercios.

* Posibles fallos: Los posibles fallos que se prevén en este ejercicio son:

o Que los alumnos no identifiquen correctamente cada uno de los
tipos de problemas que hay en las fases del concurso

o Que los alumnos sumen las combinaciones calculas en lugar de
multiplicarlas

o Que los alumnos comentan fallos algebraicos
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ACTIVIDADES COMBINATORIA

Se distribuyen tres regalos distintos entre cinco chicos. De cuantas formas
pueden hacerlo si:

a) cada chico sélo puede recibir un regalo

b) a cada chico le puede tocar mas de un regalo;

c)cada chico sdélo puede recibir un regalo pero los tres son idénticos.

Una persona tiene 6 chaquetas y 10 pantalones. éDe cuantas formas distintas
puede combinar estas prendas?.

Un amigo le quiere regalar a otro dos libros y los quiere elegir entre los 15 que
le gustan. ¢De cuantas formas puede hacerlo?

¢Cuantos planos distintos determinan 6 puntos en el espacio, si nunca hay mas
de 3 en un mismo plano? (Nota: tres puntos determinan un plano)

¢Cuantos cuadrilateros se pueden formar con los vértices de un pentagono
regular?

Un entrenador dispone de 22 jugadores para formar un equipo de futbol.
¢Cuantas alineaciones de 11 jugadores puede hacer?

Una familia, formada por los padres y tres hijos, van al cine. Se sientan en cinco
butacas consecutivas.

a) ¢De cuantas maneras distintas pueden sentarse?

b) Y si los padres se sientan en los extremos?

¢Cuantas opciones tienes, si debes escoger tres asignaturas entre seis
optativas?

Con los numeros 3, 5, 6, 7 y 9 écuantos productos distintos se pueden obtener
multiplicando dos de estos nimeros? ¢Cuantos de ellos son multiplos de 2?
¢Cuantos cocientes distintos se pueden obtener dividiendo dos de estos
numeros?

10) ¢Cudntos resultados distintos pueden aparecer al lanzar un dado 4 veces?

11)¢Cuantos numeros hay entre 2000 y 3000 que tengan sus cifras diferentes?

12)El alfabeto Morse utiliza los signos . y -. Utilizando como maximo cuatro de

estos signos, {cuantas secuencias distintas puedes formar?

13)Un barco tiene diez banderas diferentes para hacer sefales y cada sefal se

forma colocando 4 banderas en un mastil. ¢Cuantas senales distintas pueden
hacer desde el barco?

[SIei=Iol
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14)A un congreso asisten 60 personas de las cuales 40 sélo hablan inglés y 20 sdlo
aleman. éCuantos didlogos pueden establecerse sin intérprete?

15)Una cafeteria vende 10 tipos de café diferentes. Cinco amigos quieren tomar
cada uno un café. éCuantas formas posibles tienen de hacerlo?

16)a) {Cuantos numeros de 6 cifras puedes escribir con los digitos 1, 2 y 3?. b)
éCuantos de ellos contienen todos los digitos 1, 2 y 3 al menos una vez?

17)En un plano hay rectas que no son paralelas, ni concurren tres en un mismo
punto. Si el nUmero de intersecciones es 21. ¢Cuantas rectas hay?

18)Todas las personas que asisten a una reunién se estrechan la mano. Si hubo
105 apretones, écuantas personas asistieron?

19) ¢Cuantos triangulos quedan determinados por 10 puntos si tres cualesquiera
no estan alineados?.

20) ¢De cuantas formas se pueden sentar tres personas en seis sillas?.

21) Con los nimeros 2, 5,7y 9:
a)éCuantos numeros de tres cifras puedes formar?
b)éCuantos numeros de tres cifras distintas puedes formar?
c) ¢Cuantos numeros de cuatro cifras distintas puedes formar?
d)éCuantos de los nimeros del apartado b) son pares?

22) éCuantas columnas tenemos que cubrir para acertar seguro una quiniela?. Cada
columna tiene 15 resultados a elegir entre 1, X, 2.

23) Para hacer una apuesta en la loteria primitiva hay que marcar con cruces seis
numeros (donde figuran nimeros del 1 al 49). éDe cuantas formas diferentes

puede marcar una persona?.

24) ¢De cuantas formas se pueden cubrir los puestos de Presidente y Secretario de
una comunidad de vecinos, contando con 10 vecinos para ello?.

25) Te ensefian 6 discos para que elijas 3 como regalo. éDe cuantas formas puedes
elegir?.

26) ¢Cuantas palabras se pueden escribir con las letras de SOBRE, sin repetir
ninguna?.

27) Ocho amigos van de viaje llevando para ello dos coches. Si deciden ir 4 en cada

coche.
a) ¢De cuantas formas pueden ir si todos tienen carnet de conducir?
b) ¢éDe cuantas formas pueden ir si sblo tres tienen carnet de

conducir?
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28) En una carrera compiten 10 caballos. En los boletos hay que indicar el hombre
del 19, 20 y 30, (Cuantos deberemos rellenar para asegurarnos de que
ganaremos?.

29) En una estanteria hay 6 libros de matematicas y 3 de fisica. Queremos coger 2
de cada. éDe cuantas maneras podemos hacerlo?.

30) En una clase de 20 alumnos se van a conceder 3 premios: uno al mas destacado
en matematicas, otro al mejor en historia y otro al mejor deportista. éDe
cuantas formas distintas podemos hacerlo?.

31) Se quiere formar un equipo de futbol-sala (cinco jugadores) de un total de 10.
Si s6lo tenemos un portero, écuantos equipos distintos podemos formar?.

32) Se juega un torneo entre 10 equipos por el sistema de liga, a una sola vuelta.
a) {¢Cuantos partidos habran de jugarse en total?
b) Si reciben trofeo los tres primeros, éde cuantas forman pueden
repartirse los trofeos si son distintos?

33) Con los digitos 1, 3, 5y 7, écuantos nimeros de tres cifras distintas se pueden
formar? ¢{Y cuantos si se pueden repetir las cifras?.

34) En un campeonato de flutbol participan 12 equipos. ¢De cuantas maneras se
pueden ocupar los tres primeros puestos?.

35) ¢éDe cuantas formas diferentes se pueden cubrir los puestos de presidente,
secretario y tesorero de un club deportivo sabiendo que hay 10 candidatos?. b)
Si el puesto de presidente ya esta asignado a uno de ellos éde cuantas formas
se pueden cubrir los otros dos puestos?.

36) ¢éDe cuantas maneras pueden acomodarse 6 personas:
a) Enuna fila de 5 sillas?
b) En una fila de 6 sillas?
¢) Alrededor de una mesa redonda de 6 sillas?

37) Con las cifras 1, 2, 3, 4 y 5, écuantos nimeros distintos de tres cifras distintas
se pueden formar de modo que el 5 ocupe siempre el lugar de las decenas?

38) ¢Cuantos numeros de tres cifras se pueden formar con las cifras pares 1, 2, 3 y
4 sin que se repita ninguna? b) ¢Cuantos terminan en 34? c) ¢éCuantos habra
que sean mayores que 3007?
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39) ¢{Cudntas quinielas de 14 resultados debemos sellar para estar seguros de

obtener 14 aciertos:
a) supuestos 5 resultados fijos.
b) si ponemos nueve "1".
C) si ponemos ocho "1", cuatro "x" y dos "2".

40) En una carrera ciclista participan 30 corredores, al llegar a la meta se entregan

41)

42)

43)

44)

45)

46)

47)

48)

tres premios distintos a distintos corredores. ¢De cudntas formas se podra
realizar la entrega?

Las nuevas matriculas de los coches estan formadas por tres letras seguidas de
tres numeros repetidos o no. éCuantos coches se podran matricular por este
sistema?. Se supone que el alfabeto tiene 26 letras.

Si se tienen 10 puntos no alineados, écuantos segmentos habran de trazarse
para unirlos todos, dos a dos?

Con las letras de la palabra PARTIDO: a) écuantas ordenaciones distintas se
pueden hacer? b) ¢Cuantas empiezan por P? c) ¢Cuantas empiezan por PAR?

¢De cuantas formas se pueden sentar cinco personas en una fila de butacas de
un cine?

¢De cuantas formas distintas se pueden sentar cinco personas alrededor de una
mesa circular?

Un matrimonio quiere invitar a sus amigos a cenar. Debido a las dimensiones
de su casa sélo puede invitar a 5 de cada vez. Si quieren invitar a 10 amigos.
¢De cuantas maneras puede invitar a 5 de ellos?

¢De cuantas formas se pueden colocar 10 personas en una fila si dos de ellas
tienen que estar siempre en los extremos?

En una urna hay tres bolas rojas, tres verdes, cuatro negras y dos azules. éDe
cuantas maneras distintas pueden sacarse, bola a bola, de la urna?

49) En una clase hay 10 nifios y 5 nifias.

50)

51)

a) ¢De cuantas maneras puede escoger el profesor un grupo de 3
alumnos?
b) ¢En cuantos grupos habra una sola nina?

¢Cuantas palabras distintas se pueden formar con las letras de la palabra
MATEMATICAS?

¢De cuantas formas distintas pueden llegar a la meta cinco atletas en una
carrera?
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52)

53)

54)

55)

56)

57)

58)

¢De cuantas formas distintas pueden tres chicas y dos chicos en una fila de
butacas de un cine teniendo en cuenta que no pueden estar dos chicos juntos ni
dos chicas juntas?

En un determinado programa de televisidn intervienen cuatro presentadores. Si
en la emisora trabajan 10 presentadores, ¢de cuantas formas distintas se puede
presentar el programa?.

¢Cuantas jugadas diferentes se pueden obtener si se sacan cinco cartas de una
baraja de 40 cartas?.

¢De cuantas maneras pueden ordenarse 6 libros en un estante si:

a) es posible cualquier ordenacion?

b) 3 libros determinados deben estar juntos?

C) dos libros determinados deben ocupar los extremos?
d) tres libros son iguales entre si?

Se quiere preparar una salsa con tres ingredientes. Si disponemos de siete
ingredientes en la despensa. éCuantas salsas distintas se podrian preparar?

En un centro escolar hay 40 en 1° de ESO, 35 en 29, 32 en 3° y 28 en 49, Para
hablar con la direccién se quiere formar una comisién que esté integrada por un
alumno de cada curso. éCudntas comisiones se pueden formar?

A una reunidn asisten 15 personas y se intercambian saludos entre todos,
écuantos saludos se han intercambiado?

59) ¢De cuantas maneras se pueden distribuir las ocho Ultimas localidades de un

60)

61)

partido de fatbol entre los doce aficionados que aun esperan en la cola de
entrada?

¢Cuantas apuestas hay que rellenar en las quinielas de futbol para tener la
seguridad de acertar seis resultados, aparte del complementario?.

Tres matrimonios se rednen para celebrar el aniversario de uno de ellos.
Desean que les hagan una fotografia de forma que estén todos los hombres
juntos y también las mujeres. ¢De cuantas formas distintas pueden colocarse?.
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SOLUCIONES:

1) Sol: a) Vs* = 60; b) VRs® = 125; c¢) Cs®* = 10
2) Sol: 60

3) Sol: C153 = 105

4) Sol: C& =20

5) Sol:Cs*=5

6) Sol: Cx' = 705432

7) Sol:a)Ps=120; b) 2:P; =12

8) Sol: C* =20

9) Sol:a)Cs?=10; b)Cs' =4; c) Vs =20
10) Sol: VR¢* = 1296

11) Sol: Vo’ = 504

12) Sol: Vz1 + VR22 + VR23 + VR24 =30

13) Sol: V104 = 4320

14) Sol: Cs? + Cy? = 970

15) Sol: VRy® = 177100000

16) Sol: a) VRs® = 729; b) VR5®-3VR,*+3 = 540 respectivamente.
17) Sol: 7

18) Sol: 15

19) Sol: Ci® = 120

20) Sol: V6*=120

21) Sol: a) 64; b) 24; c) 24; d) 6

22) Sol: 14.348.907

23) Sol: 13.983.816

24) Sol: V102 =90

25) Sol: Cs* = 20

26) Sol: Ps =120

27) Sol: a) Ps = 40320; b) V32.Ps=4320

28) Sol: V103 =720

29) Sol: C62.C32 =45

30) Sol: VRx® = 8.000

31) Sol: Co* = 126

32) Sol: a) C102= 45 ’ b) V1()3 =720

33) Sol: V43 = 24; VR43 = 64

34) Sol: Vi = 1320

35) Sol: a) Vi® = 720; b) Ve? = 72

36) Sol: a) V¢® = 720; b) Ps = 720; c) Ps = 120
37) Sol: Vs =12

38) Sol:a) V.’ =24;b)2;c)2.Vs>=12

39) Sol: a) VRs® = 19683; b) Ci4° . VR,® = 64064; c) Ci4%.Cs*= 45045
40) Sol: V303 = 24360

41) Sol: VR253 . VR104 = 175760000

42) Sol: Ci> = 45

43) Sol: a) P; = 5040; b) Ps = 720; c) P, = 24
44) Sol: Ps = 120
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45) Sol: P, =24

46) Sol: C105 = 252

47) Sol: 2.P® = 80640

48) Sol: PR123'3'4’2 = 277.200

49) Sol: a) Cis® = 455; b) 5.Ci®> = 225
50) Sol: PRy;**? = 1.663.200

51) Sol: Ps = 120

52) Sol: Ps.P; = 12

53) Sol: C104 =210

54) Sol: C4° = 658008

55) Sol: a) Ps = 720; b) 4.Ps.Ps = 144; c) 2.P, = 48; d) PRs®> = 120
56) Sol: C,*=35

57) Sol: 40-35-32-28

58) Sol: C152 = 105

59) Sol: C1,® = 495

60) Sol: VRS = 729

61) Sol: 2.P3.P3 =72
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