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Probabilidad: una propuesta didactica para 2° curso de ESO

"La Teoria de la probabilidad no es, al fin y al cabo, nada
mas que el sentido comun reducido al calculo”.
(Laplace)
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Probabilidad: una propuesta didactica para 2° curso de ESO

1. EL OBJETO MATEMATICO

1.1 El objeto matematico a ensefiar

El objeto que procedo a presentar es la probabilidad, desde una visién
conceptual, introduciendo el célculo de probabilidades con experimentos y juegos

sencillos.

1.2 Curso y asignatura en los que sitto la probabilidad.
El curso en el que la sitto es 2° de la ESO en la asignatura de Matematicas.

Segln la Orden ECD/489/2016, de 26 de mayo, del Departamento de Educacion,
Cultura y Deporte, por la que se aprueba el curriculo de la Educacion Secundaria
Obligatoria y se autoriza su aplicacion en los centros docentes de la Comunidad

Auténoma de Aragén, para 2° curso de ESO los siguientes contenidos:
Bloque 5. Estadistica y probabilidad.

(...)

* Fendmenos deterministas y aleatorios.

* Formulacion de conjeturas sobre el comportamiento de fenomenos aleatorios sencillos

y disefio de experiencias para su comprobacion.

* Frecuencia relativa de un suceso y su aproximacion a la probabilidad mediante la

simulacion o experimentacion.

* Sucesos elementales equiprobables y no equiprobables.

* Espacio muestral en experimentos sencillos. Tablas y diagramas de arbol sencillos.
* Célculo de probabilidades mediante la regla de Laplace en experimentos sencillos.

Relacionados con estos contenidos el curriculo aragonés establece dos criterios de

evaluacion, a saber:

Crit.MA.5.3 Diferenciar los fendmenos deterministas de los aleatorios, valorando la
posibilidad que ofrecen las matematicas para analizar y hacer predicciones razonables

acerca del comportamiento de los aleatorios a partir de las regularidades obtenidas al
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repetir un namero significativo de veces la experiencia aleatoria, o el calculo de su
probabilidad.

Crit.MA.5.4 Inducir la nocion de probabilidad a partir del concepto de frecuencia
relativa y como medida de incertidumbre asociada a los fendmenos aleatorios, sea 0 no

posible la experimentacion.

1.3 Campo de problemas, técnicas y tecnologia asociados al objeto mateméatico

pretendo ensefar.

Se comenzara con una introduccion al alumnado de la probabilidad con la
intencion de que verbalicen las ideas preconcebidas que puede que tengan algunos de
los alumnos sobre los fendmenos aleatorios. Seguidamente, hablaremos formalmente de
los sucesos aleatorios y deterministas para proseguir con el espacio muestral de un
experimento aleatorio. Trabajaremos los distintos posibles sucesos que pueden ocurrir
en un experimento: sucesos imposibles, seguros, compatibles, equiprobables, etc. Tras
hablar de estos sucesos procedemos a realizar operaciones con ellos.

Seguiremos con una idea frecuencial de la probabilidad a través de experimentos
aleatorios repetidos que se acercan a la frecuencia tedrica. Tras esta idea frecuencial
entraremos de Ileno en la idea clésica de probabilidad de casos favorables divididos por

los casos probables con juegos y problemas que hagan trabajar esta técnica.

Terminaremos trabajando la probabilidad con el uso de diagramas de arboles y tablas de

contingencia €n sucesos compuestos.
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2. ESTADO DE LA ENSENANZA-APRENDIZAJE DEL OBJETO
MATEMATICO

2.1 ;,Como se justifica habitualmente la introduccion escolar del objeto

matematico?

Con la introduccion de la LOMCE, el dltimo bloque de matematicas de 2° de la
ESO es el conformado por estadistica y probabilidad y es por ello por lo que muchos
centros por motivo de la falta de tiempo que suele haber en la programacion del temario
lo dejan de lado o lo ven muy por encima, cuando en realidad es uno de los contenidos

de las matemaéticas que mas utilizan en su dia a dia.

Segun Serrado, Azcarate y Cardefioso (2006, pp 95-96), al realizar un amplio andlisis de libros
de textos de Educacién Secundaria Obligatoria encuentran cuatro tipos de introduccion de la
probabilidad:

i. No incluye el “Tratamiento del Azar” de manera explicita.

No se introducen en la planificacion de la intervencion en el aula los bloques de
contenidos relacionados con el “Tratamiento del Azar” de forma explicita, sino que se
presentan las diferentes nociones distribuidas por los distintos blogues. Las
argumentaciones por las cuales no introduce este bloque de contenidos estan basadas en
otorgar mas importancia a otros bloques de contenidos, que se sustentan bajo unas bases

deterministas.

ii. Tratamiento intuitivo de la probabilidad.

Aparecen algunas explicaciones sobre el significado del azar, estableciendo la relacién
con los fendmenos, experimentos o sucesos aleatorios. Se otorga mas importancia a la
cuantificacion de la probabilidad que a la comprension de su nocion. La falta de énfasis
en una conceptualizacion adecuada de la probabilidad se intenta solucionar con una
mayor incidencia en la cuantificacién de la probabilidad, desde aceptaciones subjetivas
como la referida a la contingencia del suceso hasta la cuantificacion de la probabilidad,
que se realiza a partir de razonamientos proporcionales asociados a espacios de sucesos

equiprobables y finitos, que permiten introducir la Regla de Laplace.

Pagina 5 de 50



Probabilidad: una propuesta didactica para 2° curso de ESO

iii. Tratamiento emergente.

Se presentan diferentes interpretaciones del significado del concepto de probabilidad,
como puede ser la Laplaciana o la Frecuencial. Aplican estas nociones en la
cuantificacion de la probabilidad en cualquier tipo de contexto (juegos, fisicos,

quimicos, meteoroldgicos...), como los indicados por Cardefioso (2001a).

iv. Tratamiento normativo.

Se presenta una profunda reflexion sobre los modelos matematicos para el tratamiento
de la incertidumbre (Clasico- Laplaciano, Bayesiano o Frecuencial), de sus
interacciones y de la complejidad de su aplicacion en distintas situaciones. Estas
reflexiones sustentan la necesidad de la introduccion de una axiomética de la

probabilidad y una vision integradora desde la Teoria de la Medida.

En conclusidn, tras el detallado andlisis de la nocién de probabilidad que proponen los
libros de textos Serrado, A., Azcérate, P. y Cardefioso, J.M. (2006, p.104) la
caracterizacion escolar de la nocién de probabilidad en los libros de texto se realiza
asimilandola con su medida desde una perspectiva clésica, como el valor que se obtiene
de aplicar la regla de Laplace, o desde una perspectiva frecuencial como el valor al cual
tienden las frecuencias relativas, sin incidir en el significado de esta nocion. Esto
conlleva a enfatizar el célculo por encima de la comprension de la idea, hecho que por
otro parte estd presente en otros muchos casos del curriculo escolar. Estos
investigadores concluyen que los libros de textos priorizan el perfil “Tratamiento
intuitivo de la probabilidad”. Concluyen que la caracterizacion escolar de la
probabilidad en los libros de texto se realiza asimilandola con su medida desde una
perspectiva clésica. Esto conlleva a enfatizar el célculo por encima de la comprension

de la idea.

En mi experiencia en el Practicum |11, pude observar cémo se introducia la probabilidad
en 2° de la ESO a través de la plataforma OnMat. En ella, el tratamiento es totalmente

intuitivo a traves de ejercicios en los que cuantifican la probabilidad de distintos juegos.

Desde mi punto de vista, la probabilidad se puede aplicar facilmente, puesto que no
necesita de complicadas herramientas. Es por ello por lo que no concuerda con el
modelo clasico en el que se da prioridad al calculo sobre la interpretacion y

comprension de los resultados.
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2.2 ¢ Qué campos de problemas, técnicas y tecnologias se ensefian habitualmente?

Los Campos de Problemas del calculo de probabilidades usados en la mayor

parte de los libros de texto y plataformas se suelen agrupar en tres grandes categorias:

1) Los experimentos aleatorios y el espacio muestral.
2) La probabilidad de un suceso.

3) Los experimentos compuestos y sus probabilidades.
Las técnicas que generalmente se ensefian son:

1) Establecer el caracter aleatorio o determinista.

2) Establecer los distintos resultados de un experimento aleatorio.
3) Recuento de sucesos.

4) Cociente de sucesos favorables y posibles.

5) Diagramas de arbol y tablas de contingencia.

Las tecnologias que generalmente se ensefian son:

1) La definicidn de sucesos aleatorios y deterministas, de espacio muestral, suceso,
tipos de sucesos.

2) Operaciones con sucesos.

3) Propiedades de la probabilidad.

4) Regla de Laplace.

5) Probabilidad de uniones, intersecciones y sucesos contrarios.

2.3 ¢ Qué efectos produce dicha ensefianza sobre el aprendizaje del alumno?

Cuando a un alumno le preguntamos por la probabilidad no tiene una vision
clara, lo asocia a los juegos de azar, lanzamiento de dados y monedas, etc., todo
altamente relacionado con la probabilidad, pero cuando se le pregunta la importancia de
la probabilidad no logra establecer una respuesta concreta. Mas que saber que la
probabilidad de que salga cara al lanzar una moneda es comprender e interpretar el
significado de la cifra, qué se puede hacer con ese conocimiento o como se puede

adaptar en la vida cotidiana.

Pagina 7 de 50



Probabilidad: una propuesta didactica para 2° curso de ESO

El alumno tiene una concepcidn previa de distintos sucesos en los que interviene la
probabilidad. Ensefiar probabilidad cambia la concepcion del alumno sobre distintos
aspectos que ocurren en la vida cotidiana desde cosas tan triviales como jugar a juegos
de mesa a aspectos complejos como la fisica, la meteorologia, la medicina, etc. Ademas,
el estudio de los fendbmenos aleatorios es socialmente Util para cualquier ciudadano
porque le permite discernir la publicidad engafiosa y prevenir la ludopatia en una

sociedad en la que proliferan los juegos de azar.

Esencialmente, la aplicacion de la probabilidad reside en la capacidad para estimar o
predecir eventos y, si mayor son los datos para predecir un evento, mas factible sera
predecirlo. Cuanto mayor conocimiento de probabilidad mayor posibilidad de acertar en

muchas decisiones.
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3. CONOCIMIENTOS PREVIOS DEL ALUMNO

3.1 ¢Qué conocimientos previos necesita el alumno para afrontar el aprendizaje

del objeto matematico?

En primaria, el alumno debe haber alcanzado un conocimiento aceptable de los

siguientes objetos:

1.
2.

Distinguir fendmenos aleatorios y deterministas.

Realizar conjeturas y estimaciones sobre algunos juegos (monedas, dados,
cartas, loteria...).

Comparar cualitativamente probabilidades (més probable, menos probable,
improbable).

Calcular la frecuencia relativa (de atributos) a partir de observaciones o
datos.

Conocer el numero racional como razén para calculo de frecuencias
relativas.

Resolver problemas muy elementales que impliqguen dominio de los

contenidos propios de probabilidad.

En 1° de la ESO, los siguientes objetos deben haber sido mencionados y aprendidos,

dado que son los contenidos curriculares para este nivel educativo:

1.
2.
3.

Fendmenos deterministas y aleatorios.

Sucesos elementales equiprobables y no equiprobables.

Espacio muestral en experimentos sencillos. Tablas y diagramas de é&rbol

sencillos.

Célculo de probabilidades mediante la regla de Laplace en experimentos

sencillos.

3.2 La ensefianza anterior, ¢ha propiciado que el alumno adquiera esos

conocimientos previos?

Tedricamente si. El problema, ya mencionado antes, es que la parte de

probabilidad es el ultimo apartado que se da en matematicas y, por ello, muchas veces

ni se enfatiza correctamente, ni se ve con el rigor que requiere o, directamente, se
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pospone a este curso su aprendizaje en la ESO. Creo que el estudio de la probabilidad
estd muy poco valorado y deberia darsele una mayor importancia para eliminar ideas
preconcebidas sobre distintos fenémenos aleatorios de la vida cotidiana como, por

ejemplo, los juegos de azar.

3.3 ¢ Mediante qué actividades vas a tratar de asegurar que los alumnos posean
€s0s conocimientos previos?

Supondré en este trabajo que los alumnos de primer curso han estudiado los
contenidos curriculares de probabilidad, a pesar de que es el ultimo apartado y se suele
dejar un poco de lado. Para asegurar que los alumnos poseen los conocimientos previos

necesarios planteo la siguiente prueba inicial.
Evaluacion inicial:

1. DI CUALES DE LAS SIGUIENTES EXPERIENCIAS SON ALEATORIAS Y CUALES NO:

a) Tirar una moneda y observar si sale cara. —

b) Comprar una papeleta de una rifa y esperar que toque. —

c) Mirar por la ventana y esperar que el primer coche que pase sea rojo. —

d) Tirar una pelota al aire y esperar que caiga. —

e) Tirar un corcho al agua y esperar que flote. —

2. EXTRAER UNA BOLA DEL BOMBO.

Indica en la tabla, con una cruz, el tipo de cada suceso.

SUCESO SEGURO POSIBLE IMPOSIBLE

EXTRAER LA LETRA «a»

EXTRAER UNA VOCAL

EXTRAER UNA
CONSONANTE

EXTRAER UNA
LETRA QUE NO SEA NI
LA «a» NI LA «o»
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3. a) ¢Cudl es la probabilidad de un suceso seguro? —

b) ;Cuaél es la probabilidad de un suceso imposible? —

4. EXTRAER AL AZAR UNA BOLA DE LA BOLSA.

Ordena los siguientes sucesos desde el menos probable al mas

probable.

A — Sacar siete. E — Sacar impar.

B — Sacar més de siete. F — Sacar més de nueve.
C — Sacar menos de siete. G — Sacar menos de diez.
D — Sacar par.

5. LANZAR EL DADO.

a) Escribe el conjunto de todos los resultados

posibles.

b) ¢Cudl es la probabilidad de sacar un cinco?

c) Escribe los resultados pertenecientes al suceso

SACAR MENOS DE CINCO.

d) ¢Cual es la probabilidad de sacar menos de cinco?
6. JUEGO DE CARTAS

Se te propone que participes en el siguiente juego: Se barajan y se colocan boca abajo
sobre la mesa cuatro cartas: dos rojas y dos negras, y puedes apostar el dinero que
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desees a que sacas dos cartas del mismo color al levantar dos cartas a la vez ¢ Te interesa
jugar?
¢ Qué pretendo con los anteriores ejercicios? ¢ Qué quiero evaluar?

Con el primer y segundo ejercicios busco evaluar el conocimiento que manejan los
alumnos con respecto al primer campo de problemas (experimentos aleatorios y espacio

muestral).

Con el tercer, cuarto y quinto ejercicios se pretender ver el conocimiento del alumno

sobre el segundo campo de problemas (probabilidad de un suceso).

Con el sexto y ultimo pretendemos evaluar la probabilidad de un experimento

compuesto, que trabajaremos en el campo de problemas tres.
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4. RAZONES DE SER DEL OBJETO MATEMATICO

4.1 ¢ Cual es la razon o razones de ser que vas a tener en cuenta en la introduccion

escolar del objeto matematico?

Las razones de ser tenidas en cuenta en el aula son las de la vida cotidiana. La
matematica sirve para modelar situaciones que se presentan en campos de la vida
cotidiana a través de diferentes ciencias como la fisica, quimica, economia, biologia,
etc.; ademas juega un papel importante en el desarrollo tecnoldgico. De esta manera el
saber matematico se puede considerar como un instrumento con el que es posible, a

través de otras ciencias, reconocer y transformar la naturaleza y la sociedad.

Al tratar de modelar los fendmenos de la naturaleza, el hombre se ha encontrado con
que hay situaciones que obedecen a un modelo determinista y otras que en cambio
obedecen a un modelo aleatorio. Debemos ensefiar un conjunto de teorias que den
acceso a los estudiantes a los elementos bésicos de probabilidades, que le permitan
tomar decisiones en su vida cotidiana y contar con una formacién minima para que
puedan desarrollarse desde esa perspectiva en cualquier campo profesional o cientifico.
Como bien explica Batanero (2003, p.51), muchos problemas complejos se resuelven
hoy dia mediante simulacion y mostrar a los alumnos ejemplos sencillos de esta técnica
puede servir para ilustrar su aplicabilidad a campos y problemas reales. En la ensefianza
de la estocastica en secundaria, la simulacion cobra papel importante, ya que ayuda al

alumno a conocer las diferencias entre la probabilidad experimental y la tedrica.

4.2 ¢ Coinciden con las razones de ser historicas que dieron origen al objeto?

La teoria de la probabilidad estd fuertemente ligada desde sus inicios a los
juegos de azar. Etimologicamente, ademas, la palabra azar proviene del arabe “az-zahr”,

que significa “el dado para jugar”.

Los primeros pasos en la teoria de las probabilidades fueron dados por el matematico y
médico italiano Jeronimo Cardano (1501-1576). Se dice que Cardano era un jugador y

que inclusive algunas veces estuvo en la carcel a causa de sus trampas.
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Histéricamente, se asocia el origen de la teoria moderna de la probabilidad a un carteo
entre Pascal (1623-1662) y P. Fermat (1601-1665). En 1653, otro jugador y
matematico, el llamado Caballero de Méré, se interes6 por la relacion entre la
matematica y los juegos de azar. De talento limitado, remiti6 a Pascal algunos
problemas sobre el juego de dados. Y éste, en colaboracion con Fermat, hizo avanzar un

poco mas el estudio de la probabilidad.

La razon de ser que se utiliza en el aula se centra en la existencia de la probabilidad en
la vida cotidiana. En muchas de las situaciones y decisiones diarias interviene el azar.
La probabilidad tiene la enorme cualidad de representar adecuadamente la realidad de
muchos procesos sociales y naturales, y, por lo tanto, su conocimiento permite

comprender y predecir mucho mejor el mundo en que vivimos.

Es por ello por lo que pienso que no coinciden las razones historicas con las actuales. Es
cierto que los juegos de azar siguen presentes en la actualidad (desgraciadamente cada
vez mas) pero no son la razén por la que se ensefia ahora mismo probabilidad en nuestro

sistema educativo.

4.3 Disefia uno o varios problemas que se constituyan en razones de ser de los

distintos aspectos del objeto matematico a ensefar.

La actividad siguiente se basa en afirmaciones que se pueden encontrar en el dia

a dia los alumnos durante su vida en las que la probabilidad entra en juego.
Actividad 1: razona si son ciertas o falsas las siguientes afirmaciones:

1. A falta de 3 jornadas de liga el Real Madrid aventaja en 10 puntos al Barcelona
por lo que es imposible que el Barcelona gane la liga.

2. Viendo la prevision meteoroldgica, el presentador ha comentado que en un 75%
de seguridad mafiana llovera por lo que mafiana seguro que caen precipitaciones.

3. El médico me ha dicho que la tasa de éxito de la operacion a la que quiere
someterme es del 20% por lo que lo mejor que puedo hacer es no operarme con
ese método y buscar otra alternativa.

4. Mi compafia de seguros quiere subirme el precio ya que he tenido un accidente

y comentan que es mas probable que tenga otro a que no.
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5. Como ayer toco en la loteria del pueblo el nimero 00012 mafiana no voy a jugar

al 00012 porque ya ha salido.

La actividad se dividira en cinco debates cortos tras cada una de las afirmaciones

propuestas.

Con la primera afirmacion espero que no haya debate ya que hablamos de un suceso
seguro, término que introduciremos aprovechando esta afirmacion. Se les propondrd, en

contra de esta afirmacion, que expresen ellos un suceso imposible para complementar.

Con la segunda afirmacion, esperamos que surja un debate entre los alumnos que
diferencie entre que un suceso tenga una alta probabilidad y que sea seguro (1 de
probabilidad o 100%). Queremos que distingan correctamente que algo que es muy

probable no implica que vaya a ocurrir.

Con la tercera afirmacion queremos que platiquen sobre los riesgos o no beneficios de
realizar actividades con poca probabilidad de éxito y la busqueda de estrategias

ganadoras.

Con la cuarta buscaremos que piensen en el porqué de ciertos aspectos cotidianos a los
que se enfrentan sus familias, y ellos cuando crezcan, en los que la probabilidad entra en

juego.

La quinta afirmacion es la que méas controversia generara en el debate ya que hay ideas
preconcebidas respecto a los sucesos independientes dificiles de entender en una
primera aproximacion. Como el debate es “entre iguales” intentamos que sean ellos
mismos los que se den cuenta del error de esas ideas y no que sea el profesor a través de

explicaciones tedricas el que indique la solucion.

4.4 Indica la metodologia a seguir en su implementacion en el aula.

La idea es utilizar los conceptos basicos que traen los estudiantes tanto en la
etapa de Educacion Primaria como en 1° de la ESO sobre probabilidad. Queremos que
los alumnos se cuestionen que implica que un suceso sea mas 0 menos probable y si
reconocen la certeza absoluta de que algo ocurra o no y de las implicaciones que tiene
gue una accion sea mas probable que otra. Después de que los alumnos realicen el

gjercicio individualmente, pondremos en comun las distintas respuestas que vayan
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nombrando los alumnos y el profesor ahondara en los conceptos mencionados
anteriormente sobre la certidumbre u ocurrencias e implicaciones de los sucesos

probabilisticos.
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5. CAMPOS DE PROBLEMAS

5.1 Disefa los distintos tipos de problemas que vas a presentar en el aula.

En la siguiente tabla aparecen los campos de problemas que pretendo ensefiar

con respecto a la probabilidad, asociados a las técnicas y tecnologias correspondientes.

En el primer campo de problemas trabajaremos los conceptos de fenémeno aleatorio y
determinista y en qué podemos diferenciarlos para introducir el concepto de azar y
probabilidad. Vamos a promover que el alumno trabaje con fendmenos aleatorios
sencillos de comprender como son ejercicios con monedas, fichas de domind, cartas,

perindolas, bolsas con bolas de colores, fichas de domind, etc.

Con el segundo campo de problemas trabajamos la idea de probabilidad con un sentido
frecuencial de forma intuitiva con el problema de la chincheta y planteandose la idea de
probabilidad con frecuencia tedrica al realizar un ejercicio como “las trampas de Pedro”
y empezar a pensar en la idea de que la probabilidad es un cociente de posibilidades.
Con el juego de Beano formalizaremos totalmente la idea de cociente entre casos
favorables y casos posibles a traveés de un trabajo ladico y participativo entre los
alumnos. En este campo se realizard una primera aproximacion al concepto de

probabilidad a partir de los elementos del algebra de Boole de sucesos aleatorios.

Para el tercero y dUltimo campo de problemas introducimos los experimentos
compuestos con el problema “los dos dados”. Utilizaremos finalmente los diagramas de
arbol y las tablas de contingencia para esquematizar las técnicas de calculo de
probabilidad.
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Campo de problemas

Técnicas

Tecnologias

Experimentos

deterministas y aleatorios.

Establecer el caracter
aleatorio o determinista.
Establecer los distintos
resultados posibles de un

experimento aleatorio.

Definicion de sucesos
aleatorios y deterministas.
Definicion de espacio
muestral, suceso, tipos de
suCesos y operaciones con

SUCESOS.

Idea intuitiva de
probabilidad, simulacion
de un suceso. Probabilidad

de un suceso.

Recuento de sucesos.

Cociente de sucesos
favorables y posibles.

Propiedades de la
probabilidad. Regla de
Laplace. Probabilidad de
uniones e intersecciones de
sucesos y de sucesos

contrarios.

Experimentos compuestos

Diagrama de arbol y tablas

de contingencia

Regla de Laplace.
Probabilidad de uniones e
intersecciones de sucesos y

de sucesos contrarios.

Con las 3 primeras actividades trabajaremos el campo 1 de problemas, con las

actividades de la 4 al 10 trabajaremos el campo 2 que, en mi opinion es el que requiere

mas tiempo ya que es el tema central puesto que contiene la Regla de Laplace y, con las

actividades de la 11 al 14, el campo 3.

Las actividades que propongo para aplicar son los siguientes:

Actividad 1

Determina si en los siguientes sucesos actla el azar o no. En caso de que si, indica

los posibles resultados.

) Después del relampago llega el trueno.

i) Sacar una carta sin mirar de una baraja francesa y saber de que palo es.

i) Elegir entre un grupo de personas a una y que ésta tenga menos de 150 afios.

Iv) Obtener cara al lanzar una moneda.
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Soluciones:

) Es un suceso determinista ya que el metalico pesa mas y la gravedad hace
que caiga antes. No actla el azar.

i) Al no poder mirar no tenemos certeza de cudl sacaremos. El espacio
muestral es el siguiente: E.M = {Corazdn, Pica, Trébol o Diamante}. Actla
el azar.

i) Es un suceso determinista ya que, por ahora, ninguna persona es capaz de
vivir tantos afios. No actda el azar.

iv) Es un suceso aleatorio porque no sabemos si saldra cara o cruz. El espacio

muestral es el siguiente: E.M: {Cara, Cruz}. Actua el azar.

Con esta actividad queremos introducir el concepto de experimento aleatorio o
determinista sin nombrarlos. Seguidamente al ejercicio, se dara la definicién formal

y se institucionalizaran los conceptos de experimento deterministico y aleatorio.
Actividad 2

Escoge el nimero posible de resultados distintos que cabe esperar al realizar los

siguientes experimentos:

i) Lanzar tres monedas distintas
a. 2
b. 3
c. 8
i) Lanzar dos dados distintos
a. 6
b. 12
c. 36
i) Dejar caer una piedra
a 1
b. 2
c. Ninguno
iv) Darle la vuelta a una ficha de dominé
a. 7
b. 14
c. 28
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Soluciones: i) cii) c, iii) ay iv) c.

Con estas dos actividades hemos seguido insistiendo en la idea de suceso aleatorio y
determinista. Ademas, afiadimos el trabajo del espacio muestral al que no nombramos

formalmente hasta terminar el ejercicio definiendolo.

Actividad 3: Cluedo.

Ensefiamos en el proyector el juego de mesa Cluedo. Les ensefiaremos los
personajes, las armas y los lugares. Les pedimos que escriban si las condiciones que

pide cada afirmacion son plausibles a la vez o no.

A

1) Que el asesino sea hombre y el asesino sea Miss Scarlett.

2) Que el asesinato haya sido en el ala oeste de la casa y en el comedor.

3) Que lleve un complemento en el cuello el asesino y sea Professor Plum.

4) Que el asesinato haya sido en el cuarto de bafio, con el veneno y cometido por
Reverend Green.

5) Que el asesinato haya sido con la soga y el muerto tenga una herida de bala.

6) Que el asesino tenga barba y sea cura.
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Soluciones:

1) Incompatible ya que Miss Scarlett no es un hombre.

2) Compatible ya que el comedor esta en el ala oeste.

3) Compatible ya que Plum lleva una pajarita.

4) Compatible ya que no tienen ninguna contradiccion.

5) Incompatible ya que la soga no es un arma de fuego.

6) Incompatible ya que el Unico cura no tiene barba y el Unico con barba es el

marinero.

La idea es la de trabajar con sucesos compatibles e incompatibles a través de una
actividad contextualizada en un juego conocido que motive a los alumnos ya que,
generalmente, los juegos de mesa son de interés a las edades de los alumnos de 2° de la
ESO. En el ejercicio no se da la definicion de sucesos compatibles e incompatibles, pero
se trabaja vy, tras terminar la actividad, el profesor si que da la definicion formal de

sucesos compatibles e incompatibles.

Con esta actividad empezamos el trabajo del campo 2 de problemas.

Actividad 4 Dados y estudiantes (Jiménez y Jiménez, 2005)

Se escriben los nimeros 1, 2, 3, 4, 5y 6 en distintos papeles. Cada estudiante
selecciona un papel de modo que obtenga una asignacion de numeros: Estudiante A: 1,
2. Estudiante B: 3, 4. Estudiante C: 5, 6. Un estudiante lanza un dado. Se asigna un
punto a aquel estudiante que tiene el nimero que tiene la cara superior del dado. El
ganador del juego es aquel que logre primero sumar 5 puntos.

i) Antes de lanzar el dado, ¢;cual de todos los jugadores tiene mayor posibilidad de

obtener el punto?

i) ¢Cudl es el nimero minimo de veces que se debe lanzar el dado para obtener un

ganador?

iii) ¢Cual es el nUmero maximo de veces que se debe lanzar el dado para obtener un

ganador?

iv) Tras jugar varias veces, ¢has cambiado de opinién respecto al apartado i)?

Pagina 21 de 50



Probabilidad: una propuesta didactica para 2° curso de ESO

Repetimos el juego y las cuestiones, pero esta vez con distinta distribucion de papeles:
Estudiante A: 1, 2, 3. Estudiante B: 4, 5. Estudiante C: 6.

Con esta actividad seguimos insistiendo en la idea de experimento aleatorio, siendo el
primero con resultados equiprobables y el segundo con resultados no equiprobables de
victoria de los distintos alumnos. El profesor solamente intervendra para evitar falsas
creencias probabilisticas en el apartado i) 0 en equivocaciones de conteo de resultados
en el ii) y iii).

Soluciones: en la primera distribucion de papeles

) Todos tienen las mismas posibilidades. Quiza algun alumno no distinga entre
que tener un 5y un 1 es lo mismo y diga otra solucion en funcion del valor
del nimero.

i) 5.

iii) 13.
En la segunda distribucién

i) El alumno A tiene un 1/2 de probabilidad de victoria, el B 2/6 de
probabilidad y el C 1/6.

i) 5.

iii) 13.

Actividad 5: Lanzamiento de chinchetas

Se le dan diez chinchetas a cada alumno y se les pregunta: “si lanzamos las
chinchetas al aire, ¢qué es mas probable, que caigan con la punta hacia arriba o que lo

hagan con ella hacia abajo?” ;Qué podriamos hacer para saberlo?

Lo normal es que haya distintas respuestas a la pregunta basadas en los distintos
criterios que hayan usado los alumnos para responder. Tras un pequefio debate en clase
lo que se espera es que lleguemos a un sentido de frecuencial de la probabilidad y que
propongan lanzar un gran nimero de veces las chinchetas. Ademas, esta actividad sigue
la idea de que la experimentacion en la probabilidad es importante para asimilarla.
Llegaremos a un sentido frecuencial ya que cada alumno realizara 10 tiradas de 10

chinchetas y un compafiero, a su vez, ira apuntando los resultados en una hoja Excel. Al
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haber tantos lanzamientos la frecuencia se acercard al 50%. Proyectaremos los
resultados en un dispositivo audiovisual y los alumnos podran, ahora si, debatir los
resultados y llegar al sentido frecuencial de la probabilidad.

Actividad 6: ;Me hace trampas Pedro?

Hemos quedado Pedro y yo para ir al cine como hacemos cada sabado, pero no
nos ponemos de acuerdo en qué pelicula ver nunca. Para decidir quién escoge qué
pelicula ver decidimos lanzar una moneda 100 veces y si salen méas cruces escoge Pedro
la pelicula y si salen mas caras elijo yo la pelicula. Pedro siempre me pide jugar con su
“moneda de la suerte” y empiezo a sospechar que su moneda no estd equilibrada porque
me parece que escoge demasiadas veces pelicula él. A la vista de la siguiente tabla de
los resultados obtenidos las 9 ultimas veces que hemos ido al cine, ¢podemos concretar

que Pedro me ha hecho trampa?

NUmero de veces 1 2 3 4 5 6 7 8 9
que lanzo 100

monedas

fi de Caras 0.20 | 0.17 | 0.10 | 0.05 | 0.25 | 0.27 | 0.36 | 0.18 | 0.21

fi de Cruces 080 | 0.83 | 0.90 | 095 | 0.75 | 0.73 | 0.64 | 0.82 | 0.79

Solucion: estamos ain en un momento de la propuesta en el que no calculamos
tedricamente las probabilidades (en este caso, la probabilidad teorica de cara y cruz es
1/2 ) pero si que a través del problema del martillo de Thor y este de la moneda estamos
introduciendo la idea de sucesos equiprobables y sucesos no equiprobables. Esperamos
dos tipos de respuestas: aquellas que dicen que si sale muchas veces cruz hay que jugar
a que salga cruz por influencia de los resultados anteriores y respuestas que aportan la
misma solucidn, pero con la argumentacién de que algo le ocurre a la moneda, que lo
normal que después de 900 tiradas es que se acerquen los resultados a 450-450. A través

de la idea de frecuencia estamos ya encarando que la probabilidad de un suceso de este

casos favorables

tipo es

casos posibles '
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Actividad 7: Beano Natalie Turbiville (2012)

Los alumnos se colocan en grupos de 3 0 4 y se le da a cada uno la siguiente tabla:

112345

6

7

8

910

11

12

A continuacion, les damos las siguientes instrucciones:

a) Toma doce trozos de papel y colocalos en la tabla de arriba. Puedes optar por

ponerlos todos en el mismo nimero o extenderlos de forma separada.

b) El encargado de lanzar los dados lanzard una pareja de dados y dira en voz alta
la suma de los dos. Si tienes un trozo de papel debajo de uno de los nimeros de

la tabla lo dices y lo apartas de la tabla.

c) Gana el primer jugador que retira sus trozos de papel.

Después de jugar varias partidas, tienen que rellenar la tabla y el grafico siguiente:

1

2

3

4

S

6

2

O NbhWIN =

12
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Cudntas veces ocurre cada suma en el cuadro anterior?

2 [3 |4 |5 |6 [7 |8 |9 [10]11]12]

Y finalmente, les hacemos las siguientes preguntas:

a) Segun el gréfico, ¢qué resultado es mas probable? ¢Cual es la probabilidad de
tirar los dados y obtener esa suma?

b) Durante el juego real, ¢qué resultados aparecieron con mas frecuencia?

c) Describe la forma en la que cambid tu estrategia en el transcurso del juego.

d) Después de este juego, ¢qué significa la probabilidad para ti? Si quieres ganar,

¢como debes organizar tus trozos de papel para que coincidan con tu grafico?

Con este juego, ya introducido el concepto de suceso aleatorio, o que queremos es
profundizar en el de probabilidad de un suceso. Un suceso aleatorio puede tener varios
resultados, pero no sabemos cuél va a producirse de una forma segura. Lo que debemos
ver es que hay resultados mas factibles (probables) que otros. Con este juego queremos

hacerles ver una forma de introducir la regla de Laplace de forma lddica.

Actividad 8
Tenemos 2 dados distintos que lanzamos. Calcula la probabilidad de:

a) Lasuma de los dados sea menor que 7.

b) Lasuma sea mayor o igual que 7.

c) Lasuma sea par.

d) Los dos dados caigan con el mismo ndmero.

e) Probabilidad de que la suma sea 13.

Soluciones:

a P(>7) = =
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b) P(£7)=1-P(>7) =1 - ===

€) P(sumapar) = P(par los dos dados) + P(impar los dos dados = )316 +

2 _1

36 2

d) P(mismo namero) = Ly 1
36 ' 36 36 36 ' 36 36 6

e) P(13) = 0

Con este ejercicio, habiendo ya dado la definicion de probabilidad con el juego de
Beano queremos que calculen probabilidades haciendo conteo en el espacio muestral de

las posibilidades que se ajustan a la pregunta planteada y apliquen la regla de Laplace.

Actividad 9

De los 30 alumnos de una clase, hay alumnos que practican futbol y baloncesto a
la vez, otros solo futbol, otros solamente baloncesto y otros ninguno de los dos deportes.
17 dijeron que practican el fatbol, y 14, el baloncesto. 5 dicen que practican ambos y el
resto gque ninguno. Si elegimos aleatoriamente un alumno de clase calcula la
probabilidad de:

A) Que practique fatbol.

B) Que practique baloncesto.

C) Que no practique ninguno.

D) Que practique fatbol, pero no baloncesto.
E) Que practique baloncesto o futbol.

F) Que practique ambos.

Los alumnos recibirdn la siguiente consigna: ‘“antes de plantear el problema
numéricamente realizad un grafico para saber qué hacen los alumnos de esta clase en

relacion con los dos deportes™.
Solucion: consideramos F = “practicar futbol” y B = “practicar baloncesto”.

Utilizaremos el diagrama de Venn, concepto que los alumnos no conocen v,
posiblemente, ante el probable desconcierto que haya entre los alumnos el profesor deba
introducirlo, para calcular cuantos practican solo cada uno de los deportes. Ya que hay

en clase 5 que hacen los 2 deportes y 17 que practican fatbol, 12 practican s6lo futbol.
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Con el baloncesto al ser 14 que lo practican quedan 9 que hacen sélo baloncesto. Asi,
que practiquen deporte hay 26 y, por tanto, 4 que no hacen ninguno.

E

2) P(F) ==

b) P(B) =~

17
0

¢) P((FUB)®)=—
d) P(FNB)=—
e) P(FUB)==

f) P(FNB)=—

Actividad 10
Sean los siguientes sucesos
A={2,4,6} B={1,3,5}
c={1,2} D={1,2,3,4}
E={4,5,6} F={1,2,3,6}

G={1,3}

Calcula: AUB,EUB, AnF,CnG,DNnB
Solucién: Au Cc={1,2,4,6}
EUuB={1,345,6}

ANnF ={2,6}
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CNG={1}

DNB=1{13)

Con los siguientes problemas queremos trabajar el tercer campo de problemas:

experimentos compuestos.

Actividad 11: el tran-tran (Barredas, 2008, p.197)

En la mesa del feriante hay cuatro dados de colores distintos. También es

distinta la puntuacion de cada una de sus seis caras.
ROJO444444 AZUL 882222
VERDE777111 AMARILLO 666600

El juego que propone el feriante es el siguiente: "Elije un dado. El que t0 quieras. Yo
elegiré otro. Ponemos un euro cada uno encima de la mesa. Tu tiras tu dado. Yo, el mio.

Gana los dos euros el que saque mayor puntuacion en su dado™.
¢ Te parece un juego justo?

Solucidn: no es un juego justo, para cada que escoja el jugador el feriante puede escoger

otro donde la probabilidad de sacar un nimero mayor que el jugador sea superior a la de

éste.
Jugador Feriante
Rojo Amarillo (2/3 de probabilidad de victoria)
Azul Rojo (2/3 de probabilidad de victoria)
Verde Azul (5/6 de probabilidad de victoria)
Amarillo Verde (5/6 de probabilidad de victoria)

Con este problema queremos trabajar la regla de Laplace de una forma amena para los

alumnos, precisando siempre el espacio muestral.
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Actividad 12: Reparticiones (Barredas, 2008, p.200)

Jimmy y Telma estan en plena partida de un juego donde se tienen que conseguir
6 puntos para ganar, y en el que cada uno de los jugadores tiene las mismas
oportunidades para vencer en una ronda y llevarse un punto. Jimmy esta ganando por 5
a 3, cuando llega la policia y se interrumpe la partida. ;Como deberan repartirse las

apuestas depositadas?

Solucion: Problema propuesto por Fibonacci (1180-1250 en su Liber Abaci, mal
resuelto por Luca Pacioli (1445-1514), que sostenia que la reparticion deberia ser de 5 a
3, cuando, realmente, debe ser de 7 a 1. Repartir 5 a 3 es, quizas, lo primero que le viene
a uno a la cabeza. En esta respuesta no influye el nimero de partidas que hay que ganar

(6, en este caso).

El maximo de partidas que les quedaria por jugar seria 3. Se trata de escribir en un
diagrama de arbol todas las posibilidades (contando incluso con aquéllas en las que la

partida habria acabado), y contar cuantas favorecen a cada uno.

< :

En 7 de las 8 combinaciones posibles de resultados Telma gana al menos una partida y

por tanto gana el juego, asi que el reparto deberia ser 7 a 1.

Actividad 13: Interpretando las tablas de contingencia (Batanero, 2015 , p.2)

La tragedia del Titanic se ha hecho famosa por peliculas y exposiciones como la existente

en Belfast. Segun la tabla que aparece después, calcula:

1. La proporcidn global de supervivientes.
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|”

2. Analizar si la “normal moral” de salvar primero a las mujeres (y nifios) se cumplié en

este caso.
Sobrevive No sobrevive Total
Mujer 308 154 462
Varén 143 708 851
Total 451 862 1313
Soluciones:
1. P(Sobrevivir) = Servviontes _ 451 _ g 343
2. P(Sobrevivir siendo mujer) = Suzzzzljlz::;i;x:rjzes = % = 0.667

supervivientes varones 143

P(Sobrevivir siendo hombre) = - = = 0.168
pasajeros varones 851

Por lo que por cada varén que sobrevive hay 4 mujeres que sobreviven. Podemos

suponer que la “normal moral” se cumplié en el Titanic.

Algunos alumnos podrian representar los datos en un diagrama de barras adosado
(Figura 1) para visualizarlos con mas claridad. El grafico muestra que hubo méas mujeres
supervivientes que ahogadas y al contrario entre los varones. Pero al ser el nimero de
hombres y mujeres diferentes, se dificulta la comparacion. Se les puede hacer observar
que casi 3 de cada 4 mujeres se salvaron y hombres alrededor 1 de cada 8; estas razones

deberian ser iguales o parecidas, en caso de no preferencia.

800 708
700

600
500
400
300
200
100

0

B Sobrevive

B No sobrevive

Mujer Vardn

Figura 1. Supervivencia de mujeres y hombres en el Titanic

Pagina 30 de 50



Probabilidad: una propuesta didactica para 2° curso de ESO

El diagrama en arbol (Figura 2) ayuda a visualizar el hecho de que de todos los que

sobreviven la mayoria son mujeres también.

"~ Varonque
sobrevive

Varon que no
sobrevive sobreviven

[ Pasaoros 451
i ~ Mujer que

Sobrevive
308

Mujer que no
sobrevive

143

Figura 2. Diagrama en arbol representando los datos

Con este problema queremos trabajar el uso de tablas de contingencia, pero también
queremos que el alumno se planteé distintas formas de visualizacion de los resultados.
Con las figuras 1 y 2 damos dos ejemplos en los que el alumno puede verse mas

cémodo para luego plantear las probabilidades de supervivencia.

Actividad 14: La Paradoja de la Caja de Bertrand (Batanero, 2011, p.3)

Tenemos tres cajas y cada caja tiene dos cajones con una moneda cada uno: una
caja contiene dos monedas de oro, otra caja dos monedas de plata, y la caja final con
una de cada tipo. Después de elegir una caja al azar se toma un cajon al azar, y resulta
por ejemplo que contiene una moneda de oro. ;Cuél es la probabilidad de que la otra

también sea de oro?

Solucion: Una solucion correcta del problema se obtiene intuitivamente con ayuda de
un diagrama de arbol. Un primer paso consiste en elegir al azar una de tres cajas con la
siguiente composicion Caja 1: (ORO, ORO), Caja 2: (ORO, PLATA), Caja 3: (PLATA,
PLATA). El segundo paso consiste en abrir uno de los cajones, donde se pueden
encontrar los casos representados en la segunda division en ramas del arbol. El tercer
paso consiste en ver el tipo de moneda que queda en la caja, cuando se ha abierto uno de

los cajones.

Pagina 31 de 50



Probabilidad: una propuesta didactica para 2° curso de ESO

112
C1 1
112
ORO = QRO
113
! PLATA
c2
1 ]
13 PLATA ———= QRO
1
cy 12 PLATA . PLATA

12 1
PLATA == PLATA

El enunciado nos pone una condicién (una de las monedas es de oro) y, por tanto, nos
pide una probabilidad condicional. Asi, quedan tres posibilidades equiprobables (como

observamos en las ramas finales del arbol):

* Que hayamos tomado la unica moneda de oro en la caja (ORO, PLATA); en este caso,

la otra moneda que queda en la caja es la de plata.

* Que hayamos tomado la primera moneda de oro en la caja con dos monedas de oro; en

este caso, la otra moneda es de oro.

* Que hayamos tomado la segunda moneda de oro en la caja con dos monedas de oro; en

este caso, la otra moneda también es de oro.

Dicho de otro modo, tenemos dos casos en gue la caja elegida sea la (ORO; ORO) si la
moneda observada es de oro y solo uno de que la caja sea (ORO; PLATA). En
consecuencia, sabiendo que una moneda es de oro, la probabilidad de que la otra sea de
oro es el doble (2/3) que la probabilidad de que sea de plata (1/3).
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6. TECNICAS

A partir de la resolucion de las actividades propuestas en el apartado “campo de

problemas” van a ir apareciendo las diferentes técnicas.

En el campo de problemas 1 aparecen las técnicas de construccion del espacio muestral,

establecimiento de sucesos (aleatorios y deterministas).

En el campo de problemas 2 aparecen técnicas de recuento de casos posibles y
favorables y mediante frecuencias. A ello van asociada la tecnologia de la Regla de
Laplace y las propiedades de la probabilidad, entre otras. Cuando en el campo de
problemas 2 hayamos introducido la probabilidad como limite de frecuencias relativas

estaremos trabajando la técnica de célculo de frecuencias relativas.

En este mismo campo cuando se introduzca el algebra de Boole de sucesos aleatorios se
van a trabajar las técnicas de la union e interseccion de sucesos compatibles e

incompatibles, y la técnica de hallar el suceso complementario de uno dado.

En el campo de problemas 3 se introducen las técnicas de diagramas de arbol y tablas de

contingencia.

6.1 Dichas técnicas ¢estan adecuadas al campo de problemas asociado al objeto

matematico?

Todas las técnicas usadas en cada uno de los campos de problemas propuestos
anteriormente son adecuadas para que el alumno estd capacitado para aprender los

conceptos probabilisticos y resolver los distintos problemas y juegos propuestos.
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7. TECNOLOGIAS
7.1 ; Mediante qué razonamientos se van a justificar las técnicas?

Comenzaremos con las ideas preconcebidas por los alumnos sobre el azar, como
una forma de hablar de la probabilidad de una forma intuitiva. Aquellas ideas
preconcebidas tanto correctas como errOneas seran usadas como herramientas de

introduccién del objeto matematico.

Inicialmente, nos hemos marcado como objetivo diferenciar entre fendmenos
deterministas y aleatorios. Se justificara definiendo experimento aleatorio como aquel
que, sabiendo las posibles soluciones, manteniendo las condiciones iniciales, no es

posible predecir el resultado.

Para determinar dichos resultados de un experimento aleatorio acudiremos a la
definicién de espacio muestral como el conjunto formado por todos los resultados
posibles del experimento aleatorio. Esos resultados seran los sucesos que definiremos

como cada uno de los casos posibles que pueden darse en un fendbmeno aleatorio.

Dentro de los distintos tipos de sucesos hablaremos de sucesos imposibles, seguros,
contrarios, compatibles e incompatibles. Un suceso seguro es aquel que contiene todo
el espacio muestral, un suceso imposible es el caso contrario, cuando el suceso no
contiene ningin elemento del espacio muestral. Suceso contrario a un suceso A lo
forman los elementos del espacio muestral que no estan en A. Cuando dos sucesos
tienen algin suceso elemental en comdn se dice que son compatibles y si no,

incompatibles.

Finalmente hablamos de los dos tipos de sucesos en funcion de su probabilidad:
equiprobables y no equiprobables. Diremos que un espacio muestral es equiprobable si
todos los elementos que lo conforman tienen igual oportunidad de ser elegidos vy, en

consecuencia, tienen la misma probabilidad de ocurrencia.

Para hablar mas formalmente de la probabilidad acudiremos a la idea de frecuencia
relativa y de como cuanto mas se repite un experimento mas se acerca la frecuencia de
los resultados del experimento a la frecuencia tedrica y por tanto a la probabilidad del

Suceso.
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La probabilidad es la mayor o menor posibilidad de que ocurra un determinado suceso.
En otras palabras, su nocién viene de lanecesidad de medir o determinar
cuantitativamente la certeza o duda de que un suceso dado ocurra 0 no. Introduciremos
la regla de Laplace es tremendamente importante, puesto que nos permite calcular la
probabilidad de un suceso, siempre que los sucesos elementales sean equiprobables, es
decir, que todos los resultados posibles tengan la misma probabilidad. En estas

condiciones, tenemos que:

La probabilidad de un suceso se obtiene dividiendo el ndmero de resultados que
forman el suceso A entre el nimero de resultados posibles.

Trataremos también las operaciones con sucesos: la unién de sucesos, denotada A u B,
que implica que se da A o B 0 ambos sucesos, la interseccion, denotada A n B, que

implica que se dan los sucesos A'y B a la vez y la probabilidad de dichas operaciones.

7.2 ¢ Quién (profesor, alumnos, nadie) va a asumir la responsabilidad de justificar

las técnicas?

La responsabilidad de justificarles siempre va a ser asumida casi totalmente por
el profesor al formalizar los conceptos. No obstante, los alumnos con las actividades
propuestas deben ser capaces de razonar o de tener una idea estructurada de las técnicas
a través de la experimentacion y resolucion de las diferentes actividades. Los alumnos
con sus aportaciones a las explicaciones dadas por el profesor también ayudaran a

justificar las técnicas de una forma comprensible al resto de alumnos.

7.3 Disefia el proceso de institucionalizacién de los distintos aspectos del objeto

matematico.

La institucionalizacion de todos los conceptos tiene que partir de la intuicion del
alumno y de las actividades de simulacion propuestas ya que, en mi opinion y
observacion, es la forma en la que el alumno mejor comprende los sucesos
probabilisticos. A la intuicion y las actividades de simulacion le tiene que acompafar la
consiguiente formalizacidn por parte del profesor para que las ideas que el alumno tiene

con respecto a la probabilidad sean asentadas correctamente. Para ello realizara las
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necesarias explicaciones en pizarra y debatiendo las respuestas de los ejercicios

propuestos.

La intuicién del alumno sera fomentada a través de ejercicios simples en los que tengan
que hacer suposiciones respecto a ideas teoricas de la probabilidad, juegos colaborativos
que fomentan que compartan sus ideas y conocimientos de la probabilidad. También
sera reforzada con problemas de calculo de probabilidades o de encontrar espacios
muestrales de experimentos aleatorios. Finalmente, para formalizar esa intuicion del
alumno el profesor institucionalizara los conceptos mencionados en el apartado

“tecnologias” para que los alumnos acaben con una correcta formacién probabilistica.

7.4 Indica la metodologia a seguir en su implementacion en el aula.

La metodologia usada consiste en la proposicion de distintas preguntas que
hagan reflexionar a los alumnos sobre las ideas preconcebidas que tenian, que
experimenten a través de juegos sobre la idea de probabilidad de una forma ludica, que
se cuestiones a través de los distintos problemas sobre los resultados obtenidos en los
mismos. El profesor en todo momento sera el que oriente el camino del aprendizaje e

institucionalice los conceptos del objeto matematico.

Para los problemas y juegos los alumnos trabajaran de forma individual o por grupos en
funcién de la actividad y de si se busca la reflexién personal o la colaboracion para
formar o consolidar ideas respecto a los conceptos de la probabilidad que aprenden. En
el caso de las actividades individuales tras su realizacion los alumnos pondrén en comun
sus distintas respuestas y gracias a las posibles diferentes contestaciones podran cambiar

o reforzar su conocimiento de la materia.
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8. SECUENCIACION Y CRONOLOGIA

8.1 Indica la secuenciacion de las actividades propuestas en los apartados

anteriores.

La unidad didactica se dividird en 9 sesiones: 6 para explicar los conceptos
tedricos y trabajarlos a través de problemas y juegos, una sesién para hablar de los
juegos de azar y de repaso, una para el examen y una Ultima para la correccion de éste y

la entrega de notas.
Cada sesion tiene la duracién de una clase normal de instituto: 55 minutos.
Sesion 1

La primera sesion es una sesion que utilizaremos para hablar de ideas
preconcebidas en probabilidad e intentar desmitificarlas y dar una razon de ser con

respecto a la cotidianidad de la probabilidad
Las siguientes preguntas que les haremos seran las siguientes:

1. Si fueras a comprar loteria, ¢cudl elegirias el 11111 o el 124727
2. Lanzamos 8 veces una moneda, se trata de sacar 7 caras seguidas y una cruz al
final o de sacar 5 caras seguidas y 3 cruces seguidas, en este orden. ;Cudl te

parece mas probable?

Con esto intentamos que el alumno aprenda a admitir la validez de un argumento
porque es deducido de acuerdo con las reglas de juego de las matematicas, aunque éste
no coincida con lo que él piensa. En definitiva, que reconozca que no todo lo

intuitivamente aceptable siempre es valido desde el punto de vista formal.

Proseguiremos con la visualizacion de 2 videos en los que la probabilidad aparece en

situaciones mas 0 menos posibles de nuestra vida diaria.

En el primer video se habla de la probabilidad de que dos personas cumplan afios el

mismo dia.

Enlace al video: https://www.youtube.com/watch?v=9LNLBEm3wow
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En el segundo, habla de como las casualidades en realidad son probabilidades.

Enlace al video: https://www.youtube.com/watch?v=6pSmv0Qmckc

Comentaremos que han entendido de los videos y que pensaban antes y después de esta

sesion.

Para terminar se les pedird que realicen en casa el primer ejercicio para que hagan una
primera reflexion sobre aquellos sucesos en los que interviene el azar y en los que no
para, al dia siguiente formalizar la idea de suceso aleatorio y determinista.
Implicitamente en la actividad se trabaja el concepto de espacio muestral también pero
no lo definiremos hasta terminar la actividad 2.

Sesién 2

En esta sesion queremos institucionalizar los conceptos de sucesos aleatorios y

deterministas, espacio muestral y sucesos compatibles e incompatibles.

Al comenzar la sesion los alumnos, levantando la mano para poder responder, diran sus
respuestas al ejercicio. En el caso de que algin alumno no respondiera correctamente
dejaremos que sea otro compariero el que justifique la respuesta correcta. Tras ello,

definiremos los experimentos aleatorios y deterministas.

Seguidamente enunciaremos el ejercicio 2 en el que se trabaja el espacio muestral. Los
alumnos al terminar el ejercicio dirdn sus respuestas y, al igual que en el primer
gjercicio, si hay alumnos que responden incorrectamente seran sus propios compafieros
los que lo sacaran de su error. Tras terminar la ronda de respuestas definiremos el
concepto de suceso y espacio muestral. Volveremos un momento al ejercicio 1 y les
preguntaremos si ahora podrian identificar los sucesos y espacio muestral de los

apartados aleatorios.

Para acabar, trabajaremos el problema 3 con el que trabajamos las definiciones de
sucesos compatibles e incompatibles sin nombrarlos explicitamente. Tras los alumnos
dar las soluciones, como en los anteriores ejercicios, si alguna respuesta es incorrecta
los comparfieros las corregiran. Después, se les pedird mas ejemplos de sucesos que
pueden ocurrir a la vez y de sucesos que no. Para acabar se les explica que esos sucesos

que pueden ocurrir a la vez son los compatibles y los que no, incompatibles.
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Con estas dos sesiones damos por trabajado el campo 1 de problemas.
Sesion 3

En esta sesion introducimos el campo 2 a través de la experimentacion, clave

para que los alumnos comprendan la probabilidad.

En esta sesion realizaremos la actividad 4 “de los dados” para que los alumnos
experimenten y consideren por primera vez el trabajo con posibilidades para introducir
el concepto de probabilidad como un término en el que las posibilidades favorables y

totales estan presentes.

Para terminar la sesion realizaremos la actividad 5 con chinchetas para introducir la
frecuencia como concepto de probabilidad. En la siguiente sesion con el problema de

Pedro y el cine se formalizara el concepto de frecuencia y probabilidad.
Sesion 4

En esta sesién haremos el ejercicio 6 de las trampas de Pedro. Nos permitira
seguir hablando de lo que ocurre en el mundo en el que vivimos y la probabilidad,
ensefiandoles que lo que llamamos raro es en términos matematicos poco probable y
que lo comun es lo que tiene una probabilidad alta de ocurrir o existir. Uno de los
ejemplos sobre raro (o poco probable) que podriamos ensefiar es el del porcentaje de

rubios nacidos en Espafa (https://www.20minutos.es/noticia/3143139/0/mapas-mundo-

personas-pelo-rubio-ojos-claros/). Se propondra a los alumnos que den sus propios
ejemplos de sucesos poco probables de ver y los buscaremos en el ordenador (por

ejemplo, de que te caiga un rayo encima).
Tras ello, el profesor formalizara el concepto de frecuencia relativa como probabilidad.

El grueso de la sesion recaera en el problema de Beano con el que los alumnos
trabajaran la definicion de probabilidad como cociente de posibilidades favorables entre
posibilidades totales. Ademas, seguimos reforzando la idea de espacio muestral y

trabajamos el conteo de sucesos para calcular probabilidades.

Tras terminar el juego el profesor definird formalmente la probabilidad como ese

cociente: la regla de Laplace.
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Sesion 5

En esta sesion trabajaremos principalmente la regla de Laplace con el ejercicio
8.

En ambos, trabajaremos el conteo de posibilidades favorables y totales en el espacio

muestral.

Para terminar la sesién haremos el ejercicio 9 y 10 en el que trabajamos del nuevo el
campo 1 con las operaciones entre sucesos (interseccion, etc.). Al no haber definido el
diagrama de Venn ni los conceptos de operaciones con sucesos puede haber multiples

representaciones a la pista dada en el ejercicio.

Si al observar el trabajo de los alumnos vemos que no encaminan correctamente el
ejercicio 9 ya que no hemos comentado los conceptos iremos explicando a la vez que
realizamos el ejercicio en la pizarra las definiciones de interseccion, union,

complementario y diagrama de Venn.
Sesion 6

Para introducir el campo 3 de problemas trabajaremos el problema 11 del “tran-
tran” en el que tienen que considerar opciones multiples de eleccion. Con el problema
12 ahondaremos en el trabajo de los diagramas de arbol. El profesor les preguntara a los
alumnos cémo harian la reparticion del problema 12 de forma intuitiva. Como seguro
que hay respuestas del tipo 5 3, uno de los alumnos que haya respondido erroneamente
realizard con la ayuda del profesor un esquema en la pizarra, que resultara ser el

diagrama de arbol, con el que se vera que el reparto es distinto al que pensaba.

Posteriormente, para trabajar las tablas de contingencia haremos el problema de los
supervivientes del Titanic. Los alumnos trabajaran primero sin ayuda del profesor para
observar los diferentes planteamientos que pueden dar los alumnos, pero luego el
profesor formalizara el trabajo de las tablas y el calculo de las probabilidades de sucesos

compuestos.
Sesiéon 7

Para terminar el trabajo de los conceptos a través de los campos de problemas
los alumnos haran con la guia del profesor el ultimo problema para observar si son

capaces de trabajar con diagramas de arbol .
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Con lo que quedara de sesion queremos reforzar el trabajo hecho con las actividades a
través de una presentacion! de como funcionan los juegos de casino y del por qué no

deben apostar nunca en ellos como refuerzo del estudio hecho en clase y concienciacion

de la importancia de no jugar a juegos de azar.
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Para finalizar las sesiones de teoria y problemas lo que quede de clase lo utilizaremos

para hacer un pequefio resumen de lo estudiado y responder a las dudas que tengan los

alumnos antes de la sesién del examen.
Sesion 8
Realizacion del examen escrito de evaluacion.
Sesion 9

Entrega de las notas y correccidn grupal del examen.

1 Grafico utilizado cuenta con la autorizacion de su autor Ayose Iturralde.
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9. EVALUACION

9.1 Disefla una prueba escrita (de una duracion aproximada de una hora) que

evalle el aprendizaje realizado por los alumnos.

El examen seré realizado de forma individual y tendré de duracion el tiempo de
una clase cualquiera. Tendran que poner su nombre, apellidos y nimero de clase en
cada hoja que usen y en el caso de que utilicen mas de una numerarlas para no dar pie a
supuestas pérdidas de hojas. Al terminar el examen tendran que entregar la hoja de
enunciados, las hojas de respuestas y la de operaciones.

Ejercicio 1 (1 punto): responde si son aleatorios o deterministas los siguientes hechos.

Justifica el porqué de tu respuesta.

a) Acertar el nimero de la loteria.

b) Abrir un libro justo por la pagina 100.

c) Sacar una patata frita de una bolsa de Doritos.
d) El sexo de nacimiento de un bebe.

e) Cantar las cuarenta jugando al guifiote.
Ejercicio 2 (1.8 puntos): define el espacio muestral de los siguientes experimentos:

a) Lanzar tres monedas.
b) Lanzar tres dados y anotar la suma de los nimeros obtenidos.
c) Deunaurnacon 5 bolas, 1 es roja, 2 son azules y 2 son verdes, sacar 2 bolas a la

vez. Las bolas del mismo color son indistinguibles.

Ejercicio 3 (2.5 puntos): Rafael y Carlos estan jugando a los dados. Rafael gana si al
lanzar dos dados la multiplicacion de los nimeros es par, mientras que Carlos gana si es

impar.

a) ¢Es justo el juego? ¢Por qué?

b) Sien lugar de multiplicar los dados los sumaramos, ¢seria justo? ¢Por qué?
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Ejercicio 4 (0.8 puntos): En el experimento que consiste en extraer una carta de baraja

espafola, se consideran los siguientes sucesos:

A =“Salir un as” B = “Salir una copa”

C =“Salir un rey” D = “Salir una figura”

Relaciona los cuatro sucesos dos a dos y, para cada emparejamiento, indica si las

parejas de sucesos son compatibles o incompatibles.

Ejercicio 5 (1.5 puntos): dado el siguiente diagrama de Venn del instituto en el que

estamos, responde a las cuestiones:

A B
AT T

/
i
fi
Y

~. 80
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Donde el azul representa los alumnos con Playstation y el amarillo con Xbox.

a) Cudl es la probabilidad de al sacar un alumno al azar tenga Playstation.

b) Cuadl es la probabilidad de al sacar un alumno al azar tenga Xbox, pero no
Playstation.

c) Cual es la probabilidad de al sacar un alumno tenga video consola.

d) Cuadl es la probabilidad de al sacar un alumno no tenga video consola.

Ejercicio 6 (0.9 puntos): respecto al ejercicio 5, ¢qué representan las siguientes

operaciones con sucesos si A = “Tener Playstation”B= “Tener Xbox”?

a ANnB
b) AuB
c) (AnB)¢
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Ejercicio 7 (1.5 puntos): Pedro y Javier quieren jugar a lanzar 3 monedas a la vez, pero
antes de apostar por algun resultado deciden analizar todos los posibles resultados y
predecir la probabilidad de cada uno de ellos. Como juego, Pedro dice que pueden
hacerlo un millén de veces y ver quién gana. Javier, que sabe algo de probabilidad
quiere plantear un diagrama de arbol para conocer el juego y tener mas opciones de
ganar a Pedro ¢(Como tendra que distribuir sus respuestas Javier tras hacer el diagrama

de arbol?

9.2 ;Qué aspectos del conocimiento de los alumnos sobre el objeto matemaético
pretendes evaluar con cada una de las preguntas de dicha prueba?

Ejercicio 1: evaluaremos el campo de problemas correspondiente a determinar sucesos

aleatorios y deterministas.
La técnica que usaremos es definir el caracter aleatorio o deterministas.
La tecnologia, la definicion de aleatorio y determinista.

Ejercicio 2: evaluaremos el campo de problemas respecto a la determinacion de un

espacio muestral.
La técnica es representacion de los distintos posibles resultados.
La tecnologia, la definicion de espacio muestral y suceso.

Ejercicio 3: evaluaremos el campo de problemas correspondiente al espacio muestral y

al calculo de probabilidades.
La técnica es la representacion del espacio muestral y el conteo de las posibilidades.
La tecnologia, la definicion de espacio muestral, suceso y probabilidad.

Ejercicio 4: evaluaremos en el campo de problemas del espacio muestral los sucesos

compatibles e incompatibles.
La técnica es la identificacion de los resultados posibles.

La tecnologia, la definicion de suceso compatible e incompatible.
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Ejercicio 5: evaluaremos el campo de problemas de calculo de probabilidades.
La técnica es la interpretacion de un diagrama de Venn y el célculo de la probabilidad.
La tecnologia, la definicion de probabilidad.

Ejercicio 6: evaluaremos dentro del campo del espacio muestral las operaciones con

sucesos.

La técnica es la comprension de las operaciones con sucesos.

La tecnologia, la definicion de interseccion, union, etc.

Ejercicio 7: evaluaremos el campo de problemas de sucesos compuestos.

La técnica es la creacion de un diagrama de arbol y el célculo de la probabilidad.

La tecnologia es la definicion de probabilidad y la de diagrama de arbol.

9.3 ¢(Qué respuestas esperas en cada una de las preguntas en funcién del

conocimiento de los alumnos?

Ejercicio 1:

a) Aleatorio ya que el nimero que salga depende del azar.

b) Aleatorio ya que al no poder mirar la pagina es un hecho poco probable y no
seguro.

c) Determinista ya que siempre de una bolsa de Doritos sacaremos una patata
frita.

d) Aleatorio ya que depende de los cromosomas.

e) Aleatorio ya que depende de las cartas tuyas, del resto de jugadores y de las

que se roban y el palo del triunfo.

El ejercicio es bastante sencillo por lo que espero que sea una pregunta sin fallos ya que

trata sobre la base de la probabilidad, distinguir qué es aleatorio y qué no.
Ejercicio 2:
a) SiCessacarcaray X es sacar cruz el resultado esperado es:

Q. = {CCC, CCX, CXC, CXX, XXX, XXC, XCC, XCX}
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b) Lasuma de 3 dados va del 3 al 18 por lo que el resultado es:
Q= {34,5,6,7,8910,11,12,13,14,15,16,17,18}

c) Si R es sacar bola roja, A azul y V verde, al sacarlas a la vez no hay distincion
entre RV y VR, por ejemplo. Asi que la respuesta es:
Q = {RA,RV, AA, AV, VV}

Es un ejercicio en el que espero errores s6lo en el apartado c) ya que hay s6lo una bola
roja y puede llevar a escribir sin pensar como respuesta “RR” 0 errores de equivocarse
al no tener en cuenta que se sacan a la vez las bolas y que dupliquen resultados al

escribir “ RV y VR”, por ejemplo.
Ejercicio 3:

El apartado a) puede llevar de un tiempo largo realizarlo a hacerlo en un minuto. Si el
alumno se da cuenta de que no hace falta escribir toda la tabla del espacio muestral vera

que el juego no es justo con el simple hecho de ver que:
Par*Par=Par Par*Impar=Par
Impar*Par =Par Impar*Impar=Impar

De forma que 3 de cada 4 resultados saldra par y 1 de cada 4 sera impar y por lo tanto

no es justo.

El error que veo mas factible en este apartado es que a la hora de hacer las posibles
combinaciones de multiplicaciones es que se dejen alguna sin hacer y por tanto falseen

el resultado correcto.

Producto 1 2 3 4 5 6
1 1 2 3 4 5 6
2 2 4 6 8 10 12
3 3 6 9 12 15 18
4 4 8 12 16 20 24
5 5 10 15 20 25 30
6 6 12 18 24 30 36
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En el apartado b) espero una mayor tasa de éxito ya que los resultados posibles al hacer
conteo son més faciles de visualizar y no perder ninguno. Con un argumento parecido al

primero podemos llegar a:
Par+Par=Par Impar+Impar=Par

Par+Impar=Impar Impar+Par=Impar

Y por lo tanto el juego es justo ya que es la probabilidad de cada suceso es de %

Suma 1 2 3 4 S )

1 2 3 4 5 6 7

2 3 4 5 6 7 8

3 4 5 6 7 8 9

4 5 6 7 8 9 10

5 6 7 8 9 10 | 11

6 7 8 9 10 | 11 | 12
Ejercicio 4:
A con B es compatible A con C o con D son incompatibles
B con C y D son compatibles C con D es compatible

Los posibles errores tendran que ver con un incorrecto conocimiento de lo que significa

compatibilidad.

Ejercicio 5:
' — 80 _ 1
a) P(Tener playstation) = — = —
b) P(Tener Xbox s6lo) = ol
300 30
c) P(Tenervideo consola) = -2
300 30
d) P(No tener video consola) = 1 — —= = =
300 30
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Los errores que pueden darse en este ejercicio se espera que estén en la interpretacion

del diagrama al no saber diferenciar qué representar tener una o las dos video consolas.

Ejercicio 6:
a) Alumnos con Playstation yXbox.
b) Alumnos con Playstation o Xbox.

¢) Alumnos sin las dos consolas.

Los posibles errores vendrian derivados del desconocimiento de los simbolos de
interseccion, union y complementario.

Ejercicio 7:

Este ejercicio consiste en dibujar el diagrama de arbol de 3 lanzamientos de una moneda
de forma que lleguen a que la probabilidad de que salgan 3 caras es de 1/8, de 3 cruces
1/8, de 2 caras y 1 cruz de 3/8 y de 2 cruces y 1 cara de 3/8 también. Al ser un nimero
de lanzamientos tan grande lo que queremos es que respondan que jugarian de acuerdo

con la probabilidad teérica ya que lo normal es que el experimento se acerque bastante a
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Diagrama de arbol del experimento

la probabilidad tedrica.

Pagina 48 de 50



Probabilidad: una propuesta didactica para 2° curso de ESO

Los posibles errores vendran a la hora de no saber como hacer el diagrama y
equivocarse en las posibles combinaciones de resultados. Con respecto a la justificacion
tedrica los errores pueden venir con que los alumnos no diferencien entre el espacio
muestral y sus probabilidades y respondan cosas del tipo “como hay cuatro opciones
distintas hay un 25% de probabilidad de cada resultado y por tanto jugaria al 25-25-25-
25”.

9.4 ¢ Qué criterios de calificacion vas a emplear?

Ejercicio 1: cada apartado valdra igual, 0.2. Al ser un ejercicio tan simple no hay

términos medios en poder dar otra nota que no sea un 0.2 o un 0.

Ejercicio 2: cada apartado valdra 0.6 en los que por cada error a la hora de escribir el

espacio muestral se restara 0.2 de cada apartado.

Ejercicio 3: cada apartado valdra 1.25. 0.25 por responder si es justo o no y 1 punto por
una justificacion correcta a través del calculo de probabilidades de salir par o impar, sea
el método que sea el que usen. Por errores de calculo restaremos 0.25 si son leves y si

son graves podemos restar 0.5 0 mas.

Ejercicio 4: hay 6 respuestas en total y cada una valdra 0.15. No puede haber término

medio entre el 0 y el 0.15 debido a la simplicidad de las respuestas.

Ejercicio 5: cada apartado valdra 0.375. Si hay error de calculo, pero el criterio es
correcto se bajara solo la mitad de la pregunta. Si hay error en ambas la respuesta esta

incorrecta en su totalidad.

Ejercicio 6: cada apartado valdra 0.3. Debido a que la solucién es Unica y no cabe

interpretacion o se dara 0 o 0.3 en cada apartado.

Ejercicio 7: el ejercicio vale 1.5. Al hacer correctamente el diagrama se le dara 0.5, a
adjudicar las probabilidades bien 0.5 y a argumentar correctamente el 0.5 restante. En el
diagrama por cada fallo se restara 0.1. Fallar en el diagrama implica fallar en el célculo
de las probabilidades por lo que se restard la mitad, minimo, de los 0.5 asignados si el
arbol es incorrecto. En cambio, si la argumentacion con las probabilidades halladas es
correcta y no es mas sencilla que la original se podra valorar el 0.5 asignado a la

argumentacion en su totalidad.
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