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RESUMEN

La consideracion de estructuras complejas multicapa como substrato de los procesos de difu-
sién relevantes para la descripcién y estudio de sistemas complejos interdisciplinares (tecnol6gi-

cos, econémicos, sociales, biol6gicos) es a la vez muy reciente y de creciente interés en este campo.

La estructura multicapa maés sencilla es el duplex, donde dos redes monocapa complejas del
mismo numero de vértices se conectan mediante biyeccién exacta entre ellos. El articulo [1]
estudia el efecto en la propagacion de epidemias de una red duplex de contactos entre agentes
(individuos), revelando novedades en la fenomenologia de escenarios de propagacién epidémica,
donde las caracteristicas métricas y topolédgicas del duplex pueden influir de un modo importante.

En este trabajo hemos centrado la atencion en dos de estas caracteristicas, o pardmetros es-
tructurales: el solapamiento de enlaces y la distribuciéon conjunta de grado. Hemos desarrollado
algoritmos sencillos para el disefio de duplex con valor arbitrario de ambos parametros, y estruc-
turas arbitrarias de las monocapas. Hemos iniciado el estudio de la influencia de estos pardmetros
en los estados asintdticos del modelo Susceptible-Infectado-Susceptible (SIS) para la propaga-

cion de epidemias.

Considero de interés recalcar que todo el cédigo utilizado para este trabajo es exclusivamente de
mi autorfa. Todo el cédigo se encuentra disponible en el repositorio un repositorio Github, al que
se puede acceder a través del siguiente enlace: https://github.com/AlejandroLanaspa/TFGFisica
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1. Introduccion

1.1. Motivacién

U

“When everything is connected to everything else, for better or worse, everything matters.’

Bruce Mau

El estudio de las redes complejas se ha convertido en uno de los temas de investigacién mul-
tidisciplinar més en auge desde comienzos de nuestro siglo. Esto se debe principalmente a que
muchos sistemas naturales, sociales o econémicos se pueden describir y analizar por medio de
redes complejas[3].

Una red es, en esencia, una coleccién de nodos (o vértices) conectados por enlaces (o aristas)[2].
La forma en que los nodos estdn conectados determina la estructura de una red. Esta estructura
es de gran importancia en el comportamiento de dicha red, ya que representa los patrones de
conexion o interaccién entre las diferentes partes de un sistema. Por ejemplo, la estructura de
una red estd relacionada con la eficiencia a la hora de cumplir una funcion.

Las redes complejas sirven para el estudio de disciplinas muy diversas. Independientemente de
la naturaleza del sistema a analizar, el objetivo final del estudio con redes es poder adquirir
informacién de estos problemas que de otra manera pasaria desapercibida o seria mas dificil de

obtener desde otras perspectivas.

Las redes no tienen un comportamiento estatico sino que todos los procesos son siempre
dindmicos. Su comportamiento dependerd de las caracteristicas intrinsecas de cada nodo y del
comportamiento de los nodos con los que esté asociado. Asi pues, los procesos estan sujetos y
ligados a variables aleatorias, que en su conjunto pueden dar como resultado simulaciones muy
diferentes. A través del estudio de una gran cantidad de simulaciones que se realizan sobre estas
redes podemos evaluar cémo se comportan los procesos dindmicos y asi obtener conclusiones

dentro de ciertos intervalos de confianza.

En el estudio de sistemas complejos, en la mayoria de las ocasiones, los componentes no
interactiian entre si a través de mecanismos o de canales idénticos. En el mundo de las redes
complejas se representan estas diferencias a través de las denominadas capas. Cada capa repre-
senta los distintos canales o mecanismos de interaccién entre los individuos que existen en el

sistema.

En las redes monocapas, solo existe una red de canales que une a los componentes del sistema.
Las redes multicapa, son superposiciones de redes complejas[9]. Sus componentes interactian
a través de diferentes canales o en circulos sociales distintos. Estos se representan en forma de
diferentes capas de la red.

Con este tipo de redes se consigue una descripcién mas exacta de la forma en que los elementos
interactian entre si, cdmo se transmite la informacién de unos con otros, o cémo se propagan
las enfermedades.

En este trabajo nos vamos a centrar en los denominados duplex, que son un caso particular de

redes de dos capas, aplicados a estudios de cardcter epidemioldgico.

Los procesos biolégicos que ocurren cuando un individuo se infecta, son tremendamente en-



revesados. Si quisiésemos entender como se propaga una enfermedad deberiamos analizar en
detalle dichos procesos, pero en la préactica no se puede realizar. Por este motivo se crean mo-
delos simplificados de propagacién de enfermedades, que sirven de guia para el andlisis de su

comportamiento [8][5].

Uno de los modelos existentes y el que més atencién ha recibido es el SIS (Susceptible-Infecto-
Susceptible), que propone dos estados: Susceptible e Infecto. Un individuo infecto es un individuo
que esta enfermo y puede transmitir dicha enfermedad a otro susceptible si estos estan en con-
tacto. Cuando un individuo infecto contagia a un susceptible, este segundo cambia de estado a
infecto. Los individuos infectos son capaces de volver al estado de susceptibilidad mediante re-
cuperacién. Una vez que entran en el estado de susceptibilidad, pueden ser infectados de nuevo.
Evidentemente, este enfoque supone una gran simplificacién de las dindmicas de infeccién, pero
es una buena aproximacion para entender el comportamiento de propagacion a nivel de red.

Finalmente, en el modelo SIS aplicado a un duplex se propone por un lado la transmisién
de la enfermedad a través de la estructura de una de las dos capas existentes, mientras que la
otra proporcionara los canales que permitan la transmisiéon de recursos para la recuperacion del

individuo.

1.2. Estructura de la red compleja

Hasta ahora hemos realizado una explicacién de los motivos por los que estudiar redes com-
plejas. A continuacién describiremos herramientas tedricas que nos permitan describir y analizar

las redes.

1.2.1. Redes unicapa

Como ya hemos dicho, una red o grafo, matematicamente hablando, es un conjunto de
vértices o nodos, unidos por aristas o enlaces. Denominaremos con la letra N al ntmero de
nodos que tenga una red y con la letra [ al numero de enlaces.

La representaciéon mas sencilla de las interacciones entre los nodos de una red compleja es
la matriz de adyancencia A. La matriz de adyacencia de un grafo con N nodos serda una
matriz cuadrada de NxN. Para la representacién de enlaces entre dos nodos i y j en la matriz
A, el elemento A;; adquiere el valor 1 si existe un enlace entre ambos nodos, en caso de que no
exista A;; tendra valor nulo. En el caso mas sencillo para un grafo, A serd una matriz simétrica
con valores de 0 y 1. Esta matriz puede ser mas compleja si existen enlaces dobles o bucles,

conceptos que pasaremos a describir posteriormente.
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Figura 1: Representacién de A para un grafo simple.



En redes complejas, el nimero de enlaces que tiene cada nodo se denomina grado, denotado

con la letra k. El nimero de enlaces de un nodo i en funcién de la matriz de adyacencia es

Asi pues, siguiendo con el ejemplo de la imagen anterior, el nodo 6 tendria un k = 3. El
grado medio de la red vendra dado por la expresion:

1 N
(k) =+ > ki
=1

Distribucion de grado Como es de esperar, no todos los nodos tendran siempre el mismo
grado. Esto lleva a introducir el concepto de distribuciéon de grado. La distribucién de grado
P(k) es la probabilidad de que un nodo determinado tenga un grado k. En general, se puede
distinguir entre dos tipos de distribuciones de grado:

Redes homogeneas. Su distribucién de grado es uniforme. Ademas, si todos los nodos tienen
el mismo nimero de conexiones nos encontramos ante una red regular, si por el contrario siguen
una distribucién de grado de Poisson, nos encontraremos con una red denominada Erdos-Renyi
[6].

Libres de escala o scale free. En estas redes, la dispersién es tan grande, que no podemos
basarnos en el grado medio para crear una escala. Muchas redes reales son libres de escala [7],
lo que implica que el tamano de sus grados son independientes del tamano del grafo. En estas
redes, la distribucién de grado tiene una forma P(k) ~ k=7, donde v € [2,3]. La existencia de
los “hubs”, nodos con un grado muy superior a la media de la red, es la consecuencia directa
de este tipo de distribuciones, en la que la inmensa mayoria de los nodos tienen un grado bajo,
tambien denominados “hojas”.

Clustering El coeficiente de clustering cuantifica la tendencia de los nodos a formar triangulos,
es decir, que dos nodos conectados con un tercero, estén conectados entre si. El clustering de un
nodo i queda determinado como:

triangulos conectados a i

e posibles triangulos conectados

Por lo que el clustering de una red de N nodos se expresa como

1
CZNZ@



2. Herramientas para el Diplex

2.1. Redes Multicapa

Cuando estamos trabajando con duplex, hemos que tener en cuenta no sélo las caracteristicas
de las redes monocapa, sino también los nuevos pardmetros propios de las estructuras multicapa.
A lo largo del trabajo nos centraremos en dos de estos nuevos pardmetros, el solapamiento de

enlaces y la probabilidad conjunta de grado.

Solapamiento de enlaces En un multiplex de dos capas, los nodos en cada capa no tienen
porqué compartir los mismos enlaces con sus vecinos, ni siquiera el mismo grado. Por este motivo,
es necesario introducir el parametro de solapamiento de enlaces.

Definimos solapamiento de enlaces m como:

21,
m =
Lh+1

Donde I, es el nimero de enlaces en comun que existen entre las dos capas de un duplex y
[1 y Iy el numero de enlaces que tienen la capa Li y Lo, respectivamente.

Figura 2: Duplex con cuatro nodos. En la primera capa l; = 4, en la segunda, lo = 3, como
ambas capas comparten 2 enlaces, [, = 2.

El valor del parametro m se encuentra siempre en el rango [0, 1]. Sin embargo, existen casos
en los que resulta imposible alcanzar los valores extremos debido a la propia distribuciéon de
grado de cada capa.

Para el caso de una red con muy pocos nodos y en la que todos ellos tengan un grado muy
elevado, resultara imposible alcanzar un valor de m = 0, ya que alguno de los enlaces coincidira
en las multiples capas.

En el lado opuesto tenemos el valor m = 1. Como es de esperar, si tenemos dos capas
con distribuciones de grado distintas, no podremos alcanzar dicho valor de m, ya que siempre
quedaran enlaces sin solapar.

Probabilidad conjunta de grado Como hemos adelantado anteriormente, los nodos en un
Duplex no tendran el mismo grado en cada capa. Si denominamos k; y ks al grado que tiene
un nodo en la capa 1 y 2 respectivamente, la probabilidad conjunta de grado P(k1,k2) es la
probabilidad de que un nodo tenga grado k1 y k2 al mismo tiempo. La probabilidad marginal



es la probabilidad de grado de cada capa.

P(ky) =Y Pk, ko)
ko

Para poder realizar una analisis adecuado de como afectan estos parametros al comportamiento
de la red, necesitamos algoritmos que permitan la creacién de duplex con los valores deseados
para estos.

2.2. Herramientas para el control del solapamiento de enlaces

En los siguientes algoritmos buscamos controlar el solapamiento de enlaces entre dos capas
de un duplex, para ello, dividiremos las funciones de los algoritmos en dos. En el primer caso,
se trata de un algoritmo que aumenta el solapamiento de enlaces y en el segundo lo disminuye.

Antes de explicar ambos algorimos, tenemos que explicar el concepto de rewiring o reshuf-
fling. Sean cuatro nodos conectados entre si mediante los enlaces (4,5) y (k,l), definimos rewiring
como el intercambio de estos por los enlaces (i,k),(j,]) o en su defecto por (3,1),(j,k), es decir, la

eliminacién de los primeros y creacién de los segundos.

Figura 3: Rewiring a (i,k),(j,1) Figura 4: Rewiring a (i,1),(j,k)

En la operacién de rewiring habra que tener en cuenta que los enlaces creados entre los nodos
durante dicho proceso no pueden existir anteriormente, es decir, en la figura 3 el enlace (i,k) o
(j,1) no deberfa existir anteriormente al rewiring, ya que eso supondria el solapamiento de dos
enlaces. Asf pues, consideraremos prohibida la operacién de crear un nuevo enlace donde existia
otro con anterioridad.

Con la operacion de rewiring conseguimos cambiar los enlaces entre cuatro nodos sin alterar el
grado de cada uno de ellos, es decir, k;,k;j,ki,k;. Por consiguiente, la distribucién de grado de
dicho grafo permanece inalterada. Esta operacién, aplicada en un Duplex, nos permite alterar el
numero de enlaces que existen en comin entre ambas capas, y por consiguiente el solapamiento

de enlaces existente entre ellas.

En general, un proceso de rewiring para dos enlaces aleatorios conllevara la disminucion del
solapamiento de enlaces, ya que estadisticamente hablando, es mucho mas facil crear un enlace
en una capa que no exista en las demés, que crear uno coincidente. En los dos siguientes algorit-
mos, se proponen métodos de control de las condiciones en las que se dan dichos rewirings para

obtener aumento o disminucién de una manera controlada.



2.2.1. Aumento del solapamiento de enlaces

Para aumentar el solapamiento, mantenemos la capa L; del duplex inalterada, realizamos
todos los procesos de rewiring en la capa Lo. A continuacion se explica una iteracion que se
repetira en bucle hasta llegar al valor de m deseado:

1. Escogemos un nodo ¢ y a partir de éste, un nodo j que sea vecino de ¢ en la capa L9 y no
vecino del mismo ¢ en la capa L;. Posteriormente, escogemos un nodo k vecino de 7 en la capa

L1 pero que no sea vecino en la capa Ls.
2. Para el nodo k, buscamos un vecino [ en la capa Lo, el cual no lo sea de j en la capa Lo ni
de k en la capa Lj. Si dicho vecino estd unido con j en la capa L; (Fig. 5), cuando realicemos

el rewiring el I, aumentard en 2. Si no estdn unidos (Fig. 6), el [, aumentard en 1.

3. Hacemos rewiring en los enlaces (i,j),(k,1) y (i,k),(j,1)

Capa 1 Capa 2 Capa 1 Capa 2

J ! J ! J / J /
—

i k i k i k i k

Figura 5: Aumento de [, en 2

Capa 1 Capa 2 Capa 1 Capa 2

i I i I i I J I
—>

i k i k i k i k

Figura 6: Aumento de [, en 1

En cada repeticién el solapamiento de enlaces aumentard en 2/(l1 +12) 0 4/(l1 +12). Como es
de esperar, el nimero de repeticiones necesaria para alcanzar el solapamiento deseado dependera
tanto del valor inicial y final de m como del niimero de enlaces en cada capa.

2.2.2. Disminucién del solapamiento de enlaces

De nuevo, manteniendo la capa L; del duplex inalterada, realizaremos todos los procesos de
rewiring en la capa Lo. Volveremos a repetir la iteracion en bucle hasta llegar al valor de m
deseado:

1. Escogemos un nodo ¢, un nodo j que sea vecino de 7 en la capa L; y Lo y un nodo k£ que
no sea vecino de i ni en la capa L1 ni en la Lo.



2. Para el nodo k£ buscamos un vecino [ en la capa Lo el cual no lo sea de j en la capa Lo
ni en la L;. Si dicho vecino esta a su vez unido a k en la capa L; (Fig. 8), cuando realicemos el

rewiring el I, disminuird en 2 (Fig. 7). Si no estdn unidos, el /. disminuird en 1.

3. Hacemos rewiring en los enlaces (i,j),(k,1) y (i,k),(j,l)

Capa 1 Capa 2 Capa 1 Capa 2

i I i I i I J I
—>

i k i k i k i k

Figura 7: Disminucién de [, en 2

Capa 1 Capa 2 Capa 1 Capa 2

i I i I i I J I
—>

i k i k i k i k

Figura 8: Disminucién de I, en 1

En cada repeticion el solapamiento de enlaces disminuird en 2/(l1 +l2) o 4/(l1 + l2).

De esta manera, podemos controlar el solapamiento de enlaces segin nos interese. Es im-
portante apreciar que, como en la operacién de rewiring no se modifica el grado del nodo en
ninguna de las dos capas, tampoco se modifica la relacién entre los grados de la capa 1 y 2, es
decir, no se modifica la probabilidad conjunta de grado del Duplex.

2.3. Herramientas para el control de la probabilidad conjunta de grado

Una vez visto como obtener duplex con un valor de solapamiento de enlaces arbitrario, bus-
camos cémo crear duplex con la probabilidad conjunta de grado a medida. Para ello, explicaremos
primero el modelo configuracional [4], que es el que usaremos para construir cada red por sepa-
rado, debido a que este modelo garantiza que no haya correlaciones entre las distribuciones de
grado de los nodos.

Idealmente, nos gustaria poder trabajar con redes con una distribucién P(k) dada de an-
temano. Un ejemplo de esto, es una red del mundo real en la que conocemos distribucién de
grado, y estarfamos interesados en generar un grafo aleatorio que tuviese exactamente los mis-
mos grados. Sin embargo, esta tarea no es trivial, ya que es posible que, de entrada, estos grafos

no existan.



Una forma de crear estas distribuciones de grado es otorgar a cada nodo una cantidad de
conexiones k con probabilidad P(k). Una vez realizado, se enlazardn aleatoriamente todas las
conexiones de todos los nodos, de modo que cuando dos conexiones se emparejen, formen un
enlace. Aqui surge la primera limitacién, ya que el nimero de conexiones, por cuestiones obvias,
tendra que ser un nuimero par. Otra limitacién del modelo es que estos emparejamientos al azar
pueden no ser perfectos. Debido a que el proceso de conexion es aleatorio, un enlace podria estar
repetido creando aristas multiples o dos conexiones de un mismo nodo podrian acabar unidas,
creando lo que se denomina un bucle.

Figura 9: A la izquierda, los nodos se encuentran con una distribucién de conexiones determinada.
A la derecha, estas conexiones estdn enlazadas formando un grafo. Los enlaces en rojo son enlaces
multiples, los azules son bucles.

Inicialmente, se podria pensar que estas conexiones indeseadas pueden alterar el compor-
tamiento de la red, sin embargo, este tipo de conexiones se convierte en algo residual cuando
tratamos con un nimero muy elevado de nodos.

Con la eliminacién de estos enlaces, obtenemos un grafo con enlaces sencillos. Dicha eliminacién
no supondra una modificacién apreciable en la P(k) de la red obtenida.

Una vez construidas las distribuciones de grado de cada capa con este modelo (Fig.[10], Pa-
so 1), asignamos a cada nodo de cada capa un numero. Para generar las P(kq, ko) a partir de
estas capas, realizaremos la biyeccion entre ambas, relacionando el nodo 1 de la primera con el
1’ de la segunda. Como las distribuciones P (k1) y P(k2) se han generado independientemente,

en un primer momento tendremos una descorrelacién absoluta entre ambas (Fig.11a).

ﬁ
Paso1 Paso 2 Paso 3

Figura 10: Ejemplo del procedimiento para obtener una probabilidad conjunta de grado arbi-
traria.
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En este momento (Fig.[10], Paso 1) tenemos dos capas relacionadas entre si mediante biyec-
cién, representada en la figura por los enlaces intercapa (verticales). Es facil darse cuenta que
el rewiring de dos de estos enlaces modifica P(k1, k2), asi que el control de ésta se realizard por
iteracién de operaciones elementales de rewiring. En concreto, para construir un duplex antico-
rrelacionado (Fig.11c) a partir de un duplex descorrelacionado se escoge el mayor hub de la capa
1 y una “hoja”de la capa 2 no enlazada verticalmente con él, e intercambiamos los dos enlaces
verticales involucrados (Fig.[10], Paso 2 y Paso 3). Repitiendo el proceso mediante eleccién de
los hubs “siguientes” (en orden de grado) un numero de veces suficiente, se obtiene un duplex

con una P(ky, ka) “suficientemente anticorrelacionada”.

Para obtener una distribucién correlacionada (Fig.11b) se sigue el mismo proceso, emparejando
en este caso los hubs con los hubs y las hojas con las hojas. Otra forma de tener una distribucién
perfectamente correlacionada sera clonar la capa 1 en la capa 2, este es el proceso utilizado

posteriormente en el proyecto.

Distribucién descorrelacionada

Distribucién correlacionada Distribucién anticorrelacionada

P(ke,ks)
P(ke,ks)
P(ke,ks)

ks ks
() (b) ©
Figura 11: Distribuciones conjuntas de grado para un duplex N=1000 y un (k) ~ 5
De esta manera, conseguimos controlar las distribuciones P(k1, k2) de nuesto duplex. Poste-
riormente, hacemos uso del algoritmo descrito para el control del solapamiento de enlace, el cual

no modifica P(k1,k2), para asi obtener un duplex con los valores de ambos pardmetros que se

precisen.

Una vez que disponemos de estas herramientas, ya podemos comenzar el analisis de la influencia
que pueden tener estos parametros en la propagacién de una pandemia.
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3. Modelo SIS en duplex

3.1. Modelo SIS

La propagacion de enfermedades es un problema real para la sociedad. Si podemos conocer
cémo se propagan, como vacunar de una forma mas efectiva o cuando una enfermedad se pue-
de convertir en una pandemia, podremos hacer un uso més eficaz de las recursos disponibles.
Existen multiples modelos que tratan de describir de modo formal la propagacién de epidemias.
Los modelos compartimentales son aquellos que para simplificar la modelizacién matematica,
dividen la poblacién en compartimentos, de tal modo que los distintos nodos pertenecientes a
dicho compartimento tienen las mismas caracteristicas. Uno de estos modelos compartimentales
es el denominado SIS (Susceptible-Infected-Susceptible).

En el modelo de SIS cada nodo puede encontrarse inicamente en dos estados, Susceptible, al que
denotaremos con la letra S, o Infecto, al que denotaremos con la letra I. Los pardmetros para

pasar de un estado a otro son dos:
-Parametro de infecciéon 3, es la probabilidad de contagio por parte de un nodo infecto
a otro susceptible por unidad de tiempo. Estos procesos de infeccion solo se llevan a cabo entre

nodos vecinos, es decir, entre los que existe un enlace.

-Parametro de recuperacién p, es la probabilidad de recuperacién de un nodo infecto al
estado de susceptible por unidad de tiempo.

. B
<
K

Figura 12: Flujos entre los estados S e 1.

Si contemplamos nuestro sistema como un sistema cerrado en el que no hay variaciones
demograficas, como nacimientos, fallecimientos, o movimientos demogréficos, podemos definir

el modelo SIS mediante las siguientes ecuaciones diferenciales para la aproximacién de campo

medio:
ds  BSI
- N M
ar_gsr
a- N *

Tendremos que % + % =0y S(t)+ I(t) = N, siendo N el nimero total de la poblacién,
En lugar de usar la aproximaciéon de campo medio, para analizar el comportamiento de una

red usaremos simulaciones de Montecarlo. El proceso para estas simulaciones se explicara pos-

teriormente.
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Evolucién del modelo SIS

——Poblacién susceptible
Poblacién infectada

Fraccion de la poblacion

Pasos temporales

Figura 13: Ejemplo de la dindmica de un SIS para la aproximacién de campo medio. En la
grafica se pueden observar dos curvas en funcién del tiempo, en color azul la densidad de po-
blacién susceptible y en naranja la infectada. Estas curvas se corresponden con la solucién de
las ecuaciones diferenciales del SIS, que se obtiene integrando. El ejemplo es un caso particular
para el que la poblacién acaba siendo totalmente infectada.

3.2. Suppressing epidemic spreading in multiplex networks with social-support

En el trabajo [1] se plantea la hipdtesis de que, en muchas regiones, los medios que se tienen
para contrarrestar las enfermedades no son siempre los éptimos, por lo que el proceso de recu-
peracién recae en la familia o amigos cercanos, que son los encargados de dar apoyo, dedicar su
tiempo, etc. Por este motivo, es conveniente analizar cémo influye el apoyo social en la propa-
gacién de la enfermedad.

El estudio propone el uso de un diuplex en el que en la capa que representa las relaciones
laborales, se produce la propagacién de la enfermedad, mientras que en la otra capa, que repre-
senta las relaciones familiares, se transmiten los recursos necesarios para sanar al infecto. En
el modelo se considera que sélo los nodos susceptibles son los capaces de crear recursos para
ayudar a los infectos. Asi pues, en el momento que un nodo pase a ser infecto, no solo tendrd
posibilidades de infectar a sus vecinos susceptibles, sino que dejard de proveer apoyo para sus

vecinos infectos.

Con esto, se hace un estudio de la evolucién de la densidad de infectos p al cambiar diferentes

parametros.

3.2.1. Modelo SIS con apoyo social

En este modelo, se denomina capa C aquella en la que se produce la propagacién de la en-
fermedad y S a la capa en la que se produce la divisién de recursos para la recuperaciéon. Ambas
poseeran N nodos y cada nodo de la capa C tendra su equivalente en la capa S. Denominamos a
las matrices de adyacencia de las capas S y C con la misma letra. Ambas matrices son de N x N
y los elementos de éstas son respectivamente s;; y ¢;;.

Si dos nodos iy j estan conectados entre ellos en la capa S, s;; = 1, en el caso contrario, s;; = 0.
Ademi4s, la variable v nos dara la informacion de los estados en los que se encuentra cada nodo,

siendo v; = 1 si el nodo esta infectado, y v; = 0 si no lo esté.
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Cada nodo susceptible generara una unidad de recursos por unidad de tiempo, que serd
repartida equitativamente entre los nodos vecinos en la capa S infectos. En caso de que no se
consuma este recurso por ningiun vecino, dicha unidad se desecha en cada paso temporal, de
modo que no existan posibles acumulaciones de recursos por parte de un nodo.

Un vecino ¢ infecto de j en la capa S recibe de éste una cantidad de recursos

1

S sjuvs

R ;=

/
~_l
c "M

Figura 14: Divisién de los recursos de los nodos susceptibles (S) en la capa S. En el nodo S de la
derecha, que solo tiene un vecino infecto, no se produce divisiéon de recursos y estos van a parar
integramente a dicho vecino. En el nodo de la izquierda, la unidad de recursos se ve dividida
para 3 ya que existen 3 vecinos infectos.

La variable p; de recuperacién del modelo SIS para un nodo i se calculard de la siguiente

R;(t)
kS

manera:

i = po + fy

Donde pg es el pardmetro de recuperacion espontanea, que por simplicidad establecemos
to = 0, u, es un factor de ponderacion, al que asignamos un valor arbitrario p, = 0.6, R;(t) es
la suma de todos los recursos obtenidos de los vecinos y sz es el grado del nodo i en la capa S.

El parametro 3, tasa de infeccién, actiia de manera idéntica al modelo de SIS original.

Para la construccién del Duplex, cada capa sigue una distribucién scale-free P(k) ~ k™7.
Esta distribucién estara acotada por un limite inferior de k,,;, = 3, mientras que kg ~ V.N.

Llamamos p a la fraccion de infectos. Su papel, similar al de “pardametro de orden” en las tran-
siciones epidémicas, sugiere que sus fluctuaciones son maximos alli donde el régimen estacionario
cambie cualitativamente, y aunque en estas transiciones de no-equilibrio no hay propiamente ha-
blando teorema de fluctuacion-disipacion, es habitual referirse a la varianza relativa de p como
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“susceptibilidad”

La presencia de un pico en y permite de un modo més preciso localizar en el eje de pardmetro(s)
la transicién epidémica bajo estudio.

3.2.2. Simulacién

La simulacién se lleva acabo mediante método de Montecarlo. Para ello, disponemos inicial-
mente de un array que contiene los indices de los nodos infectos, de dimensién 1 x N; y otro
array que contiene los indices de los nodos susceptibles, de dimensiéon 1 x Ng.

Para cada paso temporal, recorremos en primer lugar y en orden creciente, el array de los
infectos. Veremos para cada nodo de este array si sus vecinos son infectos o susceptibles. En el
caso de que el vecino sea infecto, lo ignoramos. Si el vecino es susceptible, generamos un niimero
aleatorio de una distribucién plana acotada entre los valores 0 y 1. Si este niimero resulta menor
o igual que la tasa de infeccion 3, dicho nodo se infectara en el siguiente paso temporal. Si por
el contrario, el nimero aleatorio es mayor, el nodo permanecera en su estado de susceptibilidad.
Para controlar que nodos se infectan de un paso temporal a otro, tendremos un nuevo array en

el que se almacenen sus indices.

Antes de actualizar los nodos susceptibles que pasan a infectados, tendremos que calcular que
nodos se recuperan en el mismo paso. Para ello, recorremos el array que contiene los indices de
los nodos susceptibles, de nuevo, en orden.

Para cada nodo, se calcula el nimero de vecinos infectos que tiene y se reparte la unidad de
recursos del nodo susceptible entre ellos. Un array adicional de dimensiones 1 x N; almacenara
los recursos otorgados a cada infecto. Una vez se realiza este proceso para todos los nodos sus-
ceptibles, tenemos todos los recursos que tiene cada nodo infecto. Estos recursos tendran que
dividirse en cada caso por el grado del nodo infecto en la capa S al que correspondan, obtenien-

dose el parametro de recupercién p de cada nodo infectado.

A continuacién, para cada caso, se vuelve a generar un nimero aleatorio a partir de la dis-
tribucién plana acotada entre 0 y 1. Si dicho niimero es menor o igual que p, el nodo sanara en
el siguiente paso temporal.

Andlogamente al proceso de infeccién, tenemos un array donde se almacenan los indices de aque-
llos nodos que cambiaran de estado infecto a susceptible en el siguiente paso temporal.

Una vez que tenemos los arrays de “cambio”, se actualizan todos los estados de los nodos
de la red, constituyendo todo esto un tnico paso temporal. Estos pasos temporales se repiten
hasta llegar a un estado de equilibrio.

3.2.3. Novedad respecto al articulo original

Si bien en nuestro proyecto queremos hacer un estudio lo més parecido al articulo [1], es
importante destacar que se han hecho algunas modificaciones respecto al mismo. El trabajo

primario analizaba como dos factores alteraban los valores de la densidad de infectados p. El
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primer factor es la heterogeneidad de la estructura monocapa, que vendra determinada por el
parametro v en la probabilidad de distribucién de grado en las monocapas. El segundo factor
es el solapamiento de enlaces entre monocapas, que nos permite conocer cémo se modifican los

resultados si se comparten los mismos vecinos en ambas capas.

Es esta tltima caracteristica del duplex y la distribucion conjunta de grado del mismo, lo que
va a centrar nuestra atencion, ya que estamos interesados en caracteristicas especificas del diplex
y no de las monocapas por separado. En el articulo [1] se propone una P(kg, kc) completamente
diagonal, es decir, la misma red en ambas capas. Por el contrario, nosotros estudiaremos la
variaciéon en p para distintas probabilidades conjunta de grado.

La motivacién inicial del trabajo es llamar la atencién sobre un parametro del duplex que
aunque no fué considerado en [1], pensamos que puede ser de igual o mayor relevancia. El en-
foque de nuestro estudio consistird en explorar la importancia que puede tener la probabilidad
conjunta de grado P(kg,kc) respecto del solapamiento de enlaces, ya que consideramos que
tener un grado diferente en las entre las capas S y C podria ser tan trascendental como el hecho
de que para una misma cantidad de enlaces, estos se produzcan con vecinos diferentes en una y
en otra capa.

Asi pues, haremos uso de las herramientas descritas en el apartado 2 de esta memoria para ob-
tener las redes con diferentes valores del solapamiento y diferentes tipos de funciones P(kg, k¢).

En lo que respecta a la estructura de la red, cabe mencionar dos factores que difieren de
nuestro trabajo respecto al de ellos. En primer lugar, el nimero de nodos N que conforman la
red. En el trabajo original se asigna a N un valor de 10000, mientras que para nuestro proyecto
tendra un valor de N = 1000. Esto es debido a los recursos limitados de los que disponemos para
llevar a cabo las simulaciones, y el hecho de que multiplicar el nimero de nodos en un factor 10,
requiere un incremento del tiempo de simulacién considerablemente superior. Al mismo tiempo,
como el grado méximo es del orden de ~ /N, al variar el pardmetro N, estamos variando el
parametro k... Esta variacion en el rango de k supone una disminucion del grado promedio de
la red, que en nuestro caso serd (k) ~ 5, y en definitiva, una red menos interconectada.

El segundo cambio también destacable es el valor de ~ fijado para las simulaciones. Si bien en
el articulo a ampliar se llevan a cabo las simulaciones para un valor de v = 2.4, es conocido que
para valores de -y inferiores a 3, salvo para los casos en los que el valor maximo de grado de la
distribucién estd acotado estrictamente a kyar = VN , existen correlaciones en la distribucién.
Estas correlaciones suceden incluso generando dicha distribucién de grado mediante el modelo
configuracional.

Como en el trabajo [1] no se acota el valor méximo estrictamente, hemos generado nuestras
distribuciones con v = 3, con el fin de eliminar las posibles correlaciones que puedan distorsionar
nuestro trabajo. Agradecemos a Sandro Meloni que nos pusiera en nuestro conocimiento esta

informacién.

3.3. Resultados

En el trabajo [1], puesto que no se menciona el concepto de probabilidad conjunta de grado
de las monocapas P(ks, k.), se estudid el efecto del solapamiento de grado sobre duplex tales

16



que

P(ks, ke) = 0 1, P(ks)

es decir, totalmente correlacionada. Es por este motivo por lo que nuestras primeras simulaciones
se realizaron sobre este tipo de red. Posteriormente nos vimos obligados a usar un valor de
v = 3, al darnos cuenta del problema mencionado en la secciéon 3.2.3 de trabajar con vy = 2.4y
N pequeno. Era necesario realizar las simulaciones con v = 3 y la red totalmente correlacionada,
a fin de poder comparar los resultados con los que luego obtendremos con otros tipos de duplex.
Dichos duplex tendran distribuciones de grado descorrelacionada y anticorrelacionada.

3.3.1. Efecto del solapamiento de enlaces

Para la construccion del duplex crearemos inicialmente una capa acorde con las caracteristi-
cas nombradas anteriormente. Posteriormente, esta capa serd clonada para obtener la segunda.
Asi, obtenemos dos capas perfectamente correlacionadas en las que inicialmente cada nodo man-
tendra los mismos enlaces con sus vecinos en la capa S y en la C, obteniendo la situacién de
m = 1. Partiendo de este duplex, construiremos mediante el algoritmo descrito en el segundo
capitulo nuevos duplex, cada uno con un solapamiento de enlaces que disminuye respecto del
anterior en una décima, hasta llegar a la situacion m = 0, en la que ninguno de los enlaces de

la capa S se corresponde con los de la capa C.

Para analizar la densidad de infeccién p en funcién de la tasa de infeccion 3, se selecciona
aleatoriamente una fraccién de todos los nodos de la red que inicialmente tendrén el estado
de infectos p(0), con p(0) € [0.1,0.9] y se realiza la correspondiente simulacién hasta llegar al
estado de “termalizacién”.

Con objeto de evitar situaciones particulares a una red en concreto, no solo se seleccionan
aleatoriamente los nodos que comienzan como infectados, sino que construimos hasta diez duplex
independendientes, en los que realizamos las simulaciones que posteriormente se promediaran.

A continuacion se presentan los resultados para dos de los diferentes valores de m.

1.0 1.0

0.8 1 0.8 1

0.6 1 0.6 1

— po =0.100 o
po = 0.900 0.4 4
—— Promedio

— po = 0.100
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Q
0.4 4

0.2 4 0.2 4
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Figura 15: Representacion de p y x frente al pardmetro de transmisién 8 para una distribucién
conjunta de grado correlacionada. La imagen de la izquierda ilustra las curvas correspondientes
ap=0.1yp=0.9en el caso de m = 0.0 (a) y la de la derecha el de m = 0.9 (b).

A simple vista apreciamos que las condiciones iniciales de la red contribuirdn de un modo
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importante a la evolucién de la infeccion. Se observa un ciclo de histéresis entre los distintos
valores de p(0). En las transiciones de estados, es 16gico pensar que para valores mayores de p(0)
se necesita una probabilidad de infeccion menor para llegar al estado de saturacién, es decir, el
estado en el que la infeccion de la red es total. Este comportamiento se mantiene para todas las

muestras.

Una primera observacién que resulta de estas graficas es el aumento en la anchura del ciclo
de histéresis para los casos con un m menor. En la figura 16 representaremos este efecto para

los diferentes valores de m.

0.14

0.12 -

0.10

0.08 A

Beta critico

0.06 -

0.04 -

0.02

0.00 A

T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Edge Overlap

Figura 16: Diagrama de fase en el espacio (m, ) para la distribucién conjunta de grado correla-
cionada. Obtenemos tres regiones estables: la regién no epidémica (naranja), la regién de baja
epidemia (azul) y la regién de total epidemia (verde). Las lineas que separan estas regiones son
los limites de invasién.

Vemos como conforme aumentamos el solapamiento de enlaces se confirma esta tendencia

de disminuir la anchura de la histéresis.

En la Figura 17 se ha representado, para valores de p, = 0.1,0.5 y 0.9 la fraccién de infec-
tos p(B) para 11 valores de m. Observamos que para el valor mas bajo de pg = 0.1, p(3,m) es
basicamente creciente con m mientras que para pg = 0.9, p(5,m) es decreciente con m. Ello su-
giere que para algun valor intermedio de pg (en torno a pg = 0.5) p(3, m) ha de ser independiente
de m (aproximadamente), como confirma la gréfica del panel (c) de la figura.

Las tres figuras 15,16 y 17 ilustran el misma situacién. Un desplazamiento en las curvas de
m en direcciones opuestas para los casos de pg = 0.1 y pg = 0.9 implica que debe existir una
variacién en la anchura de la histéresis al cambiar los valores de m. Como para py = 0.1, p(3,m)
es basicamente creciente con m y para pg = 0.9 es decreciente, tendremos una disminucion en

la anchura de la histéresis conforme aumenta m.

Ahora bien, jpor qué p(3,m, p(0)) es, como funcién de m creciente para valores bajos de p(0)
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Figura 17: Representacion de p y x frente al pardmetro de transmisién § para la distribuciéon
conjunta de grado correlacionada. Las imagenes ilustran las curvas correspondientes a todos
los valores de m. Empezando por arriba a la izquierda, tenemos los casos de p(0) = 0.1 (a),

p(0) = 0.9 (b) ¥ p(0) = 0.5 (c).

y decreciente para valores altos de p(0)? El siguiente argumento justifica que la estabilidad del
estado puro (S 6 I) méds cercano a la condicién inicial p(0) se ve reforzada frente a fluctuaciones
desestabilizadoras cuando m = 0 en comparacién con el caso en el que m = 1 en una estructura
con distribucion de grado totalmente correlacionada.

En efecto, supongamos que p(0) es muy alto, y asi mismo, que un infecto, por el aporte de
recursos de sus vecinos sanos en la capa S sana. Si m = 1, su entorno en la capa C (que es el
mismo que en la capa S) contendrd menos vecinos infectos que si fuese m = 0, ya que la propia
curacion implica la existencia de vecinos sanos, de modo que serd menos probable su infeccion.
Ello asegura que las fluctuaciones desestabilizadoras del estado puro I son menos existosas cuan-
do m = 0.

Anélogamente, supongamos que p(0) es bajo y que un sano pasa a infecto por el contagio debido
a vecinos infectos en C. Si m = 1, su entorno en S tendra mas infectos que si m = 0, por lo que
m = 0 garantiza mejor la estabilidad frente a fluctuaciones infectivas.
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Hemos de senalar que, segtn [1], la anchura de la histéresis sigue la misma tendencia, es decir,
disminuyendo con el valor de m, pero llegando a desaparecer en m = 0.8, algo notablemente
diferente a nuestros resultados para v = 3. Tambien, el argumento que hemos expuesto en
parrafos anteriores nos parece mucho mas convincente y correcto para racionalizar la tendencia
de la anchura de la histéresis observada frente a m, que los ofrecidos en [1], bastante difusos y

menos I'igllI'OSOS.

3.3.2. Efecto de la Probabilidad conjunta de grado

En esta segunda parte del trabajo, queremos ver la influencia de la probabilidad conjunta de
grado en los resultados. Para ello, seguiremos trabajando en ambas capas del duplex con redes
que sigan una distribucién scale free. Sin embargo, estudiaremos el efecto que tiene el hecho de
que las capas, en lugar de seguir una distribucién correlacionada, sigan una distribuciéon desco-

rrelacionada y otra anticorrelacionada.

Como ya ocurria en el anterior subapartado, construimos diez duplex para el caso descorre-
lacionado y otros diez para el anticorrelacionado y sus respectivas variaciones de solapamiento
de enlaces para llevar a cabo las simulaciones. Cabe destacar que, a diferencia del caso ante-
rior, el solapamiento de enlaces existente entre ambas capas inicialmente adquiere un valor muy
proximo a cero, por lo que en vez de reducirlo, esta vez tendremos que aumentarlo. En este pro-
ceso de aumento, ya no podemos contar con un m,,q; = 1, sino que, partiendo del hecho de que
un nodo no tendra el mismo grado en una capa que en la otra, el m,q, quedara bastante limitado.

En las figuras 18 y 19 presentamos los resultados obtenidos para la red que llamamos an-
ticorrelacionada, y en las figuras 20 y 21 los correspondientes a la red descorrelacionada. En
el caso de la distribucion descorrelacionada, nuestros algoritmos nos permiten alcanzar el valor
maximo posible m,,q, = 0.4, mientras que en el de la anticorrelacionada sefa my,q, = 0.3. Ello

clertamente limita un tanto el alcance de la informacién obtenible.

En particular, en el caso de anticorrelacién, en el pequeno rango disponible de valores de
m, no se observa variacién significativa ni de las curvas correspondientes a un mismo valor de
p(0), ni por lo tanto de la anchura de la histéresis. Dado que ello no permite excluir que, en caso
de encontrar posibles mayores valores de m, pudiera cambiar (véase por ejemplo la figura 16,
c6mo la variacién de histéresis para ese mismo rango no admite extrapolacién) dicha tendencia,
encontramos razonable no concluir definitivamente que la histéresis no se ve afectada por el valor

de m en este tipo de duplex.

Centrando ahora nuestra atencién en los resultados para el duplex descorrelacionado, vemos

que a pesar del estrecho rango de valores de m accesibles, 0 < m < 0.4, aqui si que es clara la
variacién con m en ambas curvas.
Todavia hay dos hechos més notables. Primero, que la histéresis es mas ancha cuanto mayor es el
valor de m, tendencia opuesta de la observada en el duplex totalmente correlacionada. Segundo,
que p(B, m, p(0)) es decreciente con m para valores bajos de p(0), mientras que creciente con m
para valores altos de la fraccion inicial de infectos. También aqui la tendencia es la contraria a
la que presenta el duplex con total correlacion.
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Figura 18: Representacién de p y x frente al pardmetro de transmisiéon S para una distribuciéon
conjunta de grado anticorrelacionada. La imagen de la izquierda ilustra las curvas correspon-
dientes a p=0.1 (a) y p = 0.9 en el caso de m = 0 y la de la derecha el de m = 0.3 (b).
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Figura 19: Representacion de p y x frente al pardmetro de transmisién § para la distribucién
conjunta de grado anticorrelacionada. Las imagenes ilustran las curvas correspondientes a todos

los valores de m. A la izquierda, el caso de p(0) = 0.1 (a) y a la derecha p(0) = 0.9(b).
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Figura 20: Representacién de p y x frente al parametro de transmisiéon S para una distribuciéon
conjunta de grado correlacionada. La imagen de la izquierda ilustra las curvas correspondientes
ap=0.1yp=0.9en el caso de m =0 (a) y la de la derecha el de m = 0.4 (b).
Esto pone de manifiesto la enorme importancia de la distribucion conjunta de grado P(ks, k)
en el desarrollo de procesos epidémicos. En verdad, el caso estudiado en [1] es una situacién
absolutamente excepcional ya que por lo general el entorno de un individuo en una capa y otra
no tendfa el mismo tamano.
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Figura 21: Representacion de p y x frente al pardmetro de transmisién § para la distribucién
conjunta de grado descorrelacionada. Las imagenes ilustran las curvas correspondientes a todos
los valores de m. A la izquierda, el caso de p(0) = 0.1 (a) y a la derecha p(0) = 0.9 (b).

Es inmediato que la explicacién encontrada para el comportamiento de p(8,m, p(0)) con
m, realizada para el caso de la distribucion totalmente correlacionada, no es aplicable al caso
de una P(ks, k.) descorrelacionada. ;Cémo adaptar esa linea argumental de modo que puedan
compararse los efectos de las correlaciones grado-grado entre capas? Simplemente no lo sabemos,
a dia de hoy. Se trata de un problema abierto que se esta intentado resolver.
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Figura 22: Representacién de p y x frente al pardmetro de transmisién 8. La imagen de la
izquierda ilustra las tres curvas correspondientes a las distintas dsitribuciones en el caso de
m =0 (a) y la de la derecha en el de m = 0.3 (b).

Por ultimo, en la grafica 22 comparamos las curvas correspondientes a las tres distribuciones
de grado entre si. En ella podemos observar dos efectos.
El primero es el umbral de infeccién, que es el valor de 8 para el que el estado S puro se desesta-
biliza, es el mismo para el caso correlacionado y anticorrelacionado, mientras que es mayor para
la descorrelacionada (aunque este valor disminuye, acercandose a los otros al incrementar m).
El segundo es que para m = 0 la forma de las curvas correspondientes al caso anticorrelacionado
y descorrelacionado es muy similar, aunque claramente desplazada. Sin embargo, la forma de p
para el caso de correlacion es claramente distinta, decreciendo mucho mas lento. No ocurre lo
mismo en m = (0.3, donde son en este caso las curvas correspondientes a la distribucién correla-
cionada y descorrelacionada casi coincidentes, a excepcién del umbral infectivo.

Como ocurria para el caso anterior, la explicacién de estos comportamientos se escapan al
alcance de este trabajo. Para encontrar explicaciones satisfactorias (racionalizaciones) de ellos,
serd necesario una combinacion de conjeturas,simulaciones e hipdtesis a “testearcon ellas, en un

proceso de feedback bastante habitual en fisica computacional.
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3.4. Conclusiones

La conclusién mas relevante del trabajo que se recoge en este informe podria resumirse asi:
En el marco del modelo compartimental de flujos (interacciones) “infeccién-recuperacién” mas
sencillo (SIS), de dos estados y dos flujos, sobre estructuras complejas de contactos entre agen-
tes, tales que cada interaccién tiene lugar en diferentes subconjuntos de enlaces (que llamamos
monocapas), es decir un duplex, la informacion sobre la red social que contiene la densidad con-
junta grado-grado de las monocapas condiciona de un modo determinante el estado epidémico

macroscopico del sistema (fraccién asintética de infectos en la poblacién).

La novedad de este resultado se debe en primer lugar a lo reciente del tema “duplex” en el
marco del estudio de procesos epidémicos. Seguramente su novedad serd efimera dado el notable
crecimiento en interés actual del tema, y lo directa del resultado (una vez se ha formulado el
problema).

El siguiente logro en relevancia ha sido el proporcionar (para el caso de duplex totalmente
correlacionado) una racionalizacién sobre la dependencia que los fenémenos epidémicos mues-
tran respecto del solapamiento intercapa de contactos del duplex; racionalizacion que a nuestro
juicio es més aceptable que la presentada en [1].

Creemos que este trabajo allana el camino para entender cémo el solapamiento de enlaces y

las correlaciones grado-grado se entrelazan para condicionar una epidemia en el marco tedrico

del modelo SIS.
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