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Anexos A

Elipse de polarizacion

En primer lugar se introducen las representaciones complejas del campo eléctrico,
que como se explicard mas adelante, se utilizaran para calcular las matrices de Mueller

de los diferentes elementos polarizadores. La definicién compleja de E, y E, es:
E,(t) = E,pe'@to) — f et (A1)
E,(t) = B, e'“%) = p et (A.2)
donde las amplitudes F, y F, se definen como:
E, = E e (A.3)
E, = B, e (A.4)

En este anexo se va a tratar las distintas relaciones que existen en la elipse de
polarizacion. En primer lugar se incluye la demostraciéon de que las ecuaciones que
definen el campo eléctrico definen una elipse.

Si se toma E, , haciendo uso de las siguientes relaciones:

cosa £ = cosacos B F sin asin 5
sin(wt) = /1 — cos?(wt)
Haciendo uso de las definiciones de las componentes de la amplitud en la ecuacién 2.1

B _ cos(wt) (A.5)

ox

2
E, = Eoy(EE—m cosd —4/1— (EEx > sind) (A.6)

ox

Si ahora se ordenan los términos y se elimina la raiz cuadrada elevando al cuadrado
queda la siguiente ecuacién:

E, E ? E,”’
(Eol; — E:; Cos 6) = (1 — an; ) sin? & (A.7)
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Esta ecuacién se puede transformar despejando el sin? § dando lugar a la ecuacién que

represente la elipse de polarizacién 2.4:

B E?  2E,E,
ng Egy EOCCEoy

cos§ = sin? § (A.8)

Se puede demostrar que esta ecuacion es la de una elipse, para ello se rota esta ecuacion
a un nuevo sistema de coordenadas (x’,y’) giradas un dngulo W respecto al sistema de
coordenadas (x,y). Si para la ecuacién A.8 tenemos que § = m+n7, siendo n un nimero

natural, o el angulo ¥ = 0, se obtiene la siguiente ecuacion:

B, B
ot =1 (A.9)
ox oy

Donde si ademds se da que E}, = E, = E,
2 g2 _ g2
E;+E, = E; (A.10)

Esta ultima ecuacion es la ecuacién de una circunferencia, que se da para unos valores
concretos de 9. De esta forma, podemos categorizar las distintas polarizaciones posibles

en funcién del valor de ¢

Figura A.1: Elipse de polarizacién en funcién de ¢

Ademas de 9, existen otros angulos importantes en la definicién de la elipse. Uno
de ellos es el ya comentado anteriormente ¥, que se define como lo rotada que esta la
elipse respecto al sistema de referencia (x,y). Este dngulo se conoce con el nombre de
acimut, y se puede definir como:

Eo:ony

tan(Z\If) = 2@
ox oy

cos 9, 0<U <7 (A.11)

Otros dos son el angulo de elipticidad y y el angulo auxiliar a:

EOZ'EO .
sin(2y) = Qﬁ sin d, —— <x < (A.12)
ox oy

SRS
N
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E
tano = oy, 0<a<
EOCE

bo |

(A.13)

Si utilizamos las tres ecuaciones anteriores podemos obtener las relaciones entre el

acimut, la elipticidad, el angulo « y la diferencia de fase:

tan(2V¥) = tan(2«a) cos §

sin(2x) = sin(2«) sin 0

cos(2a) = cos(2x) cos ¥
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Anexos B

Elementos polarizadores

En este anexo se extienden las propiedades de los elementos polarizadores
mencionados en la seccion sobre matrices de Mueller 2.4 contenida en el capitulo 2.3.
Para ello se introduce la representacién compleja de las componentes de Stokes, que
utilizan la definicién compleja de las amplitudes (A.1y A.2). Si definimos E} y Ej como
los conjugados complejos de £, y F, respectivamente, la definicién de los pardmetros
de Stokes queda de la siguiente forma:

So I E.E; + E,E;

Sh Q E.E; — E, B,
S Ul | E.E;+E/E;
Ss Vv i(E. B, + EyEY)

B.1. Polarizador lineal

Si se recuerdan las ecuaciones que describen el comportamiento de la amplitud al

pasar por un polarizador lineal, dados dos coeficientes de atenuacion p, y p,:

E! = p.FE,, E, = p,E, (B.2)

Figura B.1: Polarizador lineal
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Si en una componente no va a haber atenuacién, ese coeficiente valdra 1, mientras
que para la atenuacién completa valdra 0. Utilizando la definicién compleja de los
parametros de Stokes (B.1), sea S el vector del rallo incidente y S’ el del haz emergente

tenemos que:

I E.E: + E,E}
s_le|_| BE-EE
U E,E; + E,E}
14 i(E,E; + E,E) 5.3
I ELE! + E|E
o_|Q|_| BB -EE
v || BEr+EE
V' i(ELEy + B EY)

Si se sustituye B.2 en la definicion de S’ y se utiliza la definiciéon de S, obtenemos que:

r prtp, pi—py 0 0 I

g |Q | _L[pi—p, pitp;, O 0 Q (B.4)
U’ 2 0 0 2p.py O U ’
Vv’ 0 0 0 2p.py Vv

Con lo que la matriz de Mueller para un polarizador lineal con coeficientes de atenuacion

Pz Y Dy’
vi+p, po—p; O 0
Lpi—p, pi+p, O 0
— _ z Y z )
M(pa,py) = 5 0 0" opp, 0 (B.5)
0 0 0 2papy

Utilizando esta matriz, podemos obtener los polarizadores lineales ideales para la
polarizaciéon horizontal (polarizador lineal a 0°)(p,=1 y p,=0) y para la vertical

(polarizador lineal a 90°) (p,=0y p,=1):

1100
111100
00 0O
1 -1 0 0
1{-1 1 0 0
0 0 00

Se puede observar, que en el caso de que ambos coeficientes tengan el mismo valor, la

matriz resultante sera equivalente a la siguiente:

22 0 0 0 1000
1o 22 0 of pfo100

M =510 0 22 0| 20010 (B.8)
0 0 0 2° 0001
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Estos filtros se conocen como filtros de densidad neutra, que tienen la funcién de reducir
la luminosidad del haz entrante, ya que el resultado de aplicar esa matriz a un vector
de Stokes dado sera el atenuar todos los pardmetros en funcién de p?.

Esta misma matriz se puede rescribir en términos de funciones trigonométricas

definiendo « de la siguiente forma:
P’ =p;+p,
Py = PCOS QX
Py = psina
0° <=a <=90°

Esta nueva representacion da lugar a esta nueva matriz, ahora dependiente de un

angulo en lugar de dos coeficientes:

1 cos 2« 0 0
2
_ p° | cos2a 1 0 0
M) =51 0 sin2a 0 (B.9)
0 0 0 sin 2«

B.2. Retardador

El retardador, también llamado cambiador de fase, es un elemento polarizador cuya
funcion es introducir un cambio de fase ¢ entre las componentes ortogonales del haz

de luz entrante.

Figura B.2: Retardador

Como se observa en la imagen, el eje X aumentara de fase +¢/2, por lo que recibe
el nombre de eje rapido, mientras que el eje Y (eje lento), recibird un cambio de fase
de —/2, por lo que el cambio total entre los ejes X e Y sera de ¢.

Aligual que se realizo para el polarizador lineal, se utiliza la representacién compleja

de los pardmetros de Stokes (B.1) para obtener la matriz. De nuevo definimos £}, y £,
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tal que:
E,=¢%F,  E,=¢'iE, (B.10)

Utilizando de nuevo B.3 y sustituyendo en S’ con B.10 se obtiene:

So 10 0 0 So
S 110 1 0 0 S
I 1 _ - 1
5= S5l 210 0 cosg sing Sy (B.11)
S 0 0 —sing cosy Ss
La matriz de Mueller para un retardador ideal es la siguiente:
10 0 0
0 1 0 0
M(g) = 0 0 cosp singp (B.12)
0 0 —sinyp cose

Los retardadores més usados son el retardador de un cuarto de onda (QWP por sus
siglas en inglés) y el de media onda (HWP), cuyas matrices son las siguientes, siendo

X el eje répido:

10 0 0

Mowrx(00°) = [0 o 0 (B.13)
00 1 0
10 0 0

Mwex(180) = [0 o 0 (B.14)
00 0 -1

Si el eje rapido fuera Y, Mowpy = M@}P’X.

Es especialmente interesante el filtro QWP ya que una de sus propiedades resulta
muy util para la construccién de los vectores de Stokes. EI QWP tiene la propiedad
de trasformar una polarizacion lineal a 45° en una polarizacion circular a izquierdas.
De la misma forma, se puede utilizar para transformar una polarizacién lineal a 135°
en una polarizacién circular a derechas, con lo que el QWP resulta especialmente til
para calcular el pardmetro S3(V). Esto se puede demostrar multiplicando un vector de

Stokes de luz polarizada a 45° por el filtro QWP:

10 0 O 1 1

, o1 0 o]fo] (o

S = MQWP7)(S450 = 0 0 0 1 1 = 0 (B15)
00 —-120 0 -1

De la misma forma, podemos pasar de una polarizacién circular a izquierdas a un

filtro lineal a 45° multiplicando por la inversa de esa matriz, que es Mowpy .
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El filtro HWP tiene una propiedad también interesante, ya que sirve para invertir

la elipticidad y el acimut:

10 0 O 1
, 101 0 0 cos(2x) cos(2V)
5= 00 -1 0 — cos(2y) sin(2V) (B.16)
00 0 -1 —sin(2x)
1
Wz—arcsm(%j), \Il:g—\lf

B.3. Retardador y combinacion de elementos

En la seccion 2.4.4 se ha combinado un polarizador lineal con un rotador para
generar la matriz de cualquier polarizador lineal a 6 grados. De la misma forma se

puede obtener la matriz general de un retardador lineal(combinacién de un filtro lineal
a 0 grados y un retardador).

1 0 0 0
My p(ep, 0) = 0 cos? 260 + cos psin® 26 cos 20 sin 20 — cos 20sin20 cosp  sin 20sin
WELP; 0 cos 26 sin 20 — cos 20 sin 20 cos ¢ sin? 26 + cos ¢ cos? 26 — cos 20 sin
0 —sin 20sin cos 20 sin ¢ cos ¢
(B.17)
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Anexos C

Derivaciones

En este anexo se recoge el proceso de derivacién que no se incluyo en su respectivo
apartado en la seccién 3.4.1, tanto de la funcion del contraste como de la saturacién.
Estas funciones estan definidas en 3.18 y 3.20:

C.1. Contraste

La funcion del contraste sobre un pixel p con una ventana de pixeles W se define
en en la seccién 3.4.1 y es la siguiente:

Cla) = \/ﬁ %:V (Lt 0) ~ Z(W a)>2 (1)
La derivada de C, C’ es:
i S 2 (£6.0) = W0 ) (/i) = D7, )

21/ 1 S (Lli.0) ~ TV, )

C'(«) (C.2)

Para obtener los puntos criticos, hay que calcular los valores de @ que cumplan C'(«) =
0. Para ello, hay que encontrar aquellos valores que cumplan que:

’_vlw 2 (16.0) - L)) (£/(i.0) - TW)) =0

1 N
Y cumplan : 2\/W Z (L(@,oz) — L(W, a)) =0

€W
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A continuacién, se van a definir las siguientes variables y funciones:
Ii)=Ir+1lc+1p Q(i)=Qr+Qc+Qs U(i)=Ur+Us+Us
1 1 1
IW) == 1) QW) == ) Q@) UW) =) U
W] 2 W 2 W] 2

L(i,a) = I(i) + Qi) * cos(2a) + U(i) % sin(2c), L(W,a) = ﬁ Z L(i,a)

L'(i,0) = U(i) % cos(20) — Qi) x sin(20), L'(W, ) = ‘%' Z L'(i,a)

Is(i,W)=1(i) — I(W)
Qs(i, W) = Qi) — QW)
Us(i, W)=U(i) —UW) (C4)
1 , .
a= il Z Is(i, W)Us(i, W)

iew
1
b= — Is(i, W)Qs(i, W)
w2
1
c=—=% Us(i,W)* - Qs(i,W)*
w2
1
d=— Qs(i, W)Us(i, W)
W 2

Si se sustituye, con las variables comentadas anteriormente y se simplifica, se obtiene
la siguiente ecuacion:

a cos(2a) — bsin(2a) 4 ccos(2a) sin(2a) + d(cos(2a)? — sin(2a)?) = 0 (C.5)
Sustituyendo sin v = y/1 — cos? « se obtiene:

C(a) = (4d*+c?) cos® 2a+(2ad+2cb) cos® 2a+(a* —4d*+b*—c?) cos® 2a—(2ad+2cb) cos 2a+d* —b?
(C.6)
Realizando un cambio de variable, * = cos2a, queda una ecuacién de grado 4.

Resolviendo esta se obtienen las raices. Para resolver estas ecuaciones se ha utilizado
la libreria [9].

C.2. Saturacion

Al igual que anteriormente, es necesario calcular la derivada S’(p), y posteriormente

calcular las raices de esta funcién. Si se define f(p) = (o) (G +(Bop)®

3
que S'(p) = 210/%. Para calcular las raices de S’(p), se calculan las raices de f’(p), que

, queda claro

cumplan la restriccién de que 24/ f(p) no sea igual a cero. Se sustituye cada canal por
el resultado de aplicar un filtro lineal de a grados sobre él. Por otro lado, p = L/3, y
ya se conocen tanto L, como L’.

2

Fip)=3(R-L)(E = L)+ (G- L)(¢' = L)+ (B~ L)(B' - L) (C.7)
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Para cada canal,

R=1Ip+ Qrcosa+ Ugrsina

C.8
R =Ugcosa — Qgrsina (C.8)
Y de forma equivalente para los canales G y B. Si se opera en f'(c),
1 1, 1
;- Irtlct B Q:QR‘FQG-FQB’ U:UR+UG+UB (C.9)
3 3 3
]SR:IR—], QSRZQR—Q, USR:UR—U (ClO)

Y se definen [Isg,Qsq,Usqg,Isp,Qsp vy Usp para el resto de canales de forma
equivalente a las definiciones de R. Con estas definiciones, f’(c) queda de la siguiente
forma:

2
f'(p) = g((IsRUsR + IsqUsq + IsgUsp) cosa — (IsrQsg + [s¢Qsq + IspQsp) sina

+((Us% + Us, + Usy) — (Qs% + QsZ + Qs%)) cos asin a
(QsrUsgr + QsgUsq + QspUsp)(cos® a — sin” a))
(C.11)

Para despejar alpha, se definen los siguientes términos:
a= (IspUsr + IsqUsq + IspUsp),b = (IsgrQsr + [s¢Qsc + [spQsp)

c= (Ush +Ust + Usp) — (Qsn + Qst + Qsy)  (C.12)
d= (QSRUSR + QsqUsqg + QSBUSB>

Se sustituye sin @ = v/1 — cos? a, y se obtiene:

f'(p) = (4d*+c?) cos® a+(2ad+2cb) cos® a+(a*—4d*+b*—c?) cos® a—(2ad+2cb) cos a+d> —b?
(C.13)
Realizando un cambio de variable, * = cosz, queda una ecuacién de grado 4.

Resolviendo esta se obtienen las raices. Para resolver estas ecuaciones se ha utilizado
la libreria [9].
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