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|. Las Razones Trigonomeétricas

Las razones trigonométricas corresponde a la dsignale Matematicas de 4° de
Educacion Secundaria Obligatoria en la Opcion Baeés de la Orden de 9 de mayo de
2007, del Departamento de Educacion, Cultura y Bep@or la que se aprueba el
curriculo de la Educacién secundaria obligatoriaeyautoriza su aplicacién en los
centros docentes de la Comunidad auténoma de Aragén

Las razones trigopnométricas se encuentra dentfa dgignatura de Matematicas de 4°
de la ESO que tiene una carga lectiva de 4 honamrsdes. De acuerdo con las
consideraciones legales, se entiende la ensefprex@d&aje como un proceso

individual que atendiendo al desarrollo integral @emno/a, tiene que conseguir el

logro de las capacidades correspondientes en &b @SrESO. Para ello, se consideran
los siguientes apartados como fuente de informaei@vante. Entre ellos destacan:

1. Participaciéon positiva del alumno/a en clase, qaglaba aspectos como la
atencion, la puntualidad, la realizacion de taygagpuestas, la presentacion de
trabajos, etc.

2. Actitud tolerante y respetuosa hacia los comparféras de clase, hacia el
profesor/a, hacia el aula y los materiales, etc.

3. Habitos de trabajo adecuados, que incluyen el oydelnaseo en los trabajos y
examenes, el trabajo en silencio, la correcta siqmmeoral y escrita, la
disposicion al trabajo en grupo, etc.

4. Disponer de los materiales didacticos, como sdibed, el cuaderno...... Y lo
gue en cada momento sea necesario para la manmcbataale la clase.

5. Tener el cuaderno didactico al dia, realizado sdgsimormas que se indiquen
por cada profesor.

6. Superar los controles o examenes propuestos, cembsnalcanzar una cierta
solvencia en los mismos.

Todo lo anteriormente indicado estara supeditaldoraalidad del aula, a la atencién a
la diversidad del alumnado y a todo aquello quedaumfluir en el proceso de
ensefianza-aprendizaje en cada momento.

Los contenidos en este nivel de 4° ESO se diseidy la siguiente forma:

BLOQUE 1: RESOLUCION DE PROBLEMAS.
BLOQUE 2: NUMEROS.

1.- NUMEROS IRRACIONALES.
2.- RADICALES.
BLOQUE 3: ALGEBRA.

3.- POLINOMIOS. FRACCIONES ALGEBRAICAS.
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4.- ECUACIONES Y SISTEMAS.
5.- INECUACIONES.

BLOQUE 4: GEOMETRIA.
6.- SEMEJANZA. TRIGONOMETRIA.
- Figuras semejantes. Razon de semejanza.
- Semejanza de tridngulos. Teorema de Thales.

- Definicion de las razones trigonométricas: sena;oseno, tangente, cotangente,
secante y cosecante.

- Relaciones entre las razones trigonométricas.
- Resolucién de triangulos rectangulos.
7.- GEOMETRIA ANALITICA PLANA.
BLOQUE 5: FUNCIONES Y GRAFICAS.
8.- FUNCIONES ELEMENTALES.
9.- FUNCION CUADRATICA.
10.- FUNCION DE PROPORCIONALIDAD INVERSA.
11.- FUNCION EXPONENCIAL.
12.- TASA DE VARIACION MEDIA.
BLOQUE 6: ESTADISTICA Y PROBABILIDAD.
13.- ESTADISTICA. DISTRIBUCIONES UNIDIMENSIONALES.
14.- FENOMENOS ALEATORIOS. PROBABILIDAD.

El campo de problemas de las razones trigonomstviga consistir en :

* Reconocimiento de las diferentes razones trigonicaét (seno, coseno y
tangente) de un angulo agudo en un triangulo rgatany calcularlas a partir de
datos dados en distintos contextos.

e Caélculo de las relaciones entre los posibles valode las razones
trigonométricas de un angulo situado en cualqulerks cuatro cuadrantes

» Utilizacion del Teorema de Thales para obtenermgprobar relaciones métricas
entre los elementos de una figura o entre figueasngtricas.

e Calculo de areas y perimetros de triangulos reatéasg

Calculo de distancias y alturas en situacionescoesibles de la vida cotidiana.
Entre las técnicas que se van a utilizar aparecen:

1. Aplicacion del Teorema de Pitagoras para calcuwarlados de un triangulo
rectangulo.
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2. Definicion de las razones trigopnométricas de unumggudo en un triangulo
rectangulo, estableciendo proporciones entre tissla

3. Utilizacion de los valores exactos de las razorigertométricas de los angulos
mas notables (30°,45° y 60°).

4. Utilizacion de la calculadora para obtener valalesas razones trigonométricas
y para obtener los angulos, conocida la razénndgeétrica.

5. Relaciones entre las razones trigonométricas pegieemes a un mismo angulo.

6. Relaciones entre las razones trigopnométricas deadgslos complementarios,
suplementarios u opuestos.

Entre las tecnologias que se van a utilizar destaca
1. Demostracion de las propiedades de las razonestmigétricas.

2. Demostracion de las formulas fundamentales degantometria y aplicarla a la
resolucion de situaciones problematicas.

Los recursos necesarios para trabajar las Razenks Tdigonometria en el aula van a
ser los siguientes:

1. Material didactico especifico de geometria: redi@nsportador, compas,
escuadra, cartabon, etc.

2. Material audiovisual que facilitara la comprensitinconceptos.
3. Calculadora cientifica.

4. Programas informaticos como “GeoGebra”.
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Il. Conocimientos previos del alumno

Para el estudio de la Trigonometria es importaateat en cuenta conocimientos
basicos sobre: concepto de triAngulo, su clasificacconceptos de angulos y su
clasificacion.

Los conocimientos previos que se requieren paraegldio de las Razones
Trigonométricas son:

« Angulos y medidas. Triangulos y relacion entreladss y angulos.
» Teorema de Pitagoras

« Conjuntos numéricos (racionales e irracionales)

* Resolucion de ecuaciones de 1°y 2° grado

El estudio de la trigonometria exige conocer loguézs y como se representan
matematicamente. Constantemente van a aparecessedidtintas actividades y es
necesario estar familiarizado con ellos.

No so6lo comprender los angulos es necesario smbiém las diferentes medidas de los
mismos. Existen la forma centesimal, la sexagesyrad radianes.

Este tema esta incluido en el Bloque | de 2° dec&cldn Secundaria Obligatoria.

Ademas, va a ser necesario que los alumnos recuetdeorema de Pitagoras, para
utilizarlo en demostraciones y en la resoluciénatipinos problemas. El teorema de
Pitagoras aparece en el Blogue IV de 2° de Educ&a@undaria Obligatoria. Aparece
dos cursos antes, por lo tanto sera necesario unebg para refrescar estos
conocimientos y comprobar que los alumnos los cengen. Ademas, se incluird,
también nociones basicas de la semejanza geomgtecaema de Thales. Aunque para
4° ESO opcién B, existe un tema anterior a la trigwetria dedicado a la semejanza y
los alumnos no deberian tener problemas a la l@enftentarse a él. No obstante, se
incluira algun ejercicio para cerciorarse de queepa los conocimientos adecuados.

Las razones trigopnométricas pueden tener diferemileses que no tienen por qué estar
dentro de los numeros racionales. Por ello, es eauante que los alumnos que se
dispongan a descubrir la trigopnometria recuerdenctmjuntos de nameros tanto los
racionales como los irracionales.

Estos conocimientos aparecen en el primer bloqu&°dde Educacion Secundaria
Obligatoria. Por lo tanto, los alumnos deberiaetemciones sobre estos conceptos.

Antes de introducir los nuevos conceptos del objattematico es necesario asegurarse
de que los alumnos posean todos los conocimiem&sog que anteriormente se han
detallado.

Para ello, se va a realizar una prueba escritd@ wao de los alumnos, no muy extensa
donde se realicen ejercicios basicos de cada uhasdebjetos que deben conocer. De
esta manera, se puede observar el nivel que pdsseralumnos y, actuar en
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consecuencia. La prueba escrita no computara paadinal, sino que es un recurso de
diagnéstico del profesor, que hard mas eficienttuteion didactica de este objeto
matematico.

La prueba constard de ejercicios basicos que eamglobla totalidad de los
conocimientos previos destacados anteriormenteundlg) ejemplos podrian ser los
siguientes:

(Ejercicios sacados de los libros de texto ... )

Ej.1: Estima la medida de cada uno de los siguseategulos:

a) b)

Ej.2: Realiza mentalmente las siguientes operasione
25° 30’ + 10° 30’ 90° — 50° 30" 4(25° 30 452

Ej.3: Un angulo agudo de un tridngulo rectanguldem23° 44’ 53". ; Cuanto mide
cada uno de los otros angulos?

Para recordar el teorema de Pitagoras, podrian ser:

Ej.1: Averigua si con las medidas de cada apartsdpuede construir un triangulo
rectangulo. Di, en cada caso de queé tipo de triargpitrata.

a) 2,4cm 3cm 1,8cm b) 7cm 4cm 6¢cm ¢) 5cm 3cm 8cm

Ej.2: Calcula, en cada apartado, a, b o ¢ siendohgpotenusa y b y c los catetos de
un triangulo rectangulo

a) b =6,3 cm ¢=8,4 cm b) b =2 cm, a =8 cm
c) ¢ =12 mm, a =15 mm db=1m,a=10m

Ej.3: Una escalera de 6 m esta apoyada a 70 cin loleske de una pared. ¢ Es posible
que, utilizando la escalera, una persona de 1,6 mstatura llegue a un punto de la
pared situado a 6 metros y medio?

Ej.4: En las siguientes figuras, los angulos marsatk igual manera son iguales. Calcular
los lados que se pide (todas las medidas estaantimetros):

a) b)
B B
X b §
4 Y, 45
A c 9

7 6 A C x E

63 W

X 10'S z

¢Cudl es la medida del lado x? ¢Cudles son las medidas de los lados xe y?
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Para comprobar si conocen el concepto de numeawciarral, dentro de la prueba
diagnéstico podria aparecer los siguientes ej@ici

Ej.1. Clasifica los siguientes niumeros en racianal@racionales:
[~ Y
213, =, =7, N3, /2, N7
Ej.2: ¢Son ciertas estas afirmaciones ?

I.— .. “ J -
V'8 ii. 3V64 o5 un numero racional

. 8s un numero irracional

~
. 0,253555..... 2s un numero racional.
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I1l. Las razones de ser de las Razones
Trigonomeétricas

1. Razones de ser

Las razones trigonométricas son instrumentos qumife® resolver problemas de
calculo de distancias entre dos puntos en condisiadlonde no se puede utilizar otros
métodos de medida.

La trigonometria es una rama de las tantas ramas de matematicas)caega de
estudiar y analizar la relacion entre los ladoesydngulos de los triAngulos. Para esto
recurre generalmente a las llamadas razones tmgétnicas. El origen de la palabra
trigonometria desciende del griego “trigonos” (igalo) y “metros” (metria).

2. Descripcion de las razones de ser

Segun la fuente de informacion de la virdp://matematica.laquia2000.com,

Hace unos 4000 afios en Babilonia (antiguo reinalildo en la region de
Mesopotamia) y Egipto se determind y estableciexproximaciones de medidas de
angulos y de longitudes de los lados de los trilnsguectangulos para ampliar y
desarrollar medidas tanto en la agricultura comdaeronstruccion de pirdmides. Los
egipcios fijaron la medida de los angulos en graduautos y segundos. Ademas se
utilizaba la trigonometria para el estudio de kca®mia. Antiguamente la astronomia
se ocupaba de la observacion y predicciones dedvdmientos de los objetos visibles
a simple vista y en el estudio de la predicciétadeautas y posiciones y perspectivas de
los cuerpos en el espacio, para luego progresaerfeqeionar la exactitud en la
navegacion y el célculo del tiempo asi como loseru#rios. La astronomia
precolombina poseia calendarios muy puntuales ypiasmides de Egipto fueron
construidas sobre patrones astronOmicos muy exggiostuales.

Luego de Egipto y Babilonia, el estudio de la tnigmetria se asentd en Grecia, donde
podemos nombrar al matematico y astronomo Griegando de Nicea, quien fue uno
de los principales y mas importantes desarrolladate la Trigonometria. Este
matematico construyo una tabla de cuerdas paraigoéar triangulos. Comenzando con
un angulo de 71° y aproximandose hasta 180° conliatigmes de 71°, la tabla
facilitaba la longitud de la cuerda limitada pos l@dos del angulo central ya que
fragmentaba a una circunferencia de radio r. Halstaomento no se conoce el valor
gue Hiparco utilizé para r. 300 afios mas tardasgbnomo griegdolomeo utilizé r =

60, ya que los griegos tomaron el sistema numéade( 60) que era usado por los
babilonios.

Durante varios siglos, la trigpnometria de Tolore® la introduccion primordial para
los astrénomos. El libro de astronomia, Almagessayrito por €l, igualmente poseia
una tabla de cuerdas junto con la explicacion deé&iwdo para compilarla, presentando
también el catalogo estelar mas perfecto y completda antigiedad. El teorema de
Menelao utilizado para resolver triangulos esfé&riftee también obra de Tolomeo.
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En India y Arabia la trigonometria era utilizadalarAstronomia. El primer uso de la
funcion seno, aparece en el Shulba o Sulba Sutcaceen India del siglo VIIl al VI a.
C. Se desarrollo entonces un sistema trigonométyim estaba basado en la funcion
seno en vez de cuerdas como los griegos. Estadfumecieva funcion, era la longitud
del lado opuesto a un angulo en un triangulo rectédnde hipotenusa. A finales del
siglo X ya habian se habian completado la func&mosy las otras cinco funciones
trigonométricas.

En el siglo XIl comienzan a aparecer en Europauteidnes de libros de matematicas y
astronomia arabes, hecho que lleva a la familicidracon la trigonometria. El primer
trabajo significativo en esta materia en el comieeEuropeo fue escrito por el
matematico y astronomo aleman Johann Miiller. Seolesiderada fundador y un
importante innovador en esta materia, puesto qtelae crea varias herramientas de
gran utilidad, asi como importantes tratados com® tbangulis y Epitome in
Almagestum en el cual explica, analiza y muest@bla de Tolomeo.

Durante el siglo XlI el astrbnomo aleman Georgeaclion, introdujo el concepto

moderno de las funciones trigonométricas como pripaales en vez de longitudes de
algunas determinadas lineas. Ya en el siglo X\thalematico francés Francois Vieté,
incorpora en su tratado “Canon matematicas” ehguéo polar en la trigonometria

esférica. [...] (http://matematica.laguia2000.com;iaEbn, una breve historia

impresionista de la trigopnometria de babilonia mtha, 2010)

Mas informacién sobre este tema lo podemos enaaarira

(Eliatron, una breve historia impresionista derigonometria de babilonia a la india,
2010)

Para utilizar las razones de ser de la Trigonome&imos a plantear a los alumnos un
problema que simule una situacion real, en la qsealumnos deben utilizar sus
conocimientos actuales para llegar a una solutiarejemplo, podria ser el siguiente:

Calculo de distancias

Para medir la anchura de un rio se han medidaigsl@s de la figura desde dos puntos
de una orilla distantes 160 m. ¢ Qué anchura tierie® La anchura del rio es la altura
del triAangulo ACB que no es rectangulo, pero sdo los triangulos ADC y BDC.
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llustracién 1. Calculo de distancias

Este problema plantea la necesidad de calculandausa de un rio, donde se conocen
ciertos datos. Se les expone el esquema de mauoer#osg alumnos intuyan que la

solucién es la aplicacién del Teorema de PitdgdBasles deja unos 15 minutos, y
después se expone entre todos los resultados addweriil profesor debe incentivar el

‘conflicto’ e intentar dividirlos de forma que cadao de ellos exponga sus razones. El
profesor, al final, dara la solucién y hara unavbrimtroduccion del tema junto con sus
objetivos y aplicaciones.

Los alumnos deben darse cuenta de que no pueddueresl problema y necesitan
algin conocimiento nuevo. Estos conocimientos debeser presentados por el
profesor, institucionalizando las razones trigonwitas de seno, coseno y tangente.

Se plantearan cuestiones en clase que hagan oeié@xal alumno antes de comenzar la
teoria de la trigopnometria. Estas cuestiones seran:

¢Por qué se mantiene igual el seno de un angulguawarie la medida de los lados
gue lo forman?

¢, Qué se mantiene constante en una circunferencia?

Por otro lado, en el aula no vamos a estudiardeidicar tiempo a conocer la historia de
las razones trigonométricas. Sin embargo, es negcepae los alumnos conozcan las
raices de estos estudios y su utilidad a lo lamtasl diferentes épocas. Por ello se va a
proponer una tarea para realizar fuera de las Hectisas. La tarea consistird en la
eleccion de unos de los temas de una lista y edlecuente trabajo de investigacion. Se
realizara en grupos de 4 personas.

Por ejemplo,

Explicar y valorar el trabajo realizado por ThatlesMileto para determinar la altura de
las piramides de Egipto.

Exponer el trabajo realizado por Eratostenes pawimel radio de la Tierra y explicar
los métodos trigonométricos que pueden utilizarsdaeactualidad para realizar esa
tarea.

11



Trabajo fin de Master Especialidad Matemadticas.
Razones Trigonomeétricas

Ademas, se realizaran problemas que tengan enacsienrigenes y sus razones de ser
como objeto matematico. Por ejemplo, una activjulaetle ser:

Estimacion de la distancia Tierra-Luna

(Sin salir de casa podemos tener una idea aprogirdado lejos que estamos de la Luna.
Se ha podido conocer, mediante el envio de ray®s,|l§ue la distancia media hasta la
superficie lunar es de 384403 km)

\ 025° r
N

12



Razones Trigonométricas

V. Campo de problemas, técnicas y
tecnologias

1. Introduccioén

Normalmente se presentan a los alumnos un contea@oado, pulido y formalizado.
Se espera que los estudiantes usen ese contenidoepeontrar la solucién del
problema. Ademas, después que el contenido haisgigartido, se asume que los
estudiantes estan en condiciones para resolversdw@roblemas. El resultado es que
muchos no emprenden ese camino, ya que desdeiel iexperimentan dificultades en
el uso del contenido estudiado.

Se va a dedicar tres sesiones completas parangééahaiento y desarrollo de problemas.
A estas sesiones las denominaremos talleres. Beatan varios problemas al inicio de
la clase.

2. Campo de Problemas, Técnicas y Tecnologias asmas

Todos los problemas planteados exigen por partaldeinado algo mas que la simple
aplicacion de una técnica.

Todos los distintos tipos de problema que se vamclair en el aula se encuentran
enmarcados en:

e Calcular las razones trigonométricas de ciertosul@sg que aparecen en
distintas formas geométricas o del cual se desewnelcvalor del angulo.

 Comprobar la existencia 0 no de un angulo con adevialores en razones
trigonométricas. Comprobaciéon del intervalo de xedgposibles para el seno y
el coseno.

» Obtener razones trigopnométricas de un angulo & pattseno y coseno.
» Calcular longitudes de lados de un triangulo siilzat el teorema de Pitagoras.

e Obtencion de las razones de un angulo por compgaracon otro
complementario o suplementario. Reduccién al pricnedrante.

» Ejercicios relativos a la determinacion del senmoseno de un angulo por uso
de la calculadora.

» Ejercicios relativos a la determinacién indirece& miedidas de longitudes y
angulos sobre triangulos rectangulos.

Dentro de esta clasificacion encajan problemas domsiguientes:

» Calcular las razones trigopnométricas de ciertosul@sg que aparecen en
distintas formas geométricas o del cual se desemnelcvalor del &ngulo.

Trabajo fin de Master Especialidad Matematicas.
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Este tipo de problemas exige el conocimiento derdédaciones entre las distintas
razones trigopnométricas. Se da como inicial un rvalmrrespondiente a una razén
trigonométrica y se pide el resto de las razonesedNsimplemente, realizar un calculo
sino que deben practicar con las relaciones exeseantre las distintas razones
trigonomeétricas. Por ejemplo, el siguiente problema

Calcular el seno y la tangente de un angulo agsdbjendo que su coseno vale:

a) 0,5541 b) 0,1852
c) -0,9457 d) 0,5
e)2,3 e)1,.2

f) 0,0001

La mecéanica de esta actividad es sencilla, perbaseafadido valores que no son
validos, asi como otros que se aproximan a 0. Adewh@ utilizar las técnicas, este
ejercicio pretende que los alumnos se percatera defdrmacion que contienen esos
valores y cuales pueden ser validos o no serlo.

La técnica asociada a este campo de problemasseala de aplicar la sustitucion de

los valores seno, coseno y tangente sobre un masigudo en una ecuacion de segundo
grado, y se hallan los valores posibles. Esta ¢actorresponde a la nimero 1 descrita
en el apartado3.Descripcidon de las técnicagilizadas”. Habr& situaciones en las que

se obtengan mas de un resultado o ninguno.

La tecnologia asociada supone aplicarlas relaciarmdse las diferentes razones
trigonométricas. En este caso la ecuacion,

cos® o +sen® x=1

Una vez estudiada, la representacion grafica dealumgulos en la circunferencia
goniométrica, este problema es muy interesante guagalos alumnos se familiaricen
con los diferentes cuadrantes y conozcan las raZbgonométricas mas notables.

Otro tipo de problema va a consistir en relaciol@ar razones trigonométricas de
angulos con las de angulos del primer cuadranteejémplo de estos problemas puede
ser el siguiente:

Determinar las razones trigonométricas de los sgtes angulos, relacionandolos con
angulos notables (0°, 30°, 45°,60°, 90°), indicamaojué cuadrante se encuentran:

a) 240° b) 135°
c) 315° d) 7200
e) 750°

La técnica asociada a este problema es la técnigaedaparece descrita en el apartado
“3.Descripcion de las técnicadilizadas”, que usa las relaciones que existen entre
determinados angulos de diferentes cuadrantes.

La tecnologia utilizada en este problema es lac&dn de angulos al primer cuadrante.
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Calcular expresiones que utilizan razones trigonitas. Sia es un angulo agudo y
sena =3/5. Calcula el valor de la expresion:

5sena + cosa - 16tga

La técnica que vamos a utilizar en estos probleeada sustitucion de los valores dados
en la ecuacion de segundo grado que relacionaiflExentes razones trigonomeétricas.
Ademas de resolver la ecuacion, habrd que selexc@rvalor adecuado al problema.
Para ello podemos utilizar la circunferencia trigmetrica.

Las tecnologias utilizadas son las de los dos pnoid anteriores.

» Comprobar la existencia 0 no de un angulo con asevalores en razones
trigonométricas.

Este tipo de problemas exige mucha reflexion patepde alumnado. No se pide
unicamente el calculo de un elemento concreto, qireose pretende averiguar si €s 0 no
posible ciertos casos en la Trigonometria. Lasuesips deben ser justificadas. El
alumno debe buscar un camino que le permita lleagesas conclusiones. Pueden existir
varias formas de demostracion. Estos problemasrtian gran potencial didactico en el
aprendizaje.

Responder razonadamente a preguntas sobre razogesdmeétricas
a) ¢ Puede el coseno de un angulo del segundo cutdvaler 1/27?

b) ¢ Puede el seno de un angulo del segundo cuadvatar 13/127?
c) ¢ Puede la tangente de un angulo del tercer cratdrvaler 13/127?
d) ¢ Puede la tangente de un angulo del cuarto carstdrvaler 13/127?
e) ¢Puede el seno de un angulo del segundo cuadvater 1/2?

Este tipo de problemas da mucha libertad al alumh@ hora de buscar soluciones.
Pueden usar varias técnicas para resolverlo. Laseréslla es la representacion gréafica
dentro de la circunferencia goniométrica, pero témipueden utilizar la técnica 1,
descrita en el siguiente apartado.

» Calcular longitudes de lados de un triangulo silizat el teorema de Pitagoras.

Al final, la Trigopnometria tiene su razén de seifeemedida de
longitudes y distancias. Por lo tanto, es necesque el
alumno vea la aplicacion final de este objeto matem,
plasmado en el célculo de alturas, longitudes tadisas. De

esta manera, también se introduce al alumno epdsteriores
objetos matematicos como son ‘Resolucion de tridsgu 55m

Para subir al Miquelet de Valencia utilizamos urscaera

exterior de 55m, que forma con la horizontal un @ogde

67°36'. Con estos datos calcula la altura del Migte /™ -
Notemos que la horizontal, y el Miquelet forman angulo

recto.
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Calcula la altura del Miquelet.

La técnica utilizada en este problema va a seRésolucion de triangulos rectangulos’
donde simplemente es utilizar las definiciones ds fazones trigonométricas
sustituyéndolos por los valores adecuados del émdel problema.’

3. Descripcion de las técnicas utilizadas

Las técnicas que se van a emplear al realizarstistos tipos de problemas son:

Técnica 1: Uso de las definiciones de las razonigernométricas (seno, coseno y
tangente) representadas en un triangulo rectangulo.

C sena=
B cosa=

tg o=

alx Olw

N

Para practicar esta técnica se propondran ejesoitiya solucion requiere la aplicacion
de la misma.

Por ejemplo,

» Ejercicios practicos relativos a la obtencion deores trigonométricas de un
angulo a partir del seno y coseno en triangulasngeilos.

» Ejercicios practicos de comprobaciéon del intervddovalores posibles para el
seno y el coseno.

* Ejercicios relativos a la determinacion indirece&a miedidas de longitudes y
angulos sobre triangulos rectangulos.

La tecnologia asociada a esta técnica es la pdgpiaicion del seno, coseno y tangente
en la trigonometria.

Técnica 2: Resolucién de ecuaciones utilizando riangra y segunda relacion
fundamental de la trigonometria, sustituyendo klsnes dados en el problema.

» Ejercicios practicos y problemas relativos a la eobibn de razones
trigonométricas de un angulo a partir de un vatorceeto del seno, coseno y
tangente.
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Los alumnos pueden comprobar que el seno al cuadnag el coseno al cuadrado
de un angula es igual a 1. Esta tecnologia permite comprolmpdtsibles valores
gue pueden tener el seno y el coseno de un detstmiangulo. Esta tecnologia
justifica la utilizacion de la técnica 2.

cos? % +sen® x=1

” bl

ay? [b]: a2 b a®+ b2
[ -5 -5
C C

Cc“ Cc“ C“
a3
= =1
a*
sen «
=tg «
cos g

Técnica 3: Representacion grafica de cualquier landentro de la circunferencia
goniomeétrica.

» Ejercicios de representacion de angulos sobredartfierencia goniométrica.

Por otro lado la circunferencia goniométrica esilaunferencia cuyo centro es el eje de
coordenadas y su radio es uno. En ello se puedaprobar graficamente los valores
obtenidos de seno y coseno. Asi como ver el ramgwatbres entre los que puede
oscilar el seno y coseno. Habra que distinguireeatco y angulo, para asegurarse de
gue los alumnos comprenden el paso de arco a angulo

La circunferencia goniométrica

A ]
(cost.sint)

Técnica 4: Reduccion al primer cuadrante, sustitdgeun angulop fuera del
primer cuadrante, por otro dentro del primer cuaigra

Si B esta en el 2°cuadrante exigtque se expresa como 180°-

-~ f-__
(4 tgp=-1

s}

f=-co )

v
w

senff=sena co

L)

K

Sip esta en el 3°cuadrante exigtque se expresa como 2#0°-

= -t

]

s

[

o U

0

senff=—-sena cosf=-co

Lt

i

L&

17
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Sip esta en el 4°cuadrante exigtque se expresa como 3a0°-

w
[0

sen f=—-sena cosfS =cosa tgff=-tgu

L0
L0

Se realizaran ejercicios que permitan practicar sinica, como por ejemplo,

* Ejercicios de obtencidon de las razones de un anguiacomparacion con otro
complementario o suplementario.

» Ejercicios que relaciones los valores de las razdmngonométricas de angulos
con las de angulos notables del primer cuadrante.

Se va a trabajar de esta forma sistematica, patminado sepa de forma rutinaria el
trabajo que se manda cada dia para casa. Sabedpselds dias tiene mas o menos el
mismo trabajo que hacer; de esta forma creamoghitohde estudio.

Los ejercicios se van a plantear en el aula jusspaés de cada técnica o conocimiento
nuevo que aparezca en el temario. Estos ejerdignen como finalidad hacer que el
alumno haga uso de los nuevos conocimientos adqsairNormalmente se mandaran
tareas para realizar en casa, que no requierananigchpo por parte del alumno, pero
gue exigen cierta dedicacion.

Estos ejercicios se corregiran al inicio de la igigie sesion, resolviendo todas las
dudas que puedan aparecer.

La organizacion habitual de una sesion de clase de la siguiente manera:

Comprobamos de forma rapida que han hecho losi@gercdel dia anterior en el
cuaderno.

Resolvemos dudas sobre la teoria, los ejemplosrgi€ips resueltos de la teoria del dia
anterior.

Explicamos los nuevos contenidos, conceptos y piingentos; cada uno con su
ejemplo o ejercicio resuelto.

Mandamos para casa, a todos los alumnos, el egedzcaplicacion de la teoria de la
seccion actual. Los mejores alumnos, los que quigmdran mas ejercicios opcionales
gue les permitiran subir nota. Deben hacerlo euatlerno.

Preguntamos dudas de los ejercicios del dia antgracemos en la pizarra o con el
proyector los que sean necesarios.

4. Metodologia

Si bien también la ensefianza debe individualizarsel sentido de permitir a cada

alumno trabajar con independencia y a su propimoiites necesario promover la

colaboracion y el trabajo grupal, ya que se establenejores relaciones con los demas,
aprenden mas, se sienten mas motivados, aumeatdagstima y aprenden habilidades
sociales més efectivas. Por ello, habra sesiongdedos alumnos formen grupos.
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En este tipo de sesiones va a ser importante éenewenta estos factores:

v' La MOTIVACION usando recursos dinamicos, situac®onmatematicas
recreativas. Relacionado con nuestra realidad,dgseierten el interés en los
alumnos

v' En el PROCESO de la internalizacion del conocinsientilizando el método
inductivo y otros que faciliten llegar a una corsofun, generando en ellos temas
que se discutan y debatan

En la SALIDA evaluando durante todo el proceso.okutiluacion, evaluacion etc.

Se va a trabajar de esta forma sistematica, patuminado sepa de forma rutinaria el
trabajo que se manda cada dia para casa. Sabedpselds dias tiene mas o menos el
mismo trabajo que hacer; de esta forma creamoghitohde estudio.

Los ejercicios se van a plantear en el aula jusgpaés de cada técnica o conocimiento
nuevo que aparezca en el temario. Estos ejerdiegnsen como finalidad hacer que el

alumno haga uso de los nuevos conocimientos adqairNormalmente se mandaran

tareas para realizar en casa, que no requieranantigchpo por parte del alumno, pero

gue exigen cierta dedicacion.

Estos ejercicios se corregiran al inicio de la igigie sesion, resolviendo todas las
dudas que puedan aparecer.

La organizacion habitual de una sesion de clase de la siguiente manera:

Comprobamos de forma rapida que han hecho losi@grcdel dia anterior en el
cuaderno.

Resolvemos dudas sobre la teoria, los ejemplosrgi€ips resueltos de la teoria del dia
anterior.

Explicamos los nuevos contenidos, conceptos y piingentos; cada uno con su
ejemplo o ejercicio resuelto.

Mandamos para casa, a todos los alumnos, el egedrcaplicacion de la teoria de la
seccion actual. Los mejores alumnos, los que quieredran mas ejercicios opcionales
que les permitiran subir nota. Deben hacerlo eatierno.

Preguntamos dudas de los ejercicios del dia antgi@cemos en la pizarra o con el
proyector los que sean necesarios.

5. Institucionalizacion de las Razones Trigonométricas

Lo primero que vamos a institucionalizar va a deseso, coseno Yy la tangente, en
relacion a los triangulos rectangulos.

Lo siguiente sera la circunferencia goniométricae quos permita representar
graficamente los distintos valores de las razorigenomeétricas de cualquier angulo.
Junto a este elemento nombraremos el concepto adranie.Institucionalizaremos
también los angulos complementarios, suplementgraggiestos..
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V. Secuencia didactica y cronograma

1. Presentacion Didactica

Conocimientos previos
» Estimacion de la medida aproximada de los treslaagie un triangulo.

» Aplicacién del Teorema de Pitagoras para calcuwarldados de un triangulo
rectangulo y teorema de Thales.

RAZONES TRIGONOMETRICAS

» Distincion de las razones trigonométricas (sensego y tangente) de un angulo
agudo en un triangulo rectangulo, y calcularlasagipde datos dados en
distintos contextos.

Uso y representacion en la circunferencia goniao@etr

Relaciones fundamentales de la trigonometria. Deawén de las propiedades
de las razones trigonomeétricas de una angulo ageidm triangulo rectangulo

» Busqueda de los valores exactos de las razonemangetricas de los angulos
300,45° y 60°.

Reduccion de angulos al primer cuadrante
Angulos complementario, suplementario y opuesto

Uso de la calculadora para el calculo de razoigsniomeétricas

vV V V V

Practica con Geogebra.

2. Secuencia didactica

RAZONES TRIGONOMETRICAS: 10 Sesiones de 1 Hora

Primera Sesion: Repaso Conocimientos Previos

Prueba diagnostico de conocimientos previos. (30 mi
Correccion y discusion de la prueba con los alumf&ismin)

Aqui se realizara un repaso de la medicién de asgubs tres angulos de un triangulo
suman 180°. Aplicacion del Teorema de Pitagoraa palcular lados de triangulos
rectangulos,...

Segunda Sesion: Introduccion a la Trigonometria

20
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Planteamiento de un problema que no se puede soarcutilizando el Teorema de
Pitagoras. (20 min.)

Discusion con los alumnos, mostrando las razones sée de las Razones
Trigonométricas. (20)

Breve explicacion introduciendo la Trigonometrigstitucionalizacion del seno, coseno
y tangente. (10 min)

Tercera Sesion: Razones Trigonométricas

Presentacion del seno, coseno y tangente sobnegutas rectangulos y como
calcularlas, dando las técnicas.

Aplicacion de las técnicas de célculo de las Razdm@onométricas sobre triangulos
rectangulos.

Presentacion de las relaciones fundamentales gasuaamo tecnologia.
Aplicacion de las relaciones fundamentales en ideitiles.

Utilizacién de los angulos notables y comprobacaitin los valores que tienen sus
razones trigonométricas.

Cuarta Sesion: Circunferencia Trigonométrica

Definimos a continuacion el seno como la razénadertlenada al radio y el coseno
como la razon de la abscisa al radio.

Ponemos varios ejemplos y pedimos a los alumnos puegan ejemplos de
circunferencia de radio diferente y puntos parandedingulos en lugares diferentes del
arco.

Recordamos a los alumnos el Teorema de Thalesptallecer que tanto el seno como
el coseno se mantendrian igual si la circunferefugea mas pequefia 0 mas grande. Se
debera concluir que lo mas sencillo es utilizar aineunferencia de radio unidad, a la
gue convendremos en llamar circunferencia trigorinoaé

Pedimos a los alumnos que decidan sobre el sighset® y del coseno cuando el
angulo es agudo, y también cuando es mayor qug @@hor que 180°. Lo mismo para
angulos del tercer y cuarto cuadrante del plano.

Quinta Sesion: Practica con las razones trigonométras

Repaso del signo de las razones seno, coseno gntandg’reguntaremos ¢ Por qué el
seno y el coseno son menores que la unidad enafadotuto?. ¢ Por qué no la tangente?

Calcularemos las razones de 0°,90°, 180° 270°0¢. 3Bbtendremos mediante el
teorema de Pitagoras la relacion entre el seno gosno, sobre una circunferencia
trigonomeétrica.
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Dibujaremos una circunferencia y un radio limitand;n angulo de 30°
aproximadamente, y otro radio limitando un angué -80° grados. Uniremos los
extremos de ambos radios hasta construir un tridngue evidenciaremos como
equilatero por tener los tres angulos iguales ytdmdos de los lados. Sefialaremos el
seno del angulo de 30° que coincidira con la mateaicta de uno de los lados, con lo
gue resulta ser sen 30° = 1/2. Pediremos a losnalsimel calculo de las restantes
razones de 30°.

Para estudiar las razones de 45° dibujaremos umanfgrencia trigonométrica y
utilizaremos el teorema de Pitagoras para deternsmaeno (sen2 45° + cos? 45° = 1
V2

2 ). Obtendremos como préctica las restantes eszda 45°.

sen 45¢ =

Sexta Sesion: Tipos de Angulos y sus relaciones.

Pasaremos a definir &ngulos entre si complemestasigplementarios. Pedimos a los
alumnos el descubrir como estan relacionados el gehcoseno de los angulos entre si
complementarios y entre si suplementarios. Obtemosecomo trabajo de clase las
razones de 60°, de 120° y de 135°.

Dedicaremos esta sesion a determinar los restantdos que se pueden obtener a
partir de los de 30° 45° 90° por construccionficgasobre la circunferencia
trigonométrica. Construyendo una tabulacion palagsestas razones.

Hablaremos del uso de la calculadora para obtarsquier razén de cualquier &ngulo
y analizaremos los resultados obtenidos en la fama la misma, viendo si aparece
una magnitud logica, con la ayuda de una circunfgaetrigonométrica dibujada en la
pizarra.

Séptima Sesion: Aplicacion de las Razones Trigonomniéas

Hablaremos de la posibilidad de usar las razong®nimmétricas para calcular
longitudes. También usaremos la calculadora pataneb el dngulo a partir de una
razon. Pediremos opiniones sobre esta posibilidag alumnos.

Plantearemos problemas de resolucion de alturaistgndias y los resolveremos en
clase.

Octava Sesion: Uso de la calculadora. Comprobacidégica.

En esta sesion seguiremos usando la calculadoraalizaremos los resultados
obtenidos en la pantalla de la misma, viendo sremgauna magnitud légica, con la
ayuda de una circunferencia trigonométrica dibupéa pizarra.

Hablaremos de la posibilidad de usar las razong®nimmétricas para calcular
longitudes. También usaremos la calculadora pataneb el angulo a partir de una
razon. Pediremos opiniones sobre esta posibilidad alumnos.

Plantearemos problemas de resolucion de alturegandias para realizar en casa.
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Novena Sesion: Sesion con Geogebra

Mostrar el funcionamiento del programa GeoGebrancjpalmente el manejo de
formulas y funciones trigonométricas, la utilizacide las casillas l6gicas y como
exportar las construcciones para ser utilizadasogoégina web.

Realizar algunas construcciones con GeoGebra parairyan de ejemplo al alumnado.

Cada grupo de alumnos y alumnas trabajara unasdezanes trigonométricas (seno,
coseno, tangente y sus inversas).

A lo largo de la sesion el alumnado debe comprdbar resultados obtenidos,
descubriendo algunas relaciones trigonométricas|zen

En esta sesién, cada grupo trabajard con una déurtagones trigonométricas. El
alumnado debe representar las funciones seno,cgdengente, observado los valores
para distintos angulos.

Se construird también la circunferencia trigonoro@tutilizando las herramientas de
GeoGebra.

Decima Sesién: Prueba de Evaluacion

Prueba de evaluacion
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VI. Evaluacion

1. Prueba escrita de evaluacion

» Cinco ejercicios, para que el alumnado ejercimakdulo manual.

» Un problema, para que el alumnado se acostumbezra pensar, plantear,
resolver y comprobar. 2 puntos cada uno.

Las pruebas de matematicas con ordenador estdadasnpara que se hagan en 20
minutos y deben ser realizadas de forma individo@alpor parejas. De esta forma, en
una sesion de clase da tiempo a que todo el alwmlaabaga; primero la mitad del
alumnado y, luego, la otra mitad, si es que hayahasnos que ordenadores.

La prueba disefiada seria la siguiente:

Ejercicio 1: Habilidad y proyeccion de las medidasangulos, asi como su simulacion
a traves de dibujos de las distintas razones toig@tricas.

EJERCICIO 1: Calcula, razonadamente (apoyandotaredibujo) (1,50 ptos)
a) senlb50°
b) cos (7rad)
C) tg 675°

Ejercicio 2: Practicar y relacionar sobre los anguhotables. Obtener resultados de
razones trigonomeétricas de angulos cualesquierturesion de los angulos notables.
Permite comprobar el grado de familiarizacion diefreno con estos angulos.

EJERCICIO 2: Determina las razones trigonométricdes los siguientes angulos,
relacionandolos con algunos angulos notables (0°, 35°,60°, 90°, 180°, 270°, 360°),
indicando en qué cuadrante se encuentran (1,69:ptos

a) 240°
b) 135°
c) 315°
d) 720°
e) 750°

Ejercicio 3: Obtenciéon de un angulo a partir delovade una de sus razones
trigonométricas y su cuadrante. Evallua la compéendel alumno del significado de las
distintas razones trigonométricas.

EJERCICIO 3 : Sabiendo que,

sena=-0,4 vy 180° &< 270°
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a) Hallar el resto de razones trigonométricas (Qg%)
b) Hallar cos @ + 77/2) (0,4 ptos)
c) Hallar tag (180° +a) (0,4 ptos)
d) Hallar sec (270° &) (0,4 ptos)

Ejercicio 4: Demostrar la veracidad de ciertas ldmdes. Este tipo de ejercicio son muy
completos y evaluan de forma global los conocinsigkel alumnado respecto al objeto
matematico. El alumno tiene que poner en practidag sus herramientas y técnicas
para dar una respuesta, ya que a diferencia deldesjercicios, se da el resultado y el
alumno intenta llegar a él.

EJERCICIO 4: Di si son verdaderas o falsas las igigies afirmaciones y explica por
qué:

a)senn=1,2 (0,4ptos)
1+iga
b) sem +tcosu = seca (0,4ptos)
3,
) 2 (0,4ptos)

d) Las razones trigonométricas de los angules30 y £ =390 coinciden. (0,4ptos)

e) La tangente de un angulo sélo puede ser posiiivaptos)

Ejercicio 5: Comprobar si la igualdad dada es aiertfalsa. Este ejercicio permite
evaluar la habilidad del alumno a la hora de etdirse a operaciones donde aparecen
razones trigopnométricas. Ademas, este ejercicigeexambién conocimientos de las
relaciones entre ellas, asi como de las formuladaionentales de la trigonometria.

EJERCICIO 5: Demuestra que se cumple la siguientaldad 1,25ptos)

2-sena

=(C05L'l+se'm‘z)-( LI )

J1+ cotg®a Seca  coseca

tga ~cotga —
& .,

Problema 1: Se evalla la habilidad y comprensidraldenno de las aplicaciones que
tienen las razones trigopnométricas, aplicada edalucion de problemas.

PROBLEMA 1: Dos individuos A y B observan un globo que esta situado en un
plano vertical que pasa por ellos. La distancia entre los individuos es de
4Km.Los angulos de elevacion del globo desde los observadores son de 46 y
52, respectivamente. Hallar la altura del globo y su distancia a cada
observador. ( 2 ptos)
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2. Criterios de Evaluacion

La finalidad de las pruebas es valorar los conamitos que el alumnado tiene. El
alumnado tiene que apreciar que si ha estudiadignaebuna buena calificacion, y si no
ha estudiado, obtiene una nota baja. Por tantalueinado se dard cuenta de que hay
relacion directa entre lo que ha estudiado y ldication obtenida en la prueba.

La calificacion de este temario se obtendra mediamia media ponderada de dos
conceptos:

» C1: Realizacion de los deberes y trabajo diariesderno, participacion en
clase, actitud y comportamiento. (20 %)

» C2: Ejercicios escritos (“examenes”). (80 %). Estdificacion se obtendra
mediante una media ponderada de las notas de érsic&s realizados,
asignando el peso a cada nota segun la cantidacigeia objeto de la prueba.

En cada evaluacion se realizara la media pondetadados los ejercicios escritos (80
% de nota de evaluacion) y todas las calificaciatedsconcepto C1 (20 % de nota de
evaluacion). Si la media es igual o superior a Btgaise considera que el alumno ha
alcanzado los objetivos previstos. Los alumnosrguee encuentren en esta situacion
deberan presentarse a una prueba de recuperacion.
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