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Resumen

El Trabajo de Fin de Grado pretende desarrollar estrategias de control en sistemas
multi-robot (MRS) aplicadas al problema concreto de atrapamiento. En objetivo del atra-
pamiento es llevar a un grupo no coordinado de objetivos a un lugar deseado mediante
la interacciéon con un equipo coordinado de robots. La dindmica de movimiento de los
objetivos es fuertemente no lineal tanto en la posicién de los objetivos como en la de
los robots, constituyendo la principal fuente de complejidad del problema. Por otro lado,
en ningin momento se asume un numero determinado de objetivos o robots, anadiendo
generalidad a las soluciones disenadas. Para ello, se plantea el estudio tedrico y global del
problema, aplicando de forma escalonada diferentes técnicas de control.

La estrategia inicial se basa en la busqueda de la formaciéon 6ptima de los robots con
respecto a la posicion deseada para los objetivos. A partir aqui se aplica un control 6p-
timo LQR apoyado en la linealizacion del sistema, que tiene como punto de partida la
configuraciéon previamente obtenida. Posteriormente, se aborda el diseno de estrategias
de control no lineal basadas en la teoria de estabilidad de Lyapunov para superar los
inconvenientes de la estrategia inicial. Por tltimo, se incluye un breve desarrollo de es-
trategias adaptativas que generalizan el control no lineal a situaciones en las que no se
conocen con precision los parametros de la dinamica de los objetivos. Ademas, el trabajo
ha supuesto un esfuerzo de diseno de un entorno de simulaciéon para poder evaluar todos
los algoritmos, analizando las prestaciones de las diferentes estrategias propuestas.

El desarrollo y evaluacion de la primera estrategia de control ha supuesto la redaccion
de un articulo que ha sido aceptado y publicado en la 24* edicion IEEE Conference on
Emerging Technologies and Factory Automation (ETFA).



Abstract

The End-of-Degree project presents the development of different control strategies in
multi-robot systems (MRS) applied in entrapment problems. The objective in entrapment
is to drive a non coordinated group of targets to a set of desired locations by controlling
the interaction with a coordinated team of robots. The dynamical movement of the targets
is strongly non linear in both the position of the targets and the position of the robots,
constituting the main source of complexity of the problem. Furthermore, the adopted
perspective does not assume a fixed number of targets or robots, adding generality to
the designed solutions. For this purpose, we address the theorical and global study of the
problem, applying different stepped control techniques.

The initial approach is based on the search of the optimum formation of the robots
with respect to the desired positions for the targets. Then, an optimum LQR controller
is applied, sustained in the linearization of the system based on the initial configuration
previously obtained. Afterwards, the design of non linear control strategies is addressed,
using the Lyapunov stability theory to overcome the disadvantages of the initial strategy.
Finally, we include a brief description of adaptive techniques which generalize the non
linear controllers, tackling situations in which the parameters of the target dynamics are
unknown. In addition, the project includes an effort in the development of a simulation
environment, permiting the evaluation of the algorithms and analyzing the performance
of the different proposed strategies.

The development and evaluation of the first control strategy is the source of an article
which has been recently accepted and published by the 24th IEEE Conference on Emerging
Technologies and Factory Automation (ETFA).
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Capitulo 1

Introduccion

" There should be no such thing as boring mathematics”
Edsger Dijkstra

El Capitulo introductorio de la memoria describe, en primer lugar, las motivaciones que
han llevado a la realizacion de este trabajo, aportando un contexto que permita enmarcar
el proyecto dentro del plan de estudios de la titulacion. Seguidamente, se detallan los
objetivos perseguidos con el trabajo, junto con su alcance. Como punto final, se desarrolla
la estructura del resto de la memoria, incluyendo una breve descripcion de cada uno de
los Capitulos.

1.1. Motivacién y Contexto

Actualmente, el estudio y disefio de sistemas formados por multiples robots (MRS)
constituye uno de los temas méas populares dentro del mundo de la teoria de control [1].
Hay una gran variedad de problemas que pueden resolverse por medio de la aplicacion de
algoritmos que gobiernan el comportamiento en un equipo coordinado de robots.

Desde un punto de vista ingenieril, se puede pensar en problemas como la coordinacion
de la evacuacion de un grupo de personas, la extinciéon de incendios o la proteccion de
especies en peligro de extincion, como se muestra en la Fig. [[.I} En los tres casos, la
implicaciéon humana supone un gran riesgo por su peligrosidad o dificultad de acceso. Tener
un medio que, de forma automética, gestione la situacion es un objetivo suficientemente
atractivo. En cualquier caso, parece evidente que escenarios de este tipo requieren de un
sistema formado por multiples entidades (ver Fig. que ataquen el problema desde



Figura 1.1: Ejemplo de un dron junto a un grupo de bomberos.

diferentes puntos para evitar fallos en la evacuacion, propagacion del incendio o huida del
animal.

Por norma general, en los problemas de sistemas multi-robot se habla de una division
en siete areas principales [2]:

= Problemas inspirados en la biologia: el uso de sistemas de control compuestos
por multiples entidades esta fuertemente ligado a la inspiraciéon de los humanos en el
mundo animal y sus relaciones sociales. En particular, hormigas, abejas o insectos
han ayudado a dar forma a estrategias de control grupales que se prueban con
dinamicas basadas en el medio ambiente.

= Comunicaciones: el uso de sistemas multi-robot va acompanado, muchas veces,
del concepto de sistema distribuido, en el que el ordenador central se sustituye por
una red de nodos locales. La gestion de las comunicaciones de esta red, entre otras
cosas, recae en este area.

» Arquitecturas y gestiéon de tareas: un sistema formado por miltiples entidades
ofrece una gran gama de posibilidades en términos de jerarquia, prioridad, hetero-
geneidad, etc. En este area se estudia como gestionar las entidades para que cada
una de ellas adopte el rol que le corresponde para cumplir objetivos concretos, como
la planificacion de tareas.

» Localizaciéon, planificacion y exploracion: las posibilidades que ofrecen los sis-
temas multi-robot en estas tareas son extensas en comparacion con sistemas mono-
robot, en tanto que permiten la paralelizacion de tareas mientras se comparte la
informaciéon que adquiere cada uno de los robots.

» Manipulacién y transporte de objetos: este drea, con marcado caracter indus-
trial, estudia las ventajas de coordinar multiples entidades a la hora de manejar



objetos. En ese sentido, los equipos multi-robot permiten aumentar la cantidad y
calidad del transporte, ademés de poder acceder a lugares que a una sola entidad le
es dificultoso o imposible.

= Coordinaciéon de movimiento: este tltima area dentro de los sistemas multi-robot
se dedica al diseno de estrategias de control que permitan mover coordinadamente a
los robots de forma que cumplan con una tarea determinada. Dentro de esas tareas
podemos encontrar la bisqueda y seguimiento de una formacién o el movimiento
hacia una localizaciéon concreta.

Este trabajo se centra en el estudio y analisis del atrapamiento de un grupo de objetivos
mediante un equipo de robots, quedando enmarcado dentro del campo de la coordinacion
de movimientos.

El problema de atrapamiento, bastante relacionado con los problemas de persecuciéon-
evasion, tienen como objetivo principal mover a una serie de objetivos a una localiza-
cion deseada, siempre con un cierto numero de restricciones o condiciones. Diferentes
estrategias de control han abordado este problema empleando diversas herramientas. Por
ejemplo, en [3] un grupo de robots rodean a un sélo objetivo siguiendo una orbita elip-
tica. Un problema similar es resuelto en [4] pero, en este caso, el atrapamiento se basa
en la mediciéon en tiempo real del movimiento del objetivo, sin necesitar el conocimien-
to de su dinamica. Recientemente, [5] presenta una perspectiva opuesta, en la que el
controlador gobierna al evasor, intentando maximizar el tiempo fuera del alcance de sus
perseguidores. Otra técnica, como el Reinforcement Learning, es aplicada en [6] para di-
senar el movimiento de un Vehiculo Aéreo No Tripulado (UAV) policial en un contexto de
persecucion-evasion. El trabajo de [7] propone, por otro lado, estrategias inspiradas en la
biologia. En todos estos ejemplos, como nota importante, el MRS se encarga tinicamente
de capturar a un so6lo objetivo.

Otros trabajos abordan la tarea de controlar el movimiento de méas de un objetivo,
explotando la idea de manada. El trabajo en [§] presenta un modelo en el que el grupo de
robots rodea al grupo de objetivos. El movimiento individual de cada robot se disena de
tal forma que el equipo completo se desplaza como un solo uniciclo. La misiéon principal
es llevar al uniciclo a una localizaciéon deseada sin considerar la posiciéon particular de
cada objetivo, més alla de que todos permanezcan dentro del circulo formado por los
robots. Si buscamos una estrategia en la que un sélo robot lleva a un grupo de objetivos a
posiciones concretas e individuales, uno a uno, debemos acudir a [9]. Aqui, el robot cambia
a un nuevo objetivo cuando detecta que su objetivo actual ya ha llegado a su destino.
Comparado con estas soluciones, este Trabajo Fin de Grado (TFG) propone un sistema de
control centralizado formado por miltiples robots que no sélo rodea a los objetivos, si no
que también los lleva a todos, simultaneamente, a unas posiciones deseadas individuales.
Para ello, en una de las propuestas de control de este TFG, es necesaria una configuracion
inicial para los robots que de lugar a un comportamiento estable de los objetivos. Asi,
esto lleva al estudio de los problemas de formaciéon en el contexto de MRS.



Figura 1.2: Equipo de robots en un ambiente controlado.

Las tareas de formacion representan una de las herramientas béasicas en el contexto de
sistemas MRS [10]. Dado el fuerte caracter matematico de estos problemas, la geometria,
el control distribuido y la teoria de grafos son parte habitual de las soluciones que se
desarrollan [I1]. Articulos como [12] presentan la teoria de grafos como el armazoén que
estructura las soluciones que abordan problemas de topologia, mostrando como describir
diferentes arquitectura de formacion. Esta opcion se comparte en [I3], pero esta vez fo-
calizando el asunto en el caso de triangulacion de sensores. De forma similar, en [14] se
presenta este problema de formacion de multiples entidades, con la dificultad anadida de
que hay cambios dindmicos en el entorno. En [I5] se refleja un problema parecido en el
que la contencion se realiza por medio de un grupo de robots cuya topologia se controla
empleando un algoritmo distribuido. Este algoritmo se sostiene en el consenso entre las
mediciones parciales del estado del sistema. Con un método diferente pero con el mismo
objetivo, las Redes Neuronales [I6] se estan convirtiendo en una de las piedras angulares
de las nuevas propuestas de formacion 6ptima. Sin embargo, el principal objetivo de for-
macion es llevar de forma coordinada a un grupo de robots a una configuraciéon dada. En
el problema de atrapamiento del TFG, por contra, la parte de formacion del algoritmo
proporciona un punto de equilibrio para el sistema, como en [17], dejando el movimiento
de los robots a la parte de atrapamiento.

1.2. Objetivos y alcance

Conocido el contexto del problema que se aborda en el TFG, la meta fundamental es
proponer una serie de estrategias de control novedosas que permitan el atrapamiento de
un grupo de objetivos mediante el movimiento coordinado de un equipo de robots. Este
atrapamiento implica llevar a todos y cada uno de los objetivos a su posiciéon deseada
particular. En ese sentido, la novedad radica tanto en las técnicas empleadas, que quedan
fuera del contexto de las asignatura impartidas en la titulaciéon, como en la dimensio-



nalidad del problema, pues como se ha visto en la Seccién anterior, rara vez es posible
asegurar el nimero de elementos en el sistema a priori. Por ello, se han planteado los
siguientes objetivos:

= Diseno de estrategias generales en cuanto a dinidmica de los objetivos
como a namero de ellos: la dindmica de los objetivos en estos problemas es
fuertemente no lineal tanto en la accién (la posicion de los robots) como en el
estado (la posicion de los objetivos). Sin embargo, la idea es que las estrategias de
control disenadas se puedan aplicar a cualquier nimero de objetivos y con cualquier
dindmica de movimiento.

= Diseno de una estrategia de control basada en linealizacién y optimiza-
cion: para abordar el problema de forma satisfactoria se decide, en primer lugar,
el desarrollo de una estrategia de control que parta del conocimiento adquirido en
la carrera. La linealizacion del sistema no lineal nos ofrece una primera opcién de
control para poder evaluar si es necesario profundizar en técnicas méas novedosas o
sus prestaciones son suficientes. El segundo pilar de esta opcion, la optimizacion, se
aplica tanto en la obtencion del punto de equilibrio del sistema como en la ley de
control.

= Diseno de una estrategia de control basada en control no lineal: las limi-
taciones de la linealizacion llevan a plantear nuevas técnicas de control basadas en
control no lineal, haciendo prescindible la biisqueda de un punto de equilibrio y la ge-
neralizacion hacia soluciones adaptativas. La naturaleza de estas nuevas estrategias
resaltan, de nuevo, el marcado caracter no lineal del problema.

= Implementacién y evaluacién de las estrategias disenadas: todas las solucio-
nes son vélidas para cualquier modelo dindmico de los objetivos y cualquier niimero
de ellos. Las propuestas se han analizado empiricamente por medio de un simulador
basado en Python y desarrollado a propoésito en el marco de este trabajo. Para ello
se emplean como modelos para los objetivos los usados en [8] y [9], junto con otros
dos modelos modificados en el que se anaden perturbaciones del entorno que afectan
a la dinamica de los objetivos.

Para llevar a cabo los objetivos del proyecto, se ha realizado un trabajo fundamental en
tiempo y necesidad que se resume en los siguientes puntos:

» Profundizacién en los conocimientos en teoria de control: los conocimientos
adquiridos en asignaturas de la titulacion como Senales y Sistemas, Sistemas Auto-
maticos o Ingenieria de Control han sido la base para el estudio tedrico de técnicas
de control mas avanzadas. Practicamente todos los aspectos de este trabajo han sur-
gido del estudio autodidacta, dirigido por el director y apoyado en el conocimiento
previo adquirido en la carrera. En particular, se ha realizado un importante esfuerzo
de estudio y comprension de control 6ptimo y no lineal, haciendo especial hincapié



en este ultimo mediante cursos on-line (MIT 2.152 Nonlinear Control System De-
sign). Esto se ha visto complementado con la lectura de bibliografia sobre control
adaptativo y no lineal, ademas de teorfa de grafos, como [L1], [18|, [19] o [20].

Recopilacién de informacién y estudio del estado del arte: el conocimien-
to del estado del arte ha sido fundamental para poder comprender las diferentes
perspectivas desde las que se puede abordar el problema y para saber si nuestro
trabajo tiene o no novedad cientifica. En ese sentido, valga como ejemplo toda la
bibliografia mencionada en la Seccién anterior, ademés del material especificado en
el punto anterior.

Desarrollo desde cero de una plataforma de simulacién: en el momento de
comenzar el Trabajo de Fin de Grado no se posefa herramientas para probar las solu-
ciones de control disenniadas. Debido a la fuerte componente algoritmica del problema
y la necesidad de realizar un gran nimero de experimentos, se ha desarrollado, desde
cero, un simulador basado en Python en el marco del Trabajo de Fin de Grado. Este
entorno no sélo implementa todas las dinamicas evaluadas, si no también una capa
para anadir las diferentes estrategias de control, su simulacién y visualizacion. Ade-
més, se ha disenado otra capa adicional que permite realizar diferentes experimentos
basados en Monte-Carlo, pudiendo evaluar métricas de funcionamiento que también
se han desarrollado en el contexto de este Trabajo Fin de Grado. Si el lector siente
interés en el simulador, los codigos fuente se encuentran subidos en un repositorio

abiertd] de Github.

Redacciéon de un articulo: por ultimo, resaltar que parte del tiempo del proyecto
se ha invertido en la redacciéon de un articulo, felizmente aceptado y publicado en
la conferencia internacional, 24th IEEE Conference on Emerging Technologies and
Factory Automation (ETFA 2019), que tendra lugar en Zaragoza en Septiembre de
2019.

La organizacion temporal de estos objetivos se puede ver en el cronograma de la Fig-

Lol

1.3.

El

Estructura de la memoria

resto de este trabajo queda organizado de la siguiente forma:

El Capitulo [2] presenta la definiciéon del problema junto con la descripcion de los
modelos dinamicos que se van a emplear a modo de evaluacién de las estrategias.
Ademas, se incluye la linealizacion de los modelos de comportamiento del Capitulo
anterior.

thttps://github.com /EduardoSebastianRodriguez/Control-strategies-for-non-linear-cooperative-
entrapment-problems



El Capitulo [3] presenta la primera estrategia de control propuesta, basada en linea-
lizacion y optimizacion del problema de formacion.

El Capitulo [] presenta la segunda estrategia de control propuesta, incluyendo el
analisis de la estabilidad de la soluciéon por medio de la teoria de Lyapunov. Por
otra parte, se describe brevemente una generalizaciéon del algoritmo que incluye un
método de adaptacion de los coeficientes.

El Capitulo [5] expone los resultados de la evaluacion de las estrategias de los dos
Capitulos anteriores, extrayendo toda la informaciéon necesaria para describir las
ventajas e inconvenientes de los algoritmos.

Con el Capitulo [f] se acaba la memoria, relatando las conclusiones principales del
trabajo y abriendo futuras areas de mejora y trabajo futuro.

Por tultimo, en los Anexos se incluye informacion adicional y complementaria. Aqui
se recoge, entre otros, el articulo publicado en ETFA 2019, que se basa fundamen-
talmente en los Capitulos 3]y [5] de la Memoria.
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Figura 1.3: Cronograma del trabajo realizado para el TFG.



Capitulo 2

Definiciéon del problema y modelos de
comportamiento

7 In mathematics the art of proposing a question must be held of higher value than
solving it”

Georg Cantor

El objetivo fundamental de este Capitulo es explicar las bases del problema, aportando
las definiciones fundamentales y detallando los diferentes modelos de comportamiento
dindmico de los objetivos. Con estos modelos trabajaremos en los Capitulos 3 y 4 para
evaluar las estrategias de control.

2.1. Definicién del problema

Los problemas de atrapamiento estan formados por dos grupos de entidades diferentes.
El primer grupo esté formado por los objetivos o presas, que son las entidades que quere-
mos controlar, llevandolas a unas localizaciones deseadas. Al nimero de presas del grupo
lo llamaremos m, mientras que usaremos el subindice j € {1, 2, ..., m} para denotar a cada
presa. Asi, nuestro objetivo es llevar a las presas a un subconjunto de posiciones deseadas
Pl = {p?};":l € R?". Durante este proceso, la posicién de las presas evolucionara de
una configuracion inicial P° = {p9}72, € R*™ hasta P? teniendo diferentes posiciones
P = {p,}7-, € R*™ por el camino.

El motor de este movimiento es la interacciéon del grupo de presas con el equipo de
robots, que, siguiendo con la analogia, se llamaran cazadores. Similarmente a las presas,
se denota como n al nimero de cazadores en el equipo, con i el indice que corresponde



a cada uno de ellos. El movimiento de los cazadores queda descrito por el subconjunto
H = {h;}I=7 € R*. A lo largo del trabajo se asume que todos los cazadores comparten un
sistema de referencia de coordenadas global y cartesiano. Ademas, los cazadores conocen
en todo momento el movimiento de las presas, que es fuertemente no lineal y ligado a sus
posiciones, como se desarrolla més adelante. Asi, el sistema global, formado por las presas
y los cazadores, queda descrito por la siguiente ecuacion:

pj - fj(P7H)7 (2'1)

donde f; es la funcion que gobierna el movimiento de la presa j. Esta funcién, ademas de
ser no lineal, se considera continua y derivable. Por tanto, el principal objetivo es disenar
una estrategia de control para H tal que lleve a P hasta P? siguiendo la dindmica f;.

2.2. Descripcion de los modelos dinamicos

En esta Seccion describe los dos modelos dinamicos que se van a considerar para
evaluar las estrategias de control disenadas. Como se verd a continuacién, también se
incluyen otros dos modelos dinamicos que se basan en los dos primeros pero que ademas
contemplan una perturbaciéon en su formulaciéon. Ademas, como la primera estrategia de
control tiene una componente de linealizaciéon, anadiremos aqui la version linealizada de
los cuatro modelos. Asi, la denominacion de los modelos se hace de acuerdo a cémo la
distancia presa-cazador afecta al movimiento de la presa:

Modelo Inverso, extraido de [§].

Modelo Exponencial, extraido de [9].

Modelo Inverso Perturbado, adaptado del Modelo Inverso.

Modelo Exponencial Perturbado, adaptado del Modelo Exponencial.

2.2.1. Modelo Inverso

Este modelo se basa en un campo de potenciales de accion

W(H,P) = ZZHd—l]H (2.2)

donde
d;; =p; — h;, (2.3)



es el vector que va de la presa j al cazador 7. La dinamica de las presas se obtiene por
medio de la diferenciacion de este campo

: “~ dy
b; = fjl(Pa H) =, Z W) (2.4)
i=1 Kl

siendo «y; un pardmetro escalar positivo.

La intuiciéon que radica en este modelo es que la presa trata de escapar lo mas lejos
posible de los cazadores, con una intensidad inversamente proporcional a la distancia con
ellos. Al incluir 7; en la dindmica permitimos que, dentro del modelado, podamos incluir
eventos reales como la irritacion de la presa, fatiga o enfermedad.

Para la linealizacién del modelo se usa una aproximacion de Taylor en torno al punto
de equilibrio estable (P4, H?). La obtencién de este punto de equilibrio es parte de la
primera estrategia de control y se desarrolla en el Capitulo . Asi, la linealizacion de f; es

- 0f; o, 9f d
p;=fi(P.H) =~ GP | p_pa (77 P ) + OH | p_pa (H H ) (2.5)
H=H4 H=H4
Si llamamos of of
A, = 21 = =L , 2.6
! op; p—pd’ Y2 Oh; | p=pd ( )
H=H1 H=H1
entonces la Eq. queda como
i=1 i=1

Desde este punto de vista, se puede computar un modelo lineal e incremental en espacio
de estados que represente todo el sistema

p = Ap + Bh, (2.8)
con A = [AZ]] s B [B”] y
T
p=[p] pP; ... PL] .
T (2.9)
h=[n" hi ... n?]".

La linealizacién de este modelo produce las matrices

 Lof|diG [P + 3]|d ||df ()"

Ajj IVJZ IEAIE ' (2.10)
=1 v
—L||df[|? + 3]|dF||df;(df))"
Bji =1, ’ ||dd.||5] R (2.11)
ij
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donde dfj = p;l — h? es el vector en el punto de linealizacién. Un hecho a remarcar es
que Aj; es 0 porque los modelos que se estan contemplando no consideran interacciones
entre presas. De hacerlo, este término seria facilmente incluido en la formulacién. En la
Fig. se muestra un ejemplo de trayectoria seguida por una presa (en verde) que tiene
la dinamica descrita. Los cuadrados amarillos describen las posiciones iniciales y en rojo
las posiciones finales. Remarcar que todos los escenarios de simulacién tienen un limite
de £ 5 m y que, como la idea es visualizar las diferencias entre dinamicas, los cazadores
estdn quietos para ver como se mueven las presas.

y(m) y(m)
4 4]
2 21
L4 L J
v W — v w
0 2 \q ’| / m——
-2 / -2
-4 -4
-4 -2 0 2 4 x(m) -4 -2 0 2 4 x(m

Figura 2.1: Comparativa del comportamiento de 5 presas ante 4 cazadores. A la
izquierda, Modelo Inverso; a la derecha, Modelo Inverso Perturbado.

Como ya se ha comentado, este modelo sirve de base para generar uno nuevo en el que
se adiciona un término que se adapta de [21]. La idea de este término es que las presas no
sOlo reaccionan al movimiento de los cazadores sino que también reaccionan a fenémenos
del medio ambiente. La forma que adopta esta perturbacién es un campo vectorial. Por
ejemplo, podemos modelar fenémenos en los que la presa va a un zona de sombra en
verano, o zonas con pendiente. Ademas, este planteamiento permite expandir el campo
de aplicacion de las soluciones a otros dominios, como la propagacion de focos de fuego
en espacios con viento. La modificaciéon de este modelo genera la siguiente ecuacion:

p; = [} (P, H) + W(p,)p;, (2.12)

donde W(p,) modela el campo vectorial lineal. En el caso de un campo constante, esta
perturbacion s6lo provoca una variacion en [2.11] sumandole el término W (p9):

L[| + 3[|dg[df; (dF) "
Ajj =7 Z ’ Hd;i]Hé T+ W(p;l)a (213>

i=1

Es a este modelo al que se llama Modelo Inverso Perturbado y la Fig. 2.I] muestra un
ejemplo de este comportamiento. Es importante notar la diferencia entre los dos Modelos
en la Fig. , teniendo en cuenta que lo tnico que cambia es la perturbacién anadida.
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2.2.2. Modelo Exponencial

En este modelo, la presa tiene dos comportamientos diferentes en funcion de cuén cerca
esta el grupo de cazadores de ella. Si existe un cazador dentro de un circulo de radio r
centrado en pj;, la presa j se pone “furiosa”, mientras que si no es este el caso, diremos que
la presa esté “calmada”’. En ambos escenarios, el movimiento de la presa estd gobernado
por un potencial de accion Gaussiano. Esta dinamica de describe como

n
Zozjdije_x"j, si ||dU|| >r
i=1

p; = fi(P.H) = (2.14)
Z Bja;dize X, en caso contrario,
=1
donde y;; : R? x R? — R es igual a
L7
Xij = _Qdijdij7 (215)

i

y a; > 0, B; > 0 dos constantes arbitrarias. En particular, es 3 es el que se usa para
describir la intensidad del enfado de las presas.

La linealizacion de la ecuacion da lugar al siguiente modelo

n

s 2
A= 2 0T = S di(dy)") (2.16)
i=1 iJ
y
~ 2
B;i = MjZe Xid (=T 4+ gd%(dfj)T), (2.17)
i=1 i
con || ||
1 % si|lpj —hy|| >
o { Bjc, en caso contrario (2.18)

En la Fig. se muestra un ejemplo del comportamiento de este modelo en la mismas
condiciones que para la Secciéon anterior.

Similarmente al Modelo Inverso, se construye un caso Perturbado del Modelo Exponen-
cial que radica en el hecho de que las presas no sélo se ven perturbadas por los cazadores,
también por el entorno. Este nuevo modelo se expresa como

p; = f;(P.H) + W(p;)p, (2.19)

donde W (p,) es la misma constante descrita en la Seccion anterior. La Fig. da bue-
na cuenta del cambio que sufre el comportamiento de la presa ante la presencia de la
perturbacion.
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Figura 2.2: Comparativa del comportamiento de 5 presas ante 4 cazadores. A la
izquierda, Modelo Exponencial; a la derecha, Modelo Exponencial Perturbado.
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Capitulo 3

Estrategias de control basadas en
linealizacion y optimizacion

" The absence of evidence is not the evidence of absence”
Tayfur Altiok and Benjamin Melamed

La primera soluciéon de control que se propone en el trabajo se basa en la aproximacion
lineal de la dinamica no lineal de las presas, que hemos desarrollado en el Capitulo anterior.
A continuacién se describen las dos partes fundamentales de la estrategia: la obtencion
del punto de operacion y el diseno de la ley de control.

3.1. Ley de Control

En primer lugar, se describe la Ley de Control, asumiendo que ya conocemos el punto
de linealizacion del sistema; mas tarde se desarrolla como se obtiene H¢. Una vez que se
tienen los modelos linealizados y se conoce el punto de operacién 6ptimo con respecto
a la posicion deseada de las presas, se puede construir un regulador MIMO. Para este
problema, y siguiendo la idea de optimizacién que acompana al problema de formacion,
se considera una estrategia de control centralizada LQR [22]. La razén de emplear una
solucién centralizada en lugar de una distribuida radica en el hecho de que esta estrategia
propone una primera aproximacion al problema. Como se extiende en los Capitulos [5] y [6],
el futuro trabajo buscara aplicar técnicas distribuidas a partir de los algoritmos de este
trabajo. Volviendo al controlador, el LQR minimiza la funcién de coste

J = /Ooo (p(1)"Qp(t) + h(t)"Rh(t)). (3.1)
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Las matrices Q € R*™*?™ y R, € R**?" ponderan la entrada y la salida del sistema en
la optimizacion (del controlador). La solucién a este problema se obtiene a partir de la
matriz P € R?™*2™ que resuelve la ecuacion algebraica de Riccati en tiempo continuo,

P =A"PA - (A"PB)(R+B'PB) ' (B"PA) + Q, (3.2)
De aqui se deriva el regulador
L= (R+B"PB) (B'PA), (3.3)

y la consiguiente ley de control

h(t) = —Lp(?). (3.4)
Esta ley de control, en definitiva, busca la soluciéon que no sélo lleva a las presas a sus
posiciones deseadas, como se ve en el primer término de la Eq. (3.1)); sino que también

optimiza las acciones de control para que sean lo mas suaves y menos costosas posibles,
como se ve en el segundo término de la Eq. (3.1)).

3.2. Punto de operacion

En esta solucion, la linealizacion se aplica en torno al conjunto de posiciones deseadas
para las presas P?. Asi, la busqueda del conjunto de posiciones deseadas de los cazadores
(0 H?) esté resolviendo, de forma implicita, un problema de formacion en el que la solucién
ofrece un conjunto de posiciones de los cazadores que satisface

fi(PLHY) =0, (3.5)

para todo j € 1,...,m. El algoritmo de optimizaciéon escogido es Levenberg-Marquardt
debido a su capacidad de encontrar rapida y exitosamente el punto de operacion del
sistema cuando el problema es multi-variable y vectorial. Sin embargo, en esta etapa,
cualquier otro método de optimizaciéon que cumpla estas condiciones puede emplearse sin
afectar a la solucion general.

De todas las posibles configuraciones que cumplen la Eq. , aquellas que distribuyen
de forma uniforme a los cazadores en torno a las presas y las colocan més cerca de la
manada exhiben mejores propiedades de control, como acciones de control mas fuertes
o mayor maniobrabilidad. Para favorecer una distribucién uniforme de los cazadores,
establecemos una posicion inicial H° = {h;(0)}, rodeando a las presas. La forma de esta
posiciéon inicial es la de una circunferencia de radio R en la que la distribuciéon de los
cazadores es espacialmente igual, donde R es una constante positiva y arbitraria,

) = 57wk ( Gbn) ). (39)
coni=1,...,n.
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Para lidiar con el requerimiento de proximidad de los cazadores a las presas, primero
debemos considerar que las funciones que describen la dinamica de las presas se basan en
potenciales de accion que decrecen con la distancia. Esto implica que el método numérico
va a tender a buscar el conjunto H¢ alejando a los cazadores de las presas. En el infinito,
la velocidad de las presas debido a la interacciéon de los cazadores es cero, cumpliendo la
Eq. pero corrompiendo el objetivo de control. Para superar esta limitacion, intro-
ducimos en el método numérico un término de penalizaciéon en la funcién de coste que
castiga las soluciones que llevan a los cazadores fuera del area inicial de radio R. De esta
manera, se busca el punto de equilibrio

H = min(|[H — Hol|) (3.7)
sujeto a f;(P4H) = 0.

De esta forma, el algoritmo general que describe la primera soluciéon de control para el
problema de atrapamiento es el siguiente:

Algorithm 1 Algoritmo Computacional de la Ley de Control

1: Input: n, m, f;, P¢

2: Output: H?, L

3: [H?, OK]| = solve(n, m, f;, P%), Egs. (3.5)-(3.7)
4: if OK then

5. [A,B] = linearize(f;, P4, HY), Egs. (2.5)-(2.8)
6: L = findLQR(A,B), Egs. (3.1)-(3.4)

7: end if

La Fig- muestra un ejemplo de los resultados que proporciona dicho algoritmo.

4 4
L 2 *
2 2
*
0 * ° e 4 0 ¢ o
® “ ® 'S
-2 -2 2
* *
—4 -4
-4 2 0 2 4 4 2 0 2 3
(a) Configuracion inicial (b) Solucion del solver

Figura 3.1: Funcionamiento del solver numérico para el caso de 6 cazadores (azul) y 3
presas (verde) con el Modelo Inverso.
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Capitulo 4

Analisis no lineal: control no lineal y
adaptativo

7 In order to solve this differential equation you look at it until a solution occurs to you’
George Polya

Este Capitulo tiene como objetivo el desarrollo de estrategias de control que no necesi-
ten de la linealizacion del sistema para poder llevar a cabo la tarea de atrapamiento. Una
desventaja inherente a cualquier solucion linealizada es que esta falla a medida que nos
alejamos del punto de operacion. Ademés, como se vera a continuacion, estas estrategias
permiten disenar, de forma casi intuitiva, una ley de control adaptativa para los parame-
tros del sistema, haciendo mas atractiva la propuesta. Para ello, en un primer lugar, se
daran unas pequenas pinceladas sobre la teoria de estabilidad de Lyapunov, que es la base
para los disenos de este Capitulo. Seguidamente, se discuten las diferentes aproximaciones
al problema estudiadas para luego detallar la escogida. Por ultimo, se aborda la deduccion
de la ley de adaptacion a partir de la estrategia de control no lineal original.

4.1. Breve introduccién a la teoria de estabilidad de
Lyapunov

Para poder comprender de donde se obtiene la estrategia de control que se desarrolla en
este Capitulo, primero hay que introducir una serie de conceptos que nos van a acompanar
en nuestro camino. La teoria de Lyapunov viene del estudio de sistemas dindmicos a partir
de las ecuaciones diferenciales que los describen. De forma general, esta teoria dice que
cualquier punto de equilibrio X° (en nuestro caso, X° = (P° H?)) es estable si todas las
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soluciones que parten de este punto permanecen en el entorno de XY, Este postulado se
aplica a las funciones de la forma X = f(X).

Una de las herramientas que proporciona Lyapunov dentro de su teoria es poder ca-
racterizar cuando un sistema es global y asintoticamente estable. En esos casos no es
necesario hablar de un punto de equilibrio concreto X° en tanto que todo X € D es un
punto de equilibrio estable, con D € R™ el dominio del problema y n su dimensién. La idea
es tener una herramienta que nos permita disenar un controlador que haga que nuestro
sistema sea global y asintoticamente estable. Para ello, Lyapunov estableci6 el siguiente
teorema: si encontramos una funcion V' (X) tal que

V(X) es una funcion escalar
V(X) > 0 (positiva definida)
V(X) < 0 (negativa definida)
V(X) = +oo si || X|| = +o0

(4.1)

entonces el sistema definido por X = f (X) es global y asintoticamente estable. En el
Anexo se extiende formalmente las definiciones de equilibrio y estabilidad.

Por tanto, el objetivo va a ser disenar una accién, u, que haga cumplir las cuatro
condiciones de (4.1)) para el sistema de atrapamiento en bucle cerrado.

4.2. Seleccion del Estado a controlar

Para comenzar esta Seccion, hay que tener presente que nuestro objetivo de control es
llevar al conjunto P a P? por medio del movimiento de los cazadores, representado por
el conjunto H. Teniendo esto en cuenta, en el TFG se han planteado tres opciones de
definicién de estado y accién:

1. La posicion de las presas y cazadores es el estado y la velocidad de los cazadores es
la accion: X = [p?,h’]7 y u = h.

2. La distancia entre presas y cazadores es el estado y la velocidad de los cazadores es
la accion: X = d;;, definido en la Eq. (2.3), y u = h.

3. La posicion de las presas es el estado y la posicion de los cazadores es la accion:
X=pyu=h.

La opcion elegida finalmente ha sido la tercera, en la que la posicion de las presas se
controla mediante la acciéon directa sobre la posiciéon de los cazadores. Esta eleccion ha
permitido también hacer analogias mas directas con la primera estrategia de control, en
la que X = p y u = h. El analisis detallado de las implicaciones de cada representacion
se puede consultar en el Anexo [A.2] Por ultimo, no debemos olvidar que el problema es
bidimensional y que cada presa o cazador aporta 2 variables al sistema.
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4.3. Desarrollo teérico de la estrategia de control

Partiendo del estado y acciéon seleccionados, se puede formular el sistema como
X = M(X,u) + N(X,u)u + WX (4.2)
donde X = p” es el estado, u = h7 es la accion y M(X, u) y N(X, u) son

Fi(p1,h)
M = : N = [Gi(p1,h) ... Gu(pm,h)] . (4.3)
Fy(Pmy h)

funciones no lineales y dependientes tanto del estado como de la accion. El término WX es
0 para los modelos en los que no hay perturbacion.En particular, las funciones Fj(py, h) y
G,(p1,h) vienen de f;, de forma que partimos la funcion original que describe la dindamica
de las presas para que el sistema pueda explicarse de acuerdo a la Eq. . Por ejemplo,
para el Modelo Inverso,

= 2y (4.4)
G = T
Para el Modelo Exponencial

D agpieu,si|dyll >

Fj=2{ it
Z Bja;pje X7, en caso contrario,
= (4.5)
Z —oje X, si||dg;l| >

G; = 4

=1
E —fBjoje X, en caso contrario,
=1

A partir de este punto, para simplificar la lectura, se van a omitir las dependencias del
estado y accion en los términos M y N.

En todos los casos, ya que el objetivo de control no es hacer X = 0 si no llevar P a
P? para poder aplicar estas técnicas debemos realizar el siguiente cambio de variable

p=p-+p’ (4.6)

de forma que realmente, el objetivo del sistema de control sea hacer que p = 0. Este
cambio de variable, que facilita el objetivo de control, supone un cambio en la Eq. (4.2,
teniendo

X =M + M’ + Nu + WX. (4.7)
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Con la funciéon que describe, de forma general, el sistema de atrapamiento (indepen-
dientemente de la dinamica concreta de las presas), es hora de disenar el controlador.
Para ello, hay varias técnicas que podrian ajustarse al problema. Todas ellas emanan de
lo discutido en la Seccion y su formulaciéon formal se puede ver en los Anexos
v [A4 A modo de resumen, se ha comprobado que la formulacién necesaria para aplicar
la mayoria de estas técnicas no se ajusta directamente a la representacion elegida, lo que,
con los conocimientos disponibles, imposibilita su aplicacion.

Esto ha llevado a una busqueda de la accién que utilice (4.1) directamente. Se ha
considerado la siguiente funcién de Lyapunov, V = %XTX para obtener

V =X"X = XT(M + M? + Nu + WX) (4.8)
Asi, si se escoge una accion tal que se satisface la siguiente expresion
u=N"(NNT)" (=M - M? — ¢(X) - WX). (4.9)

ya tenemos la ley de control para los sistemas, donde es importante notar que el término
de la derecha en la igualdad también depende de la accion. Por tdltimo, si sustituimos la

Eq. (4.9) en la Eq. (4.8), tenemos
V=X'X=-X"y(X) <0. (4.10)

La funcién g(X) puede tener la forma que queremos con tal de que haga que —X7 g(X) <
0. Por simplicidad, escogemos ¢(X) = K, X.

El problema entonces reside en el cilculo de la acciéon que satisface la Eq. . Una
vez que se tiene esta ley de control, un inconveniente principal nos asalta: en u, M, M? y
N dependen de u, asi que en cada instante hay que resolver numéricamente la Eq.
para calcular la posicion de los cazadores. Este problema, que nace de que el sistema es
no lineal tanto en el estado como en la accion, no es abordado en la literatura y por
ahora, la tunica forma de resolverlo es numéricamente. Siendo este el caso, el problema de
optimizacion, que se resuelve usando Levenberg-Marquardt de nuevo, busca hacer que

M + M? + Nu + WX — ¢(X) = 0. (4.11)

Los motivos de reformular la Eq. (4.9) a la Eq. (4.11) es para aligerar el coste compu-
tacional que requiere la optimizacion.

Es interesante notar que la idea de alto nivel de la propuesta de control consiste en
compensar la dinamica no lineal del sistema, sustituyéndola por la dindmica deseada, pro-
cedimiento tipico en la mayoria de esquemas y soluciones de control. Las particularidades
de este caso son:

= Se proporciona una forma compacta de ley de control para una clase de sistemas
que no se discuten en la literatura: sistemas no lineales tanto en el estado como en
la accion.
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= Se tiene una forma agil de proceder para el diseno de una ley de adaptaciéon, como
se vera en la siguiente seccion.

4.4. Generalizacion de la estrategia a sistemas adapta-
tivos

El mayor inconveniente de la estrategia que se acaba de disenar y, en general, de
cualquiera que fia su éxito en el conocimiento preciso de la dindmica del sistema, es que
el comportamiento se deteriora si los parametros se desvian de los que se han estimado.
Asi, como se discute a continuacion, la teoria de estabilidad de Lyapunov da, de forma
implicita, la forma de disenar una ley de adaptacion para el controlador.

Para ello, primero se va a cambiar la formulacion de la Eq. (4.7) para que aparezcan,
de forma explicita, los parametros del sistema:

X = Ma + M% + Nu + WX (4.12)

donde a es el vector de parametros del sistema. En concreto, lo pardmetros que se estiman
en este trabajo son las 7; en el Modelo Inverso e Inverso Perturbado; y las a; en el
Modelo Exponencial y Exponencial Inverso. Como es de esperar, el conocimiento de esos
parametros es limitado, de forma que tendremos

X = aM + aM? + Nu + WX. (4.13)

La desviacion entre a y a supondra que se deje de cumplir (4.1) y el fallo en la estabi-
lidad y convergencia del sistema. Por tanto, hay que cambiar ligeramente V' para que se
vuelvan a cumplir las condiciones de estabilidad global y asintotica. Si definimos

1 1 pe i~
V= §XTX + 5aTS*la (4.14)

siendo S una matriz de pesos para ponderar la velocidad de adaptacion y a = a — a, se
tendra que

V =X'X = X?(Ma + M%a + Nu + WX) +a S 'a. (4.15)
Si se aplica la ley de control de la Eq. (4.9)), habra que hacer que

A ST+ XT(M + M%Ya = 0. (4.16)

Despejando, se obtiene
i = - XT(M+M%S =0, (4.17)
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que indica como deben evolucionar los parametros estimados para que el sistema sea
estable y converja a la solucion deseada. Es importante remarcar que, aunque se cumplan
todas las condiciones de , no es necesario que el sistema acabe con a = a. Esto es algo
habitual en las leyes de adaptacion en tanto que el cambio de los parametros estimados
es funciéon de la proximidad del estado a nuestro objetivo.
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Capitulo 5

Analisis de los resultados

” Pure mathematics is on the whole distinctly more useful than applied. For what is
useful above all is technique, and mathematical technique is taught mainly through pure
mathematics’

G. H. Hardy

Este Capitulo evalua las soluciones de control propuestas en los Capitulos[3]y [ La base
fundamental de esta evaluacion es la simulacion a partir de los modelos del Capitulo 2]
Para ello, se analiza por separado la estrategia basada en linealizacion-optimizacion y las
estrategias no lineales, dejando para el Capitulo [0 las conclusiones de comparar las dos
aproximaciones.

5.1. Evaluacién del control basado en linealizacién y
optimizacién

En esta Seccion se analiza empiricamente el sistema de control basado en linealizacion
y optimizacion del Capitulo [3] Con ese objetivo se llevan a cabo dos tipos de anélisis
principales. Pero antes hay que definir una serie de conceptos.

En primer lugar, para el estudio de los sistemas se van a definir dos métricas de error.
Por un lado, interesa que el sistema acabe convergiendo a la configuraciéon deseada. Para
ello, se caracterizan las situaciones en las que

lim p;(t) =0, (5.1)
para todo j € {1,--- ,m}, es decir, cuando el conjunto de presas P llega a un estado

estacionario. Por otro lado, ya que el conjunto de equilibrios del sistema no es tnico,
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también interesa caracterizar el hecho de que se haya llegado al equilibrio deseado (el
conjunto P%). Por consiguiente, se define

MAE() = — " llpy(0) — bl 5:2)

como el maximo error absoluto en el instante ¢, denotando como E' al limite cuando este
valor tiene a infinito, que es la mejor medida del funcionamiento global del sistema. Asi,
tanto £ como la convergencia permiten distinguir dos fenémenos diferentes. El conjunto P
se dice que alcanza el conjunto deseado P?siy sélo si E < ey el sistema ha convergido. En
ese caso, diremos que se ha alcanzado el éxito. Si E < € pero el sistema no es convergente,
no se puede asegurar que P permanece dentro de la esfera m-dimensional de radio e
cuando t > K. De forma similar, las presas pueden converger a un conjunto P distinto de
P4, rompiendo la condiciéon E < e.

Los valores concretos de los parametros de los diferentes modelos son:

Modelo Inverso: v; =1

Modelo Exponencial: si hay una presa, o;; = 100, a; = 1,5, 3; = 0,5; en otro caso,
oi; = 1, a;j = 100, 3; = 0,85. En ambos casos, r = 1 m.

Matriz de perturbacion del medio ambiente

0,02 —0,002
Wip;) =W = [—0,007 0,06 } '

= ¢ =0,2m; K =1000.

El radio para la posicion deseada de los cazadores se ha fijado en R = 2m en todos los
experimentos.

Para comenzar se introduce un ejemplo ilustrativo para mostrar cual es el funciona-
miento del sistema. Este ejemplo esta formado por un grupo de 3 presas que se mueven
siguiendo la dindmica del Modelo Inverso. Por otro lado, tenemos a nuestra disposicion
un equipo de 5 cazadores que se mueven siguiendo el Algoritmo [I

La Fig. describe las trayectorias de los elementos del sistema: en t = 0, las presas
comienzan dentro de una region de atraccion centrada en sus posiciones deseadas mien-
tras que los cazadores comienzan en las posiciones que ha obtenido el solver numérico
(cuadrados amarillos). La llamada region de atraccion es un circulo al rededor de la po-
sicion de las presas que modela la distancia a la que se han alejado de donde se supone
que deberian estar. Debido a la discrepancia entre la posicion inicial de las presas y la
posicion deseada, los cazadores se mueven siguiendo la ley de control disenada (lineas
azules), haciendo que cambie la posicion de las presas (lineas verdes). Los triangulos rojos
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muestran la posicion final de las entidades. En el caso de las presas, estas se encuentran en
sus posiciones deseadas, marcadas por los tridngulos magenta. Por contra, los cazadores,
normalmente, acaban en posiciones relativamente lejanas de las iniciales, demostrando la
diferencia entre el problema de formacién para encontrar H? y el problema de atrapa-
miento. De la Fig. [p.1] se puede comprobar que los cazadores, en un primer momento, se

y(m)
g ™\
44 Trajectory
of hunters
2 Trajectory
of preys

0- v Desired
position
-2 Initial position
A Final positio

\,

—4 -2 0 2 4 x(m)

n

v

Figura 5.1: Comportamiento del ejemplo ilustrativo.

alejan de las presas para luego volver a posiciones més cercanas. La razon detras de este
comportamiento es que, inicialmente, los cazadores tienden a reducir la intensidad de sus
interacciones con las presas. Una vez que estas interacciones tienen la intensidad necesaria
y son suficientemente suaves, los cazadores puede llevar a las presas a P? sin riesgo de
llegar a una situacion inestable.

Una vez que se tiene en mente el comportamiento del sistema, se va a describir el primer
experimento sobre la estrategia de control. La idea se focaliza en analizar el funcionamiento
del solver numérico en su tarea de encontrar un candidato apropiado para el conjunto de
posiciones de los cazadores H%. El objetivo es evaluar cuantos cazadores necesita el solver
para obtener una solucién exitosa. Para este test se ha disenado un entorno en el que las
variables son el niimero de presas y el nimero de cazadores. Para cada Modelo, tanto n
como m varian de [1, 1] hasta [10, 10], probando cada combinacion 100 veces con posiciones
aleatorias de las presas.

La Fig. [5.2] muestra los resultados obtenidos. Dado un determinado numero de presas
m, el solver necesita al menos n = m cazadores para ser exitoso en su tarea. En esencia,
cada cazador aporta 2 grados de libertad al sistema mientras que cada presa supone 2
condiciones para satisfacer p; = 0. Asi, en tanto que se esta trabajando en un espacio de
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estados lineal, se necesita que n = m para tener una solucién para el sistema de ecuaciones.
Ademés, también se observa que hay una degradacion en el funcionamiento del solver
cuando n es mucho mayor que m porque hay demasiadas variables de decision que ajustar
(2n), pasando de ratios del 100 % de convergencia del solver numérico hasta ratios del 80 %
en el Modelo Exponencial. Un comportamiento similar se observa cuando m se incrementa.
Esto se debe a que la dimensionalidad (y por tanto la complejidad) del problema crece,
haciendo que la tarea de optimizacion del solver sea méas dificil. Ciertamente, es importante
notar las diferencias entre los casos de 1 presa y 7 presas en ambos modelos. El solver
presenta ratios de convergencia de un 100 % con una presa mientras que, con 7 presas, s6lo
consigue un 61 % (en ambos casos con 7 cazadores). El otro elemento remarcable de este
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Figura 5.2: Comportamiento del solver con respecto al niimero de cazadores: en la
izquierda, el Modelo Inverso; a la derecha, el Modelo Exponencial.
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Figura 5.3: Comportamiento del solver con respecto al nimero de cazadores en los casos
Perturbados: en la izquierda, el Modelo Inverso; a la derecha, el Modelo Exponencial.

estudio es el hecho de que los resultados con los cuatro Modelos son similares: los Modelos
Inverso y Exponencial presentan porcentajes parecidos, como se puede comprobar en la
Fig. 5.2 Esto se extrapola a sus correspondientes modelos perturbados porque la inclusion
del término W (p;) no implica un cambio en la dimensionalidad del problema, grados de
libertad o complejidad en el solver. Esto se puede comprobar en la Fig. [5.3]

El segundo analisis concierne a los efectos del tamano de la region de atraccion en la
posicion de cazadores y presas. Previamente ya se ha definido el concepto de region de
atraccion; tnicamente comentar que este se extiende también a los cazadores, de forma
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que inicialmente tanto cazadores como presas comienzan dentro de unas regiones de radio
Ry, y R, centradas en sus posiciones deseadas. La posicion inicial concreta es una distri-
bucién uniforme dentro de esa region. De esta forma, nuestro objetivo es comprobar la
robustez de la solucién disenada, teniendo en cuenta que cualquier soluciéon linealizada
es localmente estable. Asi, la idea es comprobar cuan lejos se puede alejar el sistema del
punto de equilibrio sin que este diverga. Para ello, se estudian dos configuraciones para
cada Modelo: 4 cazadores versus 2 presas; y 7 cazadores versus 3 presas. Los valores que
adoptan en el experimento R, y R, varian entre 0 m y 1 m, evaluando cada combinacion
100 veces con posiciones iniciales de presas y cazadores escogidas aleatoriamente siguiendo
la distribuciéon uniforme ya comentada. En estas simulaciones se medira el porcentaje de
veces que el sistema consigue el éxito.

La Fig. muestra los principales resultados del experimento. En primer lugar, se
demuestra que la estrategia de control es robusta en la accion (la posicion de los caza-
dores), consiguiendo los mismos resultados independientemente del tamano de Rj,. Por el
contrario, el sistema es mucho mas sensible a su estado (la posicion de las presas). Desde
este punto de vista, el Modelo Exponencial obtiene unos resultados mas uniformes porque
los ratios de éxito son similares a pesar de cambios en R,. Por otro lado, el Modelo In-
verso presenta mejores ratios de éxito cuando R < 0,3 m, pero es menos robusto cuando
el tamano de la regién de atraccidon crece, manifestando diferencias més grandes entre
diferentes R,,.

Ademas, se puede notar como ain cuando R, = 0 m y R, = 0 m, los ratios de éxito
no son del 100 % necesariamente. La explicacion radica en el hecho de que el solver no
asegura que la configuraciéon que encuentra sea estable. Asi, Vp, puede apuntar en una
direccion de cambio rapido y cualquier pequeno movimiento de los cazadores puede alejar
a las presas de sus posiciones deseadas. Esta es la razon por la que el funcionamiento
del solver con los diferentes Modelos es similar mientras que los ratios de éxito si son
diferentes. Configuraciones iniciales con p;(t) = 107'® m/s pueden crecer hasta un estado
inestable imposible de controlar por los cazadores. El Modelo Exponencial sufre mas este
fenomeno, de forma que nunca se llega a alcanzar un 100 % de éxito. Sus no linealidades
son més fuertes que las del Modelo Inverso, por lo que es més probable llegar a situaciones
inestables. Ademas, de la evaluacion de los modelos se comprueba que s6lo en un nimero
muy reducido de casos el sistema converge a configuraciones diferentes que la deseada. Esto
se manifiesta en los resultados de la Tabla donde, en el peor caso (Modelo Exponencial
Perturbado), en un total de 5 de 10000 intentos las presas convergen a una configuracion
final diferente de la deseada. De nuevo mirando la Tabla [5.1], se demuestra que el sistema
realmente s6lo llega a dos tipos de escenarios: o el sistema alcanza el éxito o falla en las
dos meétricas. Por ejemplo, para el Modelo Inverso, en general se llega a un 84.22% de
éxito para el caso 4-2 mientras que el porcentaje de fallo para el Modelo Exponencial llega
al 59.22 %. En ambos casos hay que resaltar que estos porcentajes recogen los resultados
para todos los R, y Rj. Su desglose ha sido comentado previamente gracias a la Fig. [5.4]
Otra conclusion interesante surge de comparar los resultados de un Modelo con los de
su correspondiente Perturbado. La perturbacion se gestiona de forma satisfactoria por el
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Figura 5.4: Exito de la estrategia de control lineal con respecto al radio de la region de
atraccion de cazadores y presas.
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4 cazadores y 2 presas | Inverso Inverso Pert. Exponencial Exponencial Pert.
Converge & 'E 14.87% 20.34 % 25.09 % 45.08 %
Converge & E 0.91% 2.89 % 1.01% 1.23%
Converge & 'E 0.00 % 0.01% 0.02% 0.03%
Converge & E 84.22 % 76.76 % 73.88% 53.66 %

7 cazadores y 3 presas | Inverso Inverso Pert. Exponencial Exponencial Pert.
Converge & 'E 33.83% 47.57% 29.57% 40.32 %
'Converge & E 1.77% 4.07% 0.41% 0.41%
Converge & 'E 0.01% 0.03% 0.01% 0.05%
Converge & E 64.39 % 48.33 % 70.01 % 59.22 %

Tabla 5.1: Resultados globales del controlador lineal.

controlador, pero genera peores resultados. Los ratios de éxito son ligeramente mejores en
los casos no perturbados debido a que la perturbaciéon no se ve afectada por el movimiento
de los cazadores. Atun en ese caso, el equipo de robots consigue, por ejemplo, un ratio de
éxito del 65 % para el Modelo Exponencial.

Por ultimo, para finalizar el analisis del sistema de control del Capitulo [3], se puede
asegurar que el sistema tiene un comportamiento mejor en el caso de 4 cazadores y 2
presas que en el caso de 7 cazadores y 3 presas. En definitiva, el caso 7-3 es mas dificil
de gestionar para el solver numérico, de forma que también es mas facil que el resultado
que ofrezca sea una configuracion inestable. Sin embargo, en ambos casos el controlador
proporciona unos resultados aceptables, consiguiendo el objetivo de atrapamiento en un
numero suficientemente alto de casos.

5.2. Evaluacién de las estrategias no lineales

Como se ha podido ver en la Seccidén anterior, la estrategia de control basado en
linealizacion y optimizacion presenta unos resultados satisfactorios. Sin embargo, tres son
los principales inconvenientes de esta solucién:

= El sistema sélo es exitoso en entornos cercanos al punto de linealizacion.
Como todo sistema basado en su linealizacion, a medida que nos alejamos del punto
de operacion la aproximacion (a partir de Taylor) empieza a alejarse del sistema real,
perdiendo su efectividad. Los experimentos relativos al ratio de éxito en funciéon de
la region de atraccién manifiestan este fendmeno.

= Necesidad de obtener el punto de equilibrio del sistema. Por otro, el usar
técnicas basadas en linealizacion requiere un punto de operacién en torno al cual
disenar el controlador. En este problema se ve como la obtencion de este punto no es
trivial, necesitando técnicas de optimizaciéon no lineal para encontrar una solucion.
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Aunque el funcionamiento del solver numérico es robusto, como se demuestra en los
experimentos de la Fig. la estrategia de control se ve limitada.

= Necesidad de conocer de forma precisa la dinamica de las presas. Aunque la
solucion es general y valida para cualquier modelo dinamico de las presas, el sistema
de control necesita conocer de forma precisa esa dindmica para construir el contro-
lador LQR. En ese sentido, cualquier modificaciéon en los parametros dificultaria el
cumplimiento de nuestro objetivo de atrapamiento.

Por ello, el Capitulo 4] desarrolla una estrategia de control que supera, de forma teérica,
estos tres inconvenientes. Para probar que esta afirmacion es correcta, se van a realizar
los mismos experimentos que en la Secciéon anterior y asi poder comparar ambas estra-
tegias. Dada la naturaleza de la nueva estrategia de control, ya no es necesario realizar
experimentos de eficiencia del solver numérico ya que ahora no se necesita trabajar so-
bre ningin punto de operacién concreto. Asi, se usan las mismas métricas y los mismos
parametros para las dinamicas que definimos en la Seccién pero en este caso no es
necesario especificar ninguna R.

Como primera toma de contacto, de describe un ejemplo anélogo al de la Seccion [5.1]
Un grupo de 5 cazadores deben llevar a un grupo de 3 presas a sus posiciones deseadas.
La primera diferencia aparece en ¢t = 0. Como se puede ver en la Fig ahora los
cazadores comienzan en posiciones que rodean a las presas siguiendo la Eq. con R =
4,5 metros. Esa disposicion no tiene nada de éptima y es simplemente una configuracion
“razonable” ante un problema de atrapamiento. Por todo lo demaés, las condiciones de este
experimento son similares a las de la Seccién anterior. Los cazadores siguen las trayectorias
azules buscando, en primer lugar, modular la intensidad de las interacciones con las presas
para que estas no sean ni muy intensas ni muy débiles. Una vez que consiguen el objetivo
de mover a las presas a las posiciones deseadas (trayectorias verdes), los cazadores tienden
a alejarse un poco para facilitar una configuraciéon de velocidad cero estable.

Otro ejemplo interesante para ver la flexibilidad de esta estrategia de control se muestra
en la Fig 5.6l Como se puede ver, la disposicion de los cazadores en ¢ = 0 es totalmente
arbitraria, ni siquiera es necesario que sea simétrica. Ademés, la distancia de la presa a su
posicion deseada es mayor que las contempladas en la estrategia anterior (en este caso, la
distancia entre p® y p? es de 1,5 metros). Como se puede ver, el comportamiento de los
cazadores es bastante natural: el cazador de la izquierda, ante la necesidad de desplazar a
la presa en su misma direccion, se aleja de ella suavemente, para contenerla. Por otro lado,
el cazador de la derecha se da prisa en ponerse en una posicién opuesta a su companero,
acercandose mas en tanto que la presa debe ir en la direccién opuesta a su movimiento.
Una vez que la presa esta cerca de la posicion deseada, este cazador se aleja para aliviar la
intensidad de la interaccion con ella. Tanto en el ejemplo anterior como en este podemos
ver como las acciones de control son un tanto discontinuas, fruto de la discretizacion de
un controlador disenado en un espacio continuo y de una acciéon que actiia directamente
sobre la posicion de los cazadores.
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Figura 5.5: Comportamiento del controlador no lineal para el caso de 5 cazadores y 3
presas con Modelo Inverso.
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Figura 5.6: Comportamiento del controlador no lineal para el caso de 2 cazadores y 1
presa con Modelo Inverso.

Con la intencion de poder comparar de forma objetiva ambas estrategias se va a realizar
el mismo experimento de evaluaciéon del éxito aplicando el controlador disenado en el
Capitulo [4] Para ello, se presentan los mismos casos, 4 cazadores y 2 presas; 7 cazadores
y 3 presas; y un caso adicional de 2 cazadores y 1 presa. La idea es poder ofrecer un
conocimiento mas profundo del sistema en términos de coste computacional. Sin embargo,
en este caso, dado el coste computacional de la solucion, se realizaran 100 simulaciones
por configuracién y modelo, en lugar de las 10000 de la Seccién anterior. La razon es

el elevado tiempo de simulacién necesario para esta tltima situaciéon y como veremos a
continuacion, la alta tasa de éxito de la solucioén.
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Los ratios de éxito del experimento son los mostrados en la Tabla[5.2] A primera vista,
los resultados son sustancialmente mejores que con el controlador basado en linealizacion
y optimizaciéon. En todos los casos, independientemente del Modelo (como sucede en la
Seccién entre Modelo Inverso y Exponencial) o de la configuracion de cazadores y
presas, se consiguen ratios de éxito del 96-100 %. Esa razon lleva a no incluir una Figura
similar a la Fig. [5.4) ya que no aportaria ninguna informacion mas alla de cuatro lineas
superpuestas entorno al 100%. Ahora bien, una de las razones de que los resultados
no sean del 100 % para todas las situaciones y modelos es que la teoria de Lyapunov
estudia sistemas continuos, mientras que cualquier implementaciéon de un controlador es
en tiempo discreto. Esta discretizacion afecta a la continuidad de las soluciones que obtiene
la estrategias. Por otro lado, la necesidad de calcular numéricamente la acciéon en cada
instante hace que pueda haber fallos en la precision de la soluciéon. De cualquier forma,
con una correcta eleccion de K, siempre se consiguen ratios de éxito por encima del 95 %.

2 cazadores y 1 presa | Inverso Inverso Pert. Exponencial Exponencial Pert.
IConverge & 'E 1% 0% 2% 0%
Converge & E 0% 0% 0% 0%
Converge & 'E 0% 5% 2% 3%
Converge & E 99 % 95 % 96 % 97 %

4 cazadores y 2 presas | Inverso Inverso Pert. Exponencial FExponencial Pert.
IConverge & 'E 3% 2% 0% 1%
'Converge & E 0% 0% 0% 0%
Converge & 'E 0% 0% 3% 3%
Converge & E 97 % 98 % 97 % 96 %

7 cazadores y 3 presas | Inverso Inverso Pert. Exponencial Exponencial Pert.
IConverge & 'E 0% 0% 0% 3%
Converge & E 0% 0% 0% 0%
Converge & 'E 1% 4% 1% 2%
Converge & E 99 % 96 % 99 % 95 %

Tabla 5.2: Resultados globales del controlador lineal.

Respecto al coste computacional, la soluciéon es mucho més exigente que la disenada
en el Capitulo [3] Ahora, en cada instante, hay que calcular numéricamente la accion de
control, lo que repercute directamente en el tiempo de muestreo que se puede seleccionar.
La Tabla recoge valores medios y maximos para los distintos ntimeros de cazadores y
presas manejados en el experimento anterior. Asi, para los casos 2-1 y 4-2, un tiempo de
muestreo 7' de 100 ms es aceptable mientras que para el caso 7-3 es imposible, en tanto
que el célculo de la acciéon en cada instante cuesta en torno a 200 ms, siendo todos tiempos
de computo estables y similares con los 4 modelos diferentes.

Otro aspecto importante a comentar es que la flexibilidad de la solucién de control
no lineal implica también cierta labor de ajuste de parametros del controlador. Asi, de-
pendiendo de la aplicaciéon, hay que ajustar el valor de K, para que la accién sea lo
suficientemente intensa para poder abordar la velocidad de las presas. En ese sentido, los
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2 cazadores y 1 presa

4 cazadores y 2 presas

7 cazadores y 3 presas

8.7
33.2

Coste medio (ms)
Coste méaximo (ms)

41.8
140.5

224.5
7731

Tabla 5.3: Coste computacional para distinto nimero de cazadores y presas.

valores que hemos ajustado son:

Modelo Inverso: K, = 4,0.

Modelo Exponencial: K, = 3,0.
Modelo Inverso Perturbado: K, = 6,0.

Modelo Exponencial Perturbado: K, = 10,0.

Ademas, como se puede ver en los valores que se acaban de mostrar, K, es mayor para
los modelos con perturbacion ya que no sé6lo debe vencer la dinamica de las presas si no

también el del campo que las perturba.

El ajuste de parametros toma mayor relevancia en el caso del controlador adaptativo.
La Fig. muestra un ejemplo del funcionamiento de esta estrategia. Ademas, también
se muestra la evolucion de los parametros (en este caso, la v; del Modelo Inverso) que
se estan adaptando en tiempo real. Este es un ejemplo de que no es necesario que los
parametros estimados tengan que converger a los reales para que el controlador sea exitoso.
En particular, 73 = 5 mientras que 9;(0) = 2, llegando a valer 4 = 0,3. Por otro lado,
ahora hay que ajustar también el valor de S para que la dinamica de adaptacién no
sea demasiado lenta o demasiado brusca. En cualquier caso, el estudio de la estrategia
adaptativa necesita de una mayor profundizaciéon para que se pueda comparar con las

otras dos propuestas.

x (m)

2.0

=
wv

o
wn

Valor del coeficiente
=
o

0.0

0 2000 4000

Tiempo (k)

6000

8000

Figura 5.7: Ejemplo del controlador adaptativo con 2 cazadores y 1 presa: a la izquierda,
las trayectorias para el Modelo Inverso; a la derecha, la evolucion de ;.
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Capitulo 6

Conclusiones

7 Analysis of adaptive systems is difficult because they are complicated’
Astrom and Wittenmark

El Trabajo de Fin de Grado ha presentado un conjunto de estrategias que tienen como
objetivo llevar a un grupo de presas a unas posiciones deseadas por medio del control del
movimiento de un equipo de robots. Todas las estrategias presentadas tienen como una de
sus caracteristicas fundamentales la generalidad y flexibilidad. Generalidad en tanto que
son aplicables a cualquier niimero de presas y cualquier nimero de cazadores. Flexibilidad
en tanto que pueden usarse ante cualquier dinamica de movimiento de las presas, incluidas
aquellas fuertemente no lineales tanto en la posiciéon de los cazadores como en la posicion
de las presas. Estos dos conceptos hacen que las estrategias sean aplicables en un ntimero
amplio y diverso de escenarios, como la gestion de evacuaciones, la extinciéon de incendios
o la vigilancia de animales en reservas.

En particular, se ha comprobado como una estrategia basada en la biisqueda ¢ptima del
punto de operacion y posterior control 6ptimo LQR consigue este atrapamiento de forma
exitosa, con resultados aceptables. En cambio, tres son los inconvenientes de esta solucion:
no es aplicable cuando nos alejamos mucho del punto de operaciéon, se necesita conocer
la dinamica exacta de las presas, y la solucién es centralizada. La segunda estrategia de
control, fundamentada en la teoria de estabilidad de Lyapunov, permite superar el primero
de los inconvenientes. Asi, los resultados obtenidos son sustancialmente mejores que en
el primer caso, pues al satisfacer que se cumplen las condiciones de estabilidad global
asintotica nos aseguramos que el sistema acaba convergiendo al escenario deseado. Otra
ventaja de emplear esta teoria es se ha podido deducir una ley de adaptacion, paralela y
simultédnea a la de control, que modifica los parametros para que acaben convergiendo a
los valores necesarios para la estabilidad del sistema. Asi, el conocimiento exhaustivo de
la dindmica de las presas ya no es una restriccion. En cualquier caso, esta tultima solucion
necesita de mayor profundizacion.

35



Las lineas de trabajo futuras tienen como misién atacar los dos mayores inconvenientes
de las propuestas de control. En primer lugar, el diseno de una estrategia que sea de
caracter distribuido. La naturaleza de los problemas que abordan los sistemas multi-robot
invita al desarrollo de algoritmos que permitan montar, sobre los propios robots, sistemas
de regulacion que se sirvan de las medidas locales del equipo para tomar las mejores
decisiones con respecto al objetivo de atrapamiento. Las limitaciones en comunicaciones,
flexibilidad y accesibilidad pueden ser superadas mediante estrategias distribuidas, a costa
de un aumento en la complejidad formal del problema. Por otro lado, pese al gran éxito
de las estrategias no lineales disenadas, existe el problema del tiempo de computo. La otra
linea de trabajo apunta en encontrar maneras de conseguir una ley de control, similar a
las obtenidas, sin la necesidad de resolver numéricamente la accién de control. Este no
deja de ser un problema que deriva de uno mayor que no se aborda en la literatura: el
control no lineal cuando la dinamica del sistema también es no lineal con respecto a la
accion.
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Apéndice A

Anexos

A.1. Mas sobre la teoria de estabilidad de Lyapunov

En esta secciéon de los Anexos se profundiza sobre la teoria de estabilidad de Lyapunov,
ofreciendo la definicion formal de estabilidad junto con los diferentes tipos de estabilidad
que distingue.

De forma mas rigurosa, un punto de equilibrio X" es estable en el sentido de Lyapunov
si

VR>0,3r>0= || X >r=|X(t)||[<R Vt>0y R>r. (A1)

En otras palabras, si se escoge una esfera (de dimension la misma que X) de un radio
arbitrario R, siempre existe un esfera de radio r mas pequena tal que, da igual donde se
empiece dentro de esa esfera, que nunca se saldra de la esfera de radio R. Esta definicion se
puede ampliar, de forma que se dice que un sistema es asintoéticamente estable si, ademas

de cumplirse (A.1])

Iro >0 |IX°] <ro=X(t) > 0yt— oco. (A.2)

Como se puede ver, a diferencia de los sistemas lineales, en los sistemas no lineales el
concepto de estabilidad va siempre ligado a un estado del sistema concreto. Llegados a
este punto, se puede pensar que se ha salido del fuego para caer en las brasas, porque
se sigue necesitando un punto de equilibrio, igual que en los sistemas linealizados. Sin
embargo, la teoria de Lyapunov proporciona la via de escape necesaria. Si

ro = 400 (A.3)

entonces el sistema es globalmente y asintoticamente estable. Este es el tinico caso en el
que no es necesario hablar estado de equilibrio. Mas bien, se podria decir que todo el
conjunto de posibles estados del sistema es estable.
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Por tltimo, existe una extension de la definicion de estabilidad asintotica que ademaés
proporciona una nociéon de tiempo de convergencia del sistema. En efecto, si se parte

de (A.2) y, ademas,
Ja >0, IN>0=Vt>0, [|X(#)|]<a|lXO|e . (A.4)

entonces el sistema es asintoticamente estable y tiene una constante de tiempo de estabi-
lizacion A. Si se cumple también la definicion es valida de forma global. En ambos
casos, se dice que el sistema es exponencialmente estable. Aunque no es directo, a cumple
una funcion de retraso en el sistema

sia=eM = ae M = e AT) (A.5)

Es de estos enunciados de donde Lyapunov obtiene la base para determinar las condi-
ciones para disenar un sistema que sea localmente estable, asintéticamente estable, etc.
En particular, detalla esas condiciones para un sistema global y asintéticamente es-
table. Por otro lado, en el Capitulo {4] se hace uso continuado de la derivada de la funcion
escalar V. De forma mas general,

. d dV dX auténomo 0 .
V(X) = EV(X) = X = X (X)X (A.6)

que no depende de t en el caso de sistemas auténomos. Para el caso de sistemas no
autonomos

X = f(X, 1) (A7)

la derivada de V' si que depende de t y los desarrollos que se han estado realizando se
complican. La Eq. ya 1o es valida y V depende de t. La generalizacion de la teorfa
de estabilidad de Lyapunov a sistemas no auténomos da lugar al Lema de Barbalat. Este
lema dice que si se tiene una funcion g(t) que tiende a un limite finito cuando ¢ tiende a
infinito y §(t) esta acotada (o > 0 V¢t > 0 = ||§(¢)|| < «), entonces §(t) tiende a cero
cuando t tiende a infinito. Todo ello da lugar a que si se encuentra una V' tal que

na funcién escalar

(esté acotada inferiormente) AS
(negativa definida) (A-8)

S oo we

(esté acotada superiormente)

entonces el sistema, que es no auténomo, es globalmente y asintéticamente estable.

A.2. Discusién sobre el estado y la accién elegidos

En primer lugar, se discute la opcion de elegir como estado la posicion de las presas y los
cazadores y elegir como accién la velocidad de los cazadores. De forma general, controlar
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un sistema en el que la accion es la velocidad de alguno de los estados (en nuestro caso, h)
genera unas acciones mas suaves que controlando directamente la posicion de los estados
(en nuestro caso, h). Por ello, en un primer momento se plantea el sistema

X =M + Nu (A.9)
donde X = [p”, h7]7 es el estado, u = h” es la accion y M y N son

fl(th)

. _ 0 mx2n
M e | [ I} | (4.10)

0211:1:1

No se debe olvidar que el problema es bidimensional y que cada presa o cazador aporta
2 variables al sistema. El problema de esta opcién es que la acciéon no puede influir de
forma directa en nuestro objetivo de control, que es llevar a las presas a las posiciones
deseadas. De forma més explicita, si se escoge, por ejemplo, V = %XTX, entonces

V =X"X = X"(M + Nu). (A.11)

Si queremos que V< 0, en ese caso lo més precavido es disenar una acciéon que sea
u=NT(NNT) " (-M — g(X)). (A.12)

para asegurar que la dinamica de las presas no hace que V > 0. El producto NN7 no es
inversible en tanto que

T _ 02mx2(n+m)
NN — [02(mm>|1n . (A.13)

Por lo tanto, con las técnicas que se han visto no se puede usar esta opciéon para el
estado. Esta conclusion es extensible a cualquier eleccion de V' ya que, en todas ellas,
vamos a tener el término X en V. Asi, se puede concluir que la aplicacion directa de
es bastante mas dificil que en las otras opciones, complicando enormemente la busqueda
de una V' que permita disenar un sistema global y asintéticamente estable.

La segunda opcién tiene una discusion un tanto diferente ya que plantea el control de
la distancia entre las presas y los cazadores, mas que el control de la posicion de las presas
directamente. Una formulacion del problema en la que el interés del atrapamiento no
fuera llevar a cada presa a su posicion deseada sino mantener a las presas en una posicion
relativa fija seria perfecta para este planteamiento. Asi, cada variable de estado controlaria
la distancia relativa de cada presa con cada cazador, aumentando la dimension del estado
X a 2nm. Junto con el aumento en la dimensionalidad del problema, hay que analizar si
esta aproximacion permite realmente llevar a las presas a una posicion absoluta concreta.
Parece més sencillo evaluar este problema en configuraciones de n cazadores y 1 presa,
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modulando d;; para llevar a la presa a un lugar indicado. Sin embargo, esta evaluacion
es bastante més compleja para m > 1. Llegar a una conclusion llevaria un gran trabajo
tedrico y nos desvia de la direccion del Trabajo Fin de Grado, asi que por eso se descarta
la segunda opcion.

A.3. Linealizaciéon realimentada

Una de las técnicas estudiadas para el problema de atrapamiento es la linealizacion
basada en cambio de variables, lo que comtnmente se llama linealizaciéon realimentada
(Feedback Linearization). Formalmente, el problema consiste en convertir el sistema

o z=z(X) . .

X = f(X)+g(X)u" = sistema lineal (A.14)
que, en esencia, lo que hace es cambiar el sistema para verlo de una forma mas sencilla
mediante un cambio de variables

2 = fz 55 Y ) b(2, 5,5, 2D D =0, (A.15)

Dado el sistema en espacio de estados, dependiendo de donde se aplique este cambio
de variable se habla de linealizacion realimentada en la entrada si z involucra a la acciéon y
se habla de linealizacion realimentada en entrada y salida si z involucra tanto a la accion
como al estado del sistema. Asi, de forma general, la secuencia de operaciones para el
control seria

medir X — computar z — aplicar v (A.16)

A.4. Backstepping y Sliding Mode Control

La Seccion describe de forma general la teoria de estabilidad de Lyapunov. Muchos
modelos de control se han desarrollado a partir de esta teorfa con la intenciéon de tener una
aproximacion mas directa a los problemas de control. De estas técnicas, dos sobresalen
especialmente.

La primera es el Backstepping, que basicamente considera sistemas del tipo

E=u

{ o= f(p)+ g(u)e (A.17)

donde (uT,el)T € R es el estado y u € R es la accién de control. Suponiendo que se
encuentra una funcién V que satisface
oV

N (f () + 9(p)o(n)) < =W(p) (A.18)
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donde W(u) es una funcion positiva definida y ¢(p) = € con ¢(0) = 0; entonces se puede
aplicar una ley de control que satisface las condiciones de la Eq. (4.1]) de la forma

u= Z—f}fw (e g—g (1) — k(e — 6(12) (A.19)

con k una constante positiva. La razéon de que a esta técnica se le llame Backstepping es
por su estructura recursiva, en la que el célculo de u depende del calculo de €, que a su
vez depende de ¢, que es € en la iteracion anterior.

La otra técnica que se va a comentar es el Sliding Mode Control, que tiene una traduc-
cién un poco mas amigable que el Backstepping y que tiene una forma muy parecida al
anterior. La tnica diferencia sustancial es que ahora el sistema se describe mediante

fo="f(p, €) + gulp,e)
{ €= fa(ﬂ; 6) + Ga(,UJ, 6)(11 + ge(u’ €, u)) (AQO)

A primera vista se ve como la formulacién de esta segunda técnica es bastante mas
compleja y requiere de mas restricciones en las funciones f, fo, ge, 9, vy Go. Ademas, la
accion de control u puede estar relacionada de forma no lineal con el estado del sistema.
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Apéndice B

Articulo ETFA

A Multi-robot Cooperative Control Strategy for
Non-linear Entrapment Problems

Eduardo Sebastidn
University of Zaragoza
Zaragoza, Spain

Abstract—This paper presents a multi-robot entrapment prob-
lem where a group of non-cooperative preys are driven to a set
of desired positions by controlling a team of robotic hunters.
The main source of complexity is the non-linear behavior of
the preys, which is tightly coupled with the position of the
hunters. In the paper we analyze the use of a linearized control
solution, providing a general framework to solve the entrapment
problem for a non-specific number of preys and hunters, and
any behavioral model. In order to apply a linear controller, we
discuss the search of the operating point for each hunter and its
particular control law. Finally, we evaluate the algorithm with
different examples of prey dynamics via simulations, analyzing
their convergence and the number of hunters needed to control
them depending on the size of the group of preys.

1. INTRODUCTION

Nowadays, the study of multi-robot systems (MRS) in a
control context is achieving a great attention. There is a large
variety of problems which can be resolved by the application
of algorithms that govern the behavior of a team of robots [1].
This work addresses the entrapment of a group of preys by
a team of robotic hunters, which is a particular instance of
motion coordination [2].

The entrapment problem - closely related to pursuit-evasion
- aims to drive some targets to a desired position with a certain
number of constrains. Control strategies have handled entrap-
ment problems using different tools in the literature. In [3] a
single target is surrounded by a group of robots following an
elliptical orbit. A similar problem is solved in [4] but, in this
case, the entrapment is based on the real-time measurement
of the motion of the target without the need of a dynamical
model. More recently, [5] shows an opposite perspective: the
controller governs the evader, trying to maximize the time it
can escape from multiple pursuers. Reinforcement Learning
is applied in [6] to obtain an Unmanned aerial vehicle (UAV)
policy in a pursuit-evasion context. The work in [7] proposes
bio-inspired strategies in pursuit-and-evasion tasks. In all these
approaches, the MRS is in charge of capturing a single target.

Other methods deal with the task of controlling more than
one target, exploiting the idea of herding. The work in [8]
presents a model in which the team of robots encircles the
group of targets. The individual motion of the robots is
designed in such a way that the team behaves as a single
unicycle. The general objective is to drive the unicycle to a
desired position without considering the particular location of
each target beyond that they must stay within the circle formed

Eduardo Montijano
University of Zaragoza
Zaragoza, Spain

by the robots. A strategy in which a single robot drives a group
of targets to desired positions, one by one, is discussed in [9].
The robot switches to a new target when it detects the current
one is already in its objective. Compared to these solutions, our
approach proposes a centralized controller for multiple robots,
which not only encircles the group of targets but also drives all
of them simultaneously to their desired individual positions.
In order to do this, we require a formation configuration of
the robots that yields a stable behavior of the targets.

Closely related to this problem is the problem of formation
control of teams of robots. Formation tasks represent one of
the most basic an essential control tools in MRS [10]. Due to
the strong mathematical component of this problem, geometric
tools, distributed control and graph theory are the base of the
solutions [11]. Articles such as [12] employ graph theory as
the framework to solve topological issues, showing how to
describe different architectures of formation. This approach
is shared by [13], focusing in triangular sensor formations.
Dynamic environments are considered in [14]. In [I5] a
formation containment problem is performed by a group of
robots whose topology is controlled by distributed algorithms
sustained in the consensus of their partial measurements.
In a different fashion but with the same ambition, Neural
Networks [16] are one of the cornerstones of newly proposed
optimal formation solutions. However, the general objective in
formation control is driving coordinately a group of robots to
a given configuration. In our problem, the formation part of
the algorithm provides an equilibrium point for the system,
similarly to [17], leaving the movement of the robots to the
entrapment part.

The main contribution of this paper is a general framework
to solve the entrapment of a team of non-cooperative targets
with non-linear dynamics. Given the set of desired positions
for the targets, we first solve an optimization problem to
compute a stable formation of robot positions. This formation
is used to find a linear approximation of the target dynamics
and to compute a control law by classic linear techniques. The
approach is valid for any dynamical model of the targets and
any number of robots and targets. We demonstrate this empi-
rically with simulations for the models used in [8] and [9], as
well as modifications of these models where the environment
also affects the target dynamics.

The remainder of the article is organized as follows:
Section II defines the problem and the notation. Then, in
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Section 1L, the control solution is presented, focusing on the

the deseription of two dynamical models for the preys and
their associated lincarized models. Section V. provides the
simulation results, ending the paper with the conclusions in
Section V1

11, PROBLEM DEFINITION

Consider a set of m preys, denoied by the subscrpt ] €
{1,2,...,m}. and a set of n robotic hunters, denoted by the
b1 (s ) The problem conason eving e
group of preys, described by their positions P = {p }7-
R, 10 a set of desired positions A € b
o do this, we can contol the team of s, desribed by
the positions # = {h,};=} € 2", taking into account that
the hunters share 3 common global reference system. In the
reminder of the paper,the terms robot and huner are applied
cquivalently.

‘We assume that the huners know the motion models of

y ' both hunters and preys, is generally
Sencbed by he ollowing equation

AGEN m

where ;s the function governing the motion of prey . th

" b considred conimuous and deshable. Thereore
he genral objetive is o deign  comrol Stgy fo 6
drive P 10 P under dynamics f;.

The success of the controller is tightly linked (o the notion
of equilibrium point. As a common framework in entrapment
and, generally, in control problems, this point is known or
relaively easy 1o obtain. However, in this setup, given the non-
linear nature of the preys, the computation of an equilbrium
fomation s st vl g of o s (0
a set, MY, thal maintains the group of preys in P*. Given
i formaion. i should he ot hat the comirl problem i+
ot eqivalent to that of reaching this configuration, but this
Knowledge can help in the design of a linear controler o solve
the entrapment

Iso note that the number of preys m and hunters 1 play a
special role in the entrapment, since they give the dimension
and degrees of freedom of the problem. The movement of
each prey is independent, stting the dimension of the control
problem 1o 2n. On the other hand, the degees of freedom
are 2n, taking into account that the motion of cach hunter is
o independent At inresing feaut . B o

wlyze the number of hunters needed to successfully control
e mation of the sroup of prevs. This second pat wil be
addressed empirically in the paper via simulations.

with d, = p 1 the vectorsat the linearization point. Note
that A s 0 because the model does mot consider specifc
preys. Nonetheles, tis term could be
casly included in the formulaion

We go further in the model, adding a concept of pertr-
bances adapted from [20], The dea of this term s that preys
aso et 0 the environment according to another vector el

domains, Tike fire spreading in & windy ficld. The modificd
model is described by the following equation:

= I} (P H) + W(p,)p; 19

where W(p,) models th lincar spatial vectorfeld. In the case:
of a constant fied this perturbation only provokes a variation
in (17, adding the term W{ps). We coin this new dymamic
a5 Inverse Model Perurbed.
Exponential Model
I this model,the prey has two different behaviors depend-
Bow lo s the et of bmiers rom i, I s s
in . the prey

overmed by a Gaussian potential function. The dynamics arc
described by

Pdye

if[ldyl| > r

otherwise,

0

an

and a; > 0, 5, > 0 are arbitrary constants. In partcular, the
parnce s the e v 1> dese e angry bevion
of the

Aprisig the incasizaton in Bqustion (20)yields the fol-
Towing model

), @)

By= gy Yo 1+7-|“£d",)Tlv e

with o
ay, il >

{5 a

Similary to Inverse Model, we consiuct a perurbed casc

of Exponential Model, which relics on the fact that the preys
can be disturbed not only by the presence of the hunters but

111 CONTROL SOLUTION

control solution will be based on the linear appros
o af i non inca dymamics of the prys. Gven  able

point of the sysiem, «p" ) sing Togors lncaizaion we
can approximate

then, Eq. (2) becomes.

RPN

From this, removing the operating point, we can compute a
linear stae-space representation of the whole system

b= Ap+Bh, ©
with, A = [A;] . B = [B,,] and
bl bl vl ©
B[ B ']

In order to caleulate & control Iaw, 1o sets of elements must
be computed in (3): the partial derivatives of the stte and the
input, and the operating conditions of the system, The first part
s rivial in the sense that the derivatives can be calculated from
the known non-Jinear model. However, finding the operating
point of the hunters, A", requites the furthe discussion

Operating point

approach, the linearization s applied around the
deired poton of the preys . Thus, fding the desired
position of the hunters (or ) s solving, implictly. a form:
tion problem in which the solution gives the set of hunters”
positions that satisfies
S HY) =0, @

for all j € 1. For this we use the Levenberg and
Marquandtoptmizaion method, due 1 s capacity of ding
it sl opeting poi o he sy, Howere:
any other optimization method can be used without affecting
o e oo

Among all the possible configurations of hunters that fulfill
Bg (7), those that spread the hunters uniformly around the
preys and those thatlocate them closer to the herd will exhibit

on the preys and mare Matocuvedblty. Tn orde 10 favor
uriform disutons of the unirs, we feed he saver il
posiions of the huners, Ho = {1, (0)), surtounding the preys

also on environmental circumstances or other position:based
“Thus, tis varaton is expressed by
= f}(P.H) + W(p,)p; 25
where W(p,) has the same constraints described in_ the
previous model.

V. REsuLTS
I this section we evaluate empirically the control approach

using the two dynamical models presented in Section IV under

different conditions and numbers of hunters and preys.

studying the convergence of the entrapment problem. To do
this, we characterize the situations in which

@6)

Jim (0
ot < {1 ) i, when he st of all preys P

ches . stondey . Give tht he st of equiibri of
(b sysem s ot e, I & secon sage we e neresed
not oy in analyzing convergence, but also measuring if he
cquiiriom reached s the desired one. Thersfore, we define

MAE(:)—%ZHW»—»’H @

as the mean absalute error uf the configuration at time . and
we wil denoe £ as the limit of this value when ! goés o
ininity, which beter desribesthe global performance of e
system. Hence, both £ and convergence permit the ditinction
between two different phenomena. The set of preys P can
siid 10 reach the desired set of positions P4 if and only if
E < ¢ and the system has converged. In this case, it s sid 0
e s, I E < ¢ bt he sy s ot comergn,
can ot e ol P sty it e e
Socre of i« hen 1 =K. Simill, he pr
Comerse 1o s il rom 7. breakng the condion
Ex<e

The parameters used for the preys in the different models

+ Inverse Model: 7, = 1
100, 05 =

* Esponenial Mokl f e s nc ey 7y
8 = 100, 5 = 0.5,

oy =10

o both e
« Envioament perusbaion mais

002 oo

Win)-w=| ]

—0.007
m; I = 1000,

The s for e desird posiion of th huner has been st
(0 R = 2m in all the experiments

The evaluation of the models has three different stages:
in Subsection V-A we present an illustrative example of 5
hunters and 3 preys with Inverse Model; then, the efficiency
Of the solver is tested in Subsction V-B; finally, the success
of e comol skin s valuied n Subecion VC by egh

model

different combinations of preys, hunters and

Fig. 3: Performance of the solver with respect to the number of hunters: lef is Inverse Model: right is Exponenti
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i

Model,

42 Inverse Model

42 Exponential Model Perturbed

73 Inverse Model Perturbed

—Rp=00m
== Rp=03m
— Rp=06m

ces Rp=0Om

i
1
i
73 Exponental Model
Fig. 4

stae impossible (o tackle by the hunters. Exponential Model
suffers more this phenomens, never reaching 100%

success. s non-linearities are stronger than non-lincarites of
Inverse Model and. thus, there s a higher ihat the
il solaton provde b e s were unstable, Besides,

jos of

7-3 Exponential Model Perturbed
ess of the strategy with respect (0 the radius of the attraction region of hunters and preys.

Legend

1 comegence,Fo e, the ol peceiage of sces
for the 4-2 Inverse Model is 84.22% while the percentage of
filure goes (0 5922 in ,m....a\ Inverse Model

Another intersting conclusion comes from comparing ¢ach
Model with its perturbed mate: the pm..m.m.. is also suc-

numbers.

times
sion from the  The racos of successare slighly btter in the nom-perturbed
po rbed Mode).  cases because the perturbation can not be dircetly affected by
of S out of nl)ﬂ(llvwnm preys reach a different final  the movement of the hunters bu
figura stem two possible  achieves, for instance. 4 successful configuration with ratios
el o th system sucsses o the ysem Tl i oot & of 65 in Exponeml Mode
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A —
el i oy

e i)
sxpae s r( i ).

i (0) ®

ihi=1,n
To address the proximity requirement, we first need 10
consider that typical functions to describe the prey dynamics

the hunters will b zero, saisfying Eq. (7) but comuptng the
contrl objective. To overcome this limiation, we introduce
into the sover a penalty term in the cost functon 1o punish
solutions which drivthe huntrs out of the ital ara of
radivs . .., e ok for the cquilibrium point

= min([H = Holl) ©
subject o f,(P?,H) = 0. Fig. 1 represents a typical initial

configuration of the system and the solution found by the
algorithm for the dynamics described in (8],

..
k e .
et e e,

(@) Il placement ®) Solver soluton
Fig. 1: Performance of the solver for the case 6 hunters
(blue) and 3 preys (areen).

Control law
Once the model is available, we can discuss the construction
of the MIMO regulator. In the paper we consider a well-known

work will deal with the problem of finding a distributed
strategy based on this methodology. Hence, we minimize the
cost function

[ (P17 Qp(r) + h(r) Rh(1)) a0y

“The matrices Q & R 2" and R & R¥***" weight the input
and output in the optimization

Solution 10 this problem i given by the matrix P &
REM27 tha solves for the continuous time algebraic Riccati
equation,

P = ATPA-(ATPB)(R+B'PB) " (B'PA)+Q. (1)

A, Miustraive example

We firstintroduce an ilustrative example (o show the overall
petosasce o h syl This st s o by  ro

preys, moving following the dynamics of Inverse Model,
nddream o S s v by the algorithm of Section 111

Fig. 2 describes the trajectories of the clements: at

preys begin imside an auraction egion centeed in thir esired
positions while hunters begin in the positions achieved by the
solver (yellow squares). Due to the discrepancy between initial
and desired position of the preys, the hunters move following
the control i (blue lines), changing the position of the preys
(green lines). Red downside tiangles show the final position
Of the eniites: in the case of the preys, they are close (o their

From this, we obtin the regulator
~ (R +B"PB)”'(B'PA), a2

and the control I
h(t) = ~Lp() a3

The general procedure which describes the proposed solution
is given in Algorithm |

‘lgorithn T Control Law Computation Algoritn
5 oput . P
e

e, m. 10 P, Egs. (-9)

5 AB] = lincarize( ;. P H), Eqs. 2145
& L= AndLQR(A, B). Eqs. (10-(13)
7 end it

IV, PREY MobeLs
I this section we descibe the o iffrent prey dynamical
models that will be considerd i the simulations and their
asociatd fincarized model, Thir denomination comes from
itance from the huntrs affects the preys:
+ Inverse Model, extracted fror
 Euponentil Nl waced o 9

Inverse Model

“This model is based on the arifcial potential field

WHP) = ZZHd 7 )
where
dy=p; —hi, as)

s the vector from prey J to hunter i. The prey dynamics are
then obiained by differentiaion of the field

By = F(P. ")”’Zud " a6)

with 7, being an exta posiive scaling parameter o provide
ihe model adional dversiy.

“he intition beind tis e s that preys y 0 move a5
faravay a possile from the huters with srength mrsly
proportona o the disance. The use of 7, i the dynamics
Allows the inclsion of e beavior events ke iiaion of
the prey: fatgue o llnes

“he result of the lnearzation provides the matices,

Ay 3o ) +‘xud g

a7+ 31 ()T
N T

as

B;i

2 constraints of each prey 1o satisfy B, = 0. Thus, the solver
ceds n = m in onder to have a solution  for e sy of
Cauatons. O the e hand fhere i o 4 degradation fn
anc of the saier when 1 1 much reater than

m because there are too many decision variabes to adjust
(2n), moving from ratios of convergence of 100% (o ratios of
0% in Exponential Model. A similar behavior happens when
o increases because the dimensionality of the problem grows,
making the task of the solver more difficul. Indeed, the solver
must find the solution for 2m equations. For instance, noticc
the differences between 1 prey and 7 preys in both models,
where we have ratios of convergence of the 100% with 1 prey.
while, with 7 preys, we only achieve a 61% (with 7 hunters).
e other remarkable clement is the fact that the resuls

hand,
hunters usually do not end up in the p siven by the
o, ahough they we el cos, This demnsis

ference between the classic formation contol problem,
oo 0 and entrapment.

Fig. 2: Behavior of the illustrative example.

From Fig. 2 it can be addressed that the hunters deseribe
ajectories n which, . hey move away from the preys
ind, after that, they return to closer positions. The reason
behind this b s from the fact that, intilly, the
hunters tend to reduce m= intensity of e mricticn e
preys and hunters. Once the interacti nough,
e can i ihe preys smonily 10 P withow he ik
of reaching 4 situation where they diverge.

B, Performance of the solver
We focus now on analyzing the abilty of the solver to
find an appropriate candidate set of positions for the hunters,
The idea is

successful solution. For this tst, we design an environmen in
which the variables are the number of preys and the number

i hunters. For cach Model, those numbers range from [1,1]
1o [1,10], evin ach contraion 100 ties wih sl
random placement of the pr

Fig. 3 showsthe reslis. For a given number o preys, 1.
b Sivs e ol e onder 13 e
In essence, each huntr gives 2 degrees of freedom against the

Finally, we can conclude that the performance of the system

that, for the solver, it is more difficult to find a sable H when
n and m increases, degrading the solution, a it was explained
in Subscetion V-B. However, in both cases the contoller yilds
acceptable results, achieving the entrapment in 4 suficiently
large percentage of test cases.

VI ConcLusions
“This artcle has presented a general sirategy o enirap &

A wellknown LQR
control law, along with a numerical solver to ind the adequate
perating point of the hunters, achieves the entrapment of the
i successful results. The proposed solution can be

used for any dynamical model that deseribes the behavior of
the preys, as well as different numbers of preys and hunter
robors, allowing the application of the strategy in several
different scenarios. In partcular, i the paper we have analyzed
the control strategy with four different non-Jinear models, eval-
fons and demonstrating the

4

at finding a distributed solution to the entrapment problem and
applying more general non-lincar control techniques.
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