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1. Introduccion

Una de las estructuras algebraicas que més interés ha suscitado desde el
siglo XX han sido los grupos cuanticos y, asociados a estos, el concepto de
bialgebra. En particular, las dlgebras de Hopf han suscitado un tremendo
interés debido a la relevancia que tienen con respecto a la construccion de
los grupos cuénticos [C-P]. El origen de los grupos cudnticos esta en el In-
verse Scattering Method de la fisica cuantica y los sistemas integrables que
conducen a la Ecuacién Cuédntica de Yang-Baxter (QYBE a partir de aho-
ra), y desde esta a los mencionados grupos, que son &lgebras de Hopf no
conmutativas [D] en contraste con las conmutativas asociadas a los grupos
algebraicos [W], aunque originadas previamente [Sw]. Los grupos cudnticos
mas importantes (asociados a algebras de Kac-Moody) se pueden construir
como deformaciones (en el sentido algebraico) de las envolventes universales
de estas algebras, lo que en su ”primer paso infinitesimal”da lugar a la no-
cién de bidlgebra de Lie, que también estd ligada con la nocién de Grupo de
Poisson-Lie [D].

Motivados por estas ideas, varios autores han introducido nociones de
bidlgebra que generalizan las bidlgebras de Lie introducidas por Drinfeld,
como es el caso de las bidlgebras asociativas introducidas por Zelyabin [Z] y
andlogos en la clase de las dlgebras de Jordan, con la intencion de relacio-
nar su construccién con la de las bidlgebras de Lie, tal como sucede con las
algebras asociativas utilizando el conmutador como producto o las de Jordan
con la construccion de Kantor-Koecher-Tits. Esta clase de bidlgebras ha sido
también estudiada por Aguiar y denominada como dlgebras de Hopf infini-
tesimales [Agl].

Ademas, las bidlgebras asociativas en el sentido de Drinfeld han sido con-
sideradas en estudios de combinatoria y, mas concretamente, en el estudio
del cd-index de politopos [Ag2].

El propésito del presente trabajo es el estudio de algunos aspectos fun-
damentales de las bidlgebras asociativas en el sentido de Drinfeld y, en par-
ticular, de modo paralelo a la situacién que es fundamental en el estudio de
las bidlgebras de Lie, se abordara el estudio de los andlogos de los dobles de
Drinfeld y, particularmente, de la relacion de su estructura con las soluciones
de la versién asociativa de la ecuacién de Yang-Baxter Clasica (ACYBE) en
las biadlgebras asociativas de Drinfeld que se pueden denominar triangulares,
en nomenclatura que extiende la de las bidlgebras de Lie.






2. Preliminares

2.1. Algebras, Coalgebras y Bialgebras

En este capitulo, como ya hemos adelantado, daremos un enfoque vecto-
rial al concepto de dlgebra, generando estructuras duales que son centrales
para el estudio de las bidlgebras. Asi pues, comenzamos por definir un alge-
bra como sigue:

Definiciéon 2.1. Un conjunto A se dice que es un dlgebra sobre k si es un
espacio vectorial sobre k y tiene dos aplicaciones lineales, i : AR A — Ay

n:k— A

Como vamos a trabajar con algebras asociativas y unitales, impondremos,
respectivamente, que los dos siguientes diagramas conmuten:

H®id
ARA®A A A
id @ p lu
A®A 7 A

n & id Ao A id®@n

T

El primer diagrama nos esta diciendo que p(pu(a®b)®c) = pula®@ u(b®c)),
que obviamente nos da la asociatividad, mientras que la segunda nos da las
propiedades del elemento unitario (es decir, que si llamamos 14 = 7(1), en-
tonces p(lg ® a) = p(x @ 14) = x).

E® A

A

Dual al concepto de algebra se encuentra el de codlgebra, que esencial-
mente consiste en dar la vuelta a las flechas de todos los diagramas anteriores.

Definiciéon 2.2. Sea C un espacio vectorial sobre un cuerpo k. Decimos que
es una codlgebra si existen dos aplicaciones lineales A : C — C ® C vy
e:C — k.



Como en el caso de la asociatividad y la unidad, se generan los conceptos
de coasociatividad y counidad, que vienen dados porque los siguientes
diagramas conmuten:

CeC

id® A

®C

CeCeC

A ®id

C
/Al \
€®id o 1d® e

ke C ®C

CRk

Notar aqui que los diagramas de la definicién son los duales de los que
nos daban la asociatividad y unidad en las algebras.

Introducimos a continuacién una notacién para la comultiplicacién (pues,
en principio, no es una operacién sencilla o intuitiva de notar). En general, la
comultiplicacién se puede escribir de dos maneras que usaremos dependiendo
de la situacion:

Ale) =) ey ®ecp = Y Nj(a: @ 1))

(c) 1,5€l

para ciertos c(; o Aj; que dependen de ¢, con {w;}cr base de A. La pri-
mera de las dos notaciones es la conocida como notaciéon de Sweedler y es
una de las mas usadas.

Ahora podemos definir el concepto de bidlgebra de manera natural y como
cabria esperar.

Definiciéon 2.3. Decimos que B es una bidlgebra asociativa si es a la vez
un dlgebra asociativa unital y una codlgebra, de manera que ambas estructuras
sean compatibles.

Las distintas nociones de compatibilidad daran lugar a diferentes tipos de
bidlgebras. La que se suele imponer normalmente (y que, unido al concepto
de antipoda, da lugar a las dlgebras de Hopf) es que p y 1 sean morfismos de



codlgebras (o, equivalentemente, que A y € sean morfismos de algebras) [S]].

Nosotros, no obstante, vamos a usar un tipo de bidlgebra distinto, el
formado por las bidlgebras de Drinfield. Para poder introducir este concepto,
vamos a necesitar primero dotar de una estructura de algebra al conjunto A*.
Si A es un algebra (y, por tanto, un espacio vectorial), A® A es nuevamente un
espacio vectorial. Debido al caracter funtorial del dual, la comultiplicacién,
a través del funtor dual, define una operacién en (A ® A)*:

A—2 4ea
F F
A A® A)*

FA) ( )

Como tenemos que A*® A* C (A® A)*, este funtor define una operacién
en A*. Es decir, si tenemos nuestra comultiplicacién con la notacién que
hemos fijado mas arriba, y tenemos dos funciones aq y as € A*, entonces

(a1 - an)(a) =Y an(aq) - aslag) = > Ao (w:)aa ()
@ ijel

Este hecho nos permitira por fin definir el doble de Drinfeld.

2.2. Doble de Drinfeld
Ahora, podemos definir el dlgebra D(A, A) (llamada doble de Drinfeld)

como el espacio A & A* que se obtiene de manera natural dotado de la
unica multiplicacién asociativa que hace invariante la forma bilineal, con la
condicion de que tanto A como A* sean subdlgebras.

<> APATXAP AT — k

de manera que, sia € Ay a € A*, < a,a0 >=< «a,a >= a(a). Ahora ya
estamos en disposicién de definir lo que es una bidlgebra de Drinfield.

Definicién 2.4. Decimos que D(A, A) es una bidlgebra en el sentido de
Drinfield (o dlgebras de Hopf infinitesimales) si se cumple:

1. A es una bidlgebra



2. La forma bilineal <,> definida anteriormente es invariante (i.e., <
(a+a)-(b+8),c+y>=<a+a,(b+p) (c+7)>)

3. El split extension A @& A* mantiene la misma estructura que A (es
decir, A @& A* es una dlgebra asociativa si A lo es, es una dlgebra de
Lie si A lo es, etc.)

Este concepto estd muy relacionado con el concepto de triple de Manin,
que originalmente esté relacionado con algebras de Lie. Recordamos qué es:

Definicién 2.5. Un triple de Manin es una terna (p,p,,p,) donde p es un
algebra de Lie con un producto escalar invariante no degenerado y subdlgebras
de Lie no isotropicas p, y p, de manera que p =p, B P,

Para el caso finito-dimensional se puede comprobar que hay una corres-
pondencia uno a uno entre las bidlgebras de Lie y los triples de Manin [D].
Para el caso infinito dimensional sigue existiendo una relacion pero el triple
de Manin no es tnico, ya que cualquier otro p, que sea denso en el dual
p* da lugar a la misma bidlgebra. Este concepto se puede hacer extensivo
de manera sencilla a bidlgebras asociativas, de modo que esencialmente es lo
mismo dar un triple de Manin que dar una bialgebra en el sentido de Drinfeld.

El ejemplo clésico de esto es el triple de Manin que se genera al tomar
P, =pyp,=p* (es decir pdp*). Este ejemplo se puede generalizar tomando
como p, = B, donde B C p* es denso en p*.

Como nosotros estamos trabajando con algebras asociativas, tendremos
que ver cémo debe funcionar nuestra forma bilineal para que A sea una
bidlgebra de Drinfield. Al ser una forma bilineal, sabemos que si a, b € Ay
a, B € A* entonces < a,b >= 0y < «a, >= 0. Ahora solamente nos falta
ver cémo funcionan los elementos del tipo a - & con esta forma bilineal. Por
linealidad, nos bastara ver como funciona con elementos simples (es decir,
elementos que solamente pertenezcan a A o a A*):

<a-a,b>=<a,ab>= a(ab) = (ao L,)(b) (2.1)
<a-a,f>=<p,a-a>=<f-a,a>= (8 a)(a) (2.2)
<a-o,b>=<ba-a>=<ba,a >=a(ba) = (a0 R,)(b) (2.3)
<a-o,f>=<a,a-f>=(a-P)(a) (2.4)



Donde la multiplicacién « - 8 es la operacién en el dual que hemos ob-
tenido a través de la comultiplicaciéon y L, y R, define la multiplicacién a
izquierda y derecha respectivamente.

Ahora bien, como siempre que aparece una nueva estructura en algebra
(y, en general, en matematicas), nos gustaria poder clasificarla de alguna
manera. Para ello introducimos el concepto de classical twist.

Definicién 2.6. Sean dos bidlgebras de Drinfield iguales (salvo isomorfismo)
con comultiplicaciones Ay y Ay. Llamamos classical twist a la comultipli-
cacion Ay — Ag. Decimos que dos bidlgebras de Drinfield son compatibles
si la diferencia de sus comultiplicaciones es un classical twist (es decir, si
son iguales salvo isomorfismo).

Otro concepto interesante que aparece de manera natural es preguntarse a
qué doble de Drinfeld da lugar la comultiplicacién trivial: A(a) =0®0 Va €
A. No es dificil comprobar que esto da lugar al doble A ® E, donde E = A*
como conjunto y que cumple que E? = 0. Esta bidlgebra en el sentido de
Drinfeld sera central en el resultado final del trabajo.

Definicién 2.7. Un doble de Drinfeld se dirda que es una bidlgebra cotri-
vial si esta generado por la comultiplicacion trivial.

2.3. Bialgebras Coborde, Triangulares y la Ecuacién
Clasica de Yang-Baxter

El concepto de doble de Drinfield da lugar a un conceptos central para el
resultado que buscamos

Definicién 2.8. Un par (A,r), con A bidlgebra yr € A® A se dice una
bidlgebra coborde si la comultiplicacion A en A es de la forma

Alz)=1@z)r—r(z®1)

A una comultiplicaciéon como la de arriba se le llama derivacién res-
pecto a r, y se puede escribir A,.

Para poder ver qué derivaciones van a ser interesantes dentro de la bisque-
da de estructuras compatibles con la original necesitamos conocer la ecuacion
clésica de Yang-Baxter [C-P]. Originalmente, la ecuacién clasica de Yang-
Baxter (CYBE de ahora en adelante) tiene su origen en la teoria de dlgebras
de Lie y su envolvente universal, con aplicacién directa en fisica (concreta-
mente en mecdnica cudntica). Surge de manera natural al tratar de encontrar
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condiciones necesarias y suficientes para que un algebra de Lie g y su defor-
macion para cierto r € g A g sea de Lie.

Dada una algebra de Lie g, decimos que 7 = Y . a; ® b; € g A g es una
solucion de CBYE si

[7‘12, 7,13] 4 [70127 7‘23] 4 [7,137 7”23] =0

en U(g), su envolvente universal, con
7"12 :Zaz®bl®1

7’13:Zai®1®bi

7"23221@)0,2‘@)67;

Nosotros, no obstante, estamos interesados en dalgebras asociativas, de
manera que vamos a adaptarlo a nuestro caso. Partimos de cierta algebra
asociativa A. Si tenemos un r = » a; ® by € A® A, nos gustaria que la
deformacion

Alx)=1@z)r—r(z®l)=>a®bxr—zxa0; @b,

V x € A fuera coasociativa. Viendo la condicién de coasociatividad del
diagrama del apartado anterior, esto significa que (A®id)oA = (id®@A)oA.
Antes de dar la condicion, recordar que decimos que un elemento r € A ® A
es A — invariante si

a-r=r-a Va€A
El siguiente resultado se puede encontrar en [Ag2].

Proposicién 2.9. Una derivacion A, de un elemento r = Y, a; @ b; es
coasociativa si y solamente si el elemento

p13p12 1223 4 02318 ¢ A AR A

es A — invariante
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Demostracion. Tenemos, por un lado, que

(A, ®id) o Ay(x) = (A, ®id) (Z a; bx — xra; @ bi> =
= Z Q; ® bj(li ® bzx — Q;Q; ® bj & bl.lf — (aj ® bjasai & bz — Ta;ay ® bj ® bz) =
i,J

=r%2 . B2y P21l 1)r®? 4o rPrt? (2.5)

Por otro lado

(ld® A,) o A(z) = (id® A,) (Z a; bjx — xra; @ bi> =

= Z a; ® Clj ® b]bzl' — Qa; ® bixaj ® bj — (xai ® aj ® bjbz — XTa; ® biaj ® bj> =
i,
=rBrB .y Pl ere )r®? —x - rBr® 4 p 03B (2.6)

Igualando (2.5) y (2.6), tenemos que la derivacién es coasociativa si y
solamente si

12,23 | 13,12 23,.13 13,.12 23,13

2B — B2 e BB e o B2 g %y 12023 —

T-r
y esto ocurre si y solamente si 3712 — 1292 4 p2p13 ¢ A @ A® A es
A —invariante. m

Este resultado origina, de manera analoga al caso de algebras de Lie, dos
conceptos relacionados. El que se construye de manera natural respecto al
resultado anterior seria el siguiente:

Definicién 2.10. Una bidlgebra coborde se dice cuast-triangular si r €
AN A y cumple la proposicion anterior (i.e, A, es coasociativa).

No obstante tiene interés (como veremos en el resultado final) el caso en el
que la relacion de A-invarianza viene dado porque el elemento de AR A® A
dado por la condicién necesaria y suficiente de coasociatividad sea 0. Es decir,
cuando se cumple la version asociativa de la ecuacion clasica de Yang-Baxter:

7"137“12 _ 7"12’["23 + T23T13 =0
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Definicién 2.11. Una bidlgebra coborde se dice triangular sir € ANA y
satisface la version asociativa de la ecuacion clasica de Yang-Baxter.

Ahora estamos en disposicién de enunciar el resultado principal que se
prueba en el siguiente apartado:

Teorema 2.12. Una bidlgebra de Drinfield D(A,A) es compatible con la
trivial si, y solamente si es triangular.
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3. Caracterizaciéon de las Bialgebras Triangu-
lares

Para demostrar esto, probaremos primero un lema auxiliar, en cuya de-
mostracion veremos una idea que sera usada también en la demostracion del
resultado principal.

Lema 3.1. Sea (A, A) una bidlgebra de Drinfield asociativa. Si A es compa-
tible con la trivial, entonces es coborde con A = A, conr € AN A

Demostracion. Como A es equivalente a la bidlgebra trivial, tenemos que
D(A,A) =A@ A* = Ad E, donde E es un subespacio de D(A) totalmente
isotrépico y una subalgebra trivial (i.e., E? = 0). Como E C A @ A*, toma-
mos ¢ : ' — A la proyeccién de F sobre A a través de A*.

Ahora, estd claro que A* = {a — ¢(a)|la € E}. Ademds, por ser A*
totalmente isotrépico, tenemos que 0 =< o — ¢(a), f — q(5) >, y como E
también es totalmente isotrépico tenemos que

<a,q(f) >= - <qla), 5> (3.1)

Va,BekFE.

Por tanto, tenemos que Ker(q) = q(E)*. Asi pues, por el primer teorema
de isomorfia, tenemos que E/Ker(q) = E/q(E)* = q(E). Por otro lado, es
facil ver que E/q(E)* = q(E)*, por lo tanto ¢(E) = q(E)*. Esto ocurre si y
solamente si ¢(F) es de dimensién finita [J].

Asi pues, tomamos {xy,...,z,} una base de ¢(FE), y la extendemos a
{z1, ..., 2o }U{¥y; }ier una base de A. Ahora cogemos una "base dual”! formada
por {aq, ..., } U{B;}icr, de manera que se cumpla:

1. <oy, Tp > = 61
2. < Biy; >= 0y

3. < O, Y; >:<62',[Ej >=0

I'Notar que esto no tiene por qué ser una base de E, y de hecho para el caso infinito no
lo serd

13



Ahora, por (3.1), tenemos que < ¢(5;), ar >= — < Bi,q(ag) >= 0. Es
decir, 8; € q(E)*, luego q(B;) = 0, y por tanto B = {a; — q(aq), ..., —
q(an)} U{B;}icr se expande linealmente en un subespacio denso de A*.

Ahora, definimos r como sigue:

n

r= Zq(ai) ® x;

=1

Comprobemos que efectivamente este es el r que buscamos.

- (3.1)
r= ZQ(%) ®x; = Z < ag, q(og) > 2@z =" — Z < i, q(on) > 2@
i=1 ik ik

= —Zxk@) (Z < ay, q(ag) >:C7;> = —Zfb’k®Q(ak)

Por lo tanto r € AANA. Ahora, como el conjunto B expande en un conjunto
denso de A*, probaremos que
<(l@x)r—rz®l),y®d>=<x,7-0> V~vy,0€B

, lo que es equivalente al resultado. Veamos todas las combinaciones po-
sibles.

Siy = By yd=pf, tenemos que por un lado, claramente < x, 8- 3; >= 0.
Por otro lado,

< (1®z)r—r(z®1l),y®0 >TeAM o Zil?i@ilf'Q(Oéi)—Z q(i)-z, 5@ B >=

==Y <z B ><z-qle), B >+ < qlon) 2, B >< 33,8 >=0

)

yaque < B, 2; >=0V1<4,5<n.

Ahora, sea v = ay — q(ag) y 6 = [;. Vamos a ver los dos factores de la
operacion bilineal por separado. Por un lado, tenemos que
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<r(z®1),(ar — qlag) ® B >= Z < q(ag) -z, — qlag, >< x;, 5, >=0

1

ya que < x;, 0, >=0V1<1i<n, el Porotro lado,

< (@), (o — qlan) ® B >= — Z <@g o — qlow) >< - qlay), B >=

==Y <m o ><zqlay), f >=— < x-qlag), B >= — < x,q(n) B >=

2

=<z, (o —qlaw)) - B >

Aqui hemos usado que A es totalmente isotropico, la asociatividad de la
bidlgebra y que < x,ap - 5; >= 0V k, L.

Andélogamente obtenemos que < (1®x)r—r(z®1), B® (ar —q(ag) >=<
x, B (o, — q(ay)) >, sin mds que tener en cuenta que en este caso tendremos
que r(z ® 1), 5, ® (o, — q(a) >= 0.

Ahora nos falta probar que < (1 ® x)r —r(z ® 1), (ax — q(ag) @ (aq —
q(ay) >=< z, (o, — q(g)) ® (ag — q(c)) >. Como antes, lo separemos en dos
partes:

< (@), ( — qlar)) @ (q — q(oy) >=
= — Z < i — qlag) >< - q(oy), o — qlag) >=

=—<z-qlon),q — qlay) >=<z,—q(o)oy) >

Andlogamente, tenemos que < (z ® 1)r, (o, — q(ag)) @ (v — q(ay)) >=
— < x,04q(y) >. Pero como A es totalmente isotrépico y a; - a; = 0 Vi, j
(por ser E una subélgebra trivial), tenemos que

<, (ar — qlow))(u — qlau)) >=< z, —q(ar)au — arq(au)) >
lo que prueba el resultado. O

Veamos ahora la equivalencia usando la version asociativa de la ecuacion
clasica de Yang - Baxter y la definicién de bidlgebra triangular y coborde.
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Teorema 3.2. Una bidlgebra A es equivalente a la bidlgebra trivial (con la
misma multiplicacion de A) si y solamente si (A,r) es una bidlgebra trian-
gular para unr € AN A.

Demostracion. Supondremos primero que A es equivalente a una bidlgebra
trivial. Usaremos la notacién establecida en el lema anterior. Gracias a ese
lema ya hemos visto que A es una bialgebra coborde, asi que basta ver que r

satisface la versién asociativa de la ecuacién clasica de Yang - Baxter. Ahora,
como A* es una subdlgebra de D(A),V «, 5 € E, (a—q(a))-(5—q(B)) € A*.
Este producto se descompone en A @& E como sigue:

(a—q(a))-(8—q(B)) = —q(a)B—aq(B)+q(a)q(B) = [q(a)q(B)]+[—BoRy)—aoLyp))

con R,(x) =x-ay Ly(z) = a-x. Esto es asi por varios motivos. Primero,
a - =0yaque E es una subdlgebra trivial. Segundo, a - ¢(8) C A® E, de
manera que tiene parte en A y parte een E. La parte en A queda definida
por la operacién bilineal Vv € E como sigue:

<a-q(f),y >=<7v-a,q(f) >=0

va que E? = 0, por lo que la parte de a - ¢(8) que nos queda es la que
estd contenida en A, es decir a o Lgg).

Como Esto tiene que estar en A*, tiene que ocurrir que

q(@)q(B) = q(B o Rya) + o Ly(p)

o, lo que es lo mismo, que Vv € F

<7,q(@)q(B) > — <7,q(Bo Ryw)) > — <7,q(ao Lyp) >=0

Ahora, tenemos que

< 77(](5 © Rq(a)) >=—< Q(’Y)?ﬁ o Rq(a)) >=—-< 57(](7)(](&) >

Equivalentemente, < v, q(a o Ly)) >= — < a,q(B)q(y) >. Por tanto,
tiene que ocurrir que

<7,q()q(B) >+ < B,q(7)q(a) > + < a,q(B)q(vy) >= 0

16



Ahora, como E = k < ay,..,a, > + q(E)*t, para cualquier o € F
tenemos que g(a) = >0, < o,z > q(ay) =< 1®a, v >. Por tanto, tenemos
que

<7, q@)q(B) >=<7,<1@a,r>< 1 8,r >>=

= Zoz(xi)V(Q(ozi))ﬁ(xj)v(q(ozj)) —<vRa® B, >

Aplicando el mismo razonamiento para los otros dos sumandos, obtene-
mos que

<YRaRB,r?rB >+ <Ry, >+ <a@ @y, rr? >=0

No obstante, es inmediato comprobar? que:

<BRYRa,r?r3 >s=<y@a® g,r3r? >
<a®BRy,r2r3 >s=<y@a® g, r3rt >

Por tanto, obtenemos que

<Y®a® B,rPr® 4Pt 4?2 =0

Es decir, como E ® F ® E es denso en (A® A ® A)*, tenemos que

#1213 431,82 23,21 _
o equivalentemente (ya que r% = —rJ?)

7,127013 + ?"137’23 o 7“23?"12 =0

lo que prueba que r cumple la versién asociativa de la ecuacién clasica de
Yang-Baxter.

Ahora supondremos que (A,r) es una bidlgebra triangular, para cierta
r=> A\jz;®x; € ANA con \;; = —Aji. Consideramos D(A) = A A",y
definimos p : A* — A con p(a) =< 1®a,r >= Y \;; < a, x; > z;. Definimos
E =Im(Id+p) = {a+p(a)|la € A*}. Claramente D(A) = A® E, de manera
que probaremos que E es una subélgebra trivial de D(A) y que es totalmente
isotrépico.

2Igual esto se podria demostrar o hacer més hincapié, aunque efectivamente es inme-
diato
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Para lo segundo, basta ver que si o, § € A*, tenemos que

<a+pa),B+p(B) >=<pla),f >+ <a,p(B) >=

=<<1lRa,r>p>+<a,<1Rp,r>=<pRa,r>+<a®,r>=0

yva que r € AN A. Es decir, E es totalmente isotrépico.
Ahora queremos ver que (a + p(«))(8 + p(8)) = aB + p(a)B + ap(B) +
p(a)p(B) = 0. Para ello, probaremos que es ortogonal a cualquier elemento

de D(A).

Primero, si z € A, tenemos

(%) <z, af+p(a)B+ap(B)+p(a)p(B) >=<z,af >+ < z,p(a)B) > + < z,ap(B) >

Pero

<zr,af>=<a®p,(1z)r—rz®l) >=
=<f,<a®l,l®z)r>>—-<a,<1lp,r(rel) >>=
=<f,r-<a®lr>-<q,<18,r> r>=

=< ﬂaxp<04) > = <Oé,p(ﬁ)'l'>:— <$7p(a)ﬁ> > = <$7ap(ﬁ) >

ya que r € AN A. Es decir

<z,af >=— <z, pla)p) > — <z, ap(B) > (3.2)

Por tanto, (x¥) = 0. Finalmente, sea v € A*. El producto queda

(xx) <7, p(@)B) > + <v,ap(B) >+ < v, p(a)p(B) >

< Vap(a)ﬁ >=< 677/)(05) >= ZAU < 6/77 < &, Ty > T >=
= Z)\Z] <ao,r; >< B@"Y,A(l’]) >=

18



:Z)‘ij <a,z; >< PRy, (1®@x)r—rr;®1) >=

=— <7, (Z)‘ij < a,z; >xi> p(B) > — < B,p(7) (Z)‘U <a,z; >xi) >=
=— <7, p(a)p(8) > — < B, p(7)p(a) >

De manera similar, tenemos que

<7, ap(B) >= — < a,p(B)p(y) > — < v, pla)p(B) >

Por lo tanto (xx) se convierte en

— < B, p(mpla) > — < a,p(B)p(y) > — <7, pla)p(B) >

Que es 0 siempre y cuando r satisfaga CYBE.
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4. Conclusiones

El resultado que hemos probado en el apartado anterior supone una carac-
terizacion de las bidlgebras compatibles con el bidlgebra trivial, observando
la relacién de estas con las bidlgebras triangulares, ademas de la relacion que
hemos visto con la ACYBE a lo largo del trabajo. Esto que hemos probado
es igualmente cierto (con, esencialmente la misma demostracién) para biélle-
garas de Lie y, por lo tanto, para las CYBE.

La proyeccion natural que tiene esta linea de investigaciéon seria tratar
de generalizar una caracterizacion para la compatibilidad de dos bidlgebras
cualesquiera. Hay que tener en cuenta el grado de complejidad anadida que
esto supone, pues estamos hablando de dos comultiplicaciones cualesquiera.

La idea seria caracterizar, incluso, las bidlgebras pseudo-cuasi-triangulares,
en analogia a la idea desarrollada en (citar aqui el articulo Montaner-Stolin-
Zelmanov), donde se determinan las clases de bidlgebras pseudo-cuasi-triangulares
por la relacién de compatibilidad, determinando un elemento r canénicoz to-
dos los posibles elementos que proporcionan comultiplicaciones compatibles.
Las bialgebras pseudo-cuasi-trianqulares son aquellas en las que la derivacién
A, vienen dadas por una r que no estd necesariamente en A ® A, sino en
una complecién de este espacio para una cierta topologia inducida por la
topologia de A (sumas no necesariamente finitas de elementos de A® A [D]).
En el caso del articulo [M-S-Z]

Otra posible extension del trabajo seria tratar de estudiar estas condi-
ciones para otras clases de dlgebras (variedades) que resulten de interés. Si
Drinfeld planteé estas definiciones para algebras de Lie y nosotros las he-
mos estudiado para algebras asociativas, ;qué condiciones se generarian para
algebras alternativas (o de Jordan)? Y, mds en general, ;qué condiciones tie-
ne que cumplir una variedad cualquiera de algebras para que sobre ella se
pueda definir la nociéon de doble de Drinfeld y con ella la de bidlgebra en
el sentido de Drinfeld? A ese respecto pueden ser importantes los resultados
sobre codlgebras contenidos en [A-C-M].
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