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A. Definicion del objeto matematico a ensefiar

1. Objeto matematico a ensefiar, curso y asignatura en el que se situa.

Este Trabajo Fin de Master pretende presentar una propuesta didactica sobre las
funciones, objeto matematico a ensefiar, situandolo en el curso de tercero de
Educacion Secundaria Obligatoria dentro de la asignatura de Matematicas
Orientadas a las Ensefianzas Académicas segun la Orden ECD/489/2016, de 26 de
mayo por la que se aprueba el curriculo de la Educacion Secundaria Obligatoria y se
autoriza su aplicacion en los centros docentes de la Comunidad Auténoma de Aragoén.

Se centra concretamente en los siguientes contenidos acerca de las funciones:

e Definicidn de funcion. Variable dependiente e independiente.

e Formas de expresar una funcién: enunciado, tabla de valores, expresion analitica
y gréfica.

e Representacion de funciones a partir de enunciado, de tabla de valores y de
expresion analitica.

e Caracteristicas de la funcién de forma grafica: dominio y recorrido, continuidad,
cortes con los ejes, crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos, simetria y
periodicidad.

e Caracteristicas de la funcién a partir de su expresion analitica: dominio, cortes
con los ejes y simetria.

e Andlisis y descripcion cualitativa de graficas que representan fenémenos del
entorno cotidiano.

e Problemas contextualizados

2. ¢Qué campo de problemas, técnicas y tecnologias asociadas al objeto

matematico pretendes ensefar?

Los campos de problemas, técnicas y tecnologias que se han considerado
ensefar a lo largo de la presente unidad didactica quedan recogidos en la siguiente tabla:

Campo de o .
P Teécnicas Tecnologias

problemas

CP1 - Concepto de funcion

CP1.1- T1.1 — Comprobar que para cada valor de x | Definicion de




Saber  si  una | existe un Unico valor de y. funcion
gréfica, expresion
analitica,
enunciado o tabla
representa una
funcién
CP1.2 - T1.2 — Identificar la variable dependiente e L

. : . . . Definicion de
Interpretacion  de | independiente de la grafica e interpretar la funcion
una funcién relacién que mantienen.

CP2 — Cambios entre sistemas de representacion

CP2.1- .

. T2.1 — Hacer una tabla de valores con la relacién .,
De enunciado a Definicion

tabla

entre la variable dependiente e independiente.

CP2.2 -
De tabla a grafica

T2.2 — Representar en los ejes cartesianos los
puntos de la tabla y construir la gréafica a partir
de ellos.

Definicion y
representacion

CP2.3 - T2.3 — Calcular las coordenadas de puntos de la | Definicion y
De gréafica atabla | grafica y construir una tabla de valores. representacion
CP2.4 - T2.4 — Representar la relacion del enunciado en

De enunciado a
gréfica

un sistema de ejes coordenados (utilizando o no
una tabla de valores).

Definicion y
representacion

CP25 - T2.5 — Analizar la relacion que muestra la L,
g e - . Definicion y
De grafica a | grafica y escribir un enunciado que cumpla la .,
. . representacion
enunciado relacion.
CP2.6 - T2.6 — Encontrar y escribir algebraicamente la

De enunciado a|relacion entre la variable dependiente e | Definicion
expresion analitica | independiente.
CP2.7 - . .
.. | T2.7 — Calcular la imagen de la funcion para L,
De expresion . Definicion
n valores de x y construir la tabla.
analitica a tabla
CP2.8 - T2.8 — Construir una tabla de valores y
., . . Definicion vy
De expresion | representar los puntos en un sistema de ejes .
e e representacion
analitica a grafica | coordenados.
CP2.9 - T2.9 — Obtener la relacion entre la variable L,
e . . . Definicion y
De grafica a | dependiente e independiente y plasmarlo

expresion analitica

algebraicamente.

representacion




CP3 - Interpretacion de las caracteristicas de una funcion

T3.1.1 — Dominio: Proyectar la gréfica sobre el

CP3.1- eje de abscisas y escribir el intervalo o intervalos
Dominio y de valores obtenidos en el eje 0X. Definicion y
recorrido (dada por | T3.1.2 — Recorrido: Proyectar la grafica sobre el | representacion
su gréfica) eje de ordenadas y escribir el intervalo o
intervalos de valores obtenidos en el eje OY

CP3.2 -
Dominio (dada por | T3.2 — Obtener los valores de x para los que la N

- L e Definicion
su expresion | funcion esta definida.
analitica) (*)
CP3.3 -

Continuidad (dada
por su grafica)

T3.3 — Comprobar si se puede dibujar la grafica
de un solo trazo.

Definicion y
representacion

CP3.4 -
.| T3.4 — Obtener las coordenadas de los puntos de L
Cortes con los ejes | . . . Definicion y
interseccion de la grafica con cada uno de los .
(dada  por su | . representacion
o ejes de coordenadas.
grafica)
CP3.5- T3.5.1 — Cortes con el eje 0X: resolver la
Cortes con los ejes ecuacion f(x) = 0 y obtener los puntos de corte,
(dada  por  su | Siexisten, (x;0), x; solucion de f(x) = 0. Definicion
expresion T3.5.2 — Corte con el eje oY: calcular £(0). El

analitica) (*)

punto de corte, si existe, es (0, £(0)).

T3.6.1 — Crecimiento en (x;,x,): ver si para dos
valores x; y x, proximos y tal que x; < x, se

CP3.6 — :
o tiene que f(xy) < f(x;). Entonces f crece en
Crecimiento y S
. (o1, x2). Definicion y
decrecimiento . . L
T3.6.2 — Decrecimiento en (xq,x,): ver si para | representacion
(dado  por su s
(i dos valores x; y x, proximos y tal que x; < x,
grafica) se tiene que f(x;) > f(x,). Entonces f decrece
en (xq, x2).
T3.7.1 — Maximos relativos: obtener las
CP3.7 coordenadas de los puntos en los que la funcién
M ) B pasa de ser creciente a decreciente. Definici
aximos . . efinicion
.. y T3.7.2 — Minimos relativos: obtener las . y
minimos (dado por ., | representacion
- coordenadas de los puntos en los que la funcién
su gréfica)

pasa de ser decreciente a creciente.
T3.7.3 — Maximo absoluto: obtener el punto de




la grafica con mayor valor de la ordenada.

T3.7.3 — Minimo absoluto: obtener el punto de la
grafica con menor valor de la ordenada.

T3.8.1 — Simetria respecto al eje 0Y (Par):
doblar la grafica por el eje OY y comprobar que

CP3.8 - - . T
o las graficas coinciden. Definicion 'y
SSl:rg(:;:cliiagdada PO 1381 — Simetria respecto del origen (Impar): | representacion
doblar la gréfica por el eje OY y luego por el eje
0X y comprobar que las graficas coinciden.
CP3.9 - T3.9.1 — Simetria respecto al eje 0Y (Par):
Simetria (dada por | comprobar que f(x) = f(—x),Vx € Dom f Definicién
su expresion | T3.9.2 — Simetria respecto del origen (Impar):

analitica) (*)

comprobar que —f(x) = f(—x),Vx € Dom f

CP3.10 -
Periodicidad (dada
por su grafica)

T3.10 — Observar si la grafica de la funcion esta
formada por un dibujo que se va repitiendo en
intervalos sucesivos. En caso afirmativo, obtener
el periodo viendo en el eje de abscisas en qué
intervalo se repite la funcion.

Definicion y
representacion

() Cuando se estudien las caracteristicas de una funcion a partir de su expresién

analitica, ésta debera ser sencilla.

B. Sobre el estado de la ensefianza-aprendizaje del objeto matematico

1. ¢Cémo se justifica habitualmente la introduccién escolar del objeto

matematico?

Segun la Ley Organica 8/2013, de 9 de diciembre, para la mejora de la calidad

educativa (BOE 10/12/2013), lo que hay que ver sobre el objeto matematico a estudiar,

las funciones, se encuentra en el bloque 4 de dicho curso bajo el nombre también de

“Funciones”. Los contenidos relativos a dicho bloque, segun la Orden ECD/489/2016,

de 26 de mayo, son los siguientes:

1. Analisis y descripcion cualitativa de graficas que representan fenémenos del

entorno cotidiano y de otras materias.

2. Analisis de una situacion a partir del estudio de las caracteristicas locales y

globales de la grafica correspondiente.




3. Analisis y comparacion de situaciones de dependencia funcional dadas mediante
tablas y enunciados.

4. Utilizacion de modelos lineales para estudiar situaciones provenientes de los
diferentes ambitos de conocimiento y de la vida cotidiana, mediante la
confeccidn de la tabla, la representacion grafica y la obtencion de la expresion
algebraica.

5. Expresiones de la ecuacion de la recta.

6. Funciones cuadraticas. Representacion grafica. Utilizacion para representar

situaciones de la vida cotidiana.

Estos pueden dividirse en dos subloques: funcion y sus caracteristicas (puntos
1,2, 3y 4) y funciones lineal y cuadrética (5 y 6). La presente secuencia didactica esta
dirigida para abarcar el primer subloque, y por lo tanto, el analisis de la introduccion

del concepto de funcidén va a estar centrado solo en él.

Para ver como se justifica la introduccion de las funciones, se va a analizar en
una misma editorial, en concreto, la editorial Anaya, coémo se ha introducido este objeto

matematico a lo largo de las diferentes legislaciones educativas.

LGE (Ley 14/1970, de 4 de agosto, General de Educacién y Financiamiento de la
Reforma Educativa, BOE n° 187, de 6 de agosto de 1970)

El libro que se ha analizado para esta etapa legislativa es el siguiente:
Etayo, J., Colera, J., Ruiz, A. (1979). Matematicas 1°. Madrid: Anaya.

Se trata de un libro que exige a los alumnos un nivel alto de abstraccion y
formalismo matematico (por como introduce los contenidos y por la notacion que se
utiliza). En particular, en la primera seccion (definiciones) del tema de funciones se
comienza contando que “el concepto de funcion surge de la observacion del mundo real.
(...) los fenoémenos y objetos de la naturaleza estdn relacionados: no son
independientes”. Esta seccion acaba dando lugar a la definicion del objeto matematico

que estamos estudiando:

Definicion

Una funcién real de variable real es una aplicacién de un subconjunto de
RenR.

Al conjunto inicial se le llama dominio de [’y se escribe ().

El dominio de / bien se da explicitamente, bien se supone que es el mas am-
plio posible.




LOGSE (Ley Organica 1/1990, de 3 de octubre, de Ordenacién General del Sistema
Educativo, BOE n° 238, de 4 de octubre de 1990)

El libro que se ha analizado para esta etapa legislativa es el siguiente:

Colera, J., Garcia, J. E., Gaztelu, I., De Guzméan, M., Oliveira, M2.J. (1995).

3 Matematicas Educacion Secundaria Obligatoria. Madrid: Anaya.

El nivel de abstraccion y de formalidad matematica disminuye con respecto al
libro anterior. La portada de la unidad presenta las funciones y su razén de ser: “Las
funciones como instrumento para explorar los cambios de nuestro mundo. Las
funciones constituyen la herramienta adecuada para la modelizacién de los cambios que
las cosas de nuestro entorno experimentan en el espacio y en el tiempo”. En la primera
pagina de la unidad se presenta un ejemplo de grafica contextualizada en el mundo real
(altura y tiempo del vuelo de una cigliefia) para introducir el diagrama cartesiano, la

escala y el dominio. A continuacion, se introduce la definicion de funcion:

Una funcién relaciona dos variables a las que, en general, llamaremos x e j.
— x es la variable independiente (en el ejemplo anterior, el tiempo).
— y esla variable dependiente (en el ejemplo anterior, la altura).

— La funci6n asocia a cada valor de x un tinico valor de ).

LOE (Ley Organica 2/2006, de 3 de mayo, de Educacion, BOE n° 106, de 4 de mayo de
2006)

El libro que se ha analizado para esta etapa legislativa es el siguiente:

Colera, J., Garcia, R., Gaztelu, I., Oliveira, M2J. (2006). Matematicas 3

Educacion Secundaria. Madrid: Anaya.

Se trata de un libro similar al anterior en cuanto a contenidos y formalismo
matematico. Contiene una portada introductoria del bloque de funciones en la que se
dan un par de ejemplos: “La variacion del indice de la bolsa a lo largo de un afio, el
coste de una conferencia segun su duracion, son ejemplos de funciones”. El siguiente
par de paginas contienen ejercicios para recordar y reflexionar sobre conceptos de
funciones. La primera pagina de la unidad se utiliza para presentar, mediante un
ejemplo contextualizado en el mundo real parecido al libro anterior (altura y tiempo de
vuelo de un aguila), el concepto de diagrama cartesiano, escala y dominio (igual que el

libro anterior). En la segunda, ya se presenta la definicion de funcion:



Una funcién es una relacién entre dos variables a las que, en general,
llamaremos x e j.

— x es la variable independiente (en el ejemplo anterior, el tiempo).
— y es la variable dependiente (en el ejemplo anterior, la altura).

— La funcién asocia a cada valor de x un tnico valor de y. Se dice
que y es funcién de x.

LOMCE (Ley Organica 8/2013, de 9 de diciembre, para la Mejora de la Calidad
Educativa, BOE n°® 295, de 10 de diciembre de 2013)

Al ser la LOMCE la ley actual vigente, se ha decidido analizar dos libros de
diferentes editoriales, en concreto las editoriales Anaya y Santillana, para poder aportar

mayor informacion sobre la introduccion del objeto matematico en el presente.
El libro que se ha analizado de la editorial Anaya es el siguiente:

Colera Jiménez, J., Oliveira Gonzalez, M2.J., Gaztelu Albero, I., Colera Caias,
R. (2015). ESO 3 Mateméticas Orientadas a las Ensefianzas Academicas.
Madrid: Anaya.

Antes de comenzar la unidad, hay una pequefia contextualizacion historica
donde puede verse como ha evolucionado el objeto matematico de las funciones desde
sus inicios (primeros conceptos asociados a ella). Comienza nombrando la razén de ser
del objeto “(...) el origen de las funciones se debe a la necesidad de dar explicacion a
los fenomenos fisicos”. La unidad comienza mostrando un ejemplo de grafica
contextualizada en el mundo real, esta vez sobre la altura y tiempo de vuelo de un
helicoptero, y mediante el analisis de la misma se van introduciendo los conceptos de
variable, eje y su escala, dominio y recorrido. A continuacion, se introduce la siguiente

definicion de funcion:

Una funcién es una relacién entre dos variables a las que, en general, llama-
remos x € j.

® x es la variable independiente (en el ejemplo del helicéptero, el tiempo).
® y es la variable dependiente (en el ejemplo del helicéptero, la altura).

° La funcién asocia a cada valor de x un tinico valor de y. Se dice que y es

funcién de x.

El libro que se ha analizado de la editorial Santillana es el siguiente:

De la Prida Almansa, C., Gaztelu Villoria, A. M., Gonzélez Garcia, A., Machin
Polaina, P., Pérez Saavedra, C., Sanchez Figueroa, D. (2015). Matematicas
Ensefianzas académicas 3 ESO, SERIE RESUELVE. Madrid: Santillana.



Al contrario que en los libros anteriores, la portada del tema no expone la razon
de ser del objeto matematico estudiado, sino los contenidos que se van a adquirir
durante la unidad. A diferencia de los libros anteriormente estudiados, la primera pagina
de la unidad comienza dando la definicion de funcion y a continuacion, presentando dos
ejemplos resueltos para identificar si las relaciones son o no funciones (precio de un

cuaderno y n° de cuadernos comprados, peso y altura de las personas). La definicién de
funcion que presentan es la siguiente:

Una funcién es una relacion entre dos magnitudes o variables
numeéricas, x e y, de forma que a cada valor de x le corresponde
un Unico valor de y.

La variable x se denomina variable independiente, y la variable y,
variable dependiente.

2. ¢(Qué campos de problemas, técnicas y tecnologias se ensefian
habitualmente?

A continuacién se va a mostrar un analisis de los campos de problemas, técnicas
y tecnologias que se han ensefiado en las diferentes legislaciones educativas en los

libros estudiados en la seccion anterior para observar cdmo han evolucionado con el
tiempo.

Destacar que se ha utilizado la numeracion de los campos de problemas del
apartado A.2, para comprobar qué campos de problemas de los que se pretenden ver en
esta propuesta didactica se ensefian en los libros analizados.

CAMPOS DE PROBLEMAS

Anaya 1979
Anaya 1995
Anaya 2006
Anaya 2015

LO
—
(@)
(Q\]
©
c
<
e
c
©
()

CP1 - Concepto de funcion

CP1.1 — Saber si una gréafica representa una funcion v v

CP1.1 — Saber si un enunciado representa una funcion v

CP2 - Cambios entre sistemas de representacion

CP2.1 — De enunciado a tabla v I v | v |V

CP2.2 — De tabla a grafica v | vV | Vv |V




CP2.3 — De gréfica a tabla

v
CP2.4 — De enunciado a grafica v | vV | v v |V
CP2.5 — De grafica a enunciado v | v |V
CP2.6 — De enunciado a expresion analitica Vi ivi iv | v |V
CP2.7 — De expresion analitica a tabla Vi ivi iv | v |V
CP2.8 — De expresion analitica a grafica v | vV | v v |V
CP2.9 — De grafica a expresion analitica v | vV | v v |V

CP3 - Interpretacion de las caracteristicas de una funcion

CP3.1 — Dominio de una funcién (dada por su gréafica) v | vV | v |V
CP3.1 — Recorrido de una funcién (dada por su grafica) v | vV
CP3.2 — Dominio de una funcion (dada por su expresion
analitica) v v
CP3.3 — Continuidad (dada por su gréfica) v | vV | v |V
CP3.4 — Cortes con los ejes (dada por su grafica) v
CP3.5 — Cortes con los ejes (dada por su expresion analitica) v
CP3.6 — Crecimiento y decrecimiento (dada por su grafica) v i|Iv | Iv |V
CP3.7 — Maximos y minimos (dada por su grafica) v i|Iiv | Iv |V
CP3.8 — Simetria (dada por su grafica) v
CP3.9 — Simetria (dada por su expresion analitica) v
CP3.10 — Periodicidad (dada por su grafica) v i|Iiv | Iv |V
CP3.11 — Tendencia (dada por su grafica) v | v | vV
CP3.12 — Dibujar una funcién conociendo sus caracteristicas v

En la tabla puede observarse que el libro (de los analizados) que recoge mas

campos de problemas es el de Santillana 2015. En particular, es un libro muy completo

que contiene explicaciones mas detalladas que el resto de libros analizados y con

ejemplos dirigidos tras la introduccién de la teoria.

Por otro lado, se observa que el libro de Anaya de 1979 no posee apenas campos

de problemas sobre el objeto matematico estudiado. Esto se debe a que los contenidos

gue se tratan sobre funciones no son los mismos (suma y multiplicacién de funciones,
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propiedades de las operaciones con funciones y funciones polinémicas). Ademas, hay
que destacar el alto nivel de abstraccion y de formalidad matemaética que exige este libro
a los alumnos. El nivel de abstraccion disminuye significativamente en los otros libros
analizados. En particular, los libros de Anaya de 1995, 2006 y 2015 introducen los
conceptos sobre funciones con los mismos ejemplos, muchos de sus ejercicios son
idénticamente los mismos, y conforme avanzan los afios el numero de ejercicios
aumenta. Desde 1995, los libros analizados hacen que los alumnos aprendan los
conceptos mediante repeticion de las técnicas, predominando en ellos los ejercicios y

habiendo un repertorio limitado de problemas.

Por Gltimo, comparando los libros de Anaya 2015 y Santillana 2015 se observa
que este ultimo introduce, en primer lugar, las tecnologias de los conceptos, y en
segundo lugar ejemplos dirigidos donde se aplican las tecnologias previas y las técnicas
asociadas. A diferencia, el libro de Anaya 2015 presenta en primer lugar ejemplos

resueltos para terminar dando lugar a las definiciones correspondientes.

Las técnicas y tecnologias que utilizan (en el caso de que aparezca en el libro el

campo de problemas) son las siguientes:

TECNICAS TECNOLOGIAS

Determinar  la  variable  dependiente e
independiente y observar si a algun valor de la | Definicién de funciény
variable independiente le corresponde mas de un | representacion gréfica.
valor de la variable dependiente.

11

Concepto de funcién

Identificar la  variable  dependiente e L .
21 | . . . Definicion de funcion
independiente y realizar una tabla de valores.

Representar los puntos de la tabla de valores en
2.2 | un sistema de ejes coordenados y construir la
gréfica a partir de ellos.

Definicion y
representacion

Obtener las coordenadas de varios puntos de la Definicion y

2.3 g L
gréfica y recogerlas en una tabla de valores. representacion

Representar la relacion del enunciado en un
2.4 | sistema de ejes coordenados (utilizando o0 no una
tabla de valores).

Definicion y
representacion

Cambios entre sist. de representacion

2.5 | Interpretar la relacion entre la variable Definiciéon y
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dependiente e independiente que muestra la
gréfica y plasmarlo en un enunciado.

representacion

Identificar la  variable  dependiente e

por el eje OY y luego por el eje OX (impar).

2.6 | independiente y plasmar la relacion entre las Definicion
variables en una expresion analitica.
Sustituir el valor de x en la expresion analitica de L,
2.7 L, . Definicion
la funcion y calcular la imagen.
28 Construir una tabla de valores y representar los Definiciéon y
| puntos graficamente. representacion
29 Obtener la relacién entre la variable dependiente e Definicion y
' independiente y plasmarlo algebraicamente. representacion
Obtener los valores de x para los que existe la L, .
e L, Definicién de dominio
gréfica de la funcion. .
3.1 . y recorrido y
Obtener los valores que toma la variable .. .
_ representacion gréafica
dependiente.
Encontrar los valores de x para los que la funcion L, .
3.2 . Definicion de dominio
esta definida.
= 4 Comprobar si la gréafica puede dibujarse sin Definicién y
:g | levantar el lapiz del papel. representacion gréafica
“;:; Cortes con 0X: Obtener las coordenadas de los
5 puntos en los que la gréafica atraviesa 0X. L
g | 34 Representacion grafica
@ Corte con OY: Obtener las coordenadas del punto
= en el que la grafica atraviesa OY.
% Cortes con 0X: resolver la ecuacion f(x) =0y
g 4o | obtener los puntos (x;, 0). Definicion de puntos de
8 ' Corte con OY: obtener el valor £(0) y el punto corte
3 (0,£(0)).
-‘% Comprobar si para dos valores x; Yy x, préximos y
© 36 tal que x; <x, se tiene que f(x;) < f(xy), Definicion y
o o . - o
& entonces f crece en (x;,x,) O Se tiene que | representacion grafica
= f(x1) > f(x,), entonces f decrece en (xq, x5).
Obtener las coordenadas de los puntos en los que L
(g . . Definicion y
3.7 | la gréfica pasa de ser creciente a decreciente L
. _ . representacion grafica
(maximos) y viceversa (minimos).
Comprobar que las gréaficas coinciden al doblar la L
- . . Definicion y
3.8 | grafica por el eje OY (par) o al doblar la gréfica

representacion gréafica
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Comprobar si se cumple que f(x) = f(—x) (par) 0
3.9 P ple que 7(x) = 7 (=) (par) Definicion
que f(—x) = —f(x) (impar), Vx € Dom f .
Observar si la gréafica de la funcidn estd formada L
o . ) Definicion y
3.10 | por un dibujo que se va repitiendo en intervalos L
_ . representacion gréafica
sucesivos y obtener dicho intervalo.
3.11 | Obtener el valor en el que la funcion se estabiliza | Representacion grafica
Representar los puntos en el sistema de
coordenadas, dibujar flechas que indiquen el .
- . Definiciones y
3.12 | crecimiento y decrecimiento y representar la e
. S - representacion grafica
funcién en el dominio indicado siguiendo las
pautas.

3. ¢Qué efectos produce dicha ensefianza sobre el aprendizaje del alumno?

Tal y como se ha descrito en el apartado anterior, los libros de texto fomentan el

aprendizaje de las técnicas mediante la repeticion de ejercicios. Sin embargo, el tema de

funciones requiere abstraccion por parte de los alumnos y el hecho de aprender los

contenidos mediante repeticion y memorizacién fomenta que cometan errores.

A continuacion se van a mostrar algunos de los errores que se presentan en el

articulo de Ortega, T., y Pecharroman, C. (2014). Errores en el aprendizaje de las

propiedades globales de las funciones. Revista de Investigacion en Educacion, n® 12 (2),

209-221. En él se lleva a cabo un estudio de errores en el aprendizaje de las propiedades

globales de las funciones en alumnos de 4° ESO, pero los resultados se pueden

extrapolar a alumnos de 3° ESO. Algunos de los errores que cometen son:

e Cambiar la orientacion positiva-negativa de los ejes cartesianos.

o Leer el gje de abscisas en sentido contrario al convenido.

o Leer el eje de ordenadas en sentido contrario al convenido.

e Cambiar el orden en que se presentan las coordenadas en los pares de puntos.

e Formacion erronea de intervalos numéricos que refieren la propiedad a los ejes

del diagrama cartesiano (mezclan abscisas y ordenadas en los intervalos,

cambian el orden de las abscisas).

e Dificultad para distinguir entre variable dependiente e independiente y para

saber en que eje se representa cada una.
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Al calcular los extremos, fijarse en puntos y no en puntos y en un entorno de
estos.

Interpretar los extremos como puntos mas altos 0 mas bajos respecto al eje de
abscisas, o también por su posicion relativa al eje de abscisas.

Utilizar el mismo criterio de extremo absoluto para los maximos y para los
minimos, “el mas alto”, lo que hace que el minimo absoluto lo sefialen como el
mas cercano al eje de abscisas.

Representacion numérica incompleta de los puntos de corte y de los extremos.

Interpretar intervalos como puntos a la hora de representar funciones.

Por otro lado, se han recopilado a continuacion otros errores comentados por

profesores con experiencia en impartir Matematicas en 3° ESO:

No identificar a qué se llama eje de abscisas y a qué se Ilama eje de ordenadas.
Graduar mal los ejes de coordenadas.

Dificultad en la representacion de valores racionales en la recta real.

Confundir la forma de la grafica con la trayectoria del movimiento descrito. Por
ejemplo, asociar que volver al punto de salida es volver al origen de la gréfica o

que alejarse del origen se corresponde con subir una montaria.

C. Sobre los conocimientos previos del alumno

1. ¢Qué conocimientos previos necesita el alumno para afrontar el

aprendizaje del objeto matematico?

Para poder afrontar los contenidos sobre funciones que se abarcan en la presente

unidad didactica, los alumnos deberian tener los siguientes conocimientos previos:

Numeros enteros, decimales y fraccionarios.

La recta real.

Intervalos de nimeros.

Representacion e identificacion de puntos en un sistema de ejes coordenados.
Lenguaje algebraico para simbolizar relaciones.

Resolucidn algebraica de ecuaciones de primer y segundo grado.

Variable dependiente e independiente.

Evaluar una funcion.
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e Fdérmulas geométricas de &reas y volumenes de las figuras.

2. La enseflanza anterior, ¢ha propiciado que el alumno adquiera esos

conocimientos previos?

Muchos de los conocimientos relacionados con el objeto matematico de las
funciones se vienen ensefiando desde cursos anteriores a tercero, como puede verse a

continuacion.

EDUCACION PRIMARIA:

Se comienza a tratar el concepto de coordenadas cartesianas en 6° de Primaria.
Podemos encontrar el contenido de “Sistema de coordenadas cartesianas. Descripcion
de posiciones y movimientos™ dentro del Real Decreto 126/2014 del curriculo basico de
Educacion Primaria, mas concretamente dentro del bloque 4 de Geometria de dicho

Curso.

EDUCACION SECUNDARIA OBLIGATORIA:

Durante toda esta etapa se tratan contenidos relacionados con los nimeros y el
algebra, la geometria y las funciones, los cuales pueden encontrarse dentro del Anexo
Il de Matematicas de la Orden ECD/489/2016, de 26 de mayo, en los bloques 2, 3y 4
respectivamente. A continuacién se muestran los contenidos que se estudian en los
cursos de 1°y 2° en dichos blogques y en 3° de la ESO el bloque 2 (que se daria antes
que el de funciones):

» 1°DE LA ESO:

Blogue 2: Numeros y Algebra

¢ Iniciacidn al lenguaje algebraico.

e Traduccion de expresiones del lenguaje cotidiano, que representen situaciones
reales, al algebraico y viceversa.

e El lenguaje algebraico para generalizar propiedades y simbolizar relaciones.
Obtencion de formulas y términos generales basada en la observacién de pautas
y regularidades. VValor numérico de una expresion algebraica.

e Operaciones con expresiones algebraicas sencillas. Transformacion vy

equivalencias.
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e Ecuaciones de primer grado con una incégnita. Resolucion. Interpretacion de la

solucion. Ecuaciones sin solucion. Resolucion de problemas.

Blogue 3: Geometria

e Figuras planas elementales: tridngulo, cuadrado, figuras poligonales.

e Clasificacion de triangulos y cuadrilateros. Propiedades y relaciones.

e Célculo de é&reas y perimetros de figuras planas. Célculo de é&reas por
descomposicion en figuras simples.

e Circunferencia, circulo, arcos y sectores circulares.

Bloque 4: Funciones

e Coordenadas cartesianas: representacion e identificaciobn de puntos en un
sistema de ejes coordenados.

e EI concepto de funcion: Variable dependiente e independiente. Formas de
presentacion (lenguaje habitual, tabla, grafica, formula).

e Funciones de proporcionalidad directa. Representacion.

» 2°DE LA ESO:

Blogue 2: Numeros y Algebra

e Operaciones con expresiones algebraicas sencillas. Transformacion vy
equivalencias. Identidades. Operaciones con polinomios en casos sencillos.

e Ecuaciones de primer grado con una incognita (métodos algebraico y gréafico) y
de segundo grado con una incognita (método algebraico). Resolucion.
Interpretacion de las soluciones. Ecuaciones sin solucion. Resolucién de
problemas.

e Sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incognitas. Métodos algebraicos de

resolucion y método grafico. Resolucion de problemas.

Bloque 3: Geometria

e Poliedros y cuerpos de revolucion. Elementos caracteristicos, clasificacion.
Areas y volimenes.
e Propiedades, regularidades y relaciones de los poliedros. Calculo de longitudes,

superficies y volimenes del mundo fisico.

Blogue 4: Funciones
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e Coordenadas cartesianas: representacion e identificacion de puntos en un
sistema de ejes coordenados.

e EI concepto de funcion: Variable dependiente e independiente. Formas de
presentacion (lenguaje habitual, tabla, grafica, formula). Crecimiento vy
decrecimiento. Continuidad y discontinuidad. Cortes con los ejes. M&ximos y
minimos relativos. Andlisis y comparacion de gréaficas.

e Funciones lineales. Representaciones de la recta a partir de la ecuacion y
obtencidn de la ecuacion a partir de una recta.

e Utilizacién de calculadoras gréaficas y programas de ordenador para la

construccion e interpretacion de gréficas.

» 3°DE LA ESO:

Blogue 2: Nimeros y Algebra

e NuUmeros decimales y racionales. Transformacion de fracciones en decimales y
viceversa. NUmeros decimales exactos y periddicos. Fraccion generatriz.

e Operaciones con fracciones y decimales. Calculo aproximado y redondeo.
Cifras significativas. Error absoluto y relativo.

e Investigacién de regularidades, relaciones y propiedades que aparecen en
conjuntos de numeros. Expresion usando lenguaje algebraico.

e Ecuaciones de segundo grado con una incognita. Resolucion (método algebraico
y grafico).

3. ¢Mediante qué actividades vas a tratar de asegurar que los alumnos

posean esos conocimientos previos?

La primera sesion se utilizard para realizar una prueba de evaluacion inicial
que trate alguno de los contenidos previos que se considera necesarios para poder

afrontar el objeto matematico de las funciones en este curso.

Se entregara a cada alumno una ficha con una serie de ejercicios que se
detallaran a continuacién. Tendran 30 minutos para enfrentarse a los ejercicios de
forma individual, de esta manera, los Gltimos 20 minutos de clase se utilizaran para

corregir los ejercicios en la pizarra. La metodologia para la correccion sera la siguiente:
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1. Preguntar al grupo clase para generar un pequefio debate sobre la resolucion del
ejercicio y su resultado.

2. Dar pie a que algun alumno finalice el debate concluyendo la solucion, o que
alguno de ellos salga a la pizarra a corregirlo de forma escrita.

3. Si se considera oportuno, el profesor procedera a corregirlo en la pizarra.

De esta forma se pretende ver de qué nivel parte el grupo clase para saber como
abordar los contenidos del tema.

PRUEBA DE EVALUACION INICIAL :

Ejercicio 1: Sean los puntos A = (—2,3),B = (%2) C=(5-1),D= (—4, _73)
a) Dibuja un sistema de ejes coordenados y representa los puntos en él.
b) Indica en qué cuadrante se encuentra cada punto.

Ejercicio 2: Escribe, en cada caso, en forma de intervalos los nimeros que se

representan en los siguientes tramos de la recta real.

a) e e} e —
7654321012345 @%6 1

b) e — | — O O—f—————+
; 3 2 4 0 1 2 4

c) o L Ot } 4
-2 -1 0 1 2

Ejercicio 3: Dado f(x) = —x2 + 1, obtén £(0), f(1), f(=2) y f @)

Ejercicio 4: Tus padres han comenzado a darte cada semana 10 € de paga. Como eres
muy ahorrador, los metes en la hucha que tienes en tu habitacion. En la hucha ya tenias

guardados 50 €.

a) ¢Cuénto dinero tienes en la hucha cuando ha pasado una semana? ;Y la 3?
semana?

b) Completa la tabla de valores:

Semana 0 1123 |4]5
Dinero en la hucha

c) ¢Cudl es la funcion que relaciona el dinero que tienes en la hucha con las

semanas gque pasan desde que tus padres comenzaron a darte la paga semanal?
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i) f(x) =10+ 50x
i) f(x) =50+ 10x
i) f(x) =50 — 10x
iv) f(x) = 10x

d) Dibuja un sistema de ejes coordenados y representa la funcion.

Ejercicio 5: Elige el enunciado que mejor se ajuste a la siguiente gréfica y justifica tu

eleccion:
T a4%
=
3 3
©
g \
o 2
s \
S 1
Ie 1
v L L L L L il
A 0 4 4 } } } g
0 20 40 60 80 100
Tiempo (min)
a) Marta ha subido una montafia en 40 minutos. Después, ha descansando durante 40

minutos y ha comenzado a descenderla, lo cual le ha costado 20 minutos.

Carlos ha comido en un restaurante que esta lejos de su casa. Ha tardado 40 minutos
en llegar andando a velocidad constante. Ha estado 40 minutos en el restaurante y
después, ha vuelto a casa corriendo en 20 minutos porque estaba lloviendo.

He corrido durante 40 minutos dando vueltas por mi barrio y me he encontrado con
unos amigos con los que he estado hablando 40 minutos. Después he vuelto a casa

andando en 20 minutos.

Sobre las razones de ser del objeto matematico

¢Cual es la razon o razones de ser que vas a tener en cuenta en la

introduccidn escolar del objeto matematico?

La raz6n de ser que voy a considerar para introducir el objeto matematico

estudiado es la de funciones como instrumento de modelizacion de las relaciones

que ocurren en la vida donde se produce una dependencia entre dos variables, y que

permiten realizar andlisis y tomar decisiones acerca de esas relaciones.

Esta relacion de las variables la estudiaremos en enunciados, expresiones

analiticas, tablas y representaciones graficas. Ademas, las representaciones graficas nos
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permitiran aproximarnos al estudio de las caracteristicas de las funciones, como paso
previo a un estudio més formal de las mismas que se realizard en el Bachillerato.
Durante las sesiones, se tratara de proponer a los alumnos problemas que surjan en la
vida cotidiana para que ellos mismos vean la utilidad de las funciones a la hora de

analizar relaciones reales y la importancia de saber obtener informacion de una grafica.

2. ¢Coinciden con las razones de ser histdricas que dieron origen al objeto?

Como podra verse a continuacion en el analisis historico que se ha realizado, la
razon de ser que se ha tomado para introducir el objeto matematico coincide con la

razon de ser histdrica que acab6 dando lugar a las funciones.

Al igual que todos los objetos matematicos, el de funcion ha ido evolucionando
durante la historia. Antes de llegar al concepto tal y como se conoce en la actualidad, se
tuvieron que ir superando obstaculos y dar pasos, comenzando por tablas de valores,
relaciones algebraicas y numéricas, graficas, geometria... Todo ello terminaria dando

lugar al concepto de funcién.

Se ha considerado dividir el andlisis histérico en tres periodos, donde el dltimo
se subdivide en tres subperiodos. Para realizarlo se han consultado las siguientes

fuentes:

Sastre Vazquez, P., Rey, G., & Boubée, C. (2008). El concepto de funcion a
través de la Historia. UNION Revista Iberoamericana de Educacion
Matematica. n° 16. 141-155.

Ugalde W.J. (2014). Funciones: desarrollo histdrico del concepto y actividades
de ensefianza aprendizaje. Revista digital Matematica, Educacién e Internet.
Vol (14). n°1. 2-17.

Epoca Antiqua (cultura Babilénica y Griega)

Durante este periodo no existia una idea abstracta del concepto de funcién. Sin
embargo, comenzaron a desarrollarse conceptos relacionados con ella como son las

tablas numéricas (concepto de dependencia entre cantidades).

Gracias a los babilonios y a los griegos, se tienen las primeras representaciones
de lo que serian las tablas de valores tal y como se conocen hoy en dia. Las tablas

numericas babilonicas datan de los afios 2000 a.C. — 500 a.C. y se presentan en forma
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de columna. Entre ellas estan las que dan los cuadrados de los nimeros del 1 al 59 y los

cubos de los nimeros del 1 al 32.

Dentro de la cultura Griega destacé Arquimedes (287 a.C. — 212 a.C.), que en
sus leyes de la mecanica parece que puede apreciarse el concepto de dependencia entre
cantidades. Gracias a los estudios que realizaron los griegos sobre las relaciones entre
magnitudes geométricas variables se tiene un primer antecedente del concepto de

funcioén.

Edad Media (s.V - 5.XV)

Este periodo se caracteriza por un estudio centrado en los fendbmenos naturales,
entre ellos el del movimiento. Las ideas que surgieron se desarrollaron en torno a las
cantidades variables independientes y dependientes, pero sin llegar a darse una
definicion de forma especifica. Por otro lado, no se llegdb a dar una definicion
mediante el uso de formulas, pero si mediante descripciones verbales de alguna de

sus propiedades y mediante graficos.

Destaca el francés Nicolds Oresme (1323 — 1382), el cual representd por primera
vez funciones de forma gréfica. En concreto, representé como variaba la velocidad

respecto al tiempo en diferentes movimientos.

Velocidad constante Velocidad inicial cero Velocidad inicial dada
y aceleracion constante y aceleracion constante

No obstante, este periodo no se caracteriza por tener resultados muy

trascendentes, los cuales llegaran durante el Renacimiento.

Periodo Moderno

. s.XVI-s.XVII:

Durante este periodo se produjeron varios sucesos que permitieron el avance en
el concepto de funcion. Entre ellos estan la creacion del algebra simbdlica, el estudio del
movimiento como problema central de la ciencia (es decir, separado de la teologia) y la
unién entre el algebra y la geometria. A continuacion se presenta a los principales

autores:
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Galileo (1564 — 1642) introdujo en las representaciones graficas el concepto
numérico y las formulas para representar relaciones que se generaban entre
diferentes variables (modelizacion matemaética de fendmenos a través de
resultados experimentales). Durante su obra se aprecia que trabajo con variables
y funciones pero con expresiones de palabra y expresando los resultados en
términos de proporciones (hecho que resultd ser un gran obstaculo
epistemoldgico durante la época).

Descartes (1596 — 1650) introdujo un antecedente de lo que es hoy el sistema
coordenado, sin usar los numeros negativos (otro obstaculo epistemoldgico).
Ademas, desarroll6 la idea de introducir una funcion en forma analitica,
haciendo ver de esta manera que una ecuacion en x e y era una forma de mostrar
una dependencia entre cantidades variables. Es decir, traté con los conceptos de

dependencia entre cantidades y de variable dependiente e independiente.

Fermat (1601 — 1665) utiliz6 las ecuaciones para representar la recta, la
circunferencia con centro el origen, la parabola, la elipse y la hipérbola, es decir,
aplicé el andlisis a los problemas de lugares geométricos.

Leibniz (1646 — 1716) y Newton (1643 — 1727). De la mano de Leibniz aparece
por primera vez la palabra “funcion”, aunque no la utilizaba con el mismo
significado que en la actualidad. Ambos contribuyeron al desarrollo del concepto

de funcidn introduciendo el desarrollo de una funcion en serie de potencias.

1. s.XVIII:

Se emplea la palabra funcion en el sentido de una expresion analitica. Durante
este periodo todos los matematicos tenian como certeza que “si dos expresiones
analiticas coinciden en un intervalo, ellas coinciden en todas partes”.

Johann Bernoulli (1667 — 1748) fue el primero en dar una definicion de

funcidn: “Aqui denotamos por funcion de una variable una cantidad compuesta,

de una o varias maneras, de esta cantidad variable y constantes” (Bernouilli,

1699).

Euler (1707 — 1783) dio definiciones de los conceptos de constante y cantidad
variable, hasta llegar a dar su propia definicion de funcion: “la funcion de una
cantidad variable es una expresion analitica compuesta de cualquier manera a

partir de esa cantidad variable y de numeros o cantidades constantes” (Euler,
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1748). Fue el primero en utilizar para referirse a la funcion la notacion de f(x)

en un articulo llamado “Additamentun’.

S.XIX - s. XX:
La certeza del siglo anterior qued6 desacreditada. Se comenz6 a desarrollar

dentro de la rama de las matematicas una nueva disciplina que se dedicaba a estudiar las

funciones: el Analisis. Durante el s.XX, se desliga la percepcion del concepto de

funcién del uso de variables numéricas.

Cauchy (1789 - 1857) dio una definicion de funcién en su “Curso de Andlisis
Algebraico (1827)” en la que intervenian los conceptos de variable dependiente
e independiente:
“Cuando unas cantidades variables estdn ligadas entre ellas de tal
manera que, dando el valor de una de ellas, se puede deducir el valor de
las otras, concebimos de ordinario estas diversas cantidades expresadas
por medio de una que toma el nombre de variable independiente y las
otras cantidades expresadas por medio de la variable independiente son

las que llamamos funciones de esta variable”.

Lobachevsky (1792 - 1856) dio una definicion de funcién en la que se observa

la idea de “dominio” de una funcion.

Dirichlet (1805 - 1859) fue el primer matematico en expresar la definicion de
funcién como se conoce en la actualidad:
“Si una variable y esta relacionada con otra variable x de tal manera
que siempre que se atribuya un valor numérico a x hay una regla segun
la cual queda determinado un Unico valor de y, entonces se dice que y

es una funcién de la variable independiente x.”

Caratheddory (1873 - 1950) dio una definicion de funcion en 1917 basada en
conjuntos arbitrarios que ya no eran los numeros reales: “una funcion es una

regla de correspondencia desde un conjunto A en los nlimeros reales”.

Disefia uno o varios problemas que se constituyan en razones de ser de

los distintos aspectos del objeto matematico a ensefiar.

A continuacidn se van a presentar dos problemas que se constituyen en la razén

de ser de las funciones. Con el primero se persigue que los alumnos sean capaces de
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analizar una situacién que se les puede presentar en la vida cotidiana. Por otro lado, el
problema permite introducir el concepto de variable dependiente e independiente, las
diferentes formas de expresar una funcion (pasar de enunciado a tabla y de tabla a
gréfica) y la obtencion de informacion a partir de una grafica. Ademas, al ser una
situacion cercana a ellos puede generarles motivacion por el tema. Con el segundo
problema se pretende que los alumnos vean la importancia de realizar una buena
interpretacion grafica de la funcidn y que aprendan a obtener toda la informacion que se
presenta en ella. Para ello, se realiza el problema sobre el modelo de caida libre de
objetos, para que asi vean un modelo diferente al lineal. Este problema da pie a
introducir los conceptos de dominio, recorrido, continuidad, cortes con los ejes y

crecimiento y decrecimiento.

Problema 1: TU y tus amigos habéis planeado ir a pasar el sadbado al Parque de
atracciones de Zaragoza. Os habéis informado sobre los precios de la entrada y de las

atracciones y tenéis las siguientes opciones:

e Opcidn A: comprar la entrada del parque y el ticket de cada atraccién en la que
0s montéis. La entrada cuesta 6 € Yy cada ticket cuesta 2 €.
e Opcidén B: comprar la pulsera que te permite entrar al parque y montar en todas
las atracciones. La pulsera cuesta 21 €.
e Opcion C: comprar la entrada del parque y comprar bonos de 5 viajes. La
entrada cuesta 6 € y cada bono de 5 viajes cuesta 8 €.
a) Completa la siguiente tabla del coste por persona segtn el nimero de atracciones

en las gue te montes.

N° de atracciones 0|12 |3|4|5|6]7|8]|]9]10
Coste opcion A
Coste opcion B
Coste opcion C

b) Representa graficamente en el mismo sistema de ejes coordenados el coste en
funcion del nimero de atracciones en las que te montes, segun la opcion que elijas.
c) ¢Cuando os resulta mas rentable elegir la opcion A? ;Cudndo os resulta mas

rentable elegir la opcion B? ;Cuando os resulta mas rentable elegir la opcién C?
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Problema 2: Cuando estabas visitando la Torre Eiffel te asomaste al exterior para hacer

una foto con el mévil y se te cayd. La grafica altura-tiempo del mdvil es la siguiente:

3¥ Piso #‘ """" *
: 300 —1

SN -
i = 200 | N —
) N
& 300 m E 100 1 N

2° Piso 1—!- -q--- % 1 \\ -
= 1 100 -

: 85 m 1 \
50 \ —
0 + } + + + t t + —>

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Tiempo (s)

Responde a las siguientes preguntas fijandote en la grafica y en la imagen de la Torre
Eiffel:

a) ¢En qué piso estabas cuando se te cayo el mévil?

b) ¢Cuanto tiempo tarda el movil en llegar al suelo?

c) ¢Cuando pasa el mavil por el 2° piso?

d) Desde el 2° piso, ¢cuanto tiempo tarda en pasar por el 1°?

e) ¢Qué velocidad media lleva la cartera en el tramo del 3* piso al 2°? ;Y en el
tramo del 2° piso al 1°? ;Y en el tramo del 1* piso al suelo?

f) ¢Qué ocurre con la velocidad media del mévil conforme cae?

g) Dibuja una grafica que relacione el tiempo con la velocidad media para los casos
del apartado e).

h) Para obtener una mayor precision, realiza una gréafica con la velocidad media del
movil para cada segundo. ;A qué conclusion llegas?

i) Representa sobre la grafica del apartado h) la funcion v = 10t.

(Nota: si los alumnos no saben la formula de la velocidad media, se les recordard)

4. Indica la metodologia a seguir en su implementacion en el aula.

Para implementar en el aula los dos problemas anteriores se ha considerado
seguir la siguiente metodologia. En primer lugar, se formaran grupos de entre 3 y 4
alumnos. De esta forma, si alguno de ellos se atasca puede apoyarse en otro componente
del grupo para seguir avanzando. Cada alumno dispondréa del problema en una hoja que
se les entregard. Se trata de que el grupo vaya trabajando de forma auténoma el
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problema para que surjan conceptos relacionados con el objeto matematico de las
funciones. De esta forma, el profesor estard de apoyo y de guia cuando algin grupo lo
requiera (dard indicaciones o hard preguntas para conducirles hacia la solucion).
Conforme los grupos vayan acabando, se intentara generar un pequefio debate para
corregirlos, para terminar institucionalizando los conceptos que se tratan en los

problemas.

Ademas, se ha considerado que tras trabajar los problemas en clase, se entregue
a cada alumno una ficha que contenga la grafica del segundo problema con una mayor
precision (puede verse en el Anexo I), para que trabajen en casa las Ultimas preguntas
(g, h, i) con mayor rigor e investiguen sobre el movimiento de caida libre. Estos
apartados se consideran como un trabajo complementario de clase y se realiza para
fomentar en los alumnos la investigacion de forma auténoma y para relacionar las

matematicas, en particular las funciones, con fendmenos fisicos.

E. Sobre el campo de problemas

1. Disefa los distintos tipos de problemas que vas a presentar en el aula.

Los problemas que se han disefiado para los diferentes campos de problemas se

han intentado contextualizar dentro de situaciones de la vida cotidiana.

CP1 — Concepto de funcién

Problema 1: Propén un enunciado que describa una situacién que podria ser

representada por la siguiente gréafica:

140 ry

120

100 + P
80 1 /
60 /

40
1 P
201

o%: 4
0 1 2 3 4
Tiempo (h)

Espacio (km)

\ 4
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Problema 2: ;Como crees que varia la velocidad de un coche de carreras cuando esta
dando la segunda vuelta en cada uno de los circuitos que se muestran a continuacion?

Escribe tu respuesta y a continuacion realiza una grafica aproximada:

VT

»

Circuito ejemplo
Salida

>

Velocidad

i

Distancia recorrida

Circuito 1 Circuito 2

Velocidad
Velocidad

[ »
»

Distancia recorrida Distancia recorrida

Problema 3: ;{Como cambia la velocidad de la pelota cuando va por el aire en este tiro

a canasta? Explicalo por escrito y realiza una gréfica:

A

Velocidad de
la pelota

o

Tiempo desde que se golpea la |5elota

CP2 — Cambios entre sistemas de representacion

Problema 4: EIl instituto esta organizando una excursion de fin de curso para los
alumnos de 3° de ESO. Los autobuses son de 59 plazas y hay un total de 56 alumnos en
3°, de los cuales aun no se sabe cuantos iran a la excursién. El alquiler del autobus
cuesta 504 € y el centro considera que hay que pagar equitativamente segtin las personas
que vayan.
a) Realiza una tabla de valores del precio por persona segun las personas gque vayan
a la excursion.
b) ¢Existe alguna relacion entre el precio por persona y las personas que van a la
excursion? En caso afirmativo, escribela.

c) Dibuja un sistema de ejes coordenados y representa la situacion graficamente.
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Problema 5: Dos familias van a realizar un viaje de Zaragoza a Madrid en coche. La
primera, sale de Zaragoza con el coche A a las 8:30h y circula a una velocidad constante
de 80 km/h. La segunda, sale de Zaragoza en el coche B a las 9:00h a una velocidad
constante de 100 km/h. Sabiendo que de Zaragoza a Madrid hay 320 km, obtén las
gréficas que relacionan el tiempo y el espacio de ambos coches hasta que llegan a
Madrid en un mismo sistema de ejes coordenados. ¢Alcanza el coche B al coche A antes
de que llegue a Madrid? ;A qué hora llega cada coche al destino?

Problema 6: Busca en Google “grados centigrados y grados Fahrenheit” y utiliza el

convertidor de grados Celsius a grados Fahrenheit que aparece.

a) Realiza una tabla de valores en Excel en la que recojas la equivalencia de grados
Celsius a grados Fahrenheit (de 0 °C a 100 °C con un incremento de 10 °C en
cada anotacion).

b) Realiza una grafica en Excel con la tabla de valores que obtengas.

c) Consulta la tabla que acabas de construir y contesta a lo siguiente:

i) Sielaguasecongelaa0 °C, ;a cuantos grados Fahrenheit se congela?
ii) Si el punto de ebullicion del agua es de 100 °C, ¢cudl es el punto de
ebullicién en grados Fahrenheit?

d) Si en Zaragoza hay una temperatura de 100 grados Fahrenheit, indica la
temperatura en grados Celsius (sin utilizar el convertidor de Google).

e) Una temperatura de 0 grados Fahrenheit, ;con qué temperatura en grados
Celsius se corresponderia? Una vez lo hayas razonado, comprueba tu respuesta

en el convertidor de Google.

Problema 7: Dispones de una pieza cuadrada de carton de 2 m de lado y con ella
quieres construir una caja sin tapa realizando cuatro cortes cuadrados en las esquinas de

la pieza, tal y como se indica a continuacion:

2m | A

/

2—2x

#
#

Abre el fichero de GeoGebra “caja.ggb” en el cual hay dibujado un cuadrado e incluye

un deslizador para variar el lado de los cuadrados que tienes que recortar.
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Mueve el deslizador para dar valores al lado del cuadrado de las esquinas. ¢Qué
intervalo de valores puede tomar?

Obtén la expresion analitica que relaciona el volumen de la caja con el lado del
cuadrado que recortas en cada esquina.

Realiza una tabla de valores en Excel que relacione la longitud del lado del
cuadrado que se corta en las esquinas y el volumen de la caja.

Realiza una gréafica en Excel con la tabla de valores que obtengas en el apartado
anterior. Describe la situacion que muestra la grafica.

¢Cuanto tiene que medir el lado de los cuadrados que recortas para que el

volumen de la caja que construyes sea maximo?

CP3 — Interpretacion de las caracteristicas de una funcion

Problema 8: Los directivos del parque de atracciones Port Aventura han contratado a

un equipo de matematicos para que realicen un estudio en el que se recoja la

informacion relativa al nimero de venta de entradas en su parque de atracciones. Como

resultado, los matematicos le han entregado al directivo la siguiente gréfica:

80 %
%) 70
3
T U \
gi_’ 50
%E 40
}35 30
1= 20
w
10
0 »
EFMAMIJJASOND
Mes

¢Durante cuanto tiempo se ha hecho este estudio?

¢En qué mes o meses se han vendido mas entradas? ¢ A qué atribuyes esto?

¢En qué mes 0 meses se han vendido menos entradas? ¢Por qué crees que ocurre
esto?

¢En qué meses estd aumentando la venta de entradas? ¢En qué meses esta
disminuyendo la venta de entradas?

¢En qué meses se han vendido justo 30000 entradas?

¢Cuantas entradas se vendieron en junio?
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Problema 9: La siguiente noria tiene una altura de 60 metros y tarda 60 segundos en

dar una vuelta completa.

o

Altura (m)

v

Tiempo (s)

a) Realiza la gréfica de la altura que alcanza la cabina A en funcion del tiempo
durante 2 vueltas enteras.

b) ¢Qué ocurre con su gréafica?

c) Representa en el mismo sistema de ejes coordenados la gréafica de la altura de la
cabina A en funcion del tiempo durante 2 vueltas enteras si la noria tarda 30
segundos en dar una vuelta completa. ¢ Qué ocurre con esta nueva gréfica?

d) Compara las dos gréaficas y explica lo que ocurre.

2. ¢Qué modificaciones de la técnica inicial van a exigir la resolucion de

dichos problemas?

CP1 — Concepto de funcion

En la mayoria de libros de texto, las actividades relacionadas con este campo de
problemas se basan en ver la relacion que existe entre dos variables. En esta propuesta

se va més alla de identificar las variables y su relacion.

Con el primer problema se pretende que los alumnos interpreten la gréfica de
una funcion para dar un enunciado que se ajuste a ella; con el segundo, que dibujen una
gréfica interpretando el enunciado y el esquema dado; y con el tercero, que identifiquen
la dependencia de las variables y la representen en una gréfica. Estos problemas
permiten que se introduzca el concepto de variable dependiente e independiente y el

concepto de funcién.

CP2 — Cambios entre sistemas de representacion

En este campo de problemas no hay mucha variacion en cuanto a los problemas

que se presentan en los libros de texto.
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En el problema 4 los alumnos, a partir de un enunciado, tienen que construir una
tabla de valores y a continuacion obtener la expresion analitica y la representacion
gréafica. En el problema 5, a partir de un enunciado tienen que obtener las gréaficas de las
dos relaciones que se presentan en él, en un mismo sistema de ejes coordenados, y a
partir de las graficas construidas obtener informacion para responder a las preguntas.
Por otro lado, en los problemas 6 y 7 se utilizan las TIC, de manera que los alumnos
tienen que modificar la técnica inicial vista en los problemas 4 y 5 para utilizarla con el
programa Excel y con GeoGebra. En particular, en el problema 6 se utiliza el
convertidor de grados para realizar una tabla de valores en Excel y se realiza la gréafica
de la tabla obtenida en el mismo programa. En el problema 7, a partir del enunciado y
con ayuda de los deslizadores de GeoGebra, los alumnos tienen que obtener la

expresion analitica de la relacién y construir una tabla de valores y una grafica en Excel.

Estos problemas dan lugar a que se introduzcan e institucionalicen las diferentes

formas de representar una funcién y las técnicas para pasar de unas a otras.

CP3 — Interpretacion de las caracteristicas de una funcion

Al igual que en el campo anterior, en este las actividades no distan mucho de las

que aparecen en los libros de texto.

En primer lugar, en el problema 8 los alumnos tienen que analizar la
informacion que se presenta en la grafica para responder a una serie de preguntas sobre
un contexto real cuyas respuestas vienen dadas por la aplicacién de las caracteristicas de
una funcion. En segundo lugar, para enfrentarse al problema 9 los alumnos tendran que
analizar el enunciado y construir ellos mismos la gréfica que relaciona el tiempo y la

altura de la noria para poder responder a las preguntas que se les plantea.

El problema 8 permite introducir e institucionalizar los conceptos de dominio,
recorrido, maximo, minimo, crecimiento, decrecimiento y continuidad. Por otro lado, el

problema 9 permite introducir el concepto de periodicidad y trabajar los anteriores.

3. Indica la metodologia a seguir en su implementacion en el aula.

A la hora de realizar los problemas que se acaban de proponer se llevara a cabo
la siguiente metodologia:
Los problemas 1, 2, 3, 4, 5, 8 y 9 se realizaran en el aula ordinaria. Para ello,

se formaran grupos heterogéneos de entre 3 y 4 alumnos, y a cada componente se le
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entregara una hoja con los problemas que se vayan a trabajar durante la sesion. El
profesor estara de apoyo mientras los grupos trabajan en la resolucion de los problemas,
y solo intervendré en caso de que algin grupo lo necesite (dard indicaciones o hara
preguntas para conducirles hacia la solucién). Una vez crea que la mayoria de los
alumnos han trabajado suficientemente los problemas, se generard un pequefio debate
para la correccién de los mismos que dard pie a la institucionalizacién de los contenidos

que surjan en ellos.

Los problemas 6 y 7 se realizaran en el aula de informatica ya que hacen uso
de los programas GeoGebra y Excel. Para ello, los alumnos trabajardn por parejas en
los ordenadores y a cada uno se le repartira una hoja con los enunciados donde tendran
que apuntar las respuestas. En primer lugar, se les dara una pequefia explicacion de las
herramientas de los programas para que ellos las utilicen de forma autonoma para
resolver los problemas propuestos. A continuacién, se les dejara trabajar mientras el
profesor estd de apoyo como en el caso de los otros problemas. Si tras pasar un rato los
alumnos no obtienen la férmula del volumen que se pide en el problema 7, el profesor
dara indicaciones para dirigirles hacia la solucion. Una vez trabajados los problemas,
durante su correccion se generara un debate y, posteriormente, la institucionalizacion de

los contenidos tratados.

Hay que destacar que después de trabajar en clase el problema 9, se entregara a
los alumnos el problema con una grafica méas precisa y pautada con la altura que va
alcanzando la cabina, para que lo trabajen en casa (puede verse en el Anexo 1). De esta
manera, los alumnos realizardn de forma autébnoma y mas rigurosamente la grafica,
viendo como efectivamente, no esta formada por segmentos. Esta actividad se considera
un trabajo complementario que los alumnos tendran que entregar al profesor para que

este compruebe que han comprendido los conceptos tratados en él.

Por otro lado, se entregara a los alumnos una hoja de problemas ya que se
considera importante que los alumnos practiquen la resolucion de problemas de forma
autbnoma para ejercitar su competencia matematica. Para su correccion, pasado un
tiempo se entregaran las soluciones para que comprueben las respuestas y realicen las
correcciones oportunas. En caso de gque tengan dudas, podran consultarselas al profesor
en el departamento o durante la Gltima sesion de la unidad. La hoja de problemas junto
con sus soluciones, figuran en el Anexo I1; el momento de entrega de las mismas puede

verse en el cronograma del apartado H.
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Plantear los problemas en contextos reales y dejar que los alumnos busquen de
forma auténoma las soluciones antes de introducir las técnicas y tecnologias pertinentes,
har& que comprendan mejor los conceptos y como se aplican, ademas de que valoren el
interés de las funciones y de su representacion grafica para la obtencion de informacion

de fendmenos (fisicos, sociales, econdmicos, etc) a partir de ellas.

F. Sobre las técnicas

1. Disefia los distintos tipos de ejercicios que se van a presentar en el aula.

A continuacion, se van a mostrar una serie de ejercicios para que los alumnos

practiquen las técnicas asociadas a cada campo de problemas.

CP1 — Concepto de funcién

Ejercicio 1. ¢(Cudl de las siguientes graficas representa una funcion? Justifica tu
respuesta.

a) 1 b) I o\ 1 1/

\‘ 1
Mi\may

v
F 3
v
F 3
¥

9
L
F 3
L 4
F
L 4

Ejercicio 2: Di si los siguientes enunciados pueden representar una funcion.

a) A cada nuamero le asocias su doble.

b) A cada persona le asocias su nimero de hermanos.

c) EIl espacio que recorre un coche a una velocidad constante en funcion del
tiempo.

d) A cada namero le asocias sus divisores.

e) El area de un cuadrado en funcion de su lado.

f) A cada ecuacion de segundo grado le corresponden sus soluciones.
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Ejercicio 3: Di si las siguientes tablas de valores representan una funcion.

Q) |x|0|1[2|3]|4 0 |xlo|1|1]|2]2
y|0[1]2]3|4 y|0[1/2|-2|1/6]|-3
b) [xlo]1]2] 3 |1 d) x| 01234
y|0[1,5/2(3.25|—4 y|0 6|8

Ejercicio 4: ;Son funciones las siguientes expresiones analiticas?
a) y=3x-2 b) y=73Vx c) x2+y?2=1

d) x=y? e) y=3 f) x=-2

Ejercicio 5: Representa para cada vaso la grafica que muestra como varia la altura del
liquido del vaso a medida que cae agua de forma constante en él. Utiliza un sistema de

ejes como el que aparece a continuacion.

Altura

Vaso 1 Vaso 2 Vaso 3
Volumen

Dibuja un vaso que se corresponda con la siguiente grafica:

A

Altura

v

Volumen

CP2 — Cambios entre sistemas de representacion

Ejercicio 6: Completa las siguientes tablas de valores.

2 y=ax3 x |-3[-2]-1]-127-13] g [w3[1/2[1]2] 3
y
1 x |-3[-2]-1]-1/2]-1/3]1/3[1/2] 1] 2 [ 3
b) y=7
y

¢ Qué ocurre para x = 0?
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Ejercicio 7: Construye una tabla de valores de las siguientes funciones y dibuja unos

ejes coordenados para representarlas graficamente.
2x-1
3

Q) y=-3 &) y=(x+2) ) y=x2+1

Ejercicio 8: Obtén una tabla de valores a partir de las siguientes graficas.

? T AL T ACHA
S ol /N e
1 9) 1\1/ 1 T -‘\{ﬁ "V

Ejercicio 9: Un coche circula por una autopista durante una hora a una velocidad
constante de 120 km/h. Dibuja la gréafica del espacio recorrido por este coche en funcién

del tiempo. (Recuerda que espacio = velocidad - tiempo)

Ejercicio 10: Realiza una tabla de valores a partir de las siguientes relaciones.

a) A cada nuamero le corresponde su triple.
b) A cada nimero le corresponde su mitad.

¢) Area de un circulo en funcion de su radio.
Ejercicio 11: Relaciona las siguientes graficas con su expresion analitica:
a) y=x? b)y = —x C)y=x
d y=2x+1 e)y=—x2 fly=2

y 1% 2 [1\[1 ORI

1
in

==

\ 4
A
\ 4
A

B/

1
A
L
M
-l
al
1
o)
L
-
P
<
1
-l L
<t

==y
==

\ 4
A
4
A
\ 4

A

O
o)

Ejercicio 12: Observa la siguiente figura y averigua cual de las graficas se corresponde

con la funcion que a cada valor de x le asigna el area de la figura. Justifica tu respuesta.
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Ejercicio 13: Escribe la expresion analitica de las siguientes relaciones y después

realiza su gréafica ayudandote de una tabla de valores:

a) El resultado de sumar tres nimeros consecutivos.
b) El area de un cuadrado en funcion de su lado.
c) El perimetro de un rectangulo en funcién de su lado sabiendo que el lado grande

mide el doble que el lado pequefio.

CP3 — Interpretacion de las caracteristicas de una funcion

Ejercicio 14 (Practica con GeoGebra): Abre los archivos “funcionl.ggb,
funcion2.ggb, funcion3.ggb y funcion4.ggb” y responde las siguientes preguntas para

las funciones que encontraras en ellos:

a) Obtén el dominio y recorrido con la ayuda de los deslizadores.

b) Calcula los puntos de corte con los ejes ayudandote de la herramienta
interseccion.

c) ¢Las funciones son continuas? Haz uso de los deslizadores para responder.

d) Obtén los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

e) Calcula los maximos y minimos relativos. (Realiza una comprobacion de la

respuesta utilizando la herramienta “extremos relativos”)

Ejercicio 15: Obtén el dominio de las siguientes funciones.

a) y=x2-3 b) y =++x ) y=5x—2
5+x
d y=-46 &) y=_- f) y=lx|

Ejercicio 16: Determina el dominio, recorrido y los cortes con los ejes de las siguientes

funciones.
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Ejercicio 17: Obtén los cortes con los ejes de las siguientes funciones.

2
a) y=4x—2 b)y=x2+1 ) y=7
d y=x2-3 e) y=—-2x+3 fy y=x2—-6x+9

Ejercicio 18: Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento y las

coordenadas de los maximos y minimos de las siguientes funciones.

3) A A\ b) 2 A /\

A\ 0

/ 4
(I:\ ——t ——+ t VH {A :1 ; I/: \M
- ——\2— 2 & ) \WI 2 4

C
1,0

N
(4]

=
(021

o

Ejercicio 19: Determina el tipo de simetria de las siguientes funciones.

a) A b) A I C)

= N W B

D M+ N W
-

= N W b
\

Y

WX

Y

US) A
NI

[ )
N /
US) A
NJ

[ )

!

Ejercicio 20: ;Son simétricas las siguientes funciones? En caso afirmativo, di de qué

N
—

w N H
A
)

No

tipo son.
) fe=x b f@=x O f@=2 & fe)=x°

Ejercicio 21: Completa la grafica para que la funcion sea simétrica respecto del eje de
ordenadas.
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Ejercicio 22: ¢Las funciones son periodicas? En caso afirmativo, indica cual es su

periodo.
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Ejercicio 23: Determina para cada funcién su dominio, recorrido, cortes con los ejes,
intervalos de crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos. ¢Son continuas?

Justifica tu respuesta. ;Son periodicas? En caso afirmativo determina el periodo.

= =]
p= =

K r I N b) 5
J A R / i
Jsf/\ fr \1 -'7-'.4:-: :_1 —
:ﬁ.:;:_:\{:g:-:] ;

[#5]

Ejercicio 24: Dibuja unos ejes cartesianos y representa la grafica de una funcién con las

siguientes caracteristicas:

a) Tiene como dominio: Dom f(x) = (—4,—1] U [0,5)
b) Es creciente en (—4,—1) U (0,2)
c) Es decreciente en (2,5)

d) Tiene un maximo en (2,4)

¢La funcion que has dibujado es continua?

2. ¢Queé técnicas o modificaciones de una técnica se ejercitan con ellos?

CP1 — Concepto de funcion

Con los ejercicio 1, 2, 3 y 4 los alumnos ejercitan la técnica para identificar si
una relacion es una funcion, es decir, tienen que ver si para cada valor de x existe un
unico valor de y. En el ejercicio 5 tienen que ver la dependencia de dos variables

realizando su gréfica.
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CP2 — Cambios entre sistemas de representacion

Con el ejercicio 6 los alumnos ejercitan la técnica de pasar de expresion analitica
a tabla de valores; con el 7, la técnica de pasar de expresion analitica a tabla de valores
y de tabla a grafica; con el 8, la técnica de obtener una tabla de valores a partir de una
gréfica; y con el 10, la técnica de pasar de enunciado a tabla de valores. Con los
ejercicios 9 y 13 se ejercitan las técnicas para pasar de enunciado a expresion analitica,
de expresion analitica a tabla y de tabla a grafica. Por ultimo, con el ejercicio 11y 12 se
ejercitan las técnicas para relacionar funciones, en el primer caso relacionar expresiones
analiticas con graficas y en el segundo, enunciados y expresiones analiticas con

graficas.

CP3 — Interpretacion de las caracteristicas de una funcion

En primer lugar, destacar que existe un ejercicio para trabajar por separado cada

una de las técnicas asociadas a la interpretacion de las caracteristicas de una funcion.

Por otro lado, se pueden diferenciar dos tipos de ejercicios: aquellos donde las
caracteristicas se obtienen de forma gréfica y aquellos donde se obtienen a partir de la
expresion analitica de la funcion. Para los primeros, la técnica consiste en obtener las
caracteristicas a partir del estudio y del andlisis de la grafica de la funcion; en particular
dichos ejercicios son: 14 (dominio y recorrido, cortes con los ejes, continuidad,
crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos), 16 (dominio y recorrido, cortes con
los ejes), 18 (crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos), 19 y 21 (simetria), 22
(periodicidad), 23 y 24 (todas las caracteristicas). Hay que destacar, que en el ejercicio
24 los alumnos tendran que modificar la técnica utilizada en el ejercicio 23 para
representar graficamente una funcion a partir de una serie de caracteristicas que cumple.
Para los ejercicios del segundo tipo, la técnica consiste en obtener ciertas caracteristicas
a partir del estudio de la expresion analitica de la funcion; en particular, los ejercicios

son: 15 (dominio), 17 (cortes con los ejes) y 20 (simetria).

Cabe destacar, que en el ejercicio 14 los alumnos hacen uso de las TIC mediante
el programa GeoGebra para facilitar el aprendizaje de la técnica para obtener de forma
gréafica el dominio y recorrido, la continuidad, los cortes con los ejes, el crecimiento y
decrecimiento y los maximos y minimos relativos de una funcion. EI guion de practicas

de los alumnos puede verse en el Anexo Il1.
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3. Dichas técnicas ¢estan adecuadas al campo de problemas asociado al

objeto matematico?

Las técnicas que se practican con los ejercicios que se han propuesto son
adecuadas una vez se hayan trabajado los problemas que permiten introducir los
conceptos (técnicas y tecnologias) y contextualizar el objeto matematico en la vida real.
Los problemas presentados son actividades que conllevan una mayor reflexion y por
tanto, es necesario dedicar mas tiempo para realizarlos. Los ejercicios que se han
propuesto permiten que los alumnos practiquen las técnicas y asimilen los conceptos de

una forma mas dirigida.

4. Indica la metodologia a seguir en su implementacion en el aula

Al final de la primera sesién se entregara a los alumnos unas fichas que
contengan todos los ejercicios que se van a realizar durante la unidad. Aquellos que se
realizaran en clase son el 11, 12, 13, 14, 15 (ay e), 17 (a y f), 20 (a, b) y 24. Por otro
lado, aquellos que se mandaran como deberes al finalizar la sesion correspondiente son
los ejercicios del 1 al 10, el 15 (b, c, d, f), 16, 17 (b, c, d, €), 18, 19, 21, 22 y 23 (puede
verse la distribucion concreta de los ejercicios, asi como de su correccion, en el

cronograma que aparece en el apartado H).

En clase, los alumnos realizaran los ejercicios de forma individual, de manera
que se pueda comprobar que cada uno de ellos practica las técnicas y tecnologias que se
estan introduciendo para la buena comprension de las mismas. Durante la realizacion se
ird pasando por las mesas de los alumnos para comprobar que estdn trabajando
correctamente y que no tienen dificultades, para ayudarles en caso de que las haya. Una
vez que la mayoria de los alumnos hayan trabajado los ejercicios requeridos por el

profesor, se procedera a corregirlos creando debate entre ellos.

Por ultimo, destacar que para el ejercicio 14 se utiliza GeoGebra, por lo que la
sesion se impartira en la sala de ordenadores siguiendo la metodologia anteriormente

dicha. El resto de ejercicios se realizaran en el aula ordinaria o en casa como deberes.
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G. Sobre las tecnologias

1. ¢Mediante qué razonamientos se van a justificar las técnicas?

En esta unidad didactica, las técnicas quedan en su mayoria justificadas por las
definiciones de los conceptos que se tratan y también por la representacion grafica de la
funcion. Vamos a ver a continuacion las definiciones que se proporcionan para cada

campo de problemas.

CP1 — Concepto de funcion

Las técnicas que se ejercitan en este campo de problemas quedan justificadas
mediante la definicion de funcidén. La definicién de funcién que se considera adecuada
para este nivel (3° ESO) es la siguiente: una funcién es una relacion entre dos
magnitudes o variables numéricas, x e y, de forma que a cada valor de x le corresponde
un unico valor de y. La variable x se denomina variable independiente, y la variable y

se denomina variable dependiente.

CP2 — Cambios entre sistemas de representacion

En este campo de problemas las técnicas quedan justificadas mediante la

definicién de funcién en sus diferentes formas de expresarse:

e Larelacion entre las variables viene expresada por un enunciado.

e La relacion entre las variables viene expresada a través de pares de valores (x,y)
que se recogen en una tabla.

e La relacion entre las variables viene expresada a través de una expresion analitica
y = f(x) que hace referencia a la ecuacion de la funcién (ecuacion que cumplen
todos los puntos del dominio de la funcién).

e La relacion entre las variables viene expresada por pares de valores (x,y)
representados en un sistema de ejes coordenados y que dan lugar a una gréfica. La
variable independiente, x, se representa en el eje de abscisas (eje 0X) y la variable

dependiente, y, en el eje de ordenadas (eje OY).

CP3 — Interpretacion de las caracteristicas de una funcién

En este campo de problemas las técnicas quedan justificadas mediante las

siguientes definiciones:
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e Dominio: el dominio de una funcién f(x) es el conjunto de todos los valores de la
variable independiente, x, para los cuales existe un valor de la variable dependiente,
y, tal que y = f(x). Lo denotamos por Dom f.

e Recorrido: el recorrido de una funcién f(x) es el conjunto de todos los valores que
toma la variable dependiente, es decir, el conjunto de las imégenes de la funciéon. Lo
denotamos por Im f.

e Continuidad: una funcién es continua si su grafica puede dibujarse de un solo
trazo. En caso contrario, existe algun punto en el que la gréafica se interrumpe, y se
dice que este es un punto de discontinuidad de la funcion.

e Cortes con los ejes: los puntos de corte con los ejes de una funcion son los puntos
de interseccidn de la grafica con cada uno de los ejes de coordenadas:

o Cortes con el eje 0X (si los hay): son de la forma (a, 0), donde a es solucion
de la ecuacion f(x) = 0.
o Corte con el eje OY (si lo hay): es de la forma (O,f(O)).
e Creciente y decreciente: dada una funcion f(x) y los valores x = a y x = b tales
que a < b (a y b préximos), entonces:
o Sif(a) < f(b), la funcidn es creciente en (a, b).
o Si f(a) > f(b), la funcidn es decreciente en (a, b).
o Sif(a)=f(c) = f(b),Vc € (a,b), lafuncion es constante en (a, b).

e Maximos y minimos:

o La funcién f(x) tiene un maximo relativo en el punto (a, f(a)) si pasa de
ser creciente a decreciente en dicho punto.

o La funcion f(x) tiene un minimo relativo en el punto (a, f(a)) si pasa de ser
decreciente a creciente en dicho punto.

o Lafuncién tiene un maximo absoluto si existe un punto de la gréafica con un
valor méximo de la ordenada.

o La funcién tiene un minimo absoluto si existe un punto de la grafica con un
valor minimo de la ordenada.

e Simetria:

o La funcidn es simétrica respecto al eje OY (funcion par) si f(x) = f(—x)
para todo valor de x que pertenezca a Domf.
o La funcion es simétrica respecto del origen (funcion impar) si —f(x) =

f(—x) paratodo valor de x que pertenezca a Domf.
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e Periodicidad: una funcion es periodica si su grafica esta formada por un dibujo que
se va repitiendo en intervalos sucesivos. Es decir, se cumple que:

F(x)=f(x+T) = f(x + 2T) = ---, siendo T el valor del periodo.

2. ¢Quién va a asumir la responsabilidad de justificar las técnicas?

Después de que los alumnos realicen los problemas que se han mencionado en el
apartado E y de que surjan los conceptos relacionados con el objeto que se esta
estudiando (las funciones), el profesor, con la participacion de los alumnos, procedera a

institucionalizar los conceptos y a justificar las técnicas utilizadas.

3. Disefia el proceso de institucionalizacion de los distintos aspectos del

objeto matematico.

El proceso de institucionalizacion de los aspectos relacionados con el objeto

matematico que se va a seguir es el siguiente:

Una vez que los alumnos trabajen los problemas 1, 2 y 3, y tras el debate para su
correccion, se introducira la definicion de funcion y de variable dependiente e
independiente. Ademas, se explicara la dependencia de las diferentes variables que
aparecen en los problemas. Tras trabajar los problemas 4, 5, 6 y 7 y corregirlos
mediante un pequefio debate con los alumnos, se institucionalizaran las diferentes
formas de representar una funcién y las técnicas para pasar de unas a otras de forma
eficiente. Por Gltimo, después de que los alumnos respondan a las preguntas del
problema 8 se generara un debate durante su correccion donde pueden surgir los
conceptos deseados, y posteriormente, se institucionalizaran los contenidos de dominio
y recorrido, continuidad, maximos y minimos, crecimiento y decrecimiento, y tras el
debate del problema 9 se institucionalizaran los conceptos de periodicidad, simetria y

cortes con los ejes.

4. Indica la metodologia a seguir en su implementacion en el aula.

Tal y como se ha mencionado en apartados anteriores, la metodologia que se

seguira para implementar la institucionalizacion de los conceptos sera la siguiente:

Se entregara a los alumnos una ficha con los problemas que se van a tratar

durante la sesién y estos trabajaran la resolucion de los mismos en grupos de entre 3y 4
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personas, sin antes haberles introducido los conceptos que se trabajan. Tras dar un
tiempo para que los resuelvan y cuando el profesor observe que los conceptos deseados
empiezan a surgir, se corregirdn los problemas creando un pequefio debate dirigido por
el profesor. Después, se institucionalizaran los conceptos que hayan emergido de los
problemas tratados tal y como se ha detallado en el apartado anterior. Por dltimo, se
realizaran ejercicios y problemas complementarios para que los alumnos practiquen las
técnicas relacionadas con los conceptos institucionalizados (tal y como se ha
especificado en el apartado F.4, algunos ejercicios se realizaran en clase y otros se

mandaran como deberes).

H. Sobre la secuencia didéactica y su cronograma

1. Secuenciacion de las actividades propuestas en los apartados anteriores y

duracion aproximada.

Teniendo en cuenta que en el curso de 3° ESO solo se cuenta con 3 clases
lectivas de Matematicas a la semana de una duracion de 50 minutos cada una, la unidad
didactica tendra una duracion total de 10 sesiones, es decir, de 3 semanas y un dia del
curso académico. En particular, la secuenciacion de las diferentes actividades

propuestas, asi como su duracion aproximada pueden encontrarse en la siguiente tabla:

SESION CONTENIDOS ACTIVIDADES DURACION
1 Prueba de evaluacion Realizacion de la prueba 30 minutos
inicial Correccidn con debate 20 minutos
Problema 1 de razén de ser y .
debate 20 minutos
Introduccion del tema Problemas 1,2 y 3 y debate 20 minutos
2 e institucionalizacion Institucionalizacion de funcion y
de funcién variable dependiente e 10 minutos

independiente

Deberes: ejercicios 1 — 5

Problemas 4 — 7 y debate 40 minutos
Institucionalizacion de las .
. . ., 10 minutos
3 Representaciones de representaciones de la funcion
una funcion Deberes: ejercicios 6 — 10

Entrega de la hoja de problemas
complementarios
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Correccion de los deberes de la 28y

- (. ., 30 minutos
4 Practica de la técnica 32 sesion
Ejercicios 11 — 13 y debate 20 minutos
Problema 2 de razén de ser y .
) 20 minutos
Razon de sery debate
5 caracteristicas de la Problema 8 y debate 15 minutos
funcién Institucionalizacién de las .
. 15 minutos
caracteristicas
Ejercicio 14 y debate 25 minutos
Problema 9 y debate 15 minutos
Caracteristicas de la Instltumonallz,ac_lon de las 10 minutos
6 ., caracteristicas
funcién
Deberes: 16, 18, 19, 21, 22 y 23.
Entrega de las soluciones de los
problemas complementarios
Correccion de los deberes 30 minutos
Ejercicios 15 (a, e), 17 2 .
o o ] @e)17@f.20@ | 5 . .
7 Practica de la técnica b) y 24 y debate
Deberes: ejercicios 15 (b, c, d, f),
17 (b, c,d, e) y 20 (c, d)
o o Correccion de los deberes 25 minutos
8 Practica de la técnica -
Resolver dudas 25 minutos
9 Prueba de evaluacion Prueba de evaluacién 60 minutos
Correccion del Entrega de los examenes .
10 50 minutos

examen

Correccion en la pizarra y debate

I. Sobre la evaluacion

1. Disefia una prueba escrita (de una duracién aproximada de una hora)

gue evalue el aprendizaje realizado por los alumnos.

El enunciado de la prueba escrita que se propone para evaluar el aprendizaje de

los alumnos en la presente unidad didactica, asi como la puntuacion de cada ejercicio,

puede verse a continuacion:
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Ejercicio 1: Asocia cada expresion analitica con su gréafica. Justifica tu respuesta.

(0 x 7

a) y=6 NL T V/ / ¢
1/ -

b) y=2x+2 g

/

0 y=(-1) N sl
-5 AL 4 .

d) y=4x+2 !

8 A 4
Ejercicio 2:

a) Obtén la expresion analitica de los siguientes enunciados:

i) El perimetro de un triangulo equilatero en funcion de su lado.

ii) A cada numero se le asocia su doble mas 3.

(1,5 puntos)

(1 punto)

iii) El dinero que tendré en mi hucha en funcién del tiempo si en la actualidad ya

tengo 20 € y al comenzar cada semana recibiré 10 € que guardaré en la hucha.

b) Representa graficamente las relaciones del apartado anterior.

Ejercicio 3: Responde a los diferentes apartados.

(1 punto)

a) Avyer realizaste una excursion en bicicleta hasta un lugar que se encuentra a 20

km de tu casa. A los 20 minutos de que salieras, cuando te encontrabas a 8 km,

decidiste realizar una parada de 10 minutos para recuperar fuerzas. Tras los 10

minutos de descanso, reanudaste la marcha y llegaste a tu destino una hora

después de haber salido de casa. Realiza la gréafica tiempo — distancia a casa.

b) Propo6n un enunciado que se ajuste a la siguiente gréafica.

(1 punto)
(1 punto)

A

/

Distancia a casa (km)
N
U w
N

|

0,5 /

\
\
L /4 \
\

\
-\
:\.

0 2 4 6 8 10 12
Tiempo (h)

4

.
16 18 20 22

24

Problema 4: La siguiente grafica muestra la afluencia de personas a un supermercado

durante un dia:
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Responde a las siguientes preguntas:

a)

b)

c)

d)

e)
f)

¢Cudl es el dominio de la funcion? ¢Con qué se corresponde? Justifica tu
respuesta. (0,5 puntos)
¢Cual es el nimero maximo de personas que acoge el supermercado durante el
dia? Justifica tu respuesta. ¢ A qué hora se produce? (0,5 puntos)

¢Cudl es el minimo nimero de personas que acoge el supermercado? ;A qué

hora u horas se produce y con qué se corresponde? (0,5 puntos)
¢Cuantos clientes hay a las 16:00 h? (0,25 puntos)
Determina el recorrido de la funcion. (0,25 puntos)
Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento. (0,5 puntos)

Ejercicio 5: Queremos construir un jardin rectangular y disponemos de 30 metros de

valla para hacerlo. En la siguiente gréafica se muestra la relacion entre la longitud del

lado largo del jardin rectangular con el area que encierra el recinto que se forma:

60 x A ——
40 Va

(m?)

0t R\
o T/ \\
01/ \
0 —t—t

0 2 4 6 8 10 12 14 16
Longitud (m)

Area

Y

Responde a las siguientes preguntas:

a)

¢Qué longitud tiene que tener el lado grande para que el area que encierre el

corral sea maxima? ;Qué area se obtiene con ese valor? (0,5 puntos)

b) ¢Para qué valores de longitud del lado se puede obtener un valor del area? ;A

qué caracteristica de una funcién se corresponden ese intervalo de valores?
(0,25 puntos)
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f)

¢Se trata de una funcion continua o discontinua? Justifica tu respuesta.

(0,25 puntos)
Indica cuando crece y cuando decrece la funcion. (0,5 puntos)
¢Hay algun corte con los ejes? Da sus coordenadas en caso de que lo haya y
explica lo que significa en este caso que haya un corte con el eje. (0,25 puntos)
A partir del enunciado obtén una expresion analitica que relacione el &rea que
encierra el jardin con el lado grande del rectdngulo (Pista: ayUdate de un dibujo

y de las formulas del perimetro y del area del rectangulo). (0,25 puntos)

2. ¢Qué aspectos del conocimiento de los alumnos sobre el objeto

matematico pretendes evaluar con cada una de las preguntas de dicha

prueba?

El criterio de evaluacién de la Orden ECD/489/2016, de 26 de mayo, que se

evalta en esta prueba es “Crit. MAAC.4.1. Conocer los elementos que intervienen en el

estudio de las funciones y su representacion grafica”. Los estandares de aprendizaje

asociados a dicho criterio, y por tanto los que se evaluan en la prueba, son los

siguientes:

Est MAAC.4.1.1. Interpreta el comportamiento de una funcion dada
graficamente y asocia enunciados de problemas contextualizados a graficas.
Est. MAAC.4.1.2. Identifica las caracteristicas méas relevantes de una gréafica
interpretandolas dentro de su contexto.

Est MAAC.4.1.3. Construye una grafica a partir de un enunciado
contextualizado describiendo el fenémeno expuesto.

Est MAAC.4.1.4. Asocia razonadamente expresiones analiticas a funciones

dadas graficamente.

En particular, los estandares de aprendizaje y los campos de problemas que se

evallian en cada ejercicio se recogen en la siguiente tabla:

1 Est MAAC.4.14. CP2 — Cambios entre sistemas de
representacion

2 EstMAAC.4.1.1. CP2 — Cambios entre sistemas de
Est MAAC.4.1.3. representacion
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CP1 — Concepto de funcion
EstMAAC.4.1.1. CP2 — Cambios entre sistemas de
3 representacion
Est MAAC.4.1.3. CP3 - Interpretacion de las caracteristicas
de una funcién
A EstMAAC.4.1.1. CP3 - Interpretacion de las caracteristicas
Est MAAC.4.1.2. de una funcion
Est MAAC.4.1.1. CP2 — Cambios entre sistemas de
5 Est MAAC.4.1.2. representacion
CP3 - Interpretacion de las caracteristicas
Est MAAC.4.1.4. de una funcién

Haciendo referencia a los codigos mostrados en el apartado A.2 y a las

definiciones dadas en el apartado G.1, las técnicas y tecnologias que se evallan en cada

ejercicio de la prueba quedan debidamente enumeradas a continuacion:

Para el primer ejercicio del examen, los alumnos podréan aplicar las siguientes

técnicas:

T2.3 — Calcular las coordenadas de puntos de la grafica y construir una tabla de

valores.

T2.8 — Construir una tabla de valores y representar los puntos en un sistema de

ejes coordenados.

Las tecnologias que sostienen estas técnicas son la definicion de variable dependiente e

independiente y la definicion de funcion.

Para el segundo ejercicio del examen, los alumnos podran aplicar las siguientes

técnicas:

T2.4 — Representar la relacion del enunciado en un sistema de ejes coordenados

(utilizando o no una tabla de valores).

T2.6 — Encontrar y escribir algebraicamente la relacion (que muestra el

enunciado) entre la variable dependiente e independiente.

T2.8 — Construir una tabla de valores y representar los puntos en un sistema de

ejes coordenados.

Las tecnologias que sostienen estas técnicas son la definicion de variable dependiente e

independiente y la definicion de funcion en sus diferentes formas de representacion.
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En el tercer ejercicio, los alumnos podran utilizar las siguientes técnicas:

T1.2 — ldentificar la variable dependiente e independiente de la grafica e
interpretar la relacion que mantienen.
T2.4 — Representar la relacion del enunciado en un sistema de ejes coordenados
(utilizando o no una tabla de valores).
T2.5 — Analizar la relacion que muestra la grafica y escribir un enunciado que

cumpla la relacion.

En este caso, las tecnologias que sostienen las técnicas son la definicion de variable

dependiente e independiente y la definicién de funcion en sus diferentes formas de

representacion.

Para el cuarto ejercicio del examen, los alumnos pueden hacer uso de las

siguientes técnicas:

T1.2 — ldentificar la variable dependiente e independiente de la gréfica e
interpretar la relacion que mantienen.

T2.3 — Calcular las coordenadas de puntos de la gréfica.

T3.1.1 — Dominio: Proyectar la gréfica sobre el eje de abscisas y escribir el
intervalo o intervalos de valores obtenidos en el eje 0X.

T3.1.2 — Recorrido: Proyectar la grafica sobre el eje de ordenadas y escribir el
intervalo o intervalos de valores obtenidos en el eje OY.

T3.6.1 — Crecimiento en (x;,x,): ver si para dos valores x; y x, proximos y tal
que x; < x, se tiene que f(x;) < f(x,). Entonces f crece en (x4, x;).

T3.6.2 — Decrecimiento en (x;,x,): ver si para dos valores x; y x, proximos y
tal que x; < x, se tiene que f(x;) > f(x,). Entonces f decrece en (x4, x;).
T3.7.1 — Maximos relativos: obtener las coordenadas de los puntos en los que la
funcion pasa de ser creciente a decreciente.

T3.7.3 — Minimo absoluto: obtener el punto de la grafica con menor valor de la

ordenada.

En este caso, las tecnologias que sostienen las técnicas nombradas son la definicion de

variable dependiente e independiente, la definicion de funcion y las definiciones de

dominio, recorrido, crecimiento, decrecimiento, maximo relativo y minimo absoluto.

Por dltimo, en el quinto ejercicio del examen los alumnos tienen que utilizar las

siguientes técnicas:
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T1.2 — ldentificar la variable dependiente e independiente de la gréfica e
interpretar la relacion que mantienen.

T2.3 — Calcular las coordenadas de puntos de la gréfica.

T2.6 — Encontrar y escribir algebraicamente la relacion (que muestra el
enunciado) entre la variable dependiente e independiente.

T3.1.1 — Dominio: Proyectar la grafica sobre el eje de abscisas y escribir el
intervalo o intervalos de valores obtenidos en el eje 0X.

T3.3 — Comprobar si se puede dibujar la gréafica de un solo trazo.

T3.4 — Obtener las coordenadas de los puntos de interseccion de la grafica con
cada uno de los ejes de coordenadas.

T3.6.1 — Crecimiento en (x;,x,): ver si para dos valores x; y x, proximos y tal
que x; < x, se tiene que f(x;) < f(x,). Entonces f crece en (xq, x3).

T3.6.2 — Decrecimiento en (x;,x,): ver si para dos valores x; y x, proximos y
tal que x; < x, se tiene que f(x;) > f(x,). Entonces f decrece en (xq, x;).
T3.7.1 — Maximos relativos: obtener las coordenadas de los puntos en los que la

funcidn pasa de ser creciente a decreciente.

Las tecnologias que sostienen estas técnicas son la definicion de variable dependiente e
independiente, la definicion de funcion y las definiciones de dominio, crecimiento,

decrecimiento, maximo relativo, cortes con los ejes y continuidad.

3. ¢Qué respuestas esperas en cada una de las preguntas en funcion del

conocimiento de los alumnos?

A continuacion, para cada ejercicio de la prueba escrita se van a mostrar posibles
métodos que pueden seguir los alumnos a la hora de resolverlos y posibles errores que

pueden cometer en el proceso, en base a las técnicas nombradas en el apartado anterior.

A la hora de resolver el primer ejercicio, segun los conocimientos ensefiados en

la unidad, los alumnos podrian proceder por dos métodos diferentes:

» Primer método:
1. Obtener una tabla de valores para cada expresion analitica.
2. Representar los puntos en la grafica dada para ver a qué funcion pertenecen y

relacionar la expresion analitica con la funcion correspondiente.

Posibles errores que pueden cometer los alumnos al llevar a cabo el método:
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e Fallos aritméticos para obtener la tabla de valores.
e Colocar mal los puntos de la tabla en el sistema de ejes coordenados.
e Relacionar de forma errénea la expresion analitica con la grafica.

e No justificar las respuestas

> Segundo método:

1. Obtener una tabla de valores a partir de cada gréafica.

2. Sustituir en las funciones los puntos obtenidos en las tablas para ver cuél de ellas
cumple la relacion recogida en la tabla.

3. Relacionar la gréafica con la expresion analitica correcta.

Posibles errores que pueden cometer los alumnos al llevar a cabo el método:

e Error al obtener las coordenadas de los puntos de las graficas y al plasmarlo
en la tabla de valores.

e Errores aritméticos al sustituir los puntos en las diferentes expresiones
analiticas.

e Relacionar mal una funcién con una grafica por haber comprobado que solo
un punto de la grafica pertenece a la funcion (las graficas tienen puntos

comunes).

En el segundo ejercicio, los alumnos disponen de un método para resolver el
ejercicio completo, y de un segundo método para resolver el apartado b) sin haber

conseguido obtener las expresiones analiticas del apartado a).

» Método para el ejercicio completo:

1. Identificar la variable dependiente e independiente del enunciado.

2. Plasmar la relacién de las variables en forma de expresién analitica.

3. Realizar una tabla de valores a partir de las expresiones analiticas obtenidas.

4. Dibujar unos ejes coordenados debidamente graduados y representar en el
sistema de ejes los puntos obtenidos en la tabla, para terminar dibujando la

gréfica de la funcion.

> Meétodo para resolver el apartado b) sin tener resuelto el a):

1. ldentificar la variable dependiente e independiente del enunciado.
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2. Construir una tabla de valores sin utilizar la expresion analitica, utilizando el

enunciado. Por ejemplo: “Si el lado vale 1, el perimetro es 1+ 1+ 1 = 3, si el

lado vale 2, el perimetroes2+2+2= 6".

3. Dibujar unos ejes coordenados debidamente graduados y representar en el

sistema de ejes los puntos obtenidos del analisis de los enunciados, para terminar

dibujando la gréafica de la funcion.

Los posibles errores que pueden cometer al realizar el procedimiento son:

No identificar cual es la variable dependiente y cuél la independiente.

Errores a la hora de traducir el enunciado en una expresion analitica. Por
ejemplo: y =x3, y =x%+ 3. No obtener una expresion analitica (no
contestar).

Errores aritméticos al construir la tabla de valores a partir de la expresién
analitica o del enunciado.

Errores al graduar los ejes.

Representar la variable dependiente en el eje OX y la independiente en el eje
oY.

Errores al representar los puntos en el sistema de ejes coordenados.

Representar la relacion i) y la iii) para valores negativos de x.

En el tercer ejercicio los alumnos pueden realizar la resolucion siguiendo el

siguiente método:

» Meétodo de resolucion:

1. Reconocer la variable dependiente e independiente del enunciado.

2. Dibujar unos ejes coordenados para realizar una grafica que represente la

relacion del enunciado.

3. Proponer un enunciado que se ajuste a la grafica.

Posibles errores que pueden cometer al llevarlo a cabo:

Elegir de forma errdnea la variable dependiente e independiente.

Graduar mal el sistema de ejes coordenados.

Representar una grafica que no se ajuste al enunciado.

Proponer un enunciado que no se ajuste nada a la grafica o proponer un
enunciado que se ajuste a la grafica pero que no utilice las unidades que se

expresan en ella.
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Identificar la forma de la grafica con una trayectoria y por tanto proponer un

enunciado erréneo.

Al igual que en el ejercicio anterior, en el cuarto ejercicio los alumnos solo

disponen de un método posible para su resolucion:

> Meétodo de resolucion:

1.

Obtener el dominio de la funcion y relacionarlo con el horario en el que el

supermercado esté abierto.

Obtener el nimero méximo de personas que acoge el supermercado y la hora a

la que se produce.

Obtener el nimero minimo de personas que acoge, las horas a las que se

producen y relacionarlo con que el supermercado esta cerrado.

Obtener los clientes que hay a las 16:00 h.

Obtener el recorrido.

Obtener los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Posibles errores que pueden cometer al poner en practica el método:

Obtener un dominio erréneo.

Escribir mal los intervalos: cambiar de orden las coordenadas, incluir o no
los extremos, obtener intervalos que no sean los correctos, escribir
erréneamente algun valor (por ejemplo, poner 21:50 h en vez de 21:30 h o
21,5 h).

Dar el valor minimo solo con su valor de x y no como un punto.

Dar el recorrido como un valor de y en vez de como intervalo.

Dar el crecimiento (o el decrecimiento) con puntos en vez de con intervalos.
Dividir mas los intervalos de crecimiento. Por ejemplo: (9,11) U (11, 13).

No realizar justificaciones o realizarlas de forma erronea.

Por altimo se muestra el método que tienen que seguir los alumnos para resolver

correctamente el quinto ejercicio y sus posibles errores:

» Meétodo de resolucion:

1. Obtener la longitud del lado y el area que se obtiene con él.

2. Obtener los valores del lado para los cuales existe area y relacionarlo con el

dominio.

3. Obtener que es una funcion continua y justificarlo.
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4. Obtener los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

5. Obtener los cortes con los ejes y relacionarlos con la imposibilidad de existir
area para esos valores.

6. Hacer uso de férmulas y calculos algebraicos y aritméticos para obtener la

expresion analitica que relaciona la longitud del lado con el area.
Posibles errores que pueden cometer al poner en practica el método:

e Errores al interpretar la graduacion de los ejes.

e Dar un valor erroneo de la longitud del lado y del area.

e No utilizar las unidades de superficie adecuadas.

e Escribir mal los intervalos del dominio, crecimiento y decrecimiento:
cambiar de orden las coordenadas, incluir o no los extremos, obtener
intervalos que no sean los correctos.

e Decir que la caracteristica es otra diferente al dominio.

e No saber relacionar los puntos de corte con la inexistencia de area.

e No obtener la expresion analitica correcta por simplificar o despejar mal, no
saber las formulas para poder obtenerla o no saber relacionar las variables

del perimetro y del area para obtenerla.

4. ¢Qué criterios de calificacion vas a emplear?

Los criterios de calificacion de la prueba escrita se basan en un modelo de
penalizacidn visto en la asignatura de Evaluacién e innovacion docente e investigacion

educativa en Matematicas del Master de Profesorado; el modelo de tercios.

Este modelo se caracteriza por lo siguiente: los errores en las tareas auxiliares
generales se pueden penalizar con hasta un tercio de la puntuacion total del ejercicio; los
errores en las tareas auxiliares especificas (que engloban también a las generales)
pueden penalizarse hasta con dos tercios de la puntuacién total del ejercicio, y por
ultimo, los errores en las tareas principales se pueden penalizar hasta con el total de la

puntuacion del ejercicio.

Para ello, antes de presentar los modelos, para cada ejercicio se van a mostrar las

diferentes tareas principales, auxiliares especificas y generales:
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Ejercicio 1

Principales

Relacionar cada expresion analitica con su grafica y justificar la
respuesta

TAREAS
Especificas
[ ]

Sustituir las coordenadas de los puntos en la funcion

Realizar una tabla de valores

Representar los puntos gréficamente y ver con qué funcion se
corresponden

Obtener coordenadas de puntos a partir de la gréfica y realizar una tabla

@ e Notacion matematica y explicaciones
© C o
@ o Calculos aritméticos al obtener la tabla de valores o al sustituir valores en
[
R las funciones
Ejercicio 2
(70}
S e Obtener la expresion analitica de la relacion que muestra cada enunciado
2 o Realizar la grafica de la funcion para cada enunciado
|
a

Reconocer la variable dependiente e independiente

70| & Realizar unatabla de valores
é E e Evaluar la funcién
< u% e Graduacion de los ejes
e Representar puntos en los ejes coordenados
» °® Calculos aritmeticos
% e Notacion matematica
% e Saber qué valores puede tomar la variable independiente
O o Conocer la férmula del perimetro de un triangulo equilatero
Ejercicio 3
v K
j 8 e Realizar una grafica que se ajuste al enunciado
l%: ‘EE e Proponer un enunciado que se ajuste a lo que expresa la grafica
(o
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Especificas
[ ]

Interpretar el enunciado y reconocer la variable dependiente e
independiente

Dibujar un sistema de ejes coordenados debidamente graduados.
Interpretar la gréfica de izquierda a derecha y de abajo arriba

Interpretar la graduacion de los ejes

w

5 o PR

® e Explicaciones y justificaciones

[B) .y o

S e Notacion matematica

O

Ejercicio 4

e Obtener el dominio y relacionarlo con el horario del supermercado
e Obtener el valor méximo de clientes y la hora a la que se produce

w 7 7 - - -

= e Obtener el numero minimo de clientes y relacionarlo con que el

= supermercado esta cerrado

C 7

E e Obtener el nimero de personas que hay a las 16:00 h

Obtener el intervalo del recorrido
Obtener los intervalos de crecimiento y decrecimiento

TAREAS

Especificas
[ ]

Interpretar el enunciado y reconocer la variable dependiente e
independiente

Escribir bien los intervalos

Interpretar la gréafica de izquierda a derecha y de abajo arriba

Interpretar la graduacion de los ejes

Generales

Explicaciones y justificaciones
Notacion matematica

Ejercicio 5

TAREAS
Principales

Obtener el dominio

Obtener las coordenadas del méximo

Obtener los intervalos de crecimiento y decrecimiento

Obtener si la funcion es continua y justificarlo

Obtener los cortes con los ejes y su significado

Obtener la expresion analitica que relaciona la longitud del lado y el area
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e Interpretar el enunciado y reconocer la variable dependiente e
independiente

Escribir bien los intervalos

e Interpretar la gréafica de izquierda a derecha y de abajo arriba

e Interpretar la graduacion de los ejes

Especificas
[

e Conocer la formula del perimetro de un rectangulo
e Conocer la formula del &rea de un rectangulo

e Calculos algebraicos

e Utilizar las unidades de medida adecuadas

Generales

e Explicaciones, justificaciones y notacion matematica

A continuacion, se muestra un modelo de tercios para cada método de resolucion
de los ejercicios del examen, donde la penalizacion se corresponde a la no realizacion

de la tarea 0 a una mala resolucion de la misma.

Modelo de tercios para el ejercicio 1:

¢ No relacionan bien las graficas: hasta — 0,375 por apartado.

e Relacionan bien las graficas pero no lo justifican o no lo hacen bien: hasta —
0,25 por apartado.

e Representacion gréafica erronea de puntos: hasta — 0,125 por apartado.

e Obtencidn errdnea de las coordenadas de los puntos a partir de la gréafica: hasta —
0,125 por apartado.

e Sustitucion errénea de coordenadas de puntos en la funcion (variable
dependiente e independiente): hasta — 0,125 por apartado.

e Fallos aritméticos al realizar la tabla de valores: hasta — 0,05 por apartado.

e Fallos aritméticos al sustituir valores en la funcion: hasta — 0,05 por apartado.

e Por mala notacion matematica y por no realizar explicaciones (o explicaciones

erroneas): hasta — 0,15.

Modelo de tercios para el ejercicio 2:

e Obtencidon de una expresion analitica erronea (no se ajusta nada al enunciado) o
no obtencion de la misma: hasta — 0,33 por apartado.

e Representacion grafica erronea de la relacion: hasta — 0,33 por apartado.
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o Fallos leves al obtener la expresion analitica y representacion grafica correcta de
su expresion: hasta — 0,1 por apartado.

e Graduacion errénea de los ejes coordenados: hasta — 0,1 por apartado.

e Representacion gréfica errénea de puntos: hasta — 0,1 por apartado.

e Realizar la representacion grafica para valores de la variable independiente que
no tienen sentido (valores negativos en algun caso): hasta — 0,05 por apartado.

o Fallos aritméticos al realizar la tabla de valores o al obtener valores a partir del
enunciado para representarlos graficamente: hasta — 0,05 por apartado.

e Por mala notacién matematica: hasta — 0,2.

Modelo de tercios para el ejercicio 3:

e Realizar una gréfica que no se ajuste nada al enunciado: hasta — 1.

e Realizar una grafica que se ajuste al enunciado en algunos tramos: hasta — 0,6.

e Propuesta de un enunciado erréneo: hasta — 1.

e Propuesta de un enunciado que no se ajusta a la grafica en algunas partes: hasta
-0,6.

e Propuesta de un enunciado que se ajusta a la grafica pero no utiliza las unidades
que se expresan en ella: hasta — 0,3.

e Colocar las variables en el eje contrario: hasta — 0,5.

e Realizar una graduacion errénea del sistema de ejes coordenados (a) o
interpretacion errénea de la graduacion (b): hasta - 0,3.

e Por mala notacion matematica, explicaciones erréneas o ausencia de ellas: hasta
-0,2.

Modelo de tercios para el ejercicio 4:

e Obtencidn erronea del dominio (nada que ver con la grafica): — 0,25.

e No relacionar el dominio con el horario del supermercado: — 0,25.

e Determinacion errénea del horario (nada que ver con la grafica) o ausencia de
respuesta: — 0,5.

e Obtener mal el n°® maximo de personas o no contestar: hasta — 0,25. Analogo
para la hora a la que se produce.

e Obtener mal el n® minimo de personas o no contestar: hasta — 0,25. Analogo para

las horas a las que se produce.
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e Obtener un n° de clientes errdneo (o no obtenerlo) a las 16:00 h: — 0,25.

e Obtencidn erronea del recorrido (nada que ver con la gréafica): — 0,25.

e Obtener el n° minimo de personas pero no las horas: hasta — 0,3.

e Expresar el dominio, recorrido, crecimiento y decrecimiento con intervalos pero
poniendo las coordenadas en orden inverso: hasta — 0,15 por caracteristica.

e Expresar el dominio, recorrido, crecimiento y decrecimiento por los puntos de
inicio y final o de palabra: hasta — 0,05 por caracteristica.

e Expresar el dominio, recorrido, crecimiento y decrecimiento con intervalos pero
cometen errores al incluir o no los extremos: hasta — 0,05 por caracteristica.

e Determinacion del horario como de 9:00 a 21:50 h: — 0,05.

e No relacionar que el n® minimo se corresponde con la apertura y cierre: — 0,05.

e Por mala notacion matematica, explicaciones y justificaciones erréneas o

ausencia de ellas: hasta — 0,5.

Modelo de tercios para el ejercicio 5:

e Obtencidn errénea de las coordenadas del maximo o no contestacion: — 0,5.

e Obtencidn erronea de los valores del lado 0 no contestacion: hasta — 0,25.

e Responder gque es una funcién discontinua o no responder al apartado: — 0,25.

e Obtencidn erronea de los puntos de corte (nada que ver con la solucién): — 0,25.

e No explicar el significado de los puntos de corte: — 0,2.

e Obtencidn erronea (nada que ver con la relacion) o no obtencion de la expresion
analitica: — 0,25.

e Obtencidn de una expresion analitica con fallos leves: hasta — 0,15.

e Expresar el crecimiento con las coordenadas del intervalo en orden inverso:
hasta — 0,15. Analogo para el decrecimiento.

e Expresar el crecimiento diciendo de qué punto a qué punto va o de palabra:
hasta — 0,05. Analogo para el decrecimiento.

e Responder que es una funcién continua y no justificarlo (o hacerlo mal): — 0,05.

e Obtencidon de las coordenadas del maximo pero sin unidades de medida o con
unas unidades de medida erréneas: — 0,05.

e No relacionar los valores que puede tomar el lado con el dominio: — 0,05.

e Determinar los puntos de corte solo con el valor de la abscisa, o dar las

coordenadas de los puntos en orden inverso: hasta — 0,15.
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ANEXO I: Trabajo complementario para los alumnos

Problema 2 de razon de ser:

Observa la gréafica altura — tiempo de la caida del mévil y la imagen de la Torre Eiffel

para contestar las siguientes preguntas:

300

™~

250 \
200 \

Altura (m)

150 | \

100 1 \
50 N\
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Tiempo (s)

Consulta las respuestas dadas en clase en los apartados anteriores en caso de que

necesites informacion de ellos.

g) Dibuja una gréfica que relacione el tiempo con la
er
37 Piso : velocidad media para los casos del apartado €).
i h) Para obtener una mayor precision, realiza una grafica con

:' la velocidad media del mévil para cada segundo. ;A qué
s 300 m

conclusion llegas?
” pmrH"t;ﬁ-m i) Representa sobre la grafica anterior la funcion v = 10t.
1°" Piso i 1 j) Investiga sobre el movimiento de caida libre de objetos y
ﬁ ' :;ﬂ realiza un comentario, ayudandote de las graficas que has

realizado en los apartados anteriores.
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Problema 9: La siguiente noria tiene una altura de 60 metros y tarda en dar una vuelta

completa 60 segundos.

a) Realiza la grafica de la altura que alcanza la cabina A en funcion del tiempo

durante 2 vueltas enteras.

b) ¢Qué ocurre con su grafica?

c) Representa en el mismo sistema de ejes coordenados la gréfica de la altura de la

cabina A en funcion del tiempo durante 2 vueltas enteras si la noria tarda 30

segundos en dar una vuelta completa. ¢ Qué ocurre con esta nueva grafica?

d) Compara las dos graficas y explica lo que ocurre.
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ANEXO II: Hoja de problemas y sus soluciones

HOJA DE PROBLEMAS:

Problema 1: Escribe un enunciado que se ajuste a la siguiente gréafica.

2

-~

15

R i
NS \

" I I -
0 8 9 10 11 12 15 14 15

Horas

[Distancia a casa (km)

Problema 2: Las graficas que se muestran a continuacion muestran la distancia

recorrida (km) en funcion del tiempo (h) de un dia de entrenamiento de tres atletas:

Atleta 1 Atleta 2 Atleta 3

28 ¥ 28 x 28 ¢
€ 24 T 24 §24
< 20 < 20 x 20
2 16 2 16 ,/ g 16
S 12 S 12 / €12 //
% g B g / B g4 A
a) a) a) pd

4 4 4

0 -|/ + + > 0 I ' ' > + + >

0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3
Tiempo (h) Tiempo (h) Tiempo (h)

Responde las siguientes preguntas acerca de las gréficas:

a) Describe la grafica de cada atleta mediante un enunciado que se ajuste a ella.

b) ¢Quién recorre menos trayecto?

c) ¢Cual de ellos entrena durante menos tiempo?

d) ¢Quien alcanza mas velocidad durante el entrenamiento?

e) Realiza una grafica para un cuarto atleta que entrena durante el mismo tiempo
que el atleta 2, recorre la misma distancia que el atleta 1 y durante el trayecto
realiza un descanso de media hora.
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Problema 3: TG y tus padres habéis tardado 2 horas en llegar desde vuestra casa a casa
de tu abuela, la cual esta situada en una ciudad a 160 km de distancia. Habéis estado en
su casa durante una hora y media y después habéis vuelto a vuestra casa, lo cual os ha

costado una hora y tres cuartos.

a) Representa la grafica tiempo — distancia a tu casa en unos ejes coordenados.

b) Suponiendo que habéis realizado el viaje de ida a una velocidad constante, ¢;a
que velocidad habéis circulado?

c) Al igual que en el viaje de ida, el de vuelta lo habéis realizado a una velocidad
constante, ¢de qué velocidad se trata?

d) ¢Qué viaje habéis realizado a una velocidad mas rapida?

Problema 4: Todos los afios en la noche de San Juan se suelta un globo tras la hoguera.
El globo se eleva, alcanza una cierta altura y finalmente estalla. A continuacion se
muestra la gréfica que representa la altura con el paso del tiempo, a la que se encuentra

el globo hasta que estalla:

600

500

400 Pt

300 /

/

200 /
100 {
0

Altura (m)

Y

2 4 6 8 10 12
Tiempo (min)

A partir de la grafica, responde a las siguientes preguntas:

a) ¢Qué variables intervienen? ;Cudl de ellas es la variable independiente? ;Y la

dependiente?
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b)

¢Cuanta magnitud representa cada cuadrado del eje de abscisas? ¢Y del eje de
ordenadas?

¢Cudl es el dominio de la funcion? ;Con qué se corresponde? Justifica tu
respuesta.

¢A qué altura estalla el globo? ¢Con qué caracteristica de las funciones se puede
relacionar? Justifica tu respuesta.

¢Qué altura gana el globo entre el minuto 0 y el 5? ;Y entre el 5y el 10?

¢En cual de los dos intervalos de tiempo del apartado e) crece méas rapidamente

la funcion?

Problema 5: La siguiente gréfica representa la cantidad de litros de agua por metro

cuadrado durante un dia de lluvia en tu ciudad.

-

l/m
[ ] = [ (48] o (%] T ]
N

"\\—l/! : : \ / : ' —

0 8 10 12 14 16 18 20 22 24

Horas

Responde a las siguientes preguntas:

a)
b)

c)

d)

e)
f)

Determina el dominio y el recorrido de la funcion.

¢Durante qué horas del dia esta lloviendo?

¢Durante qué intervalos de tiempo aumentd la cantidad de litros por metro
cuadrado? ¢En cuales disminuyd?

¢A qué hora del dia llovio méas? ;Cuéntos litros por metro cuadrado se
registraron a esa hora?

¢Se trata de una funcion continua? Justifica tu respuesta.

Durante ese dia saliste a la calle a la 13:30 y te olvidaste el paraguas, (te

mojaste?
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Problema 6: La siguiente grafica representa la temperatura durante un dia de verano en
Zaragoza en el afio 2019.

40
38
36
34
32 AN
30 S
28
26
24 /
22 /
20
18

Temperatura (" C)

Horas
Responde a las siguientes preguntas:

a) ¢Cudl es la variable independiente? ¢ Cual es su unidad de medida?

b) ¢Cual es la variable dependiente? ¢ Cual es su unidad de medida?

c) ¢En qué intervalos disminuye la temperatura? ;A qué crees que se deben estas
disminuciones de temperatura?

d) ¢En qué intervalo aumenta la temperatura? ;A qué crees que se debe este
aumento de temperatura?

e) ¢A qué hora u horas se alcanza la temperatura maxima? ;Qué valor se alcanza?

f) ¢Cual es la temperatura minima del dia? ;A qué hora se produce?

g) ¢Se trata de una grafica continua? Justifica tu respuesta.
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SOLUCIONES:

Problema 1:

Hoy he salido de casa a las 9:00 h para pasar la mafiana en la piscina del pueblo, que
estd a 1,5 km de distancia. He tardado en llegar una hora y he estado alli hasta las 13:00

h. He tardado una hora en volver a casa.

Problema 2:

a) Atleta 1: Ha estado 2 horas y media corriendo sin parar a una velocidad
constante, recorriendo un total de 20 km.
Atleta 2: Ha estado 3 horas corriendo sin parar, aunque la primera hora ha ido
algo mas lento, recorriendo un total de 4 km a velocidad constante, y las
siguientes dos horas ha corrido mas rapido recorriendo 20 km a velocidad
constante.
Atleta 3: Ha estado 3 horas corriendo sin parar. Ha comenzado mas réapido y ha
ido bajando la velocidad, recorriendo un total de 16 km.

b) El atleta 3.
c) Elatletal.
d) Elatleta 2.
€)
28
24
T 20
=
<16
e
g 12
2
8
4
0 ; | |
0 1 2 3

Tiempo (h)
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Problema 3:

a)

180 5
160

AN

150 / N\
100 / \\
80
60
20 /| N\
20 /

0 1 2 3 4 5 6 7

Tiempo (h)

Distancia (km)

\ 4

b) Vige = = = 80 km/h

=22 — 91,43 km/h

C) Vpuelta = 175

d) En el segundo viaje.

Problema 4:

a) Eltiempo (variable independiente) y la altura (variable dependiente).
b) Cada cuadrado en el eje de abscisas representa 1 minuto.
Cada cuadrado en el eje de ordenadas representa 50 metros.
c) Domf = [0,12]. Se corresponde con el tiempo que aguanta el globo sin estallar.
d) Estalla a los 550 m. Se puede relacionar con el recorrido de la funcién, que es
[0,550] o con el méaximo absoluto de la funcion que es (12,550).
e) De 0 a 5 minutos recorre 350 m de altura. De 5 a 10 minutos recorre 150 m de

altura.

f) En el intervalo (0, 5) ya que recorre mas altura en el mismo tiempo.

Problema 5:

a) Domf = [8,24].

b) Llueve de 8:00 a 15:00 hy de 17:00 a 24:00 h.

c) Aumenta: (8,10) U (12,13) U (17,20)
Disminuye: (13,15) U (20, 24)

d) Llueve mas a las 20:00 h y se registraron 6 [/m?.
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e) Es una funcidn continua porque su grafica puede realizarse de un solo trazo.
f) Me mojé porque a la 13:30 h estaba lloviendo.
Problema 6:

a) La variable independiente son las horas.

b) La variable dependiente es la temperatura y la unidad de medida son grados
centigrados.

c) Latemperatura disminuye en: (0,7) U (18, 24).
Las disminuciones de temperatura pueden deberse al momento del dia en el que
se producen. Disminuyen de madrugada y al final de la tarde.

d) Latemperatura aumentaen: (7,16).
Al igual que en el caso anterior, el aumento de temperatura puede deberse al
momento del dia en que se produce.

e) La temperatura maxima se alcanza a las 16:00 h, 17:00 h y 18:00 h, y el valor de
la temperatura maxima es 37 °C.

f) Latemperatura minima del dia es 21 °C y se produce a las 7:00 h.

g) Se trata de una gréafica continua ya que se puede dibujar de un solo trazo.
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ANEXO I11: Guion de practicas de los alumnos

Guion de los alumnos:

Abre los archivos “funcionl.ggb, funcion2.ggb, funcién3.ggb y funcion4.ggb”. En

ellos encontraras las siguientes funciones:

1) Con la ayuda de los deslizadores obtén el dominio y recorrido de las funciones.
Funcion 1:
Dom f:
Imf:
Funcion 2:
Dom f:
Imf:
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2)

3)

4)

Funcién 3:
Dom f:
Imf:

Funcién 4.
Dom f:
Imf:

Obtén los puntos de corte con los ejes de las funciones de los 4 archivos de
GeoGebra anteriores. Para obtenerlos puedes ayudarte de la herramienta

interseccion.

Funcion 1:
Puntos de corte con el eje 0X:

Punto de corte con el eje OY :

Funcion 2:
Puntos de corte con el eje 0X:

Punto de corte con el eje OY :

Funcion 3:
Puntos de corte con el eje 0X:

Punto de corte con el eje OY :

Funcion 4:
Puntos de corte con el eje 0X:

Punto de corte con el eje OY :

¢Son continuas las cuatro funciones? Ayudate de los deslizadores y justifica tus

respuestas.

Funcién 1:
Funcién 2:
Funcion 3:

Funcion 4:

Obtén los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las cuatro funciones.

Ayudate de los deslizadores (piensa en las coordenadas de x e y)
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5)

Funcién 1:

Intervalos de crecimiento:

Intervalos de decrecimiento :

Funcién 2:

Intervalos de crecimiento:

Intervalos de decrecimiento :

Funcién 3:

Intervalos de crecimiento:

Intervalos de decrecimiento :

Funcién 4:

Intervalos de crecimiento:

Intervalos de decrecimiento :

Obtén los maximos y minimos relativos de las cuatro funciones. Para ello,

ayudate de tus respuestas del apartado anterior.

Funcién 1:
Maximos relativos:

Minimos relativos:

Funcién 2:
Maximos relativos:

Minimos relativos:

Funcion 3:
Maximos relativos:

Minimos relativos:

Funcién 4:
Maximos relativos:

Minimos relativos:

Realiza una comprobacion de tus respuestas utilizando la herramienta

“extremos relativos”.
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ANEXO IV: Problemas resueltos

Problema 1 de razon de ser:

a)
N° de atracciones 0|1|2|3|4|5|,6|7]8|9]10
Coste opcion A 6|18 (1012|1416 |18 (20|22 |24 | 26
Coste opcion B 21 (21|21 |21 |21|21|21|21|21|21| 21
Coste opcion C 6 |14 |14 |14 1414|122 (22|22 |22 | 22
28
b) 26 T
24
22 — ,/ —
20 7
18
~ 16
¥ 14 +— / OpCiénA
2 1 e g
8 10 = Opcion B
g T/ Opcion C
4
2
0 >

0 2 4 6 8 10 12
N° de atracciones

c) Laopcién A resulta méas rentable en comparacién con la B si te montas de 0 a 7

atracciones. La opcion A resulta més rentable que la C si te montas de 0 a 4 6 de

6 a 8 atracciones.

La opcion B resulta mas rentable en comparacion con la A si te montas en mas

de 8 atracciones. La opcién B resulta mas rentable que la C si te montas en 6

atracciones o mas.

La opcion C resulta mas rentable en comparacion con la A si te montas solo en 5

atracciones o si te montas en 9 o 10 atracciones. La opcion C resulta mas

rentable que la B si te montas de 0 a 5 atracciones.

Problema 2 de razén de ser:

a) El movil tarda en caer al suelo unos 7,8 segundos.
b) Cuando se me cayé el movil estaba en el tercer piso.
c) El movil pasa por el 2° piso a los 6 segundos.

d) Tarda un segundo aproximadamente.
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€)

f)
9)

h)

_ 175

m/s
Velocidad media del 2 piso al 1°: V;,,, = 65m/s

Velocidad media del 3* piso al 2°: V,,,

6

Velocidad media del 1% piso al suelo: V;,, = O—Z =75m/s

La velocidad media del mévil aumenta conforme cae.

80 %
70

60

E 50

8 T

T 40

E +

= 30

<

= 1

|

(]

> 10

0 + } + t >
0 2 4 6 8 10
Tiempo (s)

Velocidad media el 1% segundo: V,, = 222=2%° = 5, /s
Velocidad media el 2° segundo: V},, = 295;280 =15m/s
Velocidad media el 3* segundo: V,,, = 280;255 =25m/s
Velocidad media el 4° segundo: V;,, = 25221 _ 34 m/s
Velocidad media el 5° segundo: V,,, = 221;177 =44m/s
Velocidad media el 6° segundo: V;,, = V77125 _ 5y m/s

1

Velocidad media el 7° segundo: V;,, = 1231_60 =63m/s

60

Velocidad media el altimo 0,8 segundo: V;,, = e 75m/s
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80

70

60

50

40

30

Velocidad media (m/s)

20

10

Tiempo (s)

La velocidad media parece que sigue aproximadamente una relacion lineal y que

no depende del peso del objeto.

80

70 4

60

40

30

Velocidad media (m/s)

20 £

10

Tiempo (s)

Problema 1:

Hoy he salido de casa para ir con la bici. He recorrido 20 km en media hora ya que el
trayecto era llano. Después, he estado una hora y media yendo cuesta arriba y por eso he
ido mas lento, recorriendo un total de 30 km. A continuacién he dejado la bici y he
cogido un taxi para ir al pueblo de al lado, tardando 45 minutos en recorrer 50 km.
Después he pillado un atasco y he tardado 45 minutos en recorrer 20 km.
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Problema 2:

Circuito 1

Circuito 2

Problema 3:

Velocidad de
la pelota

Velocidad

Velocidad

Distancia recorrida

>

Distancia recorrida

Tiempo desde que se golpea la pelota

A\ 4

Al principio la velocidad de la pelota es alta ya que el jugador se la proporciona.

Después va bajando la velocidad hasta que llega al punto mas alto de la trayectoria en el

cual la velocidad es cero. Cuando pasa ese punto la velocidad comienza a aumentar por

la caida de la pelota, hasta que llega a canasta.

Problema 4:

a) Para cero personas no tiene sentido calcularlo.

Personas 1 20
Precio por persona (€) | 504 25,2

Personas 25 55 | 56
Precio por persona (€) | 20,16 6,16 | 9
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., .. 504
b) Larelacion es la siguiente: y = —

c)

600

500 t®

400

300

200

Coste por persona (€)

100 C

[ J
0 1 % ¢ ¢ ¢ o ¢ o 4 4,
0 10 20 30 40 50 60
N° de personas

Aunque no tiene sentido que haya personas no enteras (personas y media, personas y

cuarto), para observar mejor la forma de la grafica se unen los puntos.

600

A

500

400

300

200

Coste por persona (€)

100

0

0 10 20 30 40 50 60
N° de personas

Problema 5:
Coche A:

Tiempo que pasa desde lasalida(h) | 1 | 2 3 4
Espacio recorrido (km) 80 | 160 | 240 | 320

Coche B:

Tiempo que pasa desde la salida (h) | 1 2 3 |32
Espacio recorrido (km) 100 | 200 | 300 | 320
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350 %

300

250

200

150

100

Espacio recorrido (km)

50

yos
yad

El coche B alcanza al

9

coche A.

10

11

Tiempo (h)

12

Y

13

- Coche A

== Coche B

El coche A llega a Madrid a las 12:30 h y el coche B llega a Madrid a las 12:12 h.

Problema 6:

a)

Grados Celsius
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b)

220 %
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c) El agua se congela a 32 grados Fahrenheit y alcanza el punto de ebullicion a 212

grados Fahrenheit.

d) 100 grados Fahrenheit se corresponden con 37,7778 grados Celsius.

100@ = = = = = =

I@=====-

e)
Grados
Celsius
100
Xt
o
Problema 7:

Grados
Fahrenheit

180

180°F ——— > 100°C

1F — 2

32°F

Por lo tanto, 0 grados Fahrenheit se

100
corresponden  con  _—-32°C =

17,777778 grados

cero, o lo que es lo mismo, con

—17,777778 °C.

00 ,
— °C
80

1
100

Celsius

—-32°C
180

bajo

a) El lado del cuadrado que se recorta solo puede tomar valores entre 0 y 1 metros.
b) y=x-(2—2x)?

c)

x (M)

0

0.1

0.2 0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

y (m°)

0.324

0.512 | 0.588

0.576

0.5

0.384

0.252

0.128

0.036

d)

0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

0

Volumen (m3)

A

\

\

N\

0

0,2

04 06 08

>
rd

1 1,2

Lado del cuadrado (m)

El volumen va aumentando conforme se aumenta el lado del cuadrado que

recortas hasta un poco mas de 0,3 m, después vuelve a disminuir hasta obtener
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un volumen nulo para x = 1, ya que entonces no se tiene una base para la caja y
por tanto tampoco volumen.

e) Para que el volumen de la caja sea maximo el lado del cuadrado que se recorta
en la esquina tiene que medir un poco méas de 0,3 m pero sin llegar a medir 0,4

m.

Problema 8:

a) El estudio se ha realizado durante un afio (12 meses).

b) Se han vendido mas entradas en julio y agosto. Lo atribuyo a que es verano y al
tener vacaciones van mas personas al parque de atracciones.

c) Se han vendido menos entradas en febrero y diciembre. Lo atribuyo a que es
invierno y hace frio.

d) Meses en los que las ventas aumentan: febrero — abril y mayo — julio.
Meses en los que las ventas disminuyen: enero — febrero, abril — mayo, agosto —
diciembre.

e) Enmayo y en octubre.

f) En junio se vendieron 50000 entradas.

Problema 9:

a)

60

Altura (m)
SN
/
SN
/

60 120
Tiempo ()

A 4

b) La grafica se repite cada 60 segundos. Se trata de una funcion periddica de

periodo T=60 segundos.
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d)

La nueva grafica se repite cada 30 segundos.

A

60

AN

Altura (m)

—

AWAN

/

\

A5

N4 N

30

60 90 120
Tiempo (s)

La segunda noria da dos vueltas en la mitad de tiempo que la primera, luego el

dominio es la mitad y su periodo también. La gréfica estd mas apretada.
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