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Introduccion

El trabajo que se va a mostrar a continuacion recoge una propuesta de ensefianza

de trigonometria para la asignatura de Matematicas Académicas del curso de 4° de ESO.

La memoria esta dividida en diversas secciones en las que se realiza un estudio
previo del objeto matematico para posteriormente plantear una secuencia didactica que
se podria llevar al aula en funcion del estudio realizado. La terminologia y el marco
tedrico que encuadra a todo el trabajo es el de la Teoria Antropoldgica de lo Didactico
(TAD) (TAD. Grupo de investigacion en Teoria antropologica de lo didactico., 2008).
Las secciones estan dividas por los principales elementos de la TAD y en cada una de
ellas se estudia uno de estos elementos: razones de ser, campos de problemas, técnicas y

tecnologias.

También se realiza un anélisis de varios libros de texto en el que se comparan cada
uno de los elementos de la TAD, mencionados anteriormente, segun tres libros de texto
actuales.

Por ultimo, se propone una secuencia didactica en la que se incluyen todos los
contenidos relacionados con la trigonometria, objeto matematico estudiado en el presente
trabajo, junto con una prueba escrita que servirad de evaluacion de dichos contenidos. En
esta Ultima seccion de evaluacion se mostraran tanto los resultados esperados, como los
fallos esperados y se dara un guion para unificar las correcciones de las pruebas y

conseguir una evaluacion lo méas objetiva posible.

En cuanto al objeto matematico de esta memoria, la trigonometria, veremos que,
a pesar de ser una parte de las matematicas con grandes aplicaciones a otras ciencias,
actualmente se explica en los libros de texto como una parte mas de la geometria que el
alumnado debe aprender, recordar, y mecanizar momentaneamente para poder superar un
examen puntual. Por ello, en este trabajo se pretende dar un enfoque diferente a la
trigonometria en el que el alumnado, razone, desarrolle su pensamiento ldgico
matematico y vea la utilidad e importancia del estudio de la trigonometria en el curso de
4° de ESO.



A. Definicién del objeto matematico a ensefiar.

A.l. El objeto matemaético a ensefiar.

En el presente trabajo, se va a realizar una propuesta didéctica sobre la
trigonometria en la asignatura de Matematicas Académicas del curso de 4° de E.S.O.
Durante la propuesta didactica que se va a realizar, se tendra en cuenta que el alumnado
al que va dirigida no ha tenido contacto anterior con la trigonometria como tal, aunque si
traen conocimientos previos sobre los conceptos de tridngulos y sus clasificaciones, asi

como de angulos.

La palabra trigonometria proviene del griego tpiywvo (trigono) cuyo significado
es tridngulo y pétpov (métrono) que significa medida. Por lo que, segun sus raices
linglisticas podriamos decir que la trigonometria estudia la medida de los tridngulos.
Concretamente, se define trigonometria como la rama de las matemaéticas que se encarga

de estudiar las relaciones entre los angulos y los lados de un triangulo.

A.2 El objeto matematico en el curriculo.

Actualmente, la legislacion de la Comunidad Autdnoma de Aragon viene marcada
por la Orden ECD/489/2016, de 26 de mayo, por la que se aprueba el curriculo de la
Educacién Secundaria Obligatoria y se autoriza su aplicacion en los centros docentes de
la Comunidad Auténoma de Aragdn, en la cual se recoge que el objeto matematico,
trigonometria, a tratar durante esta propuesta didactica se debe impartir, por primera vez,

en 4° de ESO de la asignatura de Matematicas Académicas.
Ademas, se especifica que los contenidos, relacionados con dicho objeto son:

- Medidas de angulos en el sistema sexagesimal y en radianes.

- Razones trigonométricas. Relaciones entre ellas. Relaciones métricas en los
triangulos.

- Aplicacion de los conocimientos geométricos a la resolucion de problemas

métricos en el mundo fisico: medida de longitudes, areas y volimenes.

Del mismo modo, se especifican los criterios de evaluacion y estandares de

aprendizaje siendo estos los siguientes:



Tabla 1: Criterios de evaluacion y estandares de aprendizaje, segun el curriculo oficial.

Criterios de Evaluacion
Crit MAAC.3.1.
unidades angulares del sistema

Utilizar las

métrico sexagesimal e
internacional y las relaciones y
razones de la trigonometria

elemental para resolver problemas

trigonométricos en  contextos
reales.
Crit. MAAC.3.2. Calcular

magnitudes efectuando medidas
directas e indirectas a partir de
situaciones reales, empleando los
instrumentos, técnicas o formulas
mas adecuadas y aplicando las

unidades de medida.

Estandares de aprendizaje.

Est. MAAC.3.1.1. Utiliza conceptos y relaciones
de la trigonometria basica para resolver
problemas empleando medios tecnologicos, si

fuera preciso, para realizar los célculos.

Estt MAAC.3.2.1.

tecnoldgicas, estrategias y formulas apropiadas

Utiliza las herramientas

para calcular angulos, longitudes, areas y
volumenes de cuerpos y figuras geométricas.
Est MAAC.3.2.2.

utilizando las razones trigonométricas y sus

Resuelve triangulos
relaciones.

Estt MAAC.3.2.3. Utiliza las formulas para
calcular &reas y volumenes de triangulos,
cuadrilateros, circulos, paralelepipedos,
piramides, cilindros, conos y esferas y las aplica
para resolver problemas geométricos, asignando

las unidades apropiadas.

A.3 Campo de problemas, técnicas y tecnologias que se ensefian

Los campos de problemas, técnicas y tecnologias que se pretenden ensefiar se
desarrollaran en profundidad en las secciones posteriores. A continuacion, se presenta

unicamente el listado con los codigos de los campos de problemas, técnicas y tecnologias.

Tabla 2: Clasificacion de los campos de problemas.

Campo de problemas Subcampos de problemas

CP1:  Resolucién  de CP1.1 Conocidos dos lados del triangulo

rectangulos

triangulos
CP1.2 Conocidos un lado y un angulo del

triangulo

CP2: Resolucion de triangulos no rectangulos.



En cuanto a las técnicas que resuelven los campos de problemas anteriores son las

siguientes:

T1: Medidas angulares (grados y radianes)

T2: Razones trigonomeétricas de un angulo agudo (seno, coseno y tangente)
T2.1: Razones trigonométricas de 30°, 45° y 60°.
T2.2: Razones trigonométricas de &ngulos agudos sin calculadora
T2.3 Razones trigonométricas de &ngulos agudos con calculadora.

T3: Relaciones trigonométricas.

T4: Descomposicién de tridngulos cualesquiera en triangulos rectangulos.
T4.1: Tridngulos acutangulos.
T4.2: Tridngulos obtusangulos.

Por otro lado, las tecnologias que justificaran las técnicas anteriores seran:

TG1: Definiciones de grados y radianes.

TG2: Razones trigonométricas

TG3: Demostraciones de las relaciones trigopnométricas.

TG4: Descomposicion en triangulos rectangulos.

B. Estado de la enseflanza-aprendizaje del objeto matematico.

Tras revisar los contenidos relacionados con la trigonometria que marca el

curriculo oficial de Aragon en la seccidn anterior, a continuacion, se va a analizar cémo

se trabajan dichos contenidos en los libros de texto.

A lo largo de la historia de la ensefianza de las matemaéticas mediante libros de

texto, se pueden apreciar varios métodos de presentacion del contenido. Segun Gomez

(2000) algunos de estos métodos serian:

- El reglado: aquel en el que el aprendizaje se realiza sobre ejemplos sin hacer
argumentaciones o justificaciones de las técnicas utilizadas.

- El razonado: aquel en el que se pone de manifiesto la l6gica de las reglas sin
demostraciones en el sentido formal.

- El de repeticiones: a través de un aprendizaje mecanizado.



- Elintuitivo: apoyado en imagenes concretas, excluye el formalismo abstracto.

- El de actividades: introduce actividades que forman parte del proceso de
aprendizaje.

- El orientado a la estructura: es un método procedimental en el que se trabajan los

conceptos basicos y las relaciones entre ellos.

Aunque los libros que aqui se analizaran son de reciente publicacion,
estudiaremos cdmo se presentan los contenidos, como se justifica la introduccion de la
trigonometria en los libros y cuales son las técnicas, tecnologias y campos de problemas
que se trabajan. Veremos que a pesar de que los métodos mencionados por Gomez (2000)
hacen referencia a la ensefianza tradicional de las matematicas, algunos de ellos todavia

siguen presentes en estos libros.

Los libros que se analizan pertenecen a tres editoriales que los tienen vigentes
todavia, pues son libros que se ajustan a la Ley Organica 8/2013, de 9 de diciembre, para

la mejora de la calidad educativa (LOMCE), estos libros son los siguientes:

- Editorial Santillana, Serie Resuelve. Proyecto. Matematicas, Ensefianzas
académicas. Serie Resuelve, (2016)

- Editorial Cddigo Brufio. Arias Cabezas y Maza Séez, (2016)

- Editorial Oxford Educacion. de Lucas Benedicto, Pefia Romano, y Rey Fedriani,
(2016)

B.1 Justificacion de la introduccion escolar de la trigonometria.

Analizaremos, en esta ocasion, como se realiza la introduccion a la trigonometria

en cada uno de los libros mencionados anteriormente.

Comenzando por la editorial Santillana, se puede observar que no se hace ninguna
mencion al porqué del estudio de la trigonometria, ni tampoco a la aparicion ni evolucion
de esta a lo largo de los afios. Solamente hacen un pequefio recorrido a lo largo de los
siglos de la evolucion de los faros costeros. Podriamos suponer que el docente podria
relacionar los faros con la trigonometria, angulos de observacion a la luz que emite el

faro, distancias de barcos a las costas... pero no se hace explicita esta relacion en el texto.

En la editorial Brufio se hace al comienzo del bloque de Geometria una mencion
a los principales matematicos que hicieron una gran contribucion en el estudio de la

geometria. Se habla tanto de la parte de trigonometria como de la geometria analitica



estudiada por Descartes. En la introduccion del tema relacionado con la resolucion de
triangulos rectangulos mediante trigonometria si que se mencionan algunas de las
aplicaciones de esta, como pueden ser la topografia, &reas de figuras planas y volumenes

de cuerpos en el espacio.

Por ultimo, la editorial Oxford recurre también a la topografia como aplicacion de
la trigonometria en situaciones cotidianas. Explica la utilidad de la topografia para la
realizacion de mapas mediante la medicion de &ngulos y el uso de la trigonometria para

el célculo de distancias inaccesibles.

B.2 Campos de problemas, técnicas y tecnologias.

A continuacion, se va a detallar cémo se procede a la introduccion de las técnicas,
cuéles son las tecnologias que justifican a esas técnicas y qué campos de problemas se
trabajan en cada uno de los tres libros de texto anteriormente sefialados. Para poder llevar
a cabo este analisis, vamos a establecer los contenidos que se van a observar ya que cada
uno de los libros los amplia en mayor o menor medida. Asi pues, entraremos en detalle

en los que coincidan en las tres. Estos seran:

- Medida de angulos, grados y radianes.

- Razones trigonométricas de un angulo agudo (seno, coseno y tangente)

- Relaciones entre las razones trigonomeétricas.

- Razones trigonométricas de angulos notables (30°, 45° y 60°)

- Circunferencia goniométrica, razones de angulos cualesquiera y reduccién al
primer cuadrante.

- Resolucion de triangulos rectangulos.

I. Medida de angulos, grados y radianes.

Campos de problemas:

Los campos de problemas encontrados en los tres libros de texto sobre la medida
de angulos en radianes y grados son los mismos. En este campo de problemas se trabaja

el cambio de unidades de radianes a grados y viceversa.

Express en radianes astas angukos Exprass, tanto an grados

ar 1 ¥ s g 145 SEXERESIMMES COMO & radianes, 85 SEiaenes

partes ge una circunferencia

Figura 1. Actividades, p.136, Santillana (2016)



Sobre las técnicas y tecnologias

Las técnicas que se utilizan para resolver los ejercicios referentes al campo de
problemas previo son diferentes en cada uno de los libros de texto. Todas las editoriales
comienzan dando una definicion y posteriormente una técnica para relacionar los grados

con los radianes y viceversa.

Santilla y Oxford comienzan por la institucionalizacion de la definicion de

radian.

“Se llama radian a la amplitud del 4ngulo central de una circunferencia cuyo

arco mide lo mismo que su radio.”

Posteriormente, se relaciona el radidn con el sistema sexagesimal dando una

equivalencia de 1 radian en grados, 57° 17’ 45”.

En ambos textos, las tecnologias que justifican la técnica son la definicion de
radian, la amplitud de la circunferencia completa en radianes, 27 rad, y la amplitud de la

circunferencia completa en grados, 360°.

Brufio, en cambio, comienza con la definicién de grado (es el Unico texto que

recoge la definicién de grado)

“Medida de angulo que resulta de dividir un angulo recto en 90 partes

iguales”

Continta con una definicion de radian similar a la del libro de Santillana, y
establece una relacion entre un radian y los grados. La aproximacion que se realiza en el

texto es la siguiente:

“Un radian mide aproximadamente 57°”

En comparacion con Santillana, no se hace ninguna justificacion a esta
aproximacion y, ademas, la aproximacion a 57° de un radian es muy pobre teniendo en

cuenta que estamos en el ultimo curso de ESO.

En este caso no aparece ninguna tecnologia que justifique la técnica.



Il. Razones trigonométricas de un angulo agudo (seno, coseno y

tangente)

Campos de problemas:

Segln las editoriales podemos encontrar una forma diferente de tratar este

contenido.

Santillana propone ejercicios de calculo de razones trigonométricas mediante

repeticion, con dos tipos de problemas diferentes:

1. Célculo de razones trigonomeétricas dados dos lados de un triangulo rectangulo.

“Calcula las razones trigonométricas de los angulos agudos de un triangulo

rectangulo cuyas medidas son: un cateto mide 5m, y la hipotenusa 7.5m.”

2. Célculo de razones trigonométricas dado un lado y un angulo agudo de un

triangulo rectangulo.

“Si el cateto contiguo a un angulo en un tridngulo rectangulo mide 3cm y la

tangente de ese angulo mide 4/3, ¢ cuanto valen los demas lados?

Brufio, también propone ejercicios de repeticion, pero ademas, afiade ejercicios
para practicar el uso del célculo de razones trigonomeétricas mediante calculadora e
incluye ejercicios para dibujar angulos agudos dadas alguna de las razones

trigonométricas.

“Dibuja un angulo agudo tal que sena = %4”

Por ultimo, la editorial Oxford es la que mas campos de problemas abarca, pues

incluye los campos de problemas de Santillana y de Oxford.

Sobre la técnica:

No aparecen técnicas como tal, aunque los tres libros de texto proporcionan la
misma definicion para el seno, coseno y tangente, planteando un triangulo rectangulo al
lado de la definicion y marcando los lados de este como cateto opuesto, contiguo e

hipotenusa:
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L= razones trigonomeétricas de un angulo, @, en un triangulo rectangulo son

cateto opuesto

A8
N = ———m—— S o
hipotenusa g
./'v =
b Hipotenusa -~ [~
cateto adyacente i g
oS L = ——t o
hipotenusa 4 &
a1 -"/Ivl (O
caleto opuesto AN = 3
PR e C  Cateto adyacente A

cateto adyacente
== rarones tigonometricas de los lados de un trianguio dependen del valor de

Sas anguios agudos

Figura 2. Razones trigonométricas de un angulo agudo, p.148, Oxford (2016)

La editorial Brufio también se detiene en dar la definicion de secante, cosecante y

cotangente como las inversas multiplicativas del seno, coseno y tangente.

Sobre las tecnologias

La editorial Oxford, da un pequefio razonamiento antes de ofrecer la técnica:

3 C de balor y de
pPato. La mitad permanece ce

espaldas al sol. El resto mide
la estatura de su companera y
a sombra que proyecta sobre
el suela

La profesora les indica que divdan la estatura de cada alumne entre la longitud de
su sombra; resulta que todes 10s cocientes son iguales

........

Razdn — =0.8
longitud de a sombra
Esta igualdad se obtiene porqgue el Sol esta tan jejos que sus rayos se puecen
considerar paralelos. Es decir, el angula que forman con el suelc es igual para todos

08 alumnos

Figura 3. Tecnologia de razones trigonométricas de un &ngulo agudo, p.148, Oxford (2016)

Y a partir, de aqui se razona del mismo modo para el seno y coseno formalizando
la definicion de las tres razones trigonométricas.

Ademas, en las tres editoriales, Oxford, Santillana y Brufio, aparece una breve
justificacién de la ampliacidn de las razones trigonométricas para tridangulos cualesquiera

como consecuencia del teorema de Thales. Aunque, solo es Brufio quien hace mencion a
este teorema.

I1l.  Relaciones entre las razones trigonométricas de un angulo.

Campos de problemas

En esta ocasion, los ejercicios que se muestran en los tres libros de texto son
similares. Pues todos ellos son de la forma:

11



“Si sen a = 0.3, aproxima los valores del cos a y tg a”

En los que se trabajan las relaciones entre las razones trigonomeétricas a base de

repetir el mismo procedimiento en todos ellos.

Si que cabe destacar que tanto la editorial Oxford como Santillana proponen una
actividad de demostracion de otras relaciones trigonomeétricas. En el caso de Brufio, se
propone una actividad similar de simplificacion de expresiones trigonométricas. Estos
tipos de ejercicios permiten que el alumno razone y potencie el pensamiento logico-

matematico que no se desarrolla con los ejercicios de mecanizacion.

Sobre las técnicas:

La Editorial Oxford proporciona dos relaciones fundamentales precedidas por la
tecnologia. Es decir, comienza buscando una relacion entre las tres razones
trigonométricas vistas anteriormente y en segundo lugar formaliza la técnica dando las

siguientes relaciones:

sena
sena + cos?a =1 =tga
cosa

En los otros dos libros de texto, se comienza dando la técnica, con mas relaciones
entre las razones trigonométricas, que el libro anterior. Aparece una relacion mas en la

editorial de Santillana:

tg’a +1=

cos? a

Y en la editorial Brufio aparece la anterior y otra mas en términos de secantes,

cosecantes y cotangentes.
tg’a +1 =sec?a; cotg? + 1 = cosec’a

Sobre las tecnologias:

En estos dos libros las tecnologias aparecen después de dar las técnicas como

demostraciones.

IV. Razones trigonométricas de angulos notables, 30° 45° y 60°.

Campo de problemas:

La editorial Santillana es la Unica que propone tres actividades relacionadas

exclusivamente con las razones trigonomeétricas de angulos de 30°, 45° y 60°. En los otros

12



dos libros de texto los ejercicios que se plantean estan relacionados con el uso de razones
trigonométricas de angulos complementarios que les llevan al uso de las razones

trigonomeétricas de los &ngulos notables.

Es destacable que en las tres editoriales se le dedica un espacio a la explicacion
de la medicion de angulos en grados y radianes y posteriormente, no se usa la notacion

en radianes.

Sobre las técnicas v tecnologias:

Tanto las editoriales de Santillana como Oxford, dan las razones de 45°, en
primer lugar, y de 30°y 60°, posteriormente, seguidas de una justificacion de la tecnologia

anterior.

>ema qulere calcular de forma exacta las razones de los angulos 45°, 30° y 60°, Para
- traza triangulos rectangulos gue tengan esos angulos agudos

1 Parz encontrar las razones del angulo de 45

© Divide un cuadrado por la diagonal, formando C
dos triangulos rectangulos isésceles. Sus angulos
3gudos son iguales y miden 45°

J
€ Halla la longitud de la hipotenusa /
N - /
’v'v foi J v"' /
a =Db" +¢c* ma=VIF+[F =~N2I" =/N2 /
ALaca gQe
L/ 45
€ Calcula las razones trigonométricas D ] A
. [ RN sl N2 -
SeN45° = — = — = €0545° = ——== 1g45°=-=1
IN P \v' 2 2 / \,‘I ;’ 2 [

Figura 4. Tecnologia de razones trigonométricas de un angulo de 45°, p.152, Oxford (2016)

En el caso de la editorial Brufio se dan las razones de los tres angulos y ninguna
justificacién explicita de estas. Si que aparece un dibujo del triangulo de hipotenusa 1 del

que se podrian deducir las razones dadas.

V. Razones trigonométricas de un angulo cualquiera y circunferencia
goniométrica.

A pesar de que el curriculo oficial de la Comunidad de Aragon no hace referencia

a las razones trigonométricas de un angulo cualquiera y a la circunferencia goniométrica

en todos los libros de texto que se han analizado aparece una breve explicacién sobre

estos conceptos.
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Sobre los campos de problemas.

Unicamente en la editorial Oxford aparecen problemas en los que se trabajan
angulos cualesquiera y no solamente agudos. A demas, a raiz del problema que se plantea
se introduce también la justificacion de las técnicas.

Sobre las técnicas y tecnologias.

Las tres editoriales definen la circunferencia goniométrica y analizan las razones
trigonométricas de &ngulos cualesquiera segun los ejes de coordenadas en los que se situe
el angulo. Ademas, en todas ellas, aparecen ejercicios para calcular las razones de angulos
cualquiera mediante reducciones al primer cuadrante y luego asignandoles el signo
adecuada. La justificacion de esta técnica se basa en los signos que tienen las variables

x e y en unos ejes coordenados. Es decir:

# Signo de las razones trigonométricas

En cada cud wdrante el seno tiene ¢l mismo signo que la ordena-
day. el coseno el mismo que | la abscisax y el ugno dela tangen-
,cgobuencaphando lQﬁ o »_h e

Figura 5.Tecnologia de razones trigonométricas de angulos cualesquiera, p.159, Brufio (2016)

Del mismo modo que Oxford es la Unica editorial que ofrece problemas para

trabajar este contenido, también es la Unica que contextualiza la tecnologia.

-

Figura 6. Tecnologia de razones trigonométricas de angulos cualesquiera, p.156, Oxford (2016)
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VI.

Resolucidon de triangulos rectangulos.

Las técnicas que se utilizan en la resolucion de triangulos rectangulos son las que

se han ido viendo a lo largo de la unidad didactica. En la seccion de resolucion de

triangulos solo se muestran uno o dos problemas ejemplificando como se utilizarian las

diversas técnicas en la resolucion de problemas reales.

Analizando los problemas que se proponen encontramos varios campos de

problemas:

1° Campo de problemas: Problemas en los que se da un angulo agudo y un lado o

bien dos de los lados de un triangulo rectangulo.

En este campo de problemas las técnicas que se utilizan para su resolucion son el
planteamiento de una ecuacién de primer grado en la que se ve involucrada una
razon trigonométrica.

2° Campo de problemas: Problemas similares a los anteriores en los que la

medicion del angulo se hace a una cierta altura, aunque el angulo de observacion
sigue siendo con la horizontal.

Las técnicas que se utilizan en este campo de problemas son las mismas que en el
primer campo de problemas.

3° Campo de problemas: resolucion de triangulos no rectangulos que pueden

descomponerse en dos triangulos rectangulos. Los podemos dividir en dos

subcampos de problemas, segun los datos que se ofrecen en los problemas:

e 3.1. Angulo, angulo, lado. Problemas de doble observacion, en los que se
realizan dos observaciones a diferentes distancias del objeto inaccesible y se
da la distancia entre las dos observaciones.

En este caso, la técnica que se trabaja esta basada en el planteamiento de un
sistema de ecuaciones con las razones trigonométricas de los dos angulos
observados relacionadas por dos incdgnitas.

e 3.2 Angulo, lado, lado. Problemas de doble medicion en los que se
proporciona uno de los angulos y sus dos lados contiguos.

Después de la descomposicion en tridngulos rectangulos las técnicas que se
utilizan son las mismas que en el 1° y 2° campo de problemas descrito

previamente.
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En relacion a los libros de texto analizados, estos campos de problemas no

aparecen en todos ellos.

B.3 Efectos de dicha ensefianza sobre el aprendizaje del alumnado

Sintetizando el andlisis realizado anteriormente, podriamos concluir observando
que los tres libros de texto trabajan de forma similar. En primer lugar, se institucionalizan
las técnicas, en segundo lugar, se ejemplifican las técnicas y, por ultimo, se ofrecen
ejercicios y problemas de mecanizacion de las técnicas aprendidas. Aunque, si que cabe
mencionar que una de las editoriales, Oxford, hace més hincapié que el resto en las
tecnologias que justifican las técnicas. Estas tecnologias favorecen el razonamiento y
pensamiento logico del alumnado, asi como una mayor capacidad de asimilacion de las

técnicas.

Retomando los métodos de ensefianza de las matematicas en los libros de texto
que proponia Gémez (2000), vemos que, aunque prima un método razonado, pues las
técnicas que se explican no aparecen con demostraciones propiamente dichas si no que
se razonan en ciertas ocasiones, también tiene gran peso el método de repeticiones, en el
cual el aprendizaje se realiza de forma mecanica. Esto ocurre en gran parte en los
problemas y ejercicios que se proponen a lo largo de los temas, en los que, tras una
ejemplificacion proporcionada previamente por el libro de texto, los ejercicios y

problemas son repetitivos y, en algunos casos, con pequefios incrementos del nivel.

Por otra parte, aunque en menor medida, también aparece el método reglado, que
enfatiza en el aprendizaje mediante ilustraciones sin hacer mencion a argumentaciones
(véase Figura 4), y el método de actividades complementarias. Este método consiste en
introducir actividades completarias, no de repeticion, si no para la adquisicion de nuevos
contenidos o nuevas habilidades. En el caso de los libros que se han analizado, estas
actividades aparecen al final del texto con titulos del tipo: “Para profundizar” o

“Comprende, Relaciona y reflexiona.”

Por lo tanto, parece ser que en la ensefianza de la matematica en los libros de texto
se deja de lado el pensamiento analitico y reflexivo, y se sustituye por la memorizacion y
la mecanizacion generada principalmente por la repeticion de ejercicios (Ballestero,
2007).
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Por ultimo, cabe destacar que, desde una apreciacion propia, los libros de texto se
cifien a explicar lo que viene pactado por el curriculo sin dar importancia a la razon de
ser del objeto matematico y sin relacionar conceptos de una misma unidad didactica o de
un mismo curso. Por ejemplo, en todos los libros se dedica una seccion al uso de grados
y radianes y al paso de una medida angular a otra, pero posteriormente en todos los
ejercicios y problemas que plantean estos libros de texto, se utilizan los grados como
medida angular. Lo cual lleva a pensar, por parte del alumnado, en la poca importancia
que tienen los radianes en la vida cotidiana y en la inutilidad de estos, pensando asi que
el manejo de varias medidas angulares es Unicamente porque se exige en los libros de

texto y no por la necesidad de ello.

C. Conocimientos previos del alumnado

C.1 Conocimientos previos que necesita el alumnado para afrontar el

aprendizaje de la trigopnometria y relacion con la ensefianza previa.

Como hemos mencionado anteriormente, la trigonometria es una rama de las
matematicas ligada a la geometria. Por ello, de forma general, todos los conocimientos
previos que el alumnado tenga sobre geometria le serdn Gtiles en este tema. Pero también
forma parte de las matematicas, asi que seran necesarios otros conocimientos previos no

tan relacionados con la Geometria.
Concretando, el alumnado necesitara conocer:

- Laclasificacion de los triangulos, principalmente triangulos rectangulos.

- Medicion de angulos y su clasificacion. Relacion entre la medida de los angulos
y los triangulos.

- Teorema de Pitagoras.

- Teorema de Thales.

- Semejanza de triangulos

- Resolucion de ecuaciones de primer y segundo grado.

- Resolucion de sistemas.

- Areas y volimenes de figuras geométricas.

La mayoria de estos conocimientos han sido adquiridos en cursos anteriores de la
Educacién Secundaria Obligatoria, aunque si que es cierto que algunos de ellos pueden

verse en este mismo curso. Por ejemplo, en el caso del libro de texto analizado
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anteriormente, de la editorial Brufio, al comienzo del tema de Trigonometria se hace un
recordatorio de los teoremas de Pitdgoras y Thales y de semejanza de tridngulos. En los
otros dos libros de texto, el tema que precede al de trigonometria estd dedicado a

contenidos sobre semejanza.

Por lo tanto, habra contenidos previos que estén muy recientes y que quiza
recuerden con mas facilidad que el resto o que, por el contrario, estos contenidos recientes

estén todavia sin asimilar al completo.

En cuanto a la resolucion de ecuaciones de 1° y 2° grado, cabe observar que son
ecuaciones que se aprenden en los cursos de 1° y 2° de ESO, respectivamente, y que

ademas se contintan trabajando en los cursos de 3°y 4° de ESO.

C.2 Actividades previas.

La propuesta que se va a realizar durante la secuencia didactica va a constar de
una primera sesion que incluya una evaluacion inicial y actividades que ayuden a los
alumnos y alumnas a recordar y afianzar los conocimientos previos que deberian de

poseer.

Se tratara de una sesion en la que el alumnado trabajara varios tipos de actividades,
que recapitulen todos los contenidos vistos previamente y que necesitan para afrontar con
éxito la propuesta sobre Trigonometria.

Una de las actividades que se propone es la siguiente:

£

Figura 7.Actividad inicial 1.
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Es una actividad bastante completa sobre lo que estamos buscando, pues en ella
se trabaja el teorema de Pitagoras, el teorema de Thales, los &ngulos complementarios y
suplementarios, la suma de &ngulos en poligonos, la clasificacion de tridngulos
(rectangulos, isosceles, equilateros...), la semejanza en triangulos y el razonamiento
I6gico-matematico.

Para realizar esta actividad se le pediria a cada alumno y alumna que averiguase

3

cuanto mide el area del rectdngulo sefialado con ‘?°. Conforme fuesen acabando se
juntarian por parejas para comentar los pasos que han ido realizando para obtener el area
y fuesen discutiendo si el procedimiento seguido por sus compafieros 0 compafieras es
correcto 0 no. Cuando toda la clase hubiese terminado se podria poner en comun y asi
observar los contenidos que van saliendo en clase relacionados con la geometria vista en

Cursos anteriores.

Otra de la actividad que se propone es un debate en el cual el alumnado se debera
posicionar en el lado del SI o del NO segun las repuestas que creyesen validas para estas

preguntas:

=

¢Queda determinado un triangulo conociendo sus tres lados?

2. ¢Los lados de un triangulo rectangulo pueden medir 4cm, 6cm y 8cm?
3. ¢Los lados de un triangulo cualquiera pueden medir 4cm, 6cm y 8cm?
4.  ¢Los triangulos solo tienen una altura y una base?

5.  ¢Queda determinado un tridngulo conociendo sus tres angulos?

6. ¢Dos triangulos solo pueden ser semejantes si tienen los mismos angulos

y lados?
7.  Lageometria solo sirve para calcular areas y volimenes.

El objetivo de esta actividad es repasar contenidos previos, pero también conocer
el razonamiento de cada alumno y alumna, hacerles pensar mas alla de la aplicacién de
formulas. Ademas, crear un debate en el aula aporta beneficios a la hora de organizar
ideas para poder expresarlas con claridad, potencia la escucha activa entre el alumnado o

la capacidad de reaccion ante respuestas inesperadas.
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D. La razdn de ser de la trigonometria.

D.1 Razones de ser historicas que dieron origen a la trigonometria.

Es sabido que las matemaéticas no son una ciencia moderna sino una ciencia
historica. En cuanto a la parte mas geométrica de las matematicas se sabe que los egipcios
fueron una de las principales civilizaciones que contribuyeron en la aparicion de esta.
Pero no fueron los Unicos porque, aunque en menor medida, los babilénicos también
hicieron sus pequefias contribuciones geométricas durante muchos afios. Se han
encontrado textos desde los afios 3500 a.C hasta el siglo IV a.C., en los cuales realizaban
mediciones de distancias en triangulos, utilizando angulos y relaciones entre ellos aunque
sin tener la nocion de trigonometria como se conoce hoy en dia. (Esteban Pifierior, Ibafies
Jalon, & Ortega del Rincon, 1998)

Para poder hablar del nacimiento de la trigonometria debemos de avanzar unos
cientos de afios mas, concretamente hasta mediados del siglo Il a.c. En esta época el
alejandrino Hiparco de Nicea elabor6 una tabla de cuerdas en las que se relacionaba los
valores de los angulos y los lados de los triangulos, lo que actualmente equivaldria a una
tabla de valores para el seno trigonométrico. Hiparco es considerado el creador de la
trigonometria plana y esférica, pero principalmente es conocido como el mas grande
astronomo de la Antigtiedad. Consigui6 dar una mejor aproximacioén de la distancia entre

la Tierra y la Luna que habia dado anteriormente Aristarco.

Y es esta la primera razon de ser del origen de la trigonometria, la necesidad de
hacer mediciones astrondémicas y de distancias de lugares terrestres. Ptolomeo, siglo Il
d.C., continuando con la trigonometria que habia propuesto Hiparco hizo grandes
aportaciones a la astronomia, astrologia y geografia. Ptolomeo es conocido también por
hacer una gran aproximacioén al namero r, durante el calculo de la cuerda del &ngulo de

1°y la relacionarla con la longitud de su arco.

Para continuar con el estudio de la evolucion de la trigonometria a lo largo de la
historia tenemos que dar un gran salto en el tiempo hasta los siglos V y VII d.C. Durante
este periodo destaca la trigonometria india, que al igual que en afios anteriores seguia
considerandose una parte de la astronomia. Tanto es asi que el titulo de maestro
astrondmico no se podia adquirir sin tener amplios conocimientos trigonometricos. Es
durante estos siglos cuando el matematico indio Varahamihira estableci6 los resultados

trigonométricos de seno para los angulos de 30, 60 y 90 grados. Posteriormente y
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ayudandose de estos resultados creo unas tablas en las que se podia encontrar el seno de
cualquier valor comprendido entre 3° y 90°. Un siglo més tarde Bhaskara I, hallé una

férmula que permitia conocer el seno de cualquier angulo sin tener que acudir a una tabla.

Los arabes, varios siglos mas tarde, tomaron prestados de la trigonometria
helenistica e india conceptos y aportaciones a los que les dieron unas caracteristicas mas

modernas. Tres de las aportaciones fundamentales de la trigonometria &rabe son:

- El establecimiento de un conjunto de funciones trigonométricas basicas: seno,
coseno, tangente, cotangente, secante y cosecante.

- Obtencidn de ecuaciones trigonométricas, entre ellas la regla del seno o Teorema
del seno.

- Elaboracién de tablas trigonométricas mas precisas que las anteriores.

La llegada de la trigonometria al Occidente cristiano supuso un punto de partida
y evolucién en cuanto a la astronomia europea se refiere. Esta siempre apoyada en la
trigonometria arabe, tenia como finalidad el estudio de los movimientos de cuerpos
celestes, por ejemplo del Sol, Saturno, Jupiter, Marte, Venus o Mercurio. Posteriormente,
otro de los objetivos de la trigonometria europea fue la medida de la Tierra, la

determinacion del grado de meridiano y el célculo de la longitud geografica de un lugar.

D.2 Razdn de ser en la introduccién escolar de la trigonometria.

Una de las principales preocupaciones de la humanidad a lo largo de la historia ha
sido la medicion de longitudes y el calculo de superficies o volimenes. De hecho, como
se ha visto en la seccion anterior, el comienzo de la trigonometria con el objetivo de poder
medir distancias terrestres, como por ejemplo el radio de la tierra. A partir de esta
necesidad de medir distancias evoluciono la trigopnometria hasta introducirse en diversos

campos la aerondutica o la navegacion.

Durante la propuesta didactica de este trabajo, seran tres las razones de ser que
ayuden a introducir el objeto matematico, pero seran diversos campos y contextos los que
se utilizaran para darle contextualizacion y sentido al uso de la trigonometria en la vida
cotidiana. En la siguiente seccidn, se detallaran las tres razones de ser asi como los

contextos para los problemas que daran sentido al uso de la trigonometria.
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D.3 Actividades propuestas relacionadas con las razones de ser.

A continuacidn se van a exponer varias razones de ser que se trabajaran durante
toda la secuencia didactica que se propone en el presente trabajo. Al igual que ha ido
surgiendo la trigonometria a lo largo de la historia, habra razones de ser relacionada con
el calculo de distancias o &ngulos dados ciertos datos de tridngulos rectdngulos y, a partir
de ahi vayan evolucionando a razones de ser un tanto mas complejas como pueden ser la
astronomia, navegacion o aeronautica. Asi las primeras razones de ser serviran para
introducir las razones trigonomeétricas (seno, coseno, tangente) en tridngulos rectangulos
y las relaciones entre estas y las siguientes razones de ser para trabajar las razones
trigonométricas en tridngulos no necesariamente rectangulos o en problemas con varios

triangulos.

Como resultado del analisis historico de la introduccion y evolucion de la

trigonometria, las razones de ser que se proponen son:

12 Razdn de ser: Introduccion de las razones trigonométricas dados los

lados de un triangulo rectangulo.

Actividad 1: En el patio del colegio se quiere averiguar la altura de una
canasta de baloncesto y para ello se mide la altura de dos de los estudiantes
y la sombra que proyectan, obteniendo los siguientes resultados. Responde

a las siguientes preguntas:

1,62 mefros ; ﬁ 1,44 metros
L
I 1

0,9 mefros 0,8 mefros

a) ¢Podrias calcular la altura de la canasta sabiendo que proyecta una sombra

de 1,5 metros?

b) ¢ Cual es el cociente de dividir la altura de las dos personas entre la sombra

que proyectan? ¢Por queé crees que ocurre esto?

c) ¢Y el cociente de dividir la altura de la canasta entre la sombra que

proyecta?
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Esta actividad serviria de introduccion para las razones trigonomeétricas, pues se
comienza con el uso de la semejanza para calcular distancias pero al realizar los cocientes
se aprecia que ambos son iguales. Con esto se pretende que el alumnado vea que tanto
para las personas como para la canasta los rayos inciden con el mismo angulo de
inclinacion. Seguidamente se podria proponer la siguiente actividad, que se introduciria

con una nueva razén de ser.

2° Razon de ser: Calculo de distancias en triangulos rectangulos

conocido algun angulo.

Actividad 2: Un senderista que esta ascendiendo una montafia ha observado
al comienzo de la subida un cartel que indicaba una inclinacion de 10°. Al
tiempo, se da cuenta que ha caminado 5km y quiere averiguar a qué altura

se encuentra. ¢ Cual es esta altura?

Este problema esté pensado para dar sentido al uso de las razones trigonométricas.
Después de haber resuelto el problema anterior (Actividad 1) con semejanza puede ser
que el alumnado utilice las mismas herramientas para este otro ejercicio. Pero van a

observar que necesitan algo mas, pues Gnicamente con la semejanza no se puede resolver.

Para introducir los problemas en los que se deben de calcular los angulos de un
triangulo rectangulo ademas de distancias, se va a utilizar el contexto de la agrimensura.
La agrimensura era definida como el arte de medir tierras, y formaba parte de la ciencia
que actualmente denominamos como topografia. EI problema que se propone es el

siguiente:

Actividad 3: Desde una ciudad A observamos un desvio de carreteras, una
va hacia una ciudad y otra hacia la ciudad C. Un cartel nos indica que B esta
a 50 km de distancia del desvio y C esta a 40km. ;A qué distancia estan las
ciudades B y C si se sabe que la carreteraque vadeBaCylaqueade A a
C son perpendicules en la ciudad C? ¢Qué angulo se forma en el desvio en
la ciudad A?

Una vez hayan asimilado las razones trigonométricas en tridngulos rectangulos se
pasaria a las introducir otros problemas con tridngulos no necesariamente rectangulos con

las siguiente razén de ser.
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3° Razbén de ser: Razones trigonométricas en tridngulos no

rectangulos.

Actividad 4: Dos personas separadas 1200 m observan un avién que vuela
entre ellos con angulos de elevacion de 35° y 55° ¢ a que altura vuela este

avién?

Actividad 5: Desde un muelle en la playa se observa un
barco en el horizonte. Un observador realiza dos
mediciones como se muestran en la imagen. Los

angulos de observacién del barco respecto a la

horizontal son de 30° y 50°, y la distancia entre las dos ...

Con este problema se introduce la ultima razén de ser y el Gltimo campo de
problemas, CP2, en el que se proporcionan dos angulos y un lado. Los problemas se
introducen en varios contextos, entre ellos la aeronautica y la navegacion debido a la

importancia que tiene la trigonometria en estas dos ciencias.

D.4 Metodologia.

La ensefianza de la trigonometria tradicional se basa en el uso repetitivo de
algoritmos y fdérmulas para resolver problemas trigonométricos con conceptos Yy
enunciados que el alumnado no entiende o a los cuales no ve finalidad alguna. Como
dicen Triana y Naranjo, (2015, p.67) “los (las) estudiantes muestran poco interés y
motivacidn por aprender matematicas ya que, la mayoria de las veces, no le encuentran
sentido a lo que hacen en esta disciplina.” Por lo tanto, se intentara que esto no ocurra y
que los ejercicios y problemas que se planteen posean interés para el alumnado, sin caer
en la facilidad del trabajo repetitivo 0 mecanizado. No por ello se dejaran de lado los
libros de texto, sino que la introduccidn de los contenidos sera en diferente orden al que
alli se plantean. Asi como el orden en el que se introducen las técnicas, tecnologias y
campos de problemas. Pues, como dice Gamboa, (2007, p.16) “la clave esta en trabajar
las situaciones cotidianas y los problemas presentes en los libros de texto dese un nuevo

enfoque, apoyadas en las herramientas tecnologicas disponibles”.

Ademas, como abogan multitud de autores, entre ellos Gamboa (2007) y Sdnchez

(2010) las matematicas permiten el uso de la tecnologia en el aula de una manera
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beneficiosa para nuestro alumnado, fomentando mayor atencidn e interés hacia la materia

y aumentando el trabajo autonomo al enfrentarse a nuevas situaciones.

Durante el proceso de ensefianza y aprendizaje de los contenidos relacionados con
el objeto matematico de la trigonometria, se trabajaran con diferentes metodologias,
desde las mas tradicionales hasta el uso de las tecnologias, como se ha mencionado
anteriormente. Habrd& momentos en los que se utilice una metodologia expositiva-
participativa en la que el docente institucionalizara las técnicas y habra otras sesiones que

se dedicaran a realizar un proyecto en grupos.

Al mismo tiempo, como se recoge en la Teoria Antropoldgica de lo Didactico
(TAD) (Corica y Otero, 2009), se pueden definir unos momentos de estudio, por los
cuales debe pasar todo el alumnado que se enfrente al estudio de un nuevo objeto

didactico, como en este caso es el estudio de la trigonometria. Estos momentos son:

1. Momento del primer encuentro. El alumnado se ve en la necesidad de abordar
una nueva técnica o bien se reencuentra con técnicas aprendidas anteriormente y que
aparecen de nuevo, pero en este caso para resolver una tarea diferente.

2. Momento exploratorio. El alumnado comienza a explorar las tareas que le son
propuestas en el primer encuentro, tratando de elaborar técnicas que le permitan resolver
las tareas propuestas de manera autonoma y personal.

3. Momento de constitucion del entorno tecnoldgico-teérico. El alumnado debe
reflexionar sobre las técnicas adquiridas en los momentos previos.

4. Momento del trabajo de la técnica. Momento en el que se mejorara la técnica
haciéndola mas eficaz y extendiendo la destreza que se tiene de ella.

5. Momento de institucionalizacion. Momento en el que el docente afianza la
técnica y la tecnologia que han demostrado ser Gtiles previamente.

6. Momento de evaluacién. Reflexion sobre la utilidad de lo aprendido y sobre la
importancia de conservar este conocimiento para aplicaciones futuras. Frecuentemente

este momento se articula de manera simultanea con el momento de la institucionalizacion.

El alumnado debera pasar por todos estos momentos, no necesariamente en orden,
para adquirir todos los contenidos relacionados con la trigonometria que vayan
apareciendo. Lo podran hacer de forma individual o en grupos, dependiendo de la sesion,
pero aunque se realice de forma individual se fomentara el debate en la clase en el que
todas las personas den su propia opinion, asi como las técnicas y tecnologias que van

surgiendo.
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E. Los campos de problemas.

Esta seccion va a estar dedicada a los campos de problemas. Antes de comenzar
es necesario hacer una distincion entre lo que entendemos por problema y por ejercicio,
pues la siguiente seccidn esta dedicada a estos otros. Segun la TAD se entiende por
problema a una pregunta que el alumno debe de responder mediante una blsqueda de un
modelo matematico y de unas técnicas asociadas que permitan encontrar la solucion. En
cambio, un ejercicio es simplemente la busqueda de una solucién poniendo en practica

una técnica que ha sido especificada de antemano.

En el caso que nos compete del objeto matematico de la trigonometria, podemos
distinguir dos campos de problemas principalmente. EI primero de ellos incluira aquellos
problemas en los que se deba de resolver un triangulo rectangulo mediante el uso de
alguna de las razones trigonométricas, seno, coseno o tangente, bien sea para calcular
alguno de los angulos del tridngulo o alguno de los lados. Dentro de este campo de
problemas podemos distinguir dos subcampos en funcion de los elementos conocidos del
triangulo a resolver: si se conocen dos lados o bien si se conoce uno de los lados y un

angulo.

Y por ultimo, el segundo campo de problemas incluira la resolucion de triangulos
no rectangulos en los que se vean implicadas varias razones trigonométricas, o la misma
pero de diferentes angulos, y se deban usar estrategias diferentes a las del primer campo

de problemas para poder resolverlos.

Para facilitar la tarea posterior a la hora de mencionar los campos y subcampos de
problemas, se muestra en la siguiente tabla los cddigos de la clasificacion de dichos

campos.

Tabla 3: Clasificacion de los campos de problemas.
Campo de problemas Subcampos de problemas

CP1.1 Conocidos dos lados del triangulo
CP1l: Resolucion de triangulos

rectangulos CP1.2 Conocidos un lado y un angulo del

triangulo

CP2: Resolucion de triangulos no rectangulos.
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E.1. Disefio de los problemas que se presentaran en el aula.

I.  Campo de problemas 1: Resolucién de tridngulos rectangulos (CP1)

Campo de problemas 1.1: Conocidos dos lados del tridngulo rectangulo. (CP1.1)

Conocidos dos de los lados de un triangulo rectangulo se pide calcular uno de los
angulos del tridngulo, bien sea el angulo que se forma entre los dos lados o el angulo
opuesto. Ademaés, los lados que se proporcionan pueden ser dos catetos o uno de los
catetos y la hipotenusa. Por consiguiente, resultan varios problemas diferentes de los

cuales se muestra un ejemplo para cada uno a continuacion:

Tabla 4: Clasificacion de los problemas del campo CP1.1.

Problema Elementos dados Elementos pedidos.

111 Dos catetos Uno de los angulos agudos
1.1.2 Cateto e hipotenusa Angulo que forman

1.1.3 Cateto e hipotenusa Angulo opuesto al cateto dado.

Problema 1.1.1: Una sefial colocada al comienzo
de una rampa nos indica una pendiente del 10%, ﬁ*

¢Cudl es el angulo de inclinacion de la pendiente?

- 100 m

Problema 1.1.2: Si en una rampa similar a la anterior hemos andado durante
200 metros y hemos subido una altura de 24 metros. ¢Cual es el angulo que

se forma ahora?

Problema 1.1.3: Se desea sujetar un poste de 20 metros con un cable que

mide 30 metros. ¢ Cual sera el angulo que forma el cable con el suelo?

Campo de problemas 1.2: Conocido un angulo vy un lado del triangulo rectangulo.
(CP.1.2)

En este caso, se van a dar uno de los angulos agudos y uno de los lados, bien sea

la hipotenusa 0 uno de los dos catetos y se desean conocer alguno de los elementos
restantes del triangulo. Resultan un total de 3 problemas diferentes de los cuales se da un

ejemplo para cada tipo:
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Tabla 5: Clasificacion de los problemas del campo CP1.2.

Problema Elementos dados Elementos pedidos.

1.2.1 Angulo agudo e hipotenusa Uno de los catetos

1.2.2 Angulo agudo y c. contiguo al angulo = El otro cateto y/o la hipotenusa
1.2.3 Angulo agudo y c. opuesto al angulo.  El otro cateto y/o la hipotenusa.

Problema 1.2.1: Se sabe que una rampa tiene una inclinacion de 12° y que
un senderista ha caminado 2km sobre ella. ;A qué altura de la base de la

rampa se encuentra el senderista?

Problema 1.2.2: Un barco sale de un puerto con una k
horientacion de 60° NE, y navega 2 millas sa qué
distancia, en km, de la orilla de la playa se encuentra?

(2 milla nautica equivale a 1,852 km)

Problema 1.2.3: Un avion se dispone a aterrizar con un grado de inclinacién
sobre la horizontal de 15°. En el radar del avidn se indica que esta a una
altura de 5000 m. ¢ Cuéntos kilometros debe de recorrer el avion hasta llegar

al aeropuerto?

I[I. Campo de problemas 2: Resolucion de triangulos no rectangulos.
(CP2)

En este campo de problemas se incluyen aquellos problemas en los que o bien el
triangulo inicial no es un triangulo rectangulo pero se puede descomponer en dos de estos
o directamente se dan dos triangulos rectangulos, pero que para resolverlos necesitamos
estrategias diferentes a las anteriores en las que se planteaba una ecuacién con una unica

razon trigonométrica involucrada.
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Problema 2.1: Un avidn vuela entre dos ciudades A y B que distan entre si
50km. Desde el avion se miden los angulos que se indican en la figura ¢a

que altura vuela el avion?

Problema 2.2: Para sujetar una antena se lanzan dos cables al suelo desde la
parte mas alta de estas. Uno de ello esta anclado al suelo con un angulo de
25° y a una distancia de 4 metros de la base de la antena. El otro esta anclado
a 3 metros de la base. ¢Cudl es la altura de la antena y el angulo de anclaje
del segundo cable?

Problema 2.3: Para saber a que altura vuela un
avion medimos los angulos de elevacion del
avion desde el portal de nuestra casa, 55°, y

desde la terraza, 40 °, y se realiza el esquema

de la figura. Sabiendo que el edificio tiene 15
metros y que la altura aproximada de cada piso

2 1

es de 3,2 metros ¢ Cual es la altura del avién?

Problema 2.4. Desde una ciudad de observa un satelite a 15km de la ciudad

con un angulo sobre la vertical de gradianes. Desde otra ciudad se observa

ese mismo satelite a 10km, ¢Cudl es la distancia entre las dos ciudades?

¢Cudl es el angulo, en grados, sobre la vertical de la otra ciudad?

Problema 2.5: Desde el faro F se observa el barco A bajo un angulo de 43°
con respecto a la linea de la costa; y el barco B, bajo un angulo de 21°. El
barco A estd a5 km de la costa 'y el B a 3 km. Calcula la distancia entre los

dos barcos.
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E.2. Modificaciones de la técnica inicial en la resolucién de los

problemas.

Las técnicas que se utilizan para resolver estos campos de problemas no sufren
ninguna modificacion respecto a la técnica inicial pero si que es necesaria una vision
diferente de las técnicas. Es decir, para resolver estos problemas se utilizan las razones
trigonométricas vistas, seno, coseno y tangente, pero tambien se ven en la necesidad de
utilizar combinaciones de estas razones trigonométricas para poder llegar a la respuesta

adecuada.

E.3. Metodologia a seguir en su implementacion en el aula.

La metodologia que se tiene pensada para trabajar estos problemas es la
metodologia de trabajo en grupo con la dinamica concreta del 1-2-4. Esta dindmica se
basa en la resolucion de problemas de forma individual pero con una puesta en comdn
posterior con el resto de componentes del grupo, primero por parejas y luego en el grupo
completo. Por consiguiente, se pretende que cada alumno y alumna resuelva de manera
individual cada uno de los problemas propuestos y cuando haya terminado un comparfiero
0 compafiera del grupo pongan en comun las estrategias y técnicas seguidas para
resolverlos, que discutan si alguna de ellas es mas ventajosa que la otra, si ambas son
validas, y que en el caso de que los resultados sean diferentes sepan cual de ellos es el
correcto y donde esté el error del otro. Mientras, los otros dos integrantes del grupo
también pondran en comudn de la misma manera sus resultados. Y por dltimo, cuando

hayan terminado por parejas lo comentaran en el grupo las cuatro personas.

F. Sobre las técnicas.

F.1. Las técnicas.

Como hemos visto en la seccion anterior, E. Los campos de problemas., son
necesarias unas técnicas especificas para resolver algunos de esos problemas. Al mismo
tiempo, estas técnicas se pueden combinar para resolver otros de los problemas que se
proponen. En esta seccion se van a disefiar las técnicas relacionadas con el objeto
matematico que estamos estudiando, los ejercicios necesarios para ejercitar cada una de
las técnicas, asi como los campos de problemas vistos en la seccion anterior que estan

relacionados con las técnicas que aqui se presentan.
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Mencionar también que para el calculo de las razones trigonomeétricas de algunos
angulos es necesario el uso de la calculadora. Por ello en las técnicas que sea necesario el
uso de esta se especificaré o se dividira la técnica en dos subapartados; uno en el que sea

necesario el uso de la calculadora y otro en el que no haga falta.

I. Tecnica 1: Medidas angulares (T1)

Segun el curriculo oficial, en el curso de 4° de ESO se han de explicar dos medidas
angulares: los grados y los radianes. Con los ejercicios que se muestran a continuacion se

pretende trabajar la técnica del paso de grados a radianes y viceversa.

Ejercicio 1.1: Completa la siguiente tabla realizando los calculos y

simplificaciones sin la calculadora.

Grados |0 |30 60 120 | 180 | 200 | 270 360

Radianes T T 221 o

4 2 11
Ejercicio 1.2 Completa la tabla anterior utilizado la calculadora y observa

que ocurre.
Ejercicio 1.3: Convierte 45° 30’ a radianes.

Ejercicio 1.4: Convierte 45° 30’ a radianes con la calculadora y comprueba

el resulado con el ejercicio anterior.

Con la resolucidn de estos ejercicios se consigue trabajar la técnica del cambio de
medidas angulares de grados a radianes o viceversa. Ademas, se comienza con la
introduccién del uso de la calculadora que serd mas necesaria posteriormente. Con la
comparacion de los resultados entre las simplificaciones “manuales” y los calculos con
la calculadora se espera que el alumnado observe que es mas preciso el trabajo con
fracciones que con numeros cuyas cifras decimales sean elevadas y se realicen

truncamientos o redondeos que introduzcan errores en las soluciones.

Los campos de problemas que se trabajan con esta técnica son todos los
propuestos en la seccién E en los que se exija un cambio de medidas angulares, como

ocurre por ejemplo en el Problema 2.1.
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Il. Técnica 2: Razones trigonométricas de un angulo agudo (T2)

Con esta técnica se va a practicar el calculo de razones trigonométricas de los
angulos agudos en triangulos rectangulos dado los lados del triangulo. Del mismo modo
se incluira el célculo de alguno de los lados de un tridngulo rectangulo dadas las razones

trigonomeétricas.

Las razones trigonométricas que Se exigen para este curso son:
sen a,cosa y tga.

Técnica 2.1 Razones trigonométricas de 30°, 45°y 60°. (T2.1)

Ejercicio 2.1.1: Calcula la altura del triangulo 8
equilatero utilizando el Teorema de Pitagoras,
sabiendo que los lados miden una unidad. ¢Cuanto

miden los angulos del triangulo? Calcula las razones

trigonométricas de los dos angulos agudos (BCA y
CBD).

Ejercicio 2.1.2: Dibuja un triangulo isésceles con la medida del lado que tu
decidas. Calcula la altura del triangulo como en el ejercicio anterior. En uno
de los dos triangulos rectangulos gque se obtienen al trazar la altura, calcula
las razones trignometricas de los dos angulos agudos y la medida de esto

angulos.

Ejercicio 2.1.3. Calcula los lados de un triangulo
rectangulo isosceles en el que los catetos miden una
unidad con el Teorema de Pitagoras.;Cuanto miden sus

angulos? Calcula las razones trigonométricas de esos

angulos. 1

Ejerccio 2.1.4. Dibuja un triangulo rectangulo isosceles con la medida del
cateto que tu decidas. Calcula las razones trigonometricas de los dos a&ngulos

agudos. ¢Cuanto miden los angulos?

Estos tres ejercicios trabajan las razones trigonomeétricas de angulos de 30°, 45° 0
60°. Ademas, se relaciona la clasificacion de triangulos segun sus lados (equilateros o

isdsceles) con las razones trigonomeétricas de sus angulos.
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Ademas, con el Ejercicio 2.1.2 y el Ejercicio 2.1.3 al dibujar cada uno triangulos
de medidas diferentes se justificara que las razones trigonométricas no dependen de los
lados de los tridngulos sino de los angulos.

Técnica 2.2 Razones trigonométricas de angulos agudos sin calculadora. (T2.2)

Ejercicio 2.2.1. Realiza los siguientes calculos y reponde a las preguntas.

i. Calcula las razones trignémetricas de los dos angulos agudos de un
triangulo rectangulo cuyos lados miden 13cm, 12cm y 5¢cm.

ii. Despues, utilizando la calculadora, indica cuanto miden los angulos
del triangulo.

iii. ¢Qué relacion hay entre el seno y el coseno de un angulo y del otro?
iv. ¢Como son los angulos agudos del tridngulo? ;Cuanto suman?

Ejercicio 2.2.2. Calcula las razones trigonométricas de los angulos agudos
de estos tridngulos y calcula los lados y angulos que faltan. Expresa los

resultados en forma de fraccion, no uses la calculadora.

Técnica 2.3 Razones trigonométricas de angulos agudos con calculadora. (T2.3)

Ejercicio 2.3.1. Dibuja un triangulo rectangulo con las medidas de los
catetos que tu decidas. Mediante el teorema de Pitagoras calcula la medida
de la hipotenusa y las razones trigonomeétricas de los angulos agudos de tu
triangulo. Con ayuda de la calculadora halla el valor de los angulos del
triangulo. ¢Qué relacion observas entre el seno de uno de los angulos vy el

coseno del otro? ¢Cuénto suman los angulos agudos. ?

Ejercicio 2.3.2. Calculamos las razones trigonometricas de un angulo dado
con Geogebra. Debes calcular las de los angulos de 0°, 10°, 15°, 30°, 40°,

45°,60° 90°. Para cada uno de los angulos sigue los siguientes pasos:
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- Coloca un punto, A en el origen.

- Crea un deslizador, a, con rango 0-10 e T

incremento 0.01. \
- Haz una circunferencia de centro A y radio a. ‘n‘
- Halla la interseccion del Eje X con la }, [ ’
circunferencia. /

- Con la herramienta angulo dado, haz un =
angulo con centro en A de una de las medidas que estan indicadas arriba.

- En la barra de entrada indica que calcule el seno, coseno y tangente del
angulo que acabas de hacer.

- Anima el deslizador y observa que ocurre con las razones

trigonométricas que has hallado.

Al igual que con el Ejercicio 2.1.2 y el Ejercicio 2.1.3, al dibujar cada alumno y
alumna un tridngulo diferente se pueden usar estos ejercicios para generalizar y justificar

las técnicas. En este caso, en el ejercicio se trabajan varias técnicas:

- Caélculo de razones trigonométricas de angulos agudos.
- Uso de la calculadora para hallar &ngulos y razones trigonomeétricas.

- Relacion entre las razones trigonométricas de angulos complementarios.

El campo de problemas que se practica con esta segunda técnica, bien sea con o
sin calculadora es el Campo de problemas 1: Resolucion de triangulos rectangulos (CP1).
También se trabaja esta técnica en el Campo de problemas 2: Resolucion de triangulos
no rectangulos. (CP2), pero en este campo no es la Gnica técnica que se utiliza, pues como
veremos mas adelante, en ocasiones son necesarias las técnicas que se especifican a

continuacion.

Para trabajar esta técnica también se proponen ejercicios relacionados con areas y
volimenes, en los cuales deberan de usar razones trigonomeétricas para calcular el lado de

ciertas figuras geométricas y asi poder calcular sus areas o volumenes.

Ejercicio 2.3.3. Halla el area de un pentagono inscrito en una circunferencia

de radio 20cm.
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Ejercicio 2.3.4. Determina el volumen de este O
tronco de cono, cuya altura es 12cm, el radio de la
base es 8 cm y el angulo que forma la base con la

generatriz es de 65° (Es posible determinar su

superficie? En caso afirmativo calcula dicha -

superficie.

[1l.  Técnica 3: Relaciones trigonomeétricas.

Los ejercicios que se presentan a continuacion son para trabajar las relaciones

trigonomeétricas entre las razones de un angulo. Se trabajaran dos principalmente:

sen’a + cos’a = 1;

sena

tga = .
g cosa

. .. . 1
Ejercicio 3.1. Sabiendo que el sena = 3 Calcula las restantes razones

trigonométricas.

. .- . 2
Ejercicio 3.2. Sabiendo que el cos a = 3 Calcula las restantes razones

trigonomeétricas.

Ejercicio 3.3 Calcula el sena y cosa, sabiendo que tga = %

. . , 1 V13
Ejercicio 3.4. ;Puede existir un angulo a tal que sena = S ycosa = T?

IV. Técnica 4: Descomposicion de triangulos cualesquiera en tridngulos

rectangulos.

En algunos libros de texto consultados denominan a esta técnica “estrategia de la
altura” o “estrategia de la tangente”. Esto es debido a que en los problemas se presenta
generalmente un triangulo, no necesariamente rectangulo, que para resolverlo es

necesario dividirlo en dos triangulos rectangulos trazando la altura del original.

Técnica 4.1. Triangulos acutangulos.

Cuando el triangulo que se presente sea un triangulo acutangulo, no rectangulo, la
técnica que se utilizara para resolver el problema sera la descomposicion en dos triangulos

rectangulos tranzando la altura sobre la base del triangulo.
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Figura 8. Descomposicién de triangulos acutangulos en triangulos rectangulos.

Técnica 4.2. Tridngulos obtusanqulos.

En el caso en que el tridngulo sea obtusangulo se dividira en dos triangulos

rectangulos trazando la altura sobre la base.

= »
NS

! - -

Figura 9. Descomposicion de triangulos obtusangulos en tridngulos rectangulos.

En ambos casos, la técnica T4 de descomposicién de triangulos no rectangulos en
triangulos rectangulos se utilizan para la resolucion de buena parte de los problemas del

Campo de problemas 2: Resolucion de triangulos no rectangulos. (CP2)

F.2 Metodologia a seguir en el aula.

Todos ejercicios que se proponen para trabajar las técnicas estan previstos para
que se resuelvan de manera individual pero con una posterior puesta en comun en el aula.
Como se ha mencionado, algunos de los ejercicios que se proponen no tienen un
enunciado cerrado pues cada alumno y alumna puede proponer diferentes tridngulos, pero
todos ellos llevan a las mismas conclusiones. Por ello, es interesante que se resuelvan de
manera individualizada y luego se genere un debate en el aula para consensuar esas

conclusiones comunes. Estos debates serviran también como tecnologias de las técnicas.

G. Las tecnologias.

Segun se define en la TAD, las tecnologias son las justificaciones de las técnicas.
Como en la seccidn anterior se han especificado las técnicas y se han explicado una por

una, en esta seccidn se hara la misma diferenciacion.
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G.1. Razonamientos que justifican las técnicas.

I. Tecnologia 1: Definiciones de grados y radianes (TG1)

Técnica 1: Medidas angulares (T1) se va a justificar mediante las definiciones de
grados y radianes. Se deberia comenzar por la definicion de grado, minuto y segundo,

medidas del sistema sexagesimal:

“El grado sexagesimal se define como una de las 360 partes iguales en las
que se divide una circunferencia. Cada grado puede dividirse en 60 partes
iguales denominadas minutos y cada minuto en otras 60 que llamaremos

segundos.”
Y continuar con la definicion de radian: v x/ B

“Un radian es el angulo central de una circunferencia que | fréd
abarca un arco de igual longitud que el radio de la

misma.” TS

A partir de aqui, se continuaria con la relacion entre las dos medidas angulares

para poder pasar de una a otra sin ningun tipo de dificultad.

El docente deberia de dar las dos definiciones anteriores y recordar cual es la
longitud de una circunferencia de radio r (I = 2mr), para después dejar libertad al
alumnado par que encuentre cual es la relacion entre esas dos medidas. Deberian de llegar

a la equivalencia de radianes a grados y de grados a radianes:
13 b4 180 2 13 T . 2
1 radian son — grados” y “1 grado son T80 radianes

Cuando el alumnado hubiese llegado a este paso, seria tarea del docente

institucionalizar la técnica para poder practicarla con los ejercicios propuestos en la T1.

Il. Tecnologia 2: Razones trigonométricas (TG2)

La Técnica 2: Razones trigonométricas de un angulo agudo (T2) bien sea con o
sin calculadores se justificaria mediante el trabajo del problema propuesto en la primera
razon de ser, relacionado con las alturas de alumnos. Este problema se ampliara

trabajando con Geogebra como se indica en el Ejercicio 2.3.2.
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Las razones trigonomeétricas de los angulos de 30°, 45° y 60° se pueden hallar con
los ejercicios propuestos en esa misma técnica: Técnica 2.1 Razones trigonometricas de
309, 45°y 60°. (T2.1) y asi quedarian justificadas.

Posteriormente el docente institucionalizaria las definiciones de seno, coseno y

tangente:

sin9= —L _— ____ A
Hipotenusa
A t

cos O = ——EXEEZLE—
Hipotenusa

tan @ = Y
Adyacente e “

Adyacente
Figura 10. Definiciones de las razones trigonométricas: seno, coseno y tangente.

A continuacién, seria el alumnado el que iria descubriendo las propiedades de
estas. Por ejemplo, con los ejercicios donde el alumnado dibuja sus propios triangulos se
pueden justificar las relaciones entre las razones trigonométricas y los angulos

complementarios:

sen(90°—a)=AC/AB= cosa
90° - a
cos (90°~a)=BC/AB= sena

tan (90°—qg)= I/tana

A
Figura 11.Relaciones de las razones trigonométricas de &ngulos complementarios.

Con esos ejercicios también pueden aventurar que las razones trigonométricas no
dependen unicamente de los lados del triangulo, aunque asi lo parezca por las

definiciones, sino que dependen Unicamente del angulo.

1. Tecnologia 3: Demostraciones de las relaciones trigonométricas.
(TG3)
En el caso de la Técnica 3: Relaciones trigonométricas. Se justificaran con el uso
del teorema de Pitagoras y las definiciones de las razones trigonométricas vistas

anteriormente. La demostracién de estas relaciones las realizard el alumnado con

pequefas institucionalizaciones progresivas del docente para que siguen los pasos
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correctamente. Debemos de entender que en 4° de ESO el alumnado esta preparado para

asumir demostraciones pero siempre con una guia.

La primera relacion se puede demostrar usando Unicamente el Teorema de

Pitagoras y las definiciones de seno y coseno:
“Demostracion de sen®a + cos?a = 1.

Aplicamos la definicion de seno y coseno para el angulo o y

escribimos el teorema de Pitagoras:

2 2 24,2 2
: 2 2, _ X) (5) _ it _h%
Entonces: sen“a + cos“a (h + (5 2 =1

Y asi queda demostrada la primera relacion trigonométrica.”

Para la siguiente basta con usar la definicion de seno, coseno y tangente:

“Demostracion de tga = > Aplicando las definiciones de seno, coseno

y tangente
senazz-cosazf-t a'=X
h n 9Ty
Entonces:
y
sena ; y-h 'y
:7=—=—=tga
cosa - x-h x

Y quedaria demostrada la segunda relacion fundamental”

IV. Tecnologia 4: Descomposicion en triangulos rectangulos (TG4)

La técnica 4 se desarrollara a la vez que se vayan introduciendo los problemas del
Campo de problemas 2: Resolucion de triangulos no rectangulos. (CP2) y quedara

justificada por las tecnologias que justifican las técnicas previas.
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H. Sobre la secuencia didactica.

La propuesta de la secuencia didactica que se mostrard a continuacion, esta

prevista para 12 sesiones de 50 minutos cada una de ellas. Una de las sesiones se dedicara

a la realizacion de un trabajo en grupo y otras dos de ellas se destinaran a la prueba escrita

y a la sesion de postevaluacion.

Tabla 6: Temporalizacion de la propuesta didactica.

Razoén

Sesion | Contenidos

10

11

12

de ser
Actividad de
conocimiento previos
Medidas angulares:
grados y radianes
Definiciones de seno,
coseno y tangente.
Razones trigonométricas
con calculadora
Trabajo de los campos de
problemas
Relaciones
trigonométricas
Descomposicion en
triangulos rectangulos
Trabajo de campo
Trabajo de campo con
Geogebra.
Sesidn de repaso y dudas
Evaluacién con prueba
escrita
Postevaluacion.

N°1

N°2

N°3

Campos de
problemas

CP1.1,
CP1.2
CP11,
CP1.2,

CP2
CP2

CP2

CP1, CP2

Sesion 1. Introduccién y conocimientos previos.

Técnicas

T1

T22y
T.2.1.

T.2.3

T3

T4.1T4.2
T4.1T4.2

T41.T4.2

T1, T2,
T3.T4

Tecnologias

TG1

TG2

TG2

TG3

TG4
TG4

TG4

En esta primera sesion de 50 minutos se dedicara unos 35 minutos en realizar las

actividades previas que se han descrito en el apartado C.2 Actividades previas.

Posteriormente, se utilizara el resto de la sesion para contarle al alumnado cémo sera la

evaluacion de la unidad, cudles seran los contenidos que se trabajaran y para explicarles

en que consistira el trabajo que realizaran en las sesiones posteriores.
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[1. Sesion 2. Medidas angulares.

Para comenzar el contenido de esta secuencia didactica empezaremos con la
definicion de grados y radianes. A continuacion, se le planteara al alumnado un problema
en el que deban pasar grados a radianes o viceversa. Cuando el alumnado haya
investigado sobre la equivalencia entre grados y radianes y viceversa sera tarea del
docente institucionalizar la técnica T1 y justificarla mediante la tecnologia TG1. Se

terminara la sesion trabajando la técnica con los Ejercicios 1.1, 1.2, 1.3y 1.4.

1. Sesion 3: Definiciones de las razones trigonométricas.

En esta sesion se trabajara e introducira la primera de las razones trigonométricas
con la Actividad 1, en la que el alumnado debera de observar las relaciones entre los
catetos y la hipotenusa de un tridngulo rectangulo. Posteriormente, se daran las
definiciones de las razones trigonométricas y se haran los ejercicios 2.2.1 y 2.2.2. Por
ultimo, se explicaran las razones trigonométricas del angulo 30°, 45° y 60°, se trabajaran

con los ejercicios 2.1.1, 2.1.2, 2.1.3 y 2.1.1 y se justificara con la tecnologia TG2.

IV. Sesion 4: Razones trigonomeétricas con calculadora y geogebra.

Dedicaremos a trabajar las razones trigonomeétricas que habran visto en la seccion
anterior pero en este caso con la calculadora o con el software libre Geogebra. Pero
primero se introducird el célculo de los angulos conocidos los catetos del triangulo
rectangulo con la razon de ser N° 2.

Seguidamente se haran los ejercicios 2.3.1 y 2.3.2, uno de ellos con calculadora y
otro de ellos con el programa de Geogebra. Asi se institucionalizara la técnica T2.3.
V. Sesién 5: Trabajo de los campos de problemas.

Comenzaremos la clase realizando dos de los ejercicios que quedaban pendientes
de la técnica 2, en los que se trabajaba el célculo de areas y volimenes a través de la
trigonometria. Y se continuara realizando problemas de los campos de problemas CP1.1

y CP1.2 para trabajar las técnicas vistas en las cuatro sesiones anteriores.
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VI.  Sesion 6: Relaciones trigonométricas

Continuaremos la secuencia didactica con la explicacion de las relaciones
trigonométricas (T3), su justificacion (TG3) y se trabajara la técnica con los ejercicios
3.1,3.2,33y3.4.

VII. Sesion 7: Descomposicion de trabajos cualesquiera en triangulos

rectangulos.

Se introduce en esta sesion la razon de ser N°3, con la posterior realizacion de los
problemas del campo de problemas CP2. Durante la realizacidn de los problemas se ira

institucionalizando la técnica T4 y la tecnologia TG4.

VIIl.  Sesién 8: Trabajo de campo, mediciones en el exterior.

El trabajo que se les propone es calcular la altura de alguno de los edificios
cercanos al instituto o incluso es propio edificio del instituto del cual el pie es inaccesible.
Para ello se realizaran dos medidas a diferentes distancias del pie de la base del edificio.
Las medidas que deberd de tomar el alumnado seran: los angulos de vision desde el
alumno o alumna que realice la medicion hasta la parte superior del edificio y la distancia
en linea recta sobre el suelo entre las dos mediciones. Las mediciones de los angulos las

realizardn con un gonidmetro de construccion casera en madera.

El trabajo lo realizaran por parejas, una de las personas de la pareja realizara las
mediciones y la otra anotara los datos. La produccion que entreguen, asi como la actividad

en Geogebra también la realizan en parejas.

IX. Sesion 9: Trabajo de campo, paso de datos a Geogebra.

En esta sesion el docente podra ayudar al alumnado a realizar el trabajo pero se
les intentara dejar la mayor libertad posible, para observar los conocimientos adquiridos
y asimilados hasta el momento. Deberan plantear el problema en un folio y realizar todos
los célculos con boli y calculadora. Pero también se les exigira que trasladen todos los
datos al programa Geogebra, realicen los calculos ahi y los comparen con los que han

obtenido a mano.

Para realizar los célculos en Geogebra deberan de utilizar deslizadores y la

herramienta de medicion de angulos, entre otras, y para facilitarles la tarea se les dara un
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guion que deberan de seguir, aunque serd un guion general para todos y cada una de las

parejas deberé de adaptarlo a sus propios datos.

En este trabajo no se les pedird Gnicamente que realicen los célculos y los
entreguen como un problema, sino que se pretende que hagan un Diario de campo en el
que describan como se han tomado las mediciones, por qué se tomaron esos datos y no
otros, cudles fueron los materiales utilizados para hacer las mediciones, como se plante6
posteriormente el problema y como se resolvid, con las dos técnicas exigidas (calculos

analiticos y en Geogebra).
X.  Sesion 10: Sesidn de repaso.
Realizaremos una sesién de repaso en la que el alumnado podréa plantear las dudas
que tengan sobre los problemas y ejercicios.
Xl.  Sesion 11: Prueba escrita.

Realizacion del examen descrito en la seccion siguiente.

XIl.  Sesién 12: Entrega de resultados de la prueba escrita.

Tras la realizacién de cualquier prueba es conveniente conocer los fallos y errores
para que el aprendizaje sea fructifero. Por ello, tras la realizacion de esta prueba se hara
esta sesion posterior en la que el alumnado vera los aciertos y errores que ha cometido en
cada una de las actividades. Pero dejar en el alumnado toda la responsabilidad de la
asuncion de errores no puede ser tan beneficiosos como que el docente los guie durante

ese proceso de correccion.

En la seccion siguiente sobre la prueba escrita se detallaran tanto la sesion 11 como

la 12, asi como la gestion de los resultados de esta prueba escrita.

I. Sobre la evaluacion.

|.1 Prueba escrita.

A continuacion, se presenta la prueba escrita que deberia de hacer el alumnado
que trabajase con esta propuesta didactica. La prueba consta de un total de 7 preguntas de
las cuales algunos de ellas son ejercicios para que el docente corrobore que el alumnado

maneja ciertas técnicas, y otras son problemas en los que se evaluard tanto el
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razonamiento légico-matematico a la hora de entender los enunciados e interpretar las

soluciones como las técnicas que resuelven los problemas.

1.- Dos angulos de un triangulo miden respectivamente 40° y n/3 radianes.

Calcula en radianes y en grados lo que mide el tercer angulo. (1.25 puntos)

2.- ¢Es rectdngulo un tridngulo cuyos lados mide 12, 13 y 5cm? En caso
afirmativo calcula el seno, coseno y tangente de uno de sus angulo agudos
usando las definiciones de las razones trigonometricas. Explica qué relacion hay

entre las razones de los dos angulos agudos. (1.25 puntos)

3.- Calcula el seno y el coseno de un angulo cuya tangente es 4/3. ;Existe un

triangulo rectangulo cuya tangente sea 4/3 y su seno sea 3/5? (1.25 puntos)

4.- Un avion sale del aeropuerto y se eleva con un angulo de 10° hasta que

adquiere una altura de 15km. ¢ Cuantos km ha recorrido el avion? (1.25 puntos)

5.- Dos hombres salen de un punto A. Uno se dirige a B y otro al punto C,
siguiendo trayectorias rectilineas. Si el caminante que va a B anda 492 metros y
el que va a C camina 335,5 metros y la direccion BC es perpendicular a la
direccion AC, ¢Qué angulo forman los caminos cuando se separan en el punto

A?;Cuéntos metros separan a los puntos B y C? (1.75 puntos)

6.- Para medir la anchura de un rio, hemos tomado las medidas indicadas en la

figura. Hallala. (1.5 puntos)

7.- En un acantilado de 12 metros de altura se observa un barco bajo un angulo

de depresion de g radianes. En ese mismo acantilado hay colocado un faro desde

el cual el vigilante observa el barco en lo alto del faro bajo un angulo de

depresion de % radianes. Calcula la distancia del barco al pie del acantilado y la

altura sobre el nivel del mar de la parte superior del faro. Debes indicar los

resultados con numeros racionales y sin decimales. (1.75 puntos)
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1.2. Andlisis de la prueba escrita.

En esta seccion se va a hacer un analisis cada pregunta de la prueba escrita. Los
codigos que se utilizaran para nombrar los campos de problemas, técnicas y tecnologias,
los criterios de evaluacién y los estdndares de aprendizaje seran los especificados en A.3
Campo de problemas, técnicas y tecnologias que se ensefian. Por otro lado, se detallaran
las respuestas esperadas correctas y la calificacion otorgada a cada uno de los fallos segun

el modelo de tercios.

También debemos de tener en cuenta que ademas de las respuestas esperadas el
alumnado puede cometer diversos errores esperados. Estos errores los podemos clasificar
segun sean errores asociados a los nuevos conceptos, a conceptos matematicos previos o
al pensamiento y razonamiento l6gico- matematico. Los errores generales que se esperan
son los siguientes:

- Errores asociadas a la complejidad de los nuevos objetos matematicos:

e En las equivalencias entre grados y radianes.

e En el uso de las definiciones de las razones trigonométricas.

e En la relacion entre las razones trigonométricas de dos angulos

complementarios.

e En el uso de las relaciones trigonométricas

- Errores asociadas a antiguos objetos matematicos:

Al recordar cual es la suma de los angulos de un triangulo.

Aplicacion del Teorema de Pitagoras.

Identificacion de catetos e hipotenusa de los triangulos.

En la resolucion de las ecuaciones y sistemas que surjan.

Errores aritméticos durante la realizacion de las operaciones.

- Errores asociadas al proceso de pensamiento l6gico-matematico:
e A la hora de interpretar las soluciones de los problemas.
¢ Realizacion de un dibujo acorde con el enunciado.

e Interpretacion de los datos proporcionados en el enunciado.

Por otro lado, segun Gairin, Mufioz, y Oller, (2012) a la hora de corregir examenes
de matematicas por el modelo de tercios es necesario hacer una clasificacion de las tareas
que el alumnado ha de llevar a cabo durante la resolucion de los ejercicios. La

jerarquizacion y ponderacion de estas tareas es la siguiente:
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- Tareas principales (con una penalizacion de hasta el 100%)

- Tareas auxiliares (con una penalizacion de hasta el 67%)
e Tareas auxiliares especificas (con una penalizacion de hasta el 67%)
e Tareas auxiliares generales (con una penalizacion de hasta el 33%)

La penalizacion de las tareas auxiliares especificas junto con la de las tareas
auxiliares no podra superar el 67% de la calificacion de la pregunta.

En el posterior andlisis de la prueba escrita que se propone se clasificaran cada

una de las tareas de cada uno de los ejercicios y problemas segun la clasificacion anterior.

l.  Pregunta 1.

1.- Dos angulos de un triangulo miden respectivamente 40° y 7/3 radianes.

Calcula en radianes y en grados lo que mide el tercer angulo. (1.25 puntos)

Conocimientos del alumnado.

Tabla 7: Conocimientos del alumnado evaluados en la pregunta 1

Campos de o . Criterios de Estandares de
Técnicas Tecnologias L .
problemas Evaluacion aprendizaje.
- T.1 TG.1 Crit MAAC.3.1. Est MAAC.3.1.1.

Respuesta Correcta 1: Célculos en radianes.
La equivalencia entre grados y radianes es:

. 180
“l radian son — grados"

/s
“1 grado son 180 radianes"

2 .
Por lo tanto 40° son 57 radianes

Como los angulos de un triangulo suman 180° o lo que es lo mismo = radianes, el

21

/ - s . T
tercer &ngulo mediré en radianes: m — s

41T .
iry radianes.

Haciendo su equivalencia a grados con las equivalencias anteriores, tendremos

que el tercer angulo en grados medira 80°.
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Respuesta Correcta 2: Célculos en grados.

Usando las equivalencias anteriores se tiene que g radianes son 60°.

Como los angulos de un tridngulo suman 180° el tercer angulo medira en grados:

1802 — 402 — 602 = 802. Y haciendo su equivalencia a radianes, tendremos que el

, ., 4T .
tercer angulo medira Y radianes.

Respuesta Correcta 3: Mezcla de las dos anteriores.

Otra respuesta esperada, seria que el alumnado hiciese los dos procedimientos
anteriores para poder calcular el tercer angulo en radianes o en grados sin llegar a hacer

la equivalencia final.

Modelo de tercios.

Tabla 8: Modelo de tercios para la pregunta 1.
Tareas Principales

Calculo de la medida del

. Penalizacion hasta el 50% en Hasta el 100% y dejar de
tercer angulo en grados y en

. cada una de las medidas. corregir.
radianes
Tareas Auxiliares Especificas
Paso de grados a radianes o Penalizacion del 33,5% por Hasta el 67% y continuar
de grados a radianes cada error corrigiendo.

Tareas auxiliares generales

Relacién de los angulos de o
- J o Penalizacion del 67%
un triangulo (suma 180°) Hasta el 33% y continuar

Penalizacion del 11% por corrigiendo

Fallos aritméticos
cada fallo

Il. Pregunta 2

Tabla 9: Conocimientos del alumnado evaluados en la pregunta 2

Campos de o . Criterios de Estandares de
Tecnicas Tecnologias ., ..
problemas Evaluacion aprendizaje.
- T.2, T2.2 TG.2 Critt MAAC.3.2. Est MAAC.3.2.1.
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Respuesta Correcta 1:

Para comprobar que un tridngulo de lados 12, 13 y 5cm es rectangulo
comprobamos que cumple el Teorema de Pitagoras. El lado que mide 13cm debera de ser
la hipotenusa y los lados de 12 y 5 cm los catetos. Como: 132 = 122 + 5%; 169 = 169

El tridngulo de lados 13, 12, y 5¢cm es un triangulo rectangulo.

Para calcular las razones trigonométricas Tl;
de los dos angulos agudos, primero dibujamos el

triangulo. & - e

Usado las definiciones de seno, coseno y tangente:

c.opuesto c.contiguo c.opuesto
sen = ——; co0s0 = —; tg = ———
hipotenusa. hipotenusa. c.contiguo.
Entonces:
5 12 5
sena=—; cosa=—;tga=—,
13 13 12
8 12 8 5 tg B 12
senf =-—; cosf =-—; = —
13 13° 9P =5

Los angulos a y B son angulos complementarios, es decir suman 90°. Y las
razones trigonométricas de ambos cumplen:
sena =cos f; cos B =sena; tga —@
(No se esperan respuestas diferentes, aparte de aquellas que tengan diferente
notacién o en las que el triangulo este dibujado con el cateto de 5¢cm en la base. A pesar
de esto la respuesta no cambiaria puesto que se pide calcular las razones de ambos angulos

agudos.)

Modelo de tercios.

Tabla 10: Modelo de tercios para la pregunta 2.
Tareas Principales

Definiciones de razones trigonométricas  Penalizacion del 75%
. . Hasta el 100% y
Comprobacion de que el triangulo es dejar de

rectangulo para poder aplicar las Penalizacion del 25%
definiciones de la razones.

corregir.

48



Tareas auxiliares especificas
Calcular las razones trigopnométricas de

Penalizacion del 10%
los angulos agudos.

, [0)
por cada razén Hasta el 67% y
| | ; continuar
Relacionar las razones trigonométricas de e, .
, g . Penalizacion del 7% corrigiendo.
dos angulos complementarios.

Tareas auxiliares generales
Comprobacion de que es un triangulo

recténgulo. Penalizacion del 23%  Hasta el 33% y
| del 59 continuar
. Penalizacion del 5% -
Fallos aritméticos ° corrigiendo.
por cada fallo
I11.  Pregunta 3.
Conocimientos del alumnado.
Tabla 11: Conocimientos del alumnado evaluados en la pregunta 3.
Campos de . . Criterios de Estandares de
Técnicas Tecnologias - .
problemas Evaluacion aprendizaje.
- T.3 TG.3 Crit MAAC.3.1.

Est MAAC.3.1.1.
Respuesta Correcta 1:

Utilizando las dos relaciones fundamentales de la trigonometria:

(1)sena + cos?a =1

(2) tga — sena

cosa’

Podemos plantear un sistema de ecuaciones:

sena + cos’a =1
sena 4

cosa 3

3sena
Entonces: . = cosa.

2
Y por sustitucion: sen?a + (35?#) =1

4 3
De donde: sena = -y por lo tanto cosa =
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. .. .y . 4 3
No podria existir un tridngulo rectangulo en el que tga = 3 Y sena = - por los

resultados obtenidos previamente, ya que las razones trigonométricas para un

determinado &ngulo agudo son unicas y el seno hallado no coincide con el pedido.

(No se esperan respuestas diferentes, aparte de aquellas en las que el sistema se

resuelva por un método diferente.)

Modelo de tercios.
Tabla 12: Modelo de tercios para la pregunta 3.

Tareas Principales

Definiciones erroneas de las
relaciones trigonomeétricas

Penalizacion del 75%

Conclusion sobre la unicidad de
una razon trigonométrica para un
determinado &ngulo agudo. .

Tareas auxiliares especificas

Penalizacion del 25%

Penalizacion del 33,5%

Célculo del seno y del coseno del
cada razon

angulo.

Tareas auxiliares generales.

Penalizacion del 5% por

Fallos aritméticos
cada fallo

Resolucion del sistema de
ecuaciones

Penalizacion del 23%

I\V. Pregunta 4.

Conocimientos del alumnado.

Tabla 13: Conocimientos del alumnado evaluados en la pregunta 4.

Campos de L . Criterios de
Técnicas Tecnologias .
problemas Evaluacion
Critt MAAC.3.1.
CP1.2 T.2,T2.3 TG.2 Crit MAAC. 3.2,

Hasta el 100% y
dejar de corregir.

Hastael 67%y
continuar
corrigiendo

Hasta el 33% y
continuar
corrigiendo

Estandares de
aprendizaje.

Est MAAC.3.1.1.
Est MAAC.3.2.1.
Est MAAC.3.2.1.
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Respuesta Correcta 1:

Realizamos el dibujo: \
)
Como nos preguntan por los ul =10 et

-

kilometros recorridos por el avion, debemos de calcular la hipotenusa del triangulo. Con

el seno del angulo a tenemos:

sen 10 = 7; X = = 86,3815km

" sen 10

Entonces el avion ha recorrido 86.3815 kilometros.
Respuesta Correcta 2:

Con el mismo dibujo que en la respuesta 1:

tg100 =22 = 12 g5 0692k
g = Y T g0 m

Con el teorema de Pitagoras calculamos la hipotenusa del triangulo.

x? = (85,0692)% + 15%; x = 86,3815 km
Por lo tanto, el avién ha recorrido 86,1538 km.

Modelo de tercios.

Tabla 14: Modelo de tercios para la pregunta 4.

Tareas Principales
Interpretacion del enunciado Penalizacion hasta el 50%

Interpretar el calculo de la

. - Penalizacion hasta el 50%
hipotenusa del triangulo.

Tareas auxiliares especificas
) B Penalizacion del 67%
Planteamiento de la ecuacion

con razones trigonométricas (Penalizacion de 33% por la

ecuacion y 33% por Pitagoras)

Tareas auxiliares generales.

Resolucion de la ecuacion Penalizacion del 23%
(si se usa ecuacion y Teorema (Penalizacion de 13% por la
de Pitagoras) ecuacién y 10% por Pitagoras)
Fallos aritméticos Penalizacion del 5% por cada fallo

Hasta el 100%
y dejar de
corregir.

Hasta el 67% y
continuar
corrigiendo

Hasta el 33% y
continuar
corrigiendo
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V. Pregunta5.

Conocimientos del alumnado.

Tabla 15: Conocimientos del alumnado evaluados en la pregunta 5.

Campos de L . Criterios de Estandares de
Técnicas Tecnologias - .
problemas Evaluacion aprendizaje.
CP12 T2 TG.2 Crit MAAC.3.1. Est MAAC.3.1.1.

Respuesta Correcta 1:

Planteamos un dibujo que nos ayude a interpretar el

enunciado.

* -

El angulo que se forma en A, lo podemos calcular con el coseno ya que es la razén

trigonométrica que nos relaciona el cateto contiguo y la hipotenusa:

335,5
cosa = —=; a = 47°
492

El angulo que se forma en A es de 47°. Usando el seno o la tangente podemos

calcular la distancia entre By C. sen 472 = 4";

. X
O bien, tga = pves

Y de ambas formas obtenemos que la distancia entre B y C es de 360 metros.
Respuesta correcta 2.
Primero calculamos el cateto que falta con el teorema de Pitagoras:
492? = 335.52 + ¢?
De donde ¢ = 360 metros.

Y luego con cualquiera de las tres razones trigonométricas calculamos el angulo

que se forma en A.
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Modelo de tercios.

Tabla 16: Modelo de tercios para la pregunta 5.

Tareas Principales

Interpretacion del enunciado Penalizacion hasta el 50%
Hasta el 100% y

Definiciones de las razones dejar de corregir.

) L Penalizacion hasta el 55%
trigonométricas.

Tareas auxiliares especificas

Célculo de la distancia entre By
C por razones trigonométricas 0 Penalizacion hasta el 33.5%

por el Teorema de Pitagoras. Hasta el 67% y

) ) continuar
Calculf) del angglo que se forma o corrigiendo
en A (independientemente de la Penalizacion del 33.5%
razén trigonométrica que se use)

Tareas auxiliares generales
. Penalizacion del 5% por 0
Fallos aritméticos P Hasta el 33%y
Cada fa||0 Continuar
Resolucion de ecuaciones Penalizacion del 23% corrigiendo

VI. Pregunta 6

Conocimientos del alumnado.

Tabla 17: Conocimientos del alumnado evaluados en la pregunta 6.

Campos de Criterios de Estandares de

Técnicas Tecnologias i .
problemas Evaluacion aprendizaje.

Crit MAAC.3.1. EstMAAC.3.1.1.

CP2 T2 T4 TG2. TG4 _ . Est MAAC.3.2.1.
CtMAAC3.2. - MAAC.3.2.1.

Respuesta Correcta 1:

Descomponemos el triangulo en dos triangulos

rectangulos.

Usando las tangentes de dos angulos de 56° y 42° A4/0° |
x 50-x

tenemos:
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tg562 =

RS

tg42¢ =

50 —x
Resolviendo el sistema por el método que se crea adecuado, por ejemplo por

igualacion, se tiene:

{ x-tg562=nh
(50 —x) - tg42°=nh

xtg56° = (50 — x)tg42°
xtg56 + xtg42 = 50 tg42

_ 50tg42
X = 1956 + tg42

De donde x = 18,89 metros.
Y sustituyendo en una de las ecuaciones del sistema se tiene que h = 28 metros.
Respuesta Correcta 2:

Descomponemos el tridngulo en dos triangulos

rectangulos y hallamos el resto de los angulos de los dos

triangulos.
Usando las tangentes de dos angulos de 34° y 48° tenemos:

tg34e =

X
h
0—

Ul

X

tg4ge =
9 h

Resolviendo el sistema, por ejemplo por el método de igualacion, se tiene:

{ h-tg34° =x
50— h-tg482 =x

htg342 = 50 — htg482
htg34 + htg48 = 50

. 50
 tg34 + tg48

Y directamente se obtiene que h = 28 metros.
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Existen otras respuestas posibles segun se resuelva el sistema por un método o por
otro (reduccion o sustitucion).

Modelo de tercios.

Tabla 18. Modelo de tercios para la pregunta 6.
Tareas Principales

Descomposicion del

triangulo en dos triangulos Penalizacion hasta el 50%
rectangulos Hasta el 100% y
Definici q dejar de corregir.
etiniclones de razones Penalizacion hasta el 50%

trigonométricas
Tareas auxiliares especificas

Planteamiento de los Penalizacion del 33.5%%
sistemas con razones Hasta el 67% y
trigonometricas continuar
Célculo de la anchura del o corrigiendo
rio Penalizacion del 33.5%
Tareas auxiliares generales.
Resolucion del sistema. Penalizacion del 23% Hasta el 33% vy
Fall et Penalizacion del 5% por cada continuar
allos aritmeticos fallo Corng'endo

VII. Pregunta 7.

Conocimientos del alumnado.

Tabla 19: Conocimientos del alumnado evaluados en la pregunta 7.
Criterios de Estandares de

Campos de o .
Técnicas Tecnologias ., .
problemas Evaluacion aprendizaje.
TG.1 TG.2, Crit MAAC.3.1. EstMAAC.3.1.1.
CP1.2,CP2.1 T1, T2, T4 TG4 Crit MAAC.3.2 Est MAAC.3.2.1.
' ' 7 EstMAAC.3.2.1.
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Respuesta Correcta 1:

Comenzamos haciendo un dibujo en el que se reflejen los datos del enunciado.

Llamamos x a la altura del faro e y a la distancia '

del barco al pie del acantilado. Podemos plantear dos

5

ecuaciones con cada uno de los triangulos rectangulos

que se forman. 12 melis
T y Y
tg= ==
93 712
tg= = 4
92 T12+x

De la primera de las ecuaciones obtenemos que y = 12v/3
Y sustituyendo en la segunda se obtiene que x = 12+/3 — 12

Asi la parte superior del faro esté situado a 12v/3 metros sobre el nivel del mar, y

el barco se encuentra a 12+/3 metros del pie del acantilado.

Respuesta Correcta 2:
A partir del dibujo realizado anteriormente se pueden calcular los restantes
angulos del triangulo rectangulo.

Llamamos x a la altura del faro e y a la distancia del barco al pie del acantilado.

Podemos plantear dos ecuaciones con las razones trigonomeétricas de los nuevos angulos.

TC 12
95 =5

T 12 + x
th = y

De la primera de ellas se obtiene que y = 12+/3. Y sustituyendo en la segunda se
obtiene que x = 12+/3 — 12. Por lo tanto, la parte superior del faro esta situada a 12v3

metros sobre el nivel del mar, y el barco se encuentra a 12v/3 metros del pie del
acantilado.

Respuesta correcta 3:

A partir del dibujo de la respuesta 1, podemos obtener que: tgg =5

Siendo y la distancia del barco al pie del acantilado.
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Y despejando se tiene que y = 12+/3.

Y para obtener la altura del faro sobre el nivel del mar, bastaria con razonar que

-7 , 7 - T - 7
un triangulo rectangulo cuyos angulos agudos miden 5 €s isosceles y por lo tanto los dos

catetos miden lo mismo. Es decir, que la parte superior del faro esta situada a 12v3

metros sobre el nivel del mar.

Modelo de tercios.

Tabla 20: Modelo de tercios para la pregunta 7.

Tareas Principales

Interpretacion del enunciado ~ Penalizacion hasta el 50% _
Hasta el 100% y dejar

Interpretar el calculo de los  Penalizacion hasta el 50% de corregir.

catetos (25% de cada cateto)
Tareas auxiliares especificas

Planteamiento de ecuaciones o 0 Hasta el 67% y
, P Penalizacion del 67% : .
con razones trigonométricas continuar corrigiendo

Tareas auxiliares generales

Penalizacion del 5% por
cada fallo Hasta el 33% y

continuar corrigiendo

Fallos aritméticos

Resolucién de ecuaciones Penalizacion del 23%

|.3. Gestion de los resultados.

Como se ha comentado anteriormente, en la sesion posterior a la prueba se
planteaba una sesion en la que el alumnado fuese consciente y analizase los fallos

cometidos durante la prueba escrita.

En este caso se propone entregar al alumnado los exdmenes con los errores
marcados pero sin ningun tipo de calificacion, aunque el docente si que la tenga anotada
en algun lugar. A continuacién, el docente realizaria el examen en la pizarra para que el
alumnado sea consciente del porqué y de la importancia de los errores cometidos.
Posteriormente y sabiendo como de graves han sido los errores seria el alumnado el que
se calificase las pruebas, si que se les indicaria el peso de cada uno de los problemas y

ejercicios.
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La nota final que recibiria cada alumno o alumna seria la nota media de la nota
propia y la nota otorgada por docente, siempre y cuando la diferencia entre las dos notas
no superase los dos puntos.

Con esto se pretende conseguir que el alumnado preste atencion durante la
correccion del examen para que se dé cuenta de los fallos cometidos y asi los corrija y

entienda para pruebas posteriores.

Para evaluar toda la secuencia didactica no utilizara inicamente la prueba escrita,
sino que utilizaremos el trabajo de campo realizado (25 % de la calificacion) y el examen
(75%). Ademas la observacién diaria del alumnado servira para calificar el proceso de

ensefianza, asi como para adaptar las sesiones al aprendizaje del alumnado.
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