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Resumen

En este trabajo se va a estudiar la dindmica y el control de los sistemas hibridos usando
la geometria diferencial. Primero se va a presentar la formulacién geométrica de la Mecanica
Cuantica. Posteriormente se van a deducir las ecuaciones de Ehrenfest como ejemplo de dindmica
de sistema hibrido y se van a geometrizar. Tras ello se va a presentar la condicién de controla-
bilidad y de control éptimo para el formalismo geométrico. Finalmente, se va a aplicar todo lo
anterior a un ejemplo sencillo de sistema hibrido en el que se van a realizar varios ejemplos de
control éptimo.
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1. Introduccién y Objetivos

En este trabajo se van a estudiar los sistemas hibridos con el formalismo geométrico, esto
significa que se va a usar la geometria diferencial para tratarlos. Los sistemas hibridos estan
formados por grados de libertad que se tratan de forma cldsica y otros que se tratan de forma
cudntica pero que estan acoplados. Esto suele usarse cuando la resolucion de todo el sistema de
forma cudntica es demasiado compleja, por lo que se aproxima que parte del sistema se puede
tratar de forma clésica.

Un ejemplo de sistemas hibridos son los sistemas moleculares en los que se separa el bloque
formado por la parte nuclear y los electrones internos que se puede tratar de forma clasica y los
electrones de valencia que se tratan de forma cudntica. Este tipo de modelos pueden ser particu-
larmente 1tiles en, por ejemplo, el uso de superficies de energia potencial (PES). Este consiste
en resolver la ecuacion de Schrodinger de la parte electrénica en funcién de las posiciones de
los ntucleos, con lo que se obtiene una superficie de energia potencial de la parte electrénica en
funcion de las posiciones nucleares. Usando esta superficie se puede obtener la dindmica nuclear
teniendo en cuenta solamente los distintos grados de libertad nucleares, es decir, que toda la

informacién de la parte electrénica esta en la superficie de energia potencial.

Como queremos geometrizar los sistemas hibridos, y estos estdn formados por una parte
clésica y una parte cudntica, hay que saber como geometrizar cada una de estas partes. El uso
de la geometria diferencial para la mecdnica clasica se desarrollé durante la segunda mitad del
siglo XX (puede consultarse por ejemplo en [1]). Los elementos més relevantes de este formalis-
mo son: el espacio de fases del sistema se identifica con una variedad diferencial, las magnitudes
fisicas son funciones diferenciables sobre esta variedad y la dindmica esta dada por las curvas
integrales de un campo vectorial que es el campo hamiltoniano, el cual se puede obtener a partir
del corchete de Poisson del hamiltoniano. La geometrizacion de la Mecanica Cuantica se empez6
a desarrollar en los anos 70 en trabajos como [2] y se ha conseguido tanto en la imagen de
Schrédinger como en la de Heisenberg. En la primera secciéon de este trabajo se desarrollara
brevemente el formalismo geométrico en la imagen de Schrédinger basdndonos en desarrollos

més recientes como [3].

Tras esto, en la segunda seccion del trabajo, estudiaremos las ecuaciones de Ehrenfest y
su geometrizacion. Las ecuaciones de Ehrenfest son un caso concreto de dindmica de sistemas
hibridos en el que se tratan los complejos moleculares como se ha descrito anteriormente, es
decir, la parte nuclear de forma clasica y la parte electrénica de forma cudntica. Tras una de-
duccién de las ecuaciones de Ehrenfest se presentard una geometrizacion de estas a partir de la
geometrizacion de las partes clasicas y cuanticas.

La geometrizacién de las ecuaciones de Ehrenfest nos permite aplicar los teoremas de control
de la geometria diferencial a un sistema cuya dinamica estd definida por estas ecuaciones. En
la tercera seccién nos centraremos en las condiciones de controlabilidad del sistema desde un
punto de vista geométrico y en la aplicacién del control 6ptimo sobre estas ecuaciones usando el
principio de maximo de Pontriaguin. Esto nos permitira analizar la controlabilidad de un sistema

hibrido y cémo controlarlo optimizando ciertos pardmetros como la energia empleada o el tiempo.



Finalmente usaremos estas herramientos para analizar un ejemplo sencillo de sistema hibri-
do descrito mediante las ecuaciones de Ehrenfest, del cual obtendremos las ecuaciones de la
dindmica usando para la parte cudntica dos enfoques distintos: los estados del espacio de Hil-
bert y las matrices densidad correspondientes a estados puros. Una vez obtenida la dindmica
comprobaremos la controlabilidad del sistema y resolveremos numéricamente un problema de
control éptimo sobre el sistema comparando los resultados obtenidos con los dos tratamientos
distintos de la parte cuantica.

Los objetivos del trabajo son:
= Obtener las ecuaciones de Ehrenfest formuladas de forma geométrica para un caso general

= Obtener las ecuaciones de la dindmica para los estados y coestados para el principio de

maximo de Pontriagin usando las ecuaciones de Ehrenfest para un caso general

= Calcular de forma explicita las ecuaciones de Ehrenfest de forma geométrica para un
ejemplo sencillo de sistema hibrido usando para la parte cudntica los estados del espacio

de Hilbert y las matrices densidad

= Resolver numéricamente varios casos de control 6ptimo para el mismo ejemplo centrando-

nos en controlar la parte clasica

Podemos considerar nuestro ejemplo de referencia el control de reacciones quimicas. Este
puede estudiarse como un sistema hibrido en el que nos interesa controlar la posicién y momento
de los ntcleos, pero no el estado cuantico de los electrones. Esto se debe a que la condicién mas
importante para que se produzcan estas reacciones es aproximar lo suficiente los dtomos y que
no tengan una velocidad relativa entre ellos alta, esto nos lleva a tener que controlar la posicién
y momento de los nicleos. Debido a este argumento en la resolucién numérica del control nos

centraremos en controlar la parte cldsica.

2. Formalismo geométrico de la Mecanica Cuantica

En el formalismo geométrico de la Mecanica Cudntica se busca un formalismo similar al
formalismo geométrico de la Mecéanica Clésica para la Mecanica Cudntica, centrandonos en este
caso en situaciones de dimension finita. Por sencillez vamos a tratar la Mecanica Cuantica desde
la imagen de Schrodinger. Los posibles estados fisicos estan representados por los rayos en el
espacio de Hilbert, es decir, todos los puntos que se diferencian en una fase global o en su norma.
Las magnitudes fisicas estan descritas por operadores autoadjuntos con los que se puede definir
el valor medio, que es una funcion de los estados. La dinamica estd dada por la ecuacion de
Schrédinger que describe la evolucion de los estados en el espacio de Hilbert como la solucién de
una ecuacion diferencial. Lo que se busca en esta seccion es adaptar estos elementos al formalismo
geométrico.



2.1. Estados

Se quiere traducir los estados del espacio de Hilbert H a una variedad diferencial real M.
Para ello separamos la parte real e imaginaria de las coordenadas en una determinada base.
Tomando como base del espacio de Hilbert {|a;)} los estados se pueden expresar como:

n n
9) =" bilas) = D@+ ipo)las) aiopi € R (21)

i=1 i=1
Con el conjunto de estas coordenadas reales (qi,...,qn,P1,---,Pn) = (p,q) se forma una
variedad diferencial real, pero para que esta sea equivalente a H hay que traducir su estructura

algebraica a estructuras tensoriales en Mg.

Para traducir sus estructuras se usa el fibrado tangente T'Mg. En este al vector correspon-
diente al estado [1)), le asociamos el campo vectorial X, que se puede escribir de la siguiente

forma en las coordenadas anteriores:

n
0 0 o 0
Xy = q‘—l—p’> —,— € TM, 2.2
v ; < "0g; " Opi dgi’ Ipi ? (22)
Primero la estructura compleja se traduce con un tensor J : T'Mg — T Mg que cumple que
((p, q) son las coordenadas de los campos):

J(p,q) = (-p,q) = J>=-1 (2.3)

Para traducir el producto escalar entre dos estados [¢) y |¢) lo escribimos en sus coordenadas
reales (qy,py) ¥ (gg,Dg), se obtiene:

W) = (a9, Py) (46, 19)) = {avlag) + (Pylpg) +i({aylps) — (Pylay)) (2.4)

Si escribimos este resultado en la variedad real, es decir,como una operacién con tensores
sobre los campos vectoriales sobre un determinado punto |x) asociados a los estados [¢)) ,|¢) se
obtiene:

(lo) = (Xy|Xp) (x) = 9(Xy, Xg) 4+ iw(Xy, Xg) (2.5)

A partir de la expresion en coordenadas reales se puede deducir que el tensor g serd simétrico
y el tensor w antisimétrico. Se puede probar de forma sencilla (ver en [6]) que g es una métrica
y w una forma simpléctica. Los tres tensores (J, g,w) cumplen la condicién de compatibilidad
9(Xy, Xo) = w(J Xy, Xy4) que traduce la sesquilinealidad del producto escalar a la variedad
real. El conjunto (J, g,w) al cumplir la condicién de compatibilidad forma una estructura de
Kahler. También podemos escribir estos tensores en su versién contravariante que se usard

posteriormente. En la base escrita anteriormente tendrian la siguiente forma:

-~ 0 0 0 0 " 0 0 i 0 0
“ — (3%‘ ? 04 " Op; ? 61%') Z <3qz' 4 3pz'> ! Z (31% ®dq dqi ®dp>

=1 =1
(2.6)




2.2. Magnitudes fisicas y observables

Las magnitudes fisicas se representan mediante operadores lineales sobre H que son auto-
adjuntos para el producto escalar. Para adaptarlos al formalismo se toma el valor medio sobre
estados normalizados de la siguiente formas:

Fx() = WIXY)  (lgy =1 (27)

Si tomamos el estado 1) como un punto de Mg se puede ver fx como una funcién cuadratica
sobre Mg, que cumple que si el operador X es un observable (autoadjunto) producird valores
reales con esta funcién.

Esta funcion definida anteriormente tiene el problema de no ser constante para los puntos
de Mg que tienen distinta norma pero representan el mismo estado, por lo que se define una

(Y| X9)

ex(¥) = W) (2.8)

Esta funcién que define el valor esperado del observables X en el rayo v si que cumple que es

nueva funcion:

constante para los puntos con distinta norma, pero ya no es una funcién cuadrética. A partir de
esta también se pueden obtener los otros valores fisicos relevantes: los autovalores y autovectores
del operador. Los autovectores corresponden a los puntos criticos de esta funcién, es decir, que
cumplen que dex (1)) = 0 < [1) es un autovector. Para obtener los autovalores correspondientes
solo hay que aplicar la funcién sobre los autovectores.

2.3. Dindmica

La dinamica vendra dada por las curvas integrales del siguiente campo vectorial:

n (afHa Ofu 8) (2.9)

Xp=h0"'Qdfg,)=h"") —
~ \ Opi 9g;  0qi Op;

Veamos cémo las curvas integrales coinciden con la ecuaciéon de Schrédinger. Primero hay que
calcular fg (1) para lo que hay que escribir el hamiltoniano en las coordenadas reales, por lo
que serd una matriz de dimensién 2n x 2n. El calculo seria de la siguiente forma:

Hgq Hgpy -+ Hggq, Hgp, il

1 Hyqy Hpipy -+ Hpg, Hpip, b1
fu=5 (e aep) | 2 s (2.10)

Hyq Hgpy -+ Hguqn Hepn 4n

Hy.qo Hp,py - Hpng, Hpp, Pn

A partir de esta expresiéon, derivando se obtienen las siguientes curvas integrales para las
coordenadas reales:

dg; _

ditZ =n" (Hpifh @+ Hppyp1 + .+ Hpg,qn + Hpipnpn) (2.11)
dpi _

ditz =~ (Hyqu @1 + Hygpyp1 + -+ + Hyiq,Gn + Hy,p,Pn) (2.12)



Podemos expresar estas ecuaciones de forma compacta usando el tensor J y volviendo a la
notacién de estados 1, obteniéndose la siguiente relacion:
dip dip

— = —hYJH h— =
dt JHY = Jh-a,

Hy (2.13)
Dicha expresion es la ecuacién de Schrodinger, ya que como se ha mencionado anteriormente la
accion de J sobre un vector representa en el espacio real, multiplicar por la unidad imaginaria
en el espacio complejo.

Esta ecuacion se puede definir usando el corchete de Poisson asociado a la forma simpléctica

w, ya que este actia de la siguiente forma:

{f,g}=z<afag—af8g> (2.14)
i=1

Op; 0q;  0q; Op;
Por tanto la ecuacién de la dindmica se puede escribir de la siguiente forma:
Xg=h""{fu,} (2.15)

Ahora veamos un ejemplo que se usara en la seccién 5. Se van usar unidades naturales A = 1.
Consideremos un sistema cudntico de dos niveles con un hamiltoniano H = B,o, + Byo, con
o las matrices de Pauli y B variables dependientes del tiempo (este seria el caso de aplicar un
campo magnético a un sistema con spin 1/2 en las direcciones x e y). Los estado escritos en las
coordenadas reales tendran cuatro componentes (¢1,¢2) = (g1, p1,42,p2) con ¢; = q; + ip;. El

hamiltoniano escrito en las coordendas reales es:

00 10 00 0 1 0 0 B, B
1 -1 -B, B,

H =B, 000 + B, 00 o I Y (2.16)
1000 0 -1 0 0 B, -B, 0 0
0100 1 0 0 0 B, B, 0 0

Con este hamiltoniano podemos calcular fr obteniéndose:

0 0 B, B\ [a
0 0 —-B, B:||m
B, =B, 0 0||a
B, B. 0 0) \p

1

fo= 3 (ql,ph Qz,m) = By(q1g2 + pip2) + By(qip2 — ¢2p1)

(2.17)
A partir del cual se pueden obtener las ecuaciones de la dindmica para las coordenadas usando

, con lo que obtenemos:
G1 = Bapa — Byqa  p1 = —Byqa — Byp2 G2 = Bep1 + Byqi P2 = —B.qi + Bypr (2.18)
Ahora podemos comparar el resultado con el que se obtendria usando las coordenadas complejas:
¢1 = —(iBs + By) s ¢1 = —(iBy — By)¢1 (2.19)

Que si se escribe en las coordendas reales coincide con (2.18]). Por lo que el valor medio y la

dindmica coinciden con el valor al calcularlo de la forma convencional.



2.4. El espacio proyectivo

Otro aspecto a tener en cuenta es que, como se ha comentado anteriormente, los estados
fisicos estan representados por los rayos de H y con estos se forma el espacio proyectivo. Dicho
espacio también se puede traducir a este formalismo como una subvariedad P(H) de Mg y se
puede definir una proyecciéon 7 : Mg — P. Esta aplicacién actia de tal forma que todos los
puntos de Mg que corresponden al mismo 'rayo’ son proyectados el mismo punto en P. Se denota
[4] el punto de P que es la imagen por 7 del punto ¢ en Mg. Para introducir de forma geométrica
la relacién de equivalencia que define el proyectivo hay que introducir dos campos vectoriales:
A que tiene en cuenta las variaciones de médulo y I' que tiene en cuentas las variaciones de
fase global. Esta relacién se da porque los puntos que se pueden alcanzar a partir de uno dado
por curvas integrales de uno o el otro campo representan esta clase de equivalencia. Los campos

tienen la siguiente forma en las coordenadas anteriores:

0 - 0 0
A= Z(% -+ p; pi> F—Z<p¢8q—qz'am> (2:20)

7, 7

Otra forma equivalente a usar el proyectivo es usar matrices densidad correspondientes a
estados puros, ya que existe un difeomorfismo entre ambos espacios. El cual es una aplicacién
u : P — DY(H), donde D'(H) es el subespacio de proyectores de rango uno, que actiia de la
siguiente forma: u([¢)]) = WI%I = py. Como las matrices densidad son autoadjuntas se pueden
escribir con coordenadas reales en una base del espacio de operadores correspondiente.

También hay que tener en cuenta la evolucién temporal de las matrices densidad y cémo
calcular valores medios. La ecuacién de Schrodinger para matrices densidad es la ecuacién de
von Neumann y el valor medio de un operador es la traza del producto de la matriz densidad y

el operador:
;)
dt
Para geometrizar las ecuaciones podemos usar el difeomorfismo existente entre el proyectivo y

= [H, p(t)] = Hp(t) — p(t) H (X) =Tr(pX) (2.21)

los estados puros. Como u tiene inversa al ser un difeomorfismo se puede usar el pullback de la
aplicacion inversa (u~!)* que traslada la forma simpléctica del proyectivo a las matrices densidad
de estados puros. La imagen de la forma simpléctica de P se corresponde con un corchete de
Poisson, que nos permite calcular la dindmica de las matrices densidad como: % = h~YH,p}.
Como los operadores también son autoadjuntos podemos escribirlos con coordenadas reales en
la misma base que p. Con esto podemos escribir el valor medio y la evoluciéon temporal como:

77/2 n2
= Z Z piX;Tr(A;Aj ) Z Z plXJ(SJ = Z Xipi (2.22)

i=1 j=1 i=1 j=1

d
CZk =h YH,p}=h" Z CixHip (2.23)
j=1,l=1

donde Aj es la base del espacio de operadores autoadjuntos; X, Hr y pr son las coordenadas k
del operador X, del hamiltoniano y de la matriz densidad en la base A respectivamente; y CJI- i
son las constantes de estructura que vienen definidas por la relacion [A;, Ay] = C’jl. A Para mas
detalles del formalismo geométrico con matrices densidad puede consultarse [3] y [5].



3. Sistemas hibridos. Ecuaciones de Ehrenfest

Como se ha indicado en la introduccién, los sistemas hibridos son sistemas en los que se
combinan grados de libertad ctianticos y clasicos. Se suelen usar cuando la resoluciéon de todo
el sistema de forma cudntica es demasiado compleja por lo que se aproximan algunos grados
de libertad cudnticos por clasicos. Uno de los casos més representativos es el tratamiento de
moléculas, en los que se puede recurrir a un tratamiento clasico de los nicleos y cuantico de los
electrones de valencia que se justifica por la diferencia de masas y las distintas escalas temporales
para sus dindmicas. Un método para realizar esta separacién son las ecuaciones de Ehrenfest.

Veamos como se pueden deducir.

3.1. Deduccién de las ecuaciones de Ehrenfest

Tomemos como ejemplo el caso de una molécula formada por n dtomos y m electrones.

Considerando solamente las interacciones electromagnéticas el hamiltoniano se puede escribir

CcOomao:
S L g e | S gt R L A
H=—h —t 4
2M ~2m  dme ’R R| = \r—rj| lelyR_r”
=IN+Te+ VNN +Vee + Ve =TIN+T. +V =TN + H, (3.1)

donde R; y 7; son las posiciones de los ntcleos y de los electrones respectivamente, M; es la
masa del nicleo i (en unidades de la masa del electron, ya que se toma esta como masa unidad)
y Z; es la carga eléctrica de nucleo i. La resolucién de este hamiltoniano de forma cudntica es

demasiado compleja en general, por lo que hay que realizar aproximaciones.

Una primera aproximacion es factorizar la funcién de onda en una parte nuclear y otra parte
electrénica. Dicha factorizacion se puede realizar de forma exacta para un cierto tiempo tg,
pero la evolucién de esta no tiene porque conservar esa factorizacion. Al considerar la funcién
de onda factorizada se esta imposibilitando el posible entrelazamiento entre la parte nuclear y
electrénica. Entonces para un cierto tiempo ¢ la funcién de onda se puede escribir:

(I)(T, R,to) >~ (I)E(T, to)CI)N(R, to) (3.2)

donde ®.(R,t) es la funcién de ondas de la parte electrénica y ®n(R,t) es la funcién de ondas
que corresponde a la parte nuclear. Las variables r se refieren al conjunto de posiciones de los
clectrones (r = 71,...,7m) y R al conjunto de posiciones de los niicleos (R = Ry, ..., Ry).

Para obtener las ecuaciones de Ehrenfest se hace una modificacién a la factorizacion de la
ecuacién ([3.2) anadiendo un factor multiplicativo, por lo que la relacién queda de la siguiente

forma:

O(r, R,t) ~ ®(r,t)®N (R, t) exp <z tEe(t’)dt’> (3.3)

to
donde E.(t) = (Pe(r,t) PN (R, t)|He|Pe(r,t) PN (R, t)). Esta aproximacién se basa en que la fun-
cién de onda del ntcleo esta muy localizada en comparacion con la funcién de onda de la parte

electrénica.



Se puede comprobar (por ejemplo en [8]) que la diferencia de esta funcién de onda con
respecto a la exacta viene dada por:

t

|®(r, R, t) — ®c(r,t)Pn (R, t) exp <z Ee(t’)dt’> | ~O(e/L) (3.4)

to
donde €2 es la varianza de la densidad de probabilidad de los nicleos en el tiempo tg y L la
escala de longitud de la funcién de onda cudntica, que en este caso seria del orden del tamano
de los orbitales atémicos. A partir de esta factorizacion de la funcién de onda, se puede llegar a

las siguientes ecuaciones para la evolucién temporal de la parte electrénica y nuclear:

m%«g(t““ = T.®.(r,t) + </ SN (R, )V (r, R)<I>N(R,t)dR> Pe(r,t) (3.5)
iha‘l’%(fﬁ = Tn®n(R,t) + < / O *(r,t)He(r, R)<I>e(7“,t)d7"> (R, 1) (3.6)

La ecuacion (3.5)) se obtiene introduciendo la funcién de ondas (3.3|) en la ecuacién de Schrédinger,
multiplicando por la izquierda por ®n*(R,t) e integrando sobre R. Para la ecuacién (3.6) se
actia igual, solo que se multiplica por ®.*(r,t) y se integra sobre r.

La segunda aproximacion necesaria es plantear las ecuaciones de la parte nuclear de forma se-
micldsica. Primero escribimos la funcién de onda nuclear de forma polar, ®y = A(R,t) exp(£S(R, 1))
con Ay S reales. Si sustituimos la forma polar en la ecuacién (3.6)) y separamos en parte real e

imaginaria, se obtienen las siguientes ecuaciones:

2 n )
Méf’t) =— ; ]\Z (A%(R,t)V,;S(R, 1)) (3.7)
OS(R, 1) "L ((ViS(R))2 VPARL) (e, t)|He|®(r, 1))
5’5:_;< oM, "angA >_ n (3-8)

La ecuaciéon es una ecuacién de continuidad para la densidad de probabilidad de los
nicleos, ya que A? es la densidad de probabilidad de estos. Ahora, en la ecuacién , si
tomamos el limite cldsico en el que i — 0 y las funciones de onda de los nicleos estan localizadas
(como se ha usado anteriormente) se puede despreciar el segundo término del sumatorio (hay que
tener en cuenta que para el caso electrénico este término seria bastante mayor al estar dividido
por la masa), por lo que nos queda una ecuacién del tipo Hamilton-Jacobi donde S(R,t) seria
la accién y V;S(R,t) = P; el momento lineal del niicleo 4. También al considerar que los nicleos
estan localizados, la integral en se puede aproximar por V (r, R). Teniendo esto en cuenta,

la dindmica de la parte nuclear y electronica se pueden escribir como:

dp; _d®,
= - (I>e Z'He s (I)e
o (Pe|V;H(r, R)| D) ih o

= H.(r,R)®, (3.9)
Al resolver las ecuaciones (3.7) y (3.8) con esta aproximacién del limite cldsico puede compro-

barse (por ejemplo en [§]) que la diferencia entre la solucién exacta y la aproximacién es:

S(R,t)

|®n (R, 1) — AR, t)e! 7 || ~ O(y/m/M) (3.10)




donde M es la masa de los ntcleos y m la de los electrones, por lo que la diferencia sera pequena.

Usando que el momento es P; = Mi%, ya podemos obtener las ecuaciones de Ehrenfest a partir

de las ecuaciones ([3.9)

dR; P

dP,

VL B (312)
D) = He(r, B) o) (313)

Una vez obtenidas las ecuaciones se puede comprobar ([§]) que, debido a las aproximaciones
que se han tomado, la diferencia entre la solucién exacta y la que se obtiene de las ecuaciones de
Ehrenfest es del orden de O(e/L + \/W) Estas ecuaciones serdn validas mientras M sea
lo suficientemente grande con respecto a m y la varianza inicial de la funcién de ondas nuclear

€2(to) sea lo suficientemente pequeiia.

3.2. Geometrizacién de las ecuaciones de Ehrenfest

Para la geometrizacién del sistema hibrido primero veamos la geometrizacién de ambas partes
(la clésica y la cudntica) por separado.

En la parte nuclear se ha llegado a una formulaciéon Hamiltoniana cldsica por lo que se puede
geometrizar como cualquier sistema clasico. En la geometrizacién la variedad diferencial es el
espacio de fase formado por las posiciones y momentos de los nticleos es decir Mo = (R3)2".
Para representar las posiciones y los momentos se va a usar la siguiente notacion: R;; y F;;
que corresponde a la posiciéon y momento respectivamente del nicleo ¢ en la componente j. Los
observables son funciones diferenciables f : Mo — R tal que f € C*®°(M¢), es decir, que para
cada punto de M¢ asignan un ntimero real que serd el resultado de la medida. Como este espacio
de fase es una variedad simpléctica, permite la introduccién de un corchete de Poisson sobre las
funciones diferenciables, que actia de la siguiente forma:

n 3
Yy of 99  OfF Og .
Hhah = i=1 j=1 <aRiJ ob; 0P @Ri,) frg € € (Mo) (38.14)

Si el hamiltoniano del sistema fuera H se podria obtener la dindmica como las curvas integrales
del siguiente campo vectorial: Xy = {H,-}.

Ahora veamos la parte electrénica. Esta tiene una formulacion cudntica por lo que para
geometrizarla podemos aplicar lo visto en la primera secciéon. Aunque para poder aplicarlo
debemos considerar el sistema electrénico de dimensién finita. Esto se puede justificar por dos
razones. Una es que en la resolucién numérica de las ecuaciones al discretizar el sistema pasara a
ser de dimension finita. Otra razoén es que el sistema cuantico se puede aproximar a la situacion en
la que el sistema no es capaz de alcanzar todos los estados posibles de energia y solo consideramos
aquellos que tienen una probabilidad significativa, por lo que el sistema pasaria a ser de dimensién
finita. En consecuencia como se ha descrito anteriormente tendremos: una variedad diferencial
Mg que corresponde al espacio de estados (ecuacién ), funciones sobre Mg que actiian como
los observables (ecuacion ) y la ecuacién de Schrodinger que se puede describir mediante



las curvas integrales de un campo vectorial obtenido mediante un corchete de Poisson (ecuacién
(2.15).

Una vez que tenemos la parte nuclear y electrénica en formulaciéon geométrica por separado
ahora tenemos que juntar ambas. Primero el espacio de estados serd el producto cartesiano del
espacio de estados de cada subsistema:

M = MC X MQ (3.15)

Por ello M sera una variedad diferencial y simpléctica al ser el producto cartesiano de dos varie-
dades diferenciales y simplécticas. La eleccién del producto cartesiano traduce la factorizabilidad
de la funcién de onda que se ha tomado en la deduccién de las ecuaciones de Ehrenfest. Las
coordenadas que describirdn un estado serdn un conjunto de posiciones clésicas, de momentos
clasicos y de las coordendas reales en Mg, es decir que un estado ¢ € M serd:

¢:(Rlv'”7Rn7P17"'7ﬁn7Q17"‘7QM)p17"'7pm) (316)

donde habria n nicleos y se considera un sistema de m niveles por lo que correspondera con un
espacio de Hilbert de dimensién m. Por lo cual M tendria dimensién d = 6n + 2m.

Como la definicién rigurosa de los observables para los sistemas hibridos no es necesaria para
el trabajo se muestra en el Anexo A. Antes de describir la dindmica definamos las proyecciones
sobre cada uno de los dos subsistemas:

ﬂc:MC XMQ—)MC TQ ZMC XMQ—)MQ (3.17)

Para definir la dindmica se puede aprovechar que cada uno de los subsistemas tiene definido un
corchete de Poisson. Debido a esto la dindmica es como combinar dos sistemas cldsicos, por lo
que el corchete de Poisson del sistema completo seré:

{,}= {-,-}c+h_1{-,-}Q (3.18)

donde {-,-}c actiia sobre la parte cldsica y {-,-}¢ sobre la parte cudntica. También podemos
definir el tensor simpléctico equivalente sobre M combinando las estructuras simplécticas de M¢
y Mg, y las proyecciones de la ecuacién (3.17)) de la siguiente forma:

w = mEwe + h - mhwe (3.19)

donde 7/, y 71'22 son los pullback de las proyecciones definidas en . A partir del corchete
de Poisson del sistema completo podemos obtener la dindmica como las curvas integrales del
siguiente campo vectorial: Xy = {fm,-}, donde fg es el hamiltoniano del sistema completo que
en este caso estd dado por:

n 52

fi =3 5ot + Wla DB (a.) (320)

=1
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Las curvas integrales usando este hamiltoniano resultan en las siguientes ecuaciones:

dR;;  Ofu P

e wiab i=1,....n j=123 (3.21)
Mo _ ggf = Vi, @) H(B)e(ap)  i=1..n j=1,23  (3.22)
Cilq;:h—lggf i=1,...,m (3.23)
% _ _h—laaf;fj i=1,...,m (3.24)

Vemos como estas ecuaciones son equivalentes a las ecuaciones de Ehrenfest obtenidas an-
teriormente, ya que las ecuaciones N son iguales a las ecuaciones y
mientras que, como se ha visto en la primera seccién, las ecuaciones y son equiva-
lentes a la ecuacién de Schrodinger .

Por tanto se ha conseguido geometrizar un sistema hibrido clasico-cuantico con todos los
elementos necesarios y se ha conseguido recuperar las ecuaciones de Ehrenfest. También se
puede hacer un desarrollo equivalente si en la parte cuantica se trabaja con el espacio proyectivo
P en vez de Mg al disponer de los mismos elementos, pero sobre la variedad diferencial definida
en P. Como se ha descrito en la seccién anterior se pueden usar las matrices densidad de forma
equivalente al proyectivo.

Usando las ecuaciones y (2.23)) se pueden escribir las ecuaciones de Ehrenfest con
matrices densidad de la siguiente forma:

dR; ; P ; . .
d = b =1,... =1,2 2
dt MZ Z ) 7n .7 ) 73 (3 5)
2
dP; - . .
# :—vi,j;pkHek i=1,...,n j=1,2,3 (3.26)
d -
% ={He,pr} = > ClHeipy (3.27)
j=1,l=1

donde Ay es la base del espacio de operadores autoadjuntos, H, es la coordenada k en esa base
del hamiltoniano electrénico, pi es la coordenadas k de la matriz densidad en la base A y C’jl-k
son las constantes de estructura. Con esta construcciéon, se ha conseguido escribir las ecuaciones

de Ehrenfest geometrizadas usando matrices densidad.
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4. Control

Sea la dindmica de un sistema un conjunto de n ecuaciones diferenciales que dependen de
un conjunto de m pardmetros a dependientes del tiempo (&;(t) = fi(x(t),;(t)) coni=1,...,n
y j=1,...,m). Ese conjunto de m pardmetros se denominan los controles del sistema porque
permiten modificar la dinamica. Los valores de los controles estaran definidos en un cierto
conjunto A € R™, denomindndose controles admisibles aquellos que pertenecen al conjunto.

Un ejemplo podria ser una particula cargada sometida a la gravedad y a un campo eléctrico
orientado en la misma direccion que la fuerza gravitatoria pero del que solo se puede cambiar la
intensidad pero no el sentido. La ecuacién de la dindmica seria © = ¢FE(t) — mg. En funcién del
valor de E(t) la velocidad serd positiva o negativa, por lo que este controla el sistema y serfa el
control. Como no se puede cambiar el sentido del campo eléctrico los controles admisibles serian
los que cumplan que E > 0.

Una vez que tenemos los controles nos podemos preguntar si existen funciones de control
que conecten dos puntos arbitrarios del espacio de estados en un tiempo finito. Este problema
se denomina controlabilidad del sistema. Para ver qué condicién se debe cumplir para que sea
controlable vamos a tratar el control desde el punto de vista geométrico (puede consultarse
[9] para un desarrollo més detallado de este tema). De esta forma los estados pertenecen a
una variedad diferencial M y las funciones de la ecuacién diferencial corresponden a campos
vectoriales, por lo que la ecuacion diferencial se puede escribir:

() = X (x(1), a(t) = Xo(x(t) + Y ai(t) X,(x(t)) (4.1)
i=1

donde X corresponde a la parte de la dindmica en la que no intervienen los controles y recibe el
nombre de drift, y X; son los campos de control. La solucién de la ecuacién diferencial seran las
curvas integrales de este campo vectorial. La teoria de control geométrico ([9]) prueba que para
que el sistema sea controlable los campos de control tienen que generar mediante el conmutador
de campos vectoriales todo el espacio tangente. La forma con la que se conmutan los campos
es el corchete de Lie, que actia de la siguiente forma sobre los campos vectoriales escritos en
coordenadas:

=\ oY, L 0Xi\ 0 “ ) "0
(X1, Xo] = ZZ( jax )8:1:- conX:ZXi%yY:ZYi% (4.2)
! i=1 ! i=1 !

i=1 j=1

y dota al conjunto de campos de una estructura de algebra de Lie. Si el algebra generada por los
campos de control cubre todo el espacio tangente en cada punto, el sistema sera controlable. Para
ver coémo se puede generar el dlgebra de Lie a partir de unos campos dados mediante corchetes de
Lie veamos un ejemplo con dos campos X; y Xs. Primero calculamos [ X7, Xs] = X3. Si este nuevo
campo es independiente de los otros dos campos calculamos dos nuevos campos [ X1, X3] = X4
y [X2, X3] = X5 y continuamos calculando nuevos campos mediantes los corchetes hasta que
no se generen nuevos campos independientes a los anteriores. A este conjunto lo llamaremos
Lie(X1, X2) = {X1, X2, X35... X, }.
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4.1. Control 6ptimo y principio de maximo de Pontriagin

El control 6ptimo consiste en encontrar las leyes para las funciones de control tales que un
cierto criterio de optimizacion se consigue mediante estas. El criterio de optimizacion se da con
un funcional de coste que depende del estado del sistema y de los controles. La solucién al control
6ptimo da un conjunto de ecuaciones diferenciales para los estados que minimizan este funcional
de coste. Hay varios métodos para conseguir el control éptimo, en este caso vamos a tratar el

principio de maximo de Pontriagin.

Este principio nos permite obtener las condiciones para los controles dada una cierta funcién
de coste y las ecuaciones diferenciales que seguiran los estados. Para una demostracién rigurosa
de este puede consultarse [10]. Veamos en qué consiste este método. Primero consideremos un
funcional de coste de la siguiente forma:

T

Ju(®) = [ Lia(o), u(t)de (1.3
To

donde z(t) = (x1(t),...,x,(t)) son los grados de libertad del sistema y u(t) = (ui(t),...,um(t))

son los controles del sistema. Se define el hamiltoniano de Pontriagin de la siguiente forma:

H(x(t),p(t),u(t)) = > pi(t) filw(t), u(t)) + L(w(t), u(t)) (4.4)
=1

con f;(x(t),u(t)) la dindmica de los grados de libertad es decir ;(t) = f;(x(t),u(t)) y los términos
pi1(t),...,pn(t) son unas variables accesorias denominadas coestados (para acortar la notacién se
usard p(t) = (p1(t),...,pn(t)). Se observa cémo este hamiltoniano es como el hamiltoniano de la
Mecénica Clasica donde z(t) corresponden a las posiciones y p(t) a los momentos. El principio
de méximo de Pontriagin nos dice que si escogemos las funciones de control que maximizan
el hamiltoniano H respecto al conjunto de controles admisibles, entonces la soluciéon de las
ecuaciones de Hamilton usando estos controles serd la que optimice el funcional de coste. La
condicién de que los controles maximicen el hamiltoniano nos dard unas ecuaciones algebraicas
para los controles en funcién de los estados y coestados. Este principio se puede usar también para
minimizar el funcional de coste. En ese caso habrd que encontrar los controles que minimizan el
hamiltoniano de Pontriaguin en vez de maximizarlo. Tras obtener las ecuaciones de los controles
se puede obtener la dinamica de los estados y coestados aplicando las ecuaciones de Hamilton

al hamiltoniano de Pontriagin de la siguiente forma:

B OH
B Op;

Bi(t) = o = F@O®) P =g - S (4)

OH — Ofi(x(t),u'(t)  OL(x(t), (1))
- Z Pj O
=1 v
donde v/(t) son los controles que maximizan el hamiltoniano, por lo que serdn funciones de los
estados y momentos es decir v/'(t) = v/ (z(t), p(t)). Las soluciones de estas ecuaciones diferencia-
les corresponden a la solucion 6ptima del problema de control para el funcional de coste elegido.

Ahora apliquemos este método al sistema hibrido definido en el apartado anterior mediante

las ecuaciones de Ehrenfest. Hay que tener en cuenta que los estados seran las posiciones clasicas,
momentos cldsicos y las coordenadas reales que representan Mg de los estados cuanticos. Por ello
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a los coestados los vamos a denominar IT en vez de p, para no confundirlos con los momentos. Otra
consideracion es que los controles se van a aplicar solo sobre el hamiltoniano cuantico. Teniendo
esto en cuenta el hamiltoniano de Pontriagin que se obtiene para un sistema con n particulas

clésicas en tres dimensiones y un espacio de Hilbert para la parte cuantica de dimensién m, es:

- B - Ofne OfHe

H(R,P,q,p,TLu) =) (HRZM —Tip;V; fHe> +Z < — 10, > + L(R, P,q,p, u)
i—1 Op; qi

(4.6)

En esta expresién hemos usado unidades naturales (A = 1) y las ecuaciones de la dindmica

(3.21),(3.22)),(3.23)) vy (3.24). La funcién fg. es fue(R,q,p,u) = (¢(q,p)|He(R,u)|p(q,p)). Pa-
ra reducir la notacién se ha omitido la dependencia temporal de todas las variables. Para los

coestados se ha usado la siguiente notacion: Ilg; ; corresponde a la componente j del coestado
correspondiente a la posicién de la particula 4, I1p; ; corresponde a la componente j del coestado
correspondiente al momento de la particula ¢ y II,; corresponde al coestado de la componente
x; de la parte cuantica con z siendo g o p.

Una vez que tenemos el hamiltoniano de Pontriagin primero hay que calcular los valores de
los controles que optimizan el funcional de coste. Para esto, en el caso de que el dominio de los
controles sea adecuado, los valores de los controles seran los que anulan las derivadas, es decir
% = 0. Asi en el caso de haber r controles se obtendrian r ecuaciones con r controles a obtener
en funcién de los estados y coestados. Como estas ecuaciones no tienen por qué ser lineales
puede que no tengan una solucién analitica. Una vez obtenidas las funciones de control que son
solucion de estas ecuaciones habria que comprobar que son maximos ya que, la condicién de que

se anule la derivada, solo nos dice que son extremos locales o puntos silla.

Imponiendo la condicién de que la derivada de los controles se anule y calculando las ecua-
ciones de Hamilton se obtienen las siguientes ecuaciones:

OH a“ 0 fre V fHe) oL .
= I —T1I p, — = =1,... 4.
Ou; O:>j2< qj@uiap J@u@q) Z +8ui 0 7 eenar (A7)
R ]5; R 2, I i
R; W P;=—VifHe Ip; = ]\/]; —Vpil i=1,...,n (4.8)
= = - = a e e
i = Tp;ViVjfue =Y (quvifH - Hpjvi%> ~ViL i=1,...,n (4.9)
=1 =1 o %4
. OfHe ) Ofe
q; = éf;{ Di = — éf; =1,....m (4.10)
V fHe) - < 9 fre 32fHe) oL
P = Ip; — I, ——— — 11, —— i=1,....m 4.11
I, Z ; ¥ 9q;0p, "7 0g;0q; 0q; (4-11)
- 7 a v fHe) = ( 82fHe asze) aL .
II — m,,——— — I, —— | — 1=1,....,m 4.12
Z Pj— o Jz; q) apiapj pJ api8Qj api ( )

Con las r ecuaciones de ([4.7) se obtienen las funciones de control v/(t) = v/(R, P, q, p, g, IIp, 11, I1,,).
Resolviendo las demas ecuaciones diferenciales se podria obtener la evolucién temporal de R, P,

qayp-
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5. Ejemplo

Dado que las potenciales aplicaciones a reacciones quimicas resultan muy complejas, como
ejemplo de un sistema hibrido se va a tomar un oscilador arménico en dos dimensiones para
la parte clasica y un sistema de dos niveles para la parte cuantica. Sobre la parte cudntica se
va a aplicar un campo magnético en dos direcciones que servird como control del sistema. El
objetivo va a ser conseguir trayectorias con las que se minimice la energia mientras pasan por
ciertos puntos del espacio de estados cldsicos y cuanticos. Para conseguirlo se van a variar las
condiciones iniciales de los coestados que se obtienen usando el método de Pontriaguin para el
control 6ptimo. Se va a usar el formalismo geométrico para sistemas hibridos de la seccién 3 y
el método de control 6ptimo de la seccién 4.

5.1. Dinamica

Primero veamos las ecuaciones del movimiento. La parte clasica es la de un oscilador arménico

habitual es decir
P?+ P2

2m
Donde P, y P, es el momento, R, y R, la posicién, m la masa de la particula clasica y k la

1
c - 5/@(330 + R (5.1)

constante del oscilador armoénico.

El hamiltoniano de la parte cuantica sera:
Hq = f(Re, Ry) (Be(t)ow + By(t)oy) (52)

donde f(R., Ry) es el acoplo entre la parte clasica y cudntica (que para este ejemplo se va a
tomar como f = e(R2 + RZ) por simplicidad, siendo € es una variable que controla la intensidad
del acoplamiento), B, (t) y By(t) son las coordenadas del campo magnético que se va a aplicar
que depende del tiempo, o, y oy son las matrices de Pauli. Usando las coordenadas reales para
este sistema cudntico {qi, g2, p1,p2}, el hamiltoniano total del sistema es :

_P§+P§

fu i

1
+ §k(R§’ + R2) + e(R2 + R2) (Bo(p1ip2 + q1q2) + By(aipz — praz))  (5.3)

El valor medio del hamiltoniano cudntico ya se ha calculado en pero sin el acoplo. A partir
de este momento no se va a escribir la dependencia temporal de las variables y para la posicién
y momento se va a usar R2 + Rg =R’y P2+ P; = P? para reducir la notacién. Con este
hamiltoniano se pueden calcular las ecuaciones del movimiento como se ha visto anteriormente
en las ecuaciones (3.11)),(3.12)) y (3.13]). Se obtiene:

) P, )
R, =— R, =
m Y

3 [

sy

(
Py = kR, — 2€R, (Br(p1p2 + q142) + By(q1p2 — p1g2)) (
P, = —kR, — 2eR, (Bu(p1p2 + q12) + By(q1p2 — p12)) (
1 = €R*(Byp2 — Byga) G2 = eR*(Bup1 + Byq) (
b1 = —eR*(Bsaz + Byps) P2 = —eR*(Boai — Byp1) (

Una vez que ya tenemos las ecuaciones de la dindmica pasemos a obtener las ecuaciones para
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el control éptimo. Como queremos minimizar la energia que se suministra al sistema mediante

el campo magnético, el funcional de coste que se define es:

T
J(Bx(t)aBy(t))Z/ (B2 () + By(t))dt (5.9)

To

Con este funcional de coste y las ecuaciones de la dindmica anteriores se obtiene el siguiente

hamiltoniano de Pontriaguin:

H =

P11 P11
v fe ymRy + Hpy (—2Rze (Bz (p1p2 + q12) + By (—=p1g2 + p2q1)) — Rak)

m
+ I py (—2Rye (By (p1p2 + q12) + By (—p1g2 + p2q1)) — Ryk) — Ip1€R? (Byga + Byps)
— Ip2eR? (Boqy — Byp1) + g1eR? (Bopz — Byqz) + lgaeR? (Bopy + Byq1) — (B2 + By)
(5.10)

donde II; son los coestados. Notar que se ha anadido el signo menos al funcional al anadirlo
al hamiltoniano para que haya que maximizar el hamiltoniano para minizar la energia. Las

ecuaciones para la evolucién de los coestados se pueden hallar a partir de este hamiltoniano con

las ecuaciones (4.8]),(4.9),(4.11)) y (4.12)), se obtiene:

g, = 2R, I1¢ (Bygo + Byp2) + 2R Hpge (Bzqi — Byp1) — 2RI 1¢ (Bypz — Bygo)
— 2R, e (Byp1 + Byq1) — py (—2€ (By (p1p2 + ¢192) + By (—p1g2 + p2q1)) — k) (5.11)

Mgy = 2R, Mp1e (Bygo + Byp2) + 2R Hpge (Boq1 — Byp1) — 2R, 1€ (Byps — Bygo)
(B ) — py (—2¢ (By (p1p2 + q162) + By (—p1g2 + p2q1)) — k)

- 2Rqu26 zP1 + Ble

(5.12)

i1p, = L [1py = —fw (5.13)
m

I, = B,MyeeR? — Byl peR?* + 2R, M pye (Bygo + Byp2) + 2R, pye (Brga + Bypa)  (5.14)

My = B,I,1eR? + Byllj1eR? 4+ 2R, M pye (Byqi — Byp1) + 2R, pye (Beqi — Byp1)  (5.15)

I,1 = —B,IpeR? — ByMy9eR* + 2R, M pye (Bypa — Bygo) + 2R, T pye (Bups — Byga)  (5.16)

Mo = —B,IjeR?* + B eR?* + 2R, M pye (Bupr + Byqr) + 2Ry pye (Bupr + Byq1)  (5.17)

Ahora calculemos la condiciéon que tienen que cumplir los campos magnéticos para que se
maximice el hamiltoniano. En este caso se puede aplicar la condicién de que la derivada sea nula
y al ser la dependencia con los campos magnéticos lineal y cuadratica se va a obtener una tnica
solucion que serd el maximo.

Se obtienen los siguiente valores para los campos magnéticos aplicando la ecuacién (4.7)):

B, = —R I pge (pip2 + q1q2) — R I pye (p1p2 + q192)

II,1¢ I, 9¢ €
- ’; ¢ R? — ’;2 \R? + ql P R2 + 2 42 R? (5.18)
By = —R,Ilpye (—p1g2 + p2q1) — Ryﬂpye (—p1g2 + P2q1)
II,1€ Il 9€ II,q€ I 9€
- gl poR? + —;2 p R — —;1 @ R? + —q; ¢ R? (5.19)

Las ecuaciones que van a determinar la dindmica optimizada son las 8 ecuaciones diferenciales
para los estados y las 8 para los coestados sustituyendo los campos magnéticos en estas por las

relaciones (5.18)) y (5.19). Este conjunto de ecuaciones habra que resolverlo de forma numérica.
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5.2. Dinamica con matrices densidad

Ahora se van a realizar los mismo calculos que en el apartado anterior pero usando matrices
densidad para la parte cuantica. Como se ha mencionado anteriormente, si solo se usan estados
puros, usar matrices densidad es equivalente al proyectivo (al existir un difeomorfismo entre
ambos). Las ecuaciones de Ehrenfest con matrices densidad se han obtenido en (3.25),(3.26) y
(13.27)).

Vamos a centrarnos en el caso que se esta tratando de un sistemas de 2 niveles. Las matrices
densidad serdan matrices 2 x 2 hermiticas, por lo que puede escogerse una base de la forma:
{l,04,04,0,}. Como las matrices densidad tienen que tener traza unidad y ser hermiticas se
pueden escribir en esta base con coordenadas reales de la siguiente forma:

1 . .
5+ Ys Y1ty 1(1 0 0 1 0 =1 10
2 —
=5 + + + 5.20
<y1—iyz §—y3> 2(0 1) 7o) T - 0) TP 0 (5.20)

Por lo que las matrices densidad solo dependen de las coordendas en las matrices de Pauli,
yva que la coordenada correspondiente a la identidad esta fijada. Debido a esto se pueden usar
solo tres coordenadas. A estas coordenadas las denominaremos de la siguiente forma: p, = y1,
Py = Y2y p. = y3. Escribiendo la ecuacién de von Neumann en estas coordenadas para el
hamiltoniano de la parte cudntica del apartado anterior se obtienen las siguientes ecuaciones:

Pz = €R2By/0z Py = —€eR’Byp.  pz = ERQ(BxPy — Bypa) (5.21)

Estas nos dan la evolucién temporal de las coordenadas y coinciden con la expresion ((3.27)
si se desarrolla para este caso particular. El valor medio del hamiltoniano cuantico en estas

coordenadas es:
(He) = Tr(pH,) = eR*(Bupa + Bypy) (5.22)

Una vez que tenemos estos tres elementos (coordenadas reales, evolucién temporal y el valor
medio) podemos pasar al sistema hibrido. Con este valor medio se puede calcular la evolucién

de las coordenadas cldsicas usando las ecuaciones (3.21)) y (3.22). Se obtiene:

. P . P

R, == R, =" 5.23
m Y m ( )

P, = —kRy — 2¢R; (Byps + Bypy) P, = —kR, — 2¢R, (Byp: + Bypy) (5.24)

Como en el apartado anterior una vez obtenidas las ecuaciones del movimiento del sistema
completo, pasamos a calcular el control éptimo. El célculo es igual pero con las nuevas ecuaciones
del movimiento y las nuevas coordenadas cuanticas. El funcional de coste es el mismo por lo que
el hamiltoniano de Pontriaguin es:

P, P,II
H = mey + ymRy + I py (—2Ry€ (Bypy + Bypy) — Rok) + Ipy (—2Ry€ (Bopa + Bypy) — Ryk)
+ e R*Byp. — 1, e R*Byp. + 1. R? (Byopy — Byps) — (BL + By) (5.25)
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Como anteriormente, a partir de este hamiltoniano se obtienen las siguientes ecuaciones para

la evolucién de los coestados I1;:

g, =211, eR; Byp. — 211 e Ry Byp, — 211 ,.€ Ry (Bypy — Byps) + Hpy (26 (Byps + Bypy) + k)

(5.26)
g, = 2I, Ry Byp. — 21 ppeRy Byp. — 211,.€Ry (Byopy — Byps) + Lpy (2¢ (Byps + Bypy) + k)
(5.27)
. I . 11
Ip, = — 1= Tp, = —— (5.28)
m m
I1,, = 2B, R, p.e+ 2B, R,1Tp e + B,I1,.eR? (5.29)
1,, = —B,I,.eR? + 2B, R, p,e + 2B, R, pye (5.30)
sz = B,I1,,eR* — BTl R (5.31)

Las ecuaciones para que los campos magnéticos optimicen la energia son:

II,,¢ II, ¢

B, = —R.Ipyep, — R pyep, — gy p-R* + %pyRQ (5.32)
II,.¢€ II ¢

B, = —R,Ilpyep, — R, Ipyep, + %szz — %prz (5.33)

Asi ya tenemos las ecuaciones diferenciales para los estados y coestados (que en este caso
son 14 ecuaciones) y los valores de los campos magnéticos con los que hay que resolverlas para el

control 6ptimo. Como en el caso anterior estas ecuaciones habra que resolverlas numéricamente.

5.3. Controlabilidad

Para comprobar si el sistema es controlable se va a usar un programa en Python (se muestra
en el Anexo B) con el se van a calcular los campos que se obtienen a partir de los corchetes de Lie
entre los campos vectoriales. Si el niimero de campos linealmente independientes que se pueden
generar coincide con la dimension del espacio tangente entonces el sistema sera controlable.

Los campos vectoriales vienen dados por la dindmica por la siguiente ecuacion:
&(t) = Xo(z(t)) + BeXo(z(t)) + By Xy (x(t)) (5.34)

Ahora veamos que forma tienen esos campos vectoriales en funcién de si se escoge el formalismo
de Schrodinger o el de la matriz densidad. Para el formalismo de Schrodinger el espacio tangente
tendra dimension 8 y escogemos la siguiente base (%, %, %, %, 8%1’ 3%2, 8%1’ 8%2)' Usando
las ecuaciones (5.4)),(5.5)),(5.6)),(5.7) y (5.8, y multiplicando por la norma de la parte cudntica
(¢? + ¢2 + p? +p3) en la parte clasica del hamiltoniano se puede deducir que los campos tendran

la siguiente forma en la base anterior:

P, P P2 P2 P2 P2
XO = (a 7?,/’ _k:Rrv _kRya ( + k‘R2> b1, ( + kRQ) b2, — < + kR2> q1, — < + kR2> QQ>
m m m m m m
(5.35)
X, = (0,0, —2eRy(p1p2 + q1g2), —2€Ry (p1p2 + q142), €R?p2, eR?p1, —eR%qo, —eR%q1) (5.36)
Xy = (0,0,—2¢Ry(q1p2 — p1g2), —2€Ry(q1p2 — p1g2), —€Rqa, eR*q1, —eR*py, eR*p1) (5.37)
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Al introducir estos campos en el programa se observa que se pueden generar 7 campos indepen-
dientes por lo que el sistema es accesible. Hay que tener en cuenta que son 7 y no 8 porque al ser
una dindmica hamiltoniana conserva la norma de los estados cuanticos, por lo que hay un grado
de libertad menos. El término que de la norma cuantica se ha anadido porque es necesario para
generar la direcciéon de movimiento de la identidad en la parte cuantica. En las demas partes
del trabajo no se tiene en cuenta porque al trabajar con estados normalizados este término es uno.

Para el caso de usar matrices densidad la base escogida es (%, %, aipm, %, %, a%y, 8%7 ).
Como anteriormente usando las ecuaciones (5.21),(5.23)) y (5.24)) se puede deducir que los campos

tendran la siguiente forma en la base anterior:

P, P,
Xo = ( Y _kR,, —kRy,0,0,0> (5.38)
m m
X, = (0,0, —2€Rypy, —2€Rypy, 0, —eR*p., eR?py) (5.39)
X, = (0,0, —2€eR,py, —2¢Rypy, —R?p,,0, —eR?p,) (5.40)

En este caso al usar estos campos se consiguen generar 6 campos independientes por lo que el
sistema es accesible. Por la misma razén que en el caso anterior hay un grado de libertad menos
que dimensiones.

Como se ha usado el drift para generar todo el espacio tangente se ha comprobado que el
sistema es accesible para todos los puntos de la variedad pero no tiene por que ser controlable
(para esa condicién solo habria que usar los campos de control para generar el espacio tangente).
En este caso particular como todas las componentes del drift pueden cambiar de signo no se va
a dar el caso de que una cierta componente de la velocidad no se pueda cambiar de direccion
que es lo que hace que un sistema accesible no sea controlable. Debido a esto nos es suficiente
con comprobar la accesiblidad del sistema.

5.4. Resolucion numérica del problema

Para la resolucién numérica del problema se han usado librerias de cédigo abierto de Python
(Sympy y SciPy). Primero hay que resolver el conjunto de ecuaciones diferenciales de estados y
coestados, y posteriormente hay que determinar las condiciones iniciales de los coestados para
realizar la trayectoria deseada.

Para integrar el conjunto de ecuaciones diferenciales se ha usado un método de Runge-Kutta
explicito de orden 8 disponible en la funcién ode de la libreria Scipy. Se ha comprobado que
durante los tiempos de integracion que se han usado para la resolucién del problema los estados
cuanticos no perdian su normalizacién (se han obtenido variaciones en la norma menores que

107?) por lo que se ha considerado un método adecuado.

Para resolver el problema de que la trayectoria pase por un determinado punto en un de-
terminado tiempo variando las condiciones iniciales, lo que se ha hecho es definir una funcién
que serd la distancia minima de la trayectoria (que se integrard un tiempo 7') a ese punto y que
dependerd de las condiciones iniciales, es decir:

f(Xo) = min \/Z(Xi(t, Xo) — X2PIy2 (5.41)
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donde la suma en i es a las coordenadas que se quiere aproximar la trayectoria y X°P es el
punto a dénde se quiere llegar. Si se quiere pasar por mas de un punto se pueden sumar estas
funciones, una por cada punto por el que se quiere hacer pasar la trayectoria. El objetivo es
minimizar esta funcién.

Hay que tener en cuenta que para calcular el valor de la funcién para un determinado valor
de las condiciones iniciales de los coestados hay que integrar toda la trayectoria hasta el tiempo
T y obtener la distancia minima al punto en cuestién. Debido a esto no hay expresion andlitica
para esta funcién, por lo que se va a realizar una minimizacién de esta de forma numérica. Para
ello se van a usar el método de minimizacién global basinhopping y el método de minimizacioén
local Nelder-Mead, ambos disponibles en la libreria Scipy.

Una vez que se ha obtenido un valor que se considere adecuado para esta funcion ya se tiene
la trayectoria que minimiza la energia que se le suministra (al haber aplicado control éptimo) y
que pasa por los puntos deseados al controlar los condiciones iniciales de los coestados. El cédigo
que se ha usado para la resolucion del problema y la representacién grafica de los resultados se

muestra en el Anexo C.

5.5. Resultados

Se van a calcular tres casos distintos usando las dos formas explicadas anteriormente. Se
van a escoger los siguientes valores para los pardmetros: k = 1, m = 1 y € = 10. El valor de €
regula la intensidad del acoplo entre la parte cuantica y clasica. Se ha escogido un valor para
este tal que en la optimizacién numérica no se necesiten valores muy grandes o pequenos de
los coestados para facilitar la convergencia de la integracién numérica. Se van a representar las
trayectorias obtenidas en el espacio de fases cldsico (posicion frente al momento), la trayectoria
de la parte cuédntica en la esfera de Bloch (que consiste en representar los estados cudnticos como
matrices densidad en la base que se ha usado en el cdlculo de la dindmica) y el valor de la energia
del campo magnético que suministramos (B2 + B;) En las representaciones para referirse al
caso en el que se usa la imagen de Schrodinger se indicara en la leyenda qp y en el caso de la
matriz densidad se indicard con p. En las trayectorias que se van a mostrar se han obtenidos
distancias (a los puntos a los que se quiere llegar) menores que 1079, siendo la distancia el va-
lor definido en , que en funcién de cada caso tiene en cuenta o no las coordenadas cuanticas.

Primero se van a unir dos puntos en las coordenadas clasicas, es decir que solo se va a tener

en cuenta R,, Ry, P, y P,. Se va a iniciar la trayectoria en el punto (0,0,1,1) y se quiere llegar
al punto (1,1,0,0). Se han obtenido las siguientes trayectorias:
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Figura 1: Trayectoria en el espacio de fases clasico uniendo dos puntos clésicos
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Figura 2: Trayectoria en la esfera de Bloch y energia del campo magnético en cada instante de
tiempo uniendo dos puntos clédsicos

Se observa como la trayectoria de la parte clasica es similar en los extremos pero distinta en
la parte central. También se aprecia como en el caso de qp se necesita una energia mayor.

Ahora se van a unir dos puntos pero en las coordenadas cldsicas y cudnticas. Para la parte
cldsica se va a iniciar en el punto (0,0,1,1) y se va finalizar en el punto (0,75,0,75,0,25,0,25).
Para la parte cudntica hay que tener en cuenta que hay distintos puntos en las coordenadas qp
que equivalen al mismo en las coordenadas p. En las coordenadas p se va a iniciar en el punto
(0,0,—1) y se va a finalizar en el punto (0,0, 1), y en las coordenadas gp se va a iniciar (0, 1,0,0) =
(0,0,—1) y se va finalizar en el punto (0,0, 1,0) = (0,0, 1), por lo que en la representacién en la
esfera de Bloch los puntos iniciales y finales son iguales para gp y p. Se obtienen las siguiente

trayectorias:
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Figura 3: Trayectoria en el espacio de fases clasico uniendo dos puntos hibridos
— aqp
—_—p 084 — _ 9p
- Y
® objetivo
- 0.6
1.0 5
A oS
- A\ «Q
0.5 * F 0.4
N
pz 0.0
. - 0.2
-0.5 - 1.0
. -~ 05
-1.0 y . - 0.0 ot 0.0
10 45 . 7~ -05 ; : : . . .
. 0.0 —0.5 ~1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Py ’ -1.0 ’ tiempo

Figura 4: Trayectoria en la esfera de Bloch y energia del campo magnético en cada instante de
tiempo uniendo dos puntos hibridos

En este caso observamos como también la trayectoria en la parte clasica es similar pero al
final se diferencia claramente. En la parte cuantica, aunque empiecen y acaben en los mismos
puntos, las trayectorias son muy distintas. En este caso, a diferencia del anterior se necesita mas
energia en el caso de p. Esto puede que se deba a que la trayectoria en qp es mas similar a la
del oscilador armédnico, por lo que se necesita menos energia para corregirla.

Finalmente se van a unir tres puntos pero solamente en las coordenadas clasicas. Se va a
iniciar en el punto (0,0, 1,1), se va a continuar por el punto (0,5,0,5,0,5,0,5) y se va a finalizar
en el punto (0,25,0,25,0,75,0,75). Para este caso solo se han conseguido resultados satisfactorios

en el caso de gp, por lo que no se van a mostrar resultados para p. Se obtiene la siguiente
trayectoria:
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Figura 5: Trayectoria en el espacio de fases cldsico uniendo tres puntos clasicos
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Figura 6: Trayectoria en la esfera de Bloch y energia del campo magnético en cada instante de
tiempo uniendo tres puntos clésicos

Se observa como en este caso la energia que hay que suministrar es un orden de magnitud

mayor que en los casos anteriores. Esto se debe principalmente a que en este caso al principio la

trayectoria es opuesta a la del oscilador armoénico, por lo que se debe aportar suficiente energia

para que la fuerza que ejerce el campo magnético sea mucho mayor que la del oscilador. Que

la energia es mayor también se puede observar en la representacién de la esfera de Bloch, ya

que, en este caso, se recorre mayor distancia en el mismo tiempo. Ello se debe a que el campo

magnético es mas intenso, por lo que produce variaciones mas rapidas entre los dos niveles de

energia.
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6. Conclusiones

Se ha visto cémo se puede geometrizar con todos los elementos necesarios la Mecanica Cuanti-
ca. Esto nos ha permitido usar el formalismo geométrico para sistemas hibridos y, en particular,
para las ecuaciones de Ehrenfest. Al geometrizarlas se han podido utilizar los teoremas de con-
trolalibidad y control 6ptimo de sistemas clasicos en sistemas descritos mediante las ecuaciones
de Ehrenfest. Finalmente se ha aplicado todo lo anterior a un ejemplo de sistema hibrido sen-
cillo. En este se ha visto cémo se puede controlar el sistema minimizando la energia necesaria
para controlarlo y las diferencias entre tratar la parte cudntica en el espacio de Hilbert o en el
proyectivo mediante matrices densidad.

En la resoluciéon numérica se ha conseguido controlar con bastante precision la parte clasica
en tres casos distintos, lo cual en una de las aplicaciones de la ecuaciones de Ehrenfest (la cinética
de las reacciones quimicas) es lo més relevante ya que el estado de la parte cudntica no es im-
portante para que ocurran las reacciones quimicas. También hay que comentar que la resolucién
numérica del problema de control con el programa que se ha disenado no es sencilla, ya que las
ecuaciones podian no converger o la minimizacién de la funcion no ser lo suficientemente precisa.
Debido a esto, obtener las trayectorias que se han mostrado ha sido bastante problemético ya
que la optimizacién de la distancia y convergencia dependia mucho de las condiciones iniciales
que se introducian en la funcién de optimizacién e integracién. Por ello no se ha podido obtener
una trayectoria que pasara por tres puntos usando la matriz densidad. Tampoco se han conse-
guido trayectorias que pasaran por més puntos debido a estas mismas causas. En definitiva este
aspecto es el principal a mejorar del trabajo realizado.

A partir de este trabajo se pueden plantear otros problemas, como usar una funciéon de
acoplo f(R) més realista del tipo coulombiana, es decir, inversa a la distancia o usar potenciales
para la parte clasicas que no sean arménicos. También se podria mejorar el programa o usar
otros lenguajes no abiertos como Mathematica con lo que se podrian minimizar los problemas
que se han comentado anteriormente en la resolucién numérica. Otro aspecto a estudiar mas a
fondo es la diferencia entre usar el espacio de Hilbert completo o el proyectivo en el formalismo
hibrido, ya que como se ha visto, se obtienen diferentes trayectorias en funcion del que se utilice.
Finalmente se podrian desarrollar otros problemas de optimizacién con este formalismo como el

problema de tiempo minimo.
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A. Observables en sistemas hibridos

Para ver como se definen los observables en los sistemas hibridos primero hay que considerar

las proyecciones en cada uno de los dos subsistemas:
Wc:McxMQ%MC 7TQ:M0><MQ—>MQ (Al)

Para los observables vamos a imponer la condicién de que sean constantes bajo los cambios de
fase global de la parte cuantica. Esto se puede hacer a partir del campo vectorial de la ecuacién
(2.20]) generalizado para este caso de la siguiente forma:

I'g=I®TI tal que 7 l'g=0 y 7w lg=T (A.2)

donde ey y mQ« son los pushforward y wf 'y Wa son los pullback de las proyecciones definidas en
. Por ello, los observables serdn funciones f € C*°(M¢ x Mg) tales que I'g f = 0. Dentro
de este conjunto de observables hay tres conjuntos importantes. Primero el conjunto de los que
solo dependen de los grados de libertad cldsicos, por lo que serdn las funciones fo € C°(M¢)
tales que f = 7 (fc) por lo que cumplirdn que f(}_f, P, q,p) = fc(ﬁ, ﬁ) Otro conjunto es en el
que solo dependen de los grados de libertad cuanticos: seran las funciones f = 7722( fo) tales que
f(R,P,p,q) = folq,p) y I'(fo) = 0. Una propiedad importante es que este conjunto es mayor
que el de los observables puramente cudnticos que estardn contenidos en este. Finalmente el
conjunto de combinaciones lineales arbitrarias de los dos conjuntos anteriores, seran las funciones
que cumplan que f = ng,(fo) + 75(fQ) v f(R,P,q,p) = fc(R,P) + fo(gq,p). Se ha usado una
notacién tal que las coordenadas sin indice indican el conjunto de las coordenadas, por ejemplo

4=4q1,---,4n-
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B. C(Cdbdigo para la controlabilidad

© 00 O U i W N =
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U W N = O ©0 O Utk WN O ©0 O Utk WN O © 00O Utk WN O © 0O ULk WO

Este es el cédigo usado para comprobar la controlabilidad en los dos casos.

from sympy import *

from scipy.optimize import minimize

from scipy.optimize import NonlinearConstraint

from scipy.optimize import basinhopping

from scipy.integrate import ode

from scipy.integrate import simps

from IPython.display import display, Math, Latex

from random import random

import matplotlib.pyplot as plt

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

import cmath

N_plot=1000

Px,Py,Rx,Ry,pl,p2,q91,92,Bx,By=symbols(’Px Py Rx Ry pl p2 gl g2 Bx By’)
Xpx ,Xpy,XRx, XRy,Xpl,Xp2,Xql,Xq2=symbols(’Xpx Xpy XRx XRy Xpl Xp2 Xql Xq2°’)
ep,m,k,Bx2,By2,t=symbols(’ep m k Bxl Byl t’)

d=8

H1=(Px**2/m/2+Py**2/m/2+k* (Rx**2+Ry **2) /2) * (ql **2+q2**2+pl **x2+p2*%2) #parte clasis

f=(Rx**2+Ry**2)
H2=ep*f*(Bx*(pl*p2+ql*q2)+By*(ql*p2-pl*xq2)) #parte cuantica
H=H1+H2
X,y,z=symbols(’x y z’)
#ecuaciones de ehrefenst
Rxt=diff (H,Px)
Ryt=diff (H,Py)
Pxt=-diff (H,Rx)
Pyt=-diff (H,Ry)
qlt=diff (H,pl)
q2t=diff (H,p2)
plt=-diff (H,ql)
p2t=-diff (H,q2)
#coordenadas
X=(Rx, Ry, Px, Py, ql, q2, pl, p2)
Xt=[]
Xt .append (Rxt)
Xt .append (Ryt)
Xt.append (Pxt)
Xt .append (Pyt)
Xt .append (qlt)
Xt .append (q2t)
Xt .append (pit)
Xt .append (p2t)
V=Matrix (Xt) #vector que guarda la evolucion temporal de cada componente
X0=V.subs(Bx,0).subs(By,0) #calculo de los 3 campos de la dinamica del sistema
Xx=(V-X0).subs(By,0)/Bx
Xy=(V-X0).subs (Bx,0)/By
def corchete(X,Y,C): #funcion que calcula el corchete de Lie
R=[0,0,0,0,0,0,0,0]
for i in range (0,8):
for j in range (0,8):
R[i]J=R[i1+X[jI1*diff(Y[i],C[j1)-Y[jI*diff (X[i]l,C[j1)
return Matrix(R);

def ind(F,P,a):#funcion que comprueba si al anadir un vector a una familia este
A=F[:,:]
A[:,al=P
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56 A=A .rref (simplify=True) [0]
57 b=A.rank ()

58 return b

59 |F=zeros (8,8)

60 |F[:,0]=X0

61 |F[:,1]1=Xx

62 |F[:,2]=Xy

63 | c=F.rank ()

64

65 |while c<(d-1):

66 zZ=cC

67 for i in range(0,z):

68 # print(i,z)

69 for j in range(0,z):

70 if j>i and c<d:

71 aux=corchete(F[:,z-1-i] ,F[:,z-1-j],X)
72 b=ind (F,aux,c)

73 if b>c:

74 Fl:,cl=aux

75 c=b

76 print (’ cambio’)

7 print(c,z-1-i,z-1-3)
78 i=z

79 j=z

80 else:

81 print(c,z-1-i,z-1-3)
82 if z==c:

83 c=d

84 |for i in range(0,d):

85 print (F[:,i])

86 | print (F.rank ())

87 | #Repetimos el proceso con rho

88 |Px,Py,Rx,Ry,px,py,pz,Bx,By=symbols(’Px Py Rx Ry px py pz Bx By’)
89 | XPx, XPy,XRx,XRy, Xpx,Xpy,Xpz=symbols(’XPx XPy XRx XRy Xpx Xpy ZXpz’)
90 |ep,m,k,Bx2,By2,t=symbols(’ep m k Bxl Byl t’)

91 | d=7

92 |H1=Px*#*2/m/2+Py**2/m/2+k* (Rx**2+Ry**2) /2 #parte clasica
93 | £=(Rx**2+Ry**2)

94 |#f=1/(1+sqrt (Rx**2+Ry*%*2))

95 |H2=ep*f* (Bx*px+By*py) #parte cuantica

96 |H=H1+H2

97 | print (H)

98 |#ecuaciones de ehrefenst

99 |Rxt=diff (H,Px)

100 [Ryt=diff (H,Py)

101 |Pxt=-diff (H,Rx)

102 |Pyt=-diff (H,Ry)

103 | pxt=ep*f*By*pz

104 | pyt=-ep*xf*Bx*pz

105 | pzt=ep*f* (Bx*py-By*px)

106 |X=(Rx, Ry, Px, Py, px, py, pz)

107 [ Xt=1[]

108 [ Xt .append (Rxt)

109 | Xt .append (Ryt)

110 | Xt .append (Pxt)

111 | Xt .append (Pyt)

112 | Xt .append (pxt)

113 | Xt .append (pyt)
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115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161
162

Xt.append (pzt)
V=Matrix (Xt) #vector que guarda la evolucioon temporal de cada componente
X0=V.subs(Bx,0).subs(By,0) #calculo de los 3 campos de la dinamica del sistema
Xx=(V-X0) .subs(By,0)/Bx
Xy=(V-X0).subs (Bx,0)/By
def corchete2(X,Y,C): #funcion que calcula el corchete de Lie
R=[0,0,0,0,0,0,0]
for i in range (0,d):
for j in range (0,d):
if i<4 or j<4:
R[i]J=R[i]J+X[jl*diff(Y[i],C[j])-Y[jl*diff(X[i]l,C[j])
if i==4 and j==5:
RIi]=R[i1+(X[jl1*dif£(Y[il,C[j1)-Y[jl*diff (X[i],C[j]))*pz
if i==5 and j==4:
R[i]=R[i]-(X[j1*diff (Y[i]l,C[j1)-Y[jl*diff(X[i],C[j]1))*pz
if i==5 and j==6:
R[i1=R[i]1+(X[jl1*diff(Y[i],C[j1)-Y[jl*diff(X[i]l,C[j1))*px
if i==6 and j==5:
R[i]=R[i]-(X[jl*diff(Y[i],C[j1)-Y[jl*diff(X[i]l,C[j]))*px
if i==4 and j==6:
RLi]J=R[i]-(X[jl*diff (Y[i],C[j1)-Y[jI*diff(X[i],C[j]1))*py
if i==6 and j==4:
R[i1=R[i]1+(X[jl1*diff(Y[i]l,C[j1)-Y[jIl*diff(X[i]l,C[j1))*py
return Matrix(R);
B=corchete (Xx,Xy,X) [:]
F=zeros(d,d)
F[:,0]=X0
Fl:,1]=Xx
F[:,2]1=Xy
c=F.rank ()
while c<(d-1):
z=c
for i in range(0,z):
# print(i,z)
for j in range(0,z):
if j>i and c<d:
aux=corchete2(F[:,i],F[:,j]1,X)[:]
b=ind (F, aux,c)
if b>c:
F[:,cl=aux
c=b
print (’ cambio’)
print(c,i,j)
if z==c:
c=d
for i in range(0,c):
print (F[:,i])
print )
print (F.rank ())
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C. C(Cdbdigo para la optimizacién
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Este es el cddigo para la resolucién de las trayectorias en el primer caso mostrado:

from numpy import kron,dot, array

from sympy import *

from scipy.optimize import minimize

from scipy.optimize import NonlinearConstraint
from scipy.optimize import basinhopping

import numpy as np

from scipy.integrate import ode

from scipy.integrate import simps

from IPython.display import display, Math, Latex
from random import random

import matplotlib.pyplot as plt

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
Px,Py,Rx,Ry,pl,p2,91,92,Bx,By=symbols(’Px Py Rx Ry pl p2 gl g2 Bx By’)
Xpx,Xpy,XRx, XRy,Xpl,Xp2,Xql,Xq2=symbols(’Xpx Xpy XRx XRy Xpl Xp2 Xql Xq2’)
ep,m,k,Bx2,By2,t=symbols(’ep m k Bxl Byl t’)
N_plot=1000

H1=Px**2/m/2+Py**2/m/2+k* (Rx**2+Ry**2) /2 #parte clasisca
f=(Rx**2+Ry*%*2) #acoplo
H2=ep*f*(Bx*(pl*p2+ql*q2)+By*(ql*p2-pl*q2)) #parte cuantica
H=H1+H2

print (H)

#ecuaciones de ehrefenst

Rxt=diff (H,Px)

Ryt=diff (H,Py)

Pxt=-diff (H,Rx)

Pyt=-diff (H,Ry)

qlt=diff (H,pl)

q2t=diff (H,p2)

plt=-diff (H,ql)

p2t=-diff (H,q2)

print (qlt)

print (q2t)

print (plt)

print (p2t)

#Hamiltoniano Pontryagin
H=Xpx*Pxt+Xpy*Pyt+XRx*Rxt+XRy*Ryt+Xql*qlt+Xq2*q2t+Xpl*plt+Xp2*p2t -Bx**2-By**2
print (H)

print O

#despejamos los controles

Bx1=diff (H,Bx)+2%*Bx

Byl=diff (H,By)+2*By

Bx2=Bx1/2

By2=By1/2

print (Bx2)

print (By2)

#ecuaciones para los coestados

XRxt=-diff (H,Rx)

XRyt=-diff (H,Ry)

Xpxt=-diff (H,Px)

Xpyt=-diff (H,Py)

Xqlt=-diff (H,ql)

Xq2t=-diff (H,q2)

Xplt=-diff (H,pl)

Xp2t=-diff (H,p2)

#sustituimos los valores de Bx y By
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56 |r=[(Bx,Bx2), (By,By2)]

57 | Xt=1[]

58 | Xt .append (Rxt.subs(r))

59 | Xt .append (Ryt.subs(r))

60 | Xt .append (Pxt.subs(r))

61 | Xt .append (Pyt.subs(r))

62 | Xt .append(qglt.subs(r))

63 | Xt.append (g2t .subs(r))

64 | Xt.append (plt.subs(r))

65 | Xt . append (p2t.subs(r))

66 | Xt .append (XRxt.subs(r))

67 | Xt .append (XRyt .subs(r))

68 | Xt .append (Xpxt.subs(r))

69 | Xt .append (Xpyt.subs(r))

70 | Xt .append (Xqlt.subs(r))

71 | Xt .append (Xq2t .subs (r))

72 | Xt .append (Xplt.subs(r))

73 | Xt .append (Xp2t.subs(r))

74 |L=1en(Xt)

75 |#for i in range (0,15):

76 |#simplify (Xt [i])

77 |print (Xt [4])

78 |print (Xt [5])

79 |print (Xt [6])

80 |print (Xt [7]1)

81 | #sustituimos los valores de m ,k y ep
82 |r=[(k,1),(m,1),(ep,10)]

83 |for i in range (0,L):

84 Xt[1]=Xt[i].subs(r)

85 #simplify ((Xt[i]))

86 | Bx2=Bx2.subs (r)

87 |By2=By2.subs(r)

88 |#creamos un vector con las variables
89 | X=(Rx,Ry,Px,Py,ql,q2,pl,p2,XRx,XRy,Xpx,Xpy,Xql, Xq2,Xpl,Xp2)
90 |Bx=lambdify ([X],Bx2)

91 |By=lambdify ([X],By2)

92 |#definimos la funcion para resolver la U0ODE
93 | £1=[]

94 |for i in range (0,L):

95 | f1.append(lambdify ([X,t],Xt[i]))
9 |def f(t,x,arg):

97 re=[]

98 for i in range (0,L):

99 re.append (f1[i](x,t))
100 return re;

101 |#definimos el jacobiano para resolver la UODE
102 | j1=[None]*L

103 |for i in range(O0,L):

104 j1[il=[Nonelx*L

105
106 |for i in range(O,L):
107 | for j in range(O0,L):

108 #j1[i][jl=lambdify ([X,t],simplify (diff (Xt[i],X[j1)))
109 jilil[jl=1lambdify ([X,t],diff (Xt[i],X[j1))

110 |def jac(t,x,arg):

111 re=[None]*L

112 for i in range(O,L):

113 re[i]=[None]*L
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114 for i in range(O,L):

115 for j in range(O0,L):
116 rel[il][j1=j1[i]1[j]1(x,t)
117 return re;

118 |def distancia(X1,X2,n):

119 a=0

120 for i in range (0,n):

121 a=a+(X1[i]-X2[1i])**2

122 return sqrt(a)

123 | x0,t0=(0,0,1,1,1.0,0.0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0],0.0#condiciones inciales
124 {dt=0.01

125 |t1=1

126 |X_obj=[1,1,0,0] #objetivo

127 |X_Ci=[0,0,0, 0,0,0,0,0]#condiciones de inicio de optiomizacion

128 |def evolucion(XO0_C):#funcion que es la resolucion del sistema

129 X0 [8]=Xx0_cC[0]

130 X0[9]=X0_C[1]

131 X0 [10]=X0_C[2]

132 X0[11]1=X0_C[3]

133 X0 [12]=X0_C [4]

134 X0 [13]=X0_C[5]

135 X0 [14]=X0_C [6]

136 X0[15]=X0_C[7]

137 sol=ode(f, jac).set_integrator (’dop8537)

138 sol.set_initial_value(X0,t0).set_f_params(1.0).set_jac_params(2.0)
139 a=100000

140 b=[0,0,0,0]

141 while sol.successful() and sol.t < ti1:
142 sol.integrate (sol.t+dt)

143 for i in range(0,4):

144 bl[il=sol.y[i]

145 c=distancia(b,X_obj,4)

146 if (c<a):

147 a=c

148 return a;

149 |#optimizamos los coestados iniciales

150 |#res=minimize (evolucion,X_Ci,method=’nelder -mead’,

151 | #options={’xtol’: 0.000001, ’ftol’:0.000001, maxiter ’:300, ’disp’:Truel})
152 |minimizer= {’method’: ’Nelder-Mead’}

153 |res=basinhopping(evolucion ,X_Ci,minimizer_kwargs=minimizer ,niter=100)
154 | print (res)

155
156 |for i in range(0,8):#ponemos como condiciones iniciales el resultado
157 X0[i+8]=res.x[i]

158 |dt=0.001

159 | t1=1

160 |a=100000

161 |b=[0,0,0,0]

162 | sol=ode(f,jac).set_integrator (’dop8537)

163 | sol.set_initial_value(X0,t0).set_f_params(1.0).set_jac_params (2.0)
164 | j=0

165 |dat=[]

166 |(X_fin=(0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, O, O, O, O, 0,0, 0,0,0]
167 |while sol.successful () and sol.t < t1:

168 j=j+1

169 sol.integrate(sol.t+dt)
170 for i in range(0,4):

171 bl[il=sol.y[il]
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172
173
174
175
176
177
178
179
180
181
182
183
184
185
186
187
188
189
190
191
192
193
194
195
196
197
198
199
200
201
202
203
204
205
206
207
208
209
210
211
212
213
214
215
216
217
218
219
220
221
222
223
224
225
226
227
228
229

c=distancia(b,X_obj,4)
if (c<a):
a=c
X_fin=sol.y
dat .append(sol.t)
for ii in range(O0,L):
dat.append(sol.y[ii])
dat.append (Bx(sol.y))
dat.append (By(sol.y))

print (j)

print (a)

print (len(dat))

tplot=1[]

Eplot=1[]

for i in range(O0,N_plot):
tplot.append (dat [i*19])
Eplot.append (dat [17+i*19] **2+dat [18+i*x19]**2)

I=simps (Eplot,tplot)

print (I)

Rxplot=1[]

Pxplot=1[]

for i in range(0,N_plot):
Rxplot.append (dat [1+i*19])
Pxplot.append (dat [3+i*19])

Ryplot=1[]

Pyplot=1[]

for i in range(0,N_plot):
Ryplot .append (dat [2+i*19])
Pyplot.append(dat [4+i*19])

def proyeccion(ql,q2,pl,p2):
x=2*x(ql*q2+pl*p2)
y=2*(ql*p2-q2%*pl)
z=(ql**2+pl*x*x2-q2**2-p2**2)
return x,y,z
pxplot=[]
pyplot=[]
pzplot=[]
aux=[0,0,0]
for i in range(0,N_plot):
aux=proyeccion (dat [5+i*19] ,dat [6+i*19] ,dat [7T+i*19] ,dat [8+i%19])
pxplot .append (aux [0])
pyplot.append (aux[1])
pzplot .append (aux [2])
#Repetimos el proceso con rho
Px,Py,Rx,Ry,px,py,pz,Bx,By=symbols(’Px Py Rx Ry px py pz Bx By’)
XPx, XPy,XRx,XRy, Xpx,Xpy,Xpz=symbols(’XPx XPy XRx XRy Xpx Xpy ZXpz’)
ep,m,k,Bx2,By2,t=symbols(’ep m k Bxl Byl t’)

H1=Px**2/m/2+Py**2/m/2+k* (Rx**x2+Ry**2) /2 #parte classca
#f=(Rx**2+Ry**2+Px**2+Py**2) #acoplo

#£=0

f=(Rx**2+Ry**2)

#f=1/(1+sqrt (Rx**2+Ry**2))

H2=ep*f* (Bx*px+By*py) #parte cuantica

H=H1+H2
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230
231
232
233
234
235
236
237
238
239
240
241
242
243
244
245
246
247
248
249
250
251
252
253
254
255
256
257
258
259

print (H)

#ecuaciones de ehrefenst
Rxt=diff (H,Px)

Ryt=diff (H,Py)

Pxt=-diff (H,Rx)

Pyt=-diff (H,Ry)

pxt=ep*f*Byx*xpz

pyt=-ep*f*Bx*pz
pzt=ep*f*(Bx*py-By*px)
#Hamiltoniano Pontryagin
H=XPx*Pxt+XPy*Pyt+XRx*Rxt +XRy*Ryt +Xpx*pxt+Xpy*pyt+Xpz*pzt -Bx**2-By**2
print (H)

#despejamos los controles
Bx1=diff (H,Bx)+2*Bx

Byl=diff (H,By)+2%*By

Bx2=Bx1/2

By2=By1/2

print (Bx2)

print (By2)

#ecuaciones para los coestados
XRxt=-diff (H,Rx)

XRyt=-diff (H,Ry)

XPxt=-diff (H,Px)

XPyt=-diff (H,Py)
Xpxt=-diff (H, px)
Xpyt=-diff (H, py)

Xpzt=-diff (H,pz)

#sustituimos los valores de Bx y By
r=[(Bx,Bx2),(By,By2)]

Xt2=[]

260
261
262
263
264
265
266
267
268
269
270
271
272
273
274
275
276
277
278
279
280

Xt2.

Xt2
Xt2
Xt2

Xt2

Xt2.
Xt2.
Xt2.
Xt2.

Xt2

Xt2.

append (Rxt .

.append (Ryt.
.append (Pxt.
.append (Pyt.
Xt2.
Xt2.
Xt2.

append (pxt.
append (pyt.
append (pzt.

.append (XRxt.
append (XRyt .
append (XPxt .
append (XPyt .
append (Xpxt.
.append (Xpyt.
append (Xpzt .

L=len(Xt2)
print (L)
#for i in range (0,15):
# simplify (Xt[i])

#sustituimos los valores de m

subs (r))
subs (r))
subs (r))
subs (r))
subs (r))
subs (r))
subs (r))
subs (r))
subs (r))
subs (r))
subs (r))
subs (r))
subs (r))
subs (r))

r=[(k,1),(m,1),(ep,10)]
for i in range (O,L):

281
282
283
284
285
286
287

Xt2[i]=Xt2[i].subs(r)
simplify ((Xt[i]))
Bx2=Bx2.subs (r)
By2=By2.subs (r)
#creamos un vector con las variables
X2=Matrix ([Rx,Ry,Px,Py,px,py.,pz,XRx,XRy,XPx,XPy,Xpx, Xpy,Xpz]l)
Bx=lambdify ([X2],Bx2)
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288
289
290
291
292
293
294
295
296
297
298
299
300
301
302
303
304
305
306
307
308
309
310
311
312
313
314
315
316
317
318
319
320
321
322
323
324
325
326
327
328
329
330
331
332
333
334
335
336
337
338
339
340
341
342
343
344
345

By=lambdify ([X2],By2)
#definimos la funcion para resolver la 0ODE
f1=[]
for i in range (O,L):
f1.append (lambdify ([X2,t],Xt2[i]))

def f(t,x,arg):

re=[]

for i in range (O,L):

re.append (£f1[i](x,t))

return re;
#definimos el jacobiano para resolver la O0ODE
jl1=[Nonel]*L
for i in range(O,L):

j1[il=[Nonelx*L

for i in range(O,L):
for j in range(O0,L):
j1l[il[jl=1lambdify ([X2,t],simplify (diff (Xt2[i],X2[j1)))
def jac(t,x,arg):
re=[None] *L
for i in range(O,L):
re[i]l=[None]*L
for i in range(O0,L):
for j in range(O0,L):
rel[i][j1=j1[i]1[j]1(x,t)
return re;
def distancia(X1,X2,n):
a=0
for i in range (O,n):
a=a+(X1[i]-X2[i])**2
return sqrt(a)
Xx0,t0=[0, 0,1,1,0,0.0, 1.0,0,0,0,0,0,0,0],0.0#condiciones inciales
dt=0.01
tl=1
X_obj=[1,1,0,0] #objetivo
X_ci=[0, O0, O, O, O, O0,0]#condiciones de inicio de optiomizacion
def evolucion2(XO0_C):#funcion que es la resolucion del sistema
X0 [7]1=X0_C[0]
X0 [8]1=X0_C[1]
X0 [91=X0_CI[2]
X0[10]1=X0_C[3]
X0 [11]=X0_C [4]
X0 [12]1=X0_C [5]
X0 [13]=X0_C[6]
sol=ode(f,jac).set_integrator (’dop853’)
sol.set_initial_value(X0,t0).set_f_params(1.0).set_jac_params(2.0)
a=100000
while sol.successful() and sol.t < t1:
sol.integrate(sol.t+dt)
c=distancia(sol.y,X_obj,4)
if (c<a):
a=c
return a;
#optimizamos los coestados iniciales
#res=minimize (evolucion,X_Ci,method=’nelder -mead’,
#options={’xtol’: 0.000001,°’ftol ’:0.000001, maxiter’:300, ’disp’:Truel})
minimizer={’method’: ’Nelder-Mead’}
res=basinhopping(evolucion,X_Ci,minimizer_kwargs=minimizer ,niter=100)

35



346
347
348
349
350
351
352
353
354
355
356
357
358
359
360
361
362
363
364
365
366
367
368
369
370
371
372
373
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375
376
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378
379
380
381
382
383
384
385
386
387
388
389
390
391
392
393
394
395
396
397
398
399
400
401
402
403

print (res)

for i in range(0,7):#ponemos como condiciones iniciales el resultado
X0[i+8]=res.x[il]
dt=0.001
tl=1
a=100000
b=[0,0,0,0]
sol=ode(f,jac).set_integrator (’dop853’)
sol.set_initial_value(X0,t0).set_f_params(1.0).set_jac_params (2.0)
j=0
dat2=[]
X_fin=[0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, O, O, O, O, 0,0, O]
while sol.successful () and sol.t < til:
j=3+t
sol.integrate(sol.t+dt)
c=distancia(sol.y,X_obj,4)
if (c<a):
a=c
X_fin=sol.y
dat2.append(sol.t)
for ii in range(O0,L):
dat2.append(sol.y[ii])
dat2.append (Bx(sol.y))
dat2.append (By(sol.y))
print (j)
print (a)
print (len(dat2))
tplot2=1[]
Eplot2=1[]
for i in range(0,N_plot):
tplot2.append (dat2[ix*x17])
Eplot2.append (dat2 [15+i*17]**x2+dat2 [16+1*17]*%*2)
I=simps (Eplot2,tplot2)
print (I)
#representamos los resultados
Rxplot2=[]
Pxplot2=[]
for i in range(0,N_plot):
Rxplot2.append(dat2[1+i*17])
Pxplot2.append(dat2[3+i*17])
plt.plot (Rxplot ,Pxplot,label=’qp’)
plt.plot (Rxplot2 ,Pxplot2,label=r’$\rho $’°)
plt.plot ([0,1],[1,0],’ro’,label="objetivo’)

plt.xlabel(’Posicion en X ($R_x$)’)

plt.ylabel (’Momento en X ($P_x$)’)

plt.legend ()

plt.savefig(’X1l.pdf’,bbox_inches=’tight’)

plt.show ()

Ryplot2=[]

Pyplot2=[]

for i in range(0,N_plot):
Ryplot2.append(dat2 [2+i*17])
Pyplot2.append(dat2[4+i*17])

plt.plot (Ryplot ,Pyplot,label=r’qp’)

plt.plot (Ryplot2,Pxplot2,label=r’$\rho $’)

plt.plot ([0,1],[1,0],’r0o’,label="objetivo’)
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404 |plt.xlabel (’Posicion en Y ($R_y$)’)

405 | plt.ylabel (’Momento en Y ($P_y$)’)

406 |plt.legend ()

407 |plt.savefig(’Y1l.pdf’ ,bbox_inches=’tight’)
408 | plt.show ()

409 |plt.plot(tplot,Eplot,label=r’qp’)

410 |plt.plot (tplot2,Eplot2,label=r’$\rho $’)
411 |plt.xlabel (’tiempo’)

412 |plt.ylabel (’$B_x"2+B_y~2$’)

413 |plt.legend ()

414 |plt.savefig(’El.pdf’ ,bbox_inches=’tight’)
415 | plt.show ()

416 | pxplot2=1[]

417 | pyplot2=1I[]

418 | pzplot2=[]

419 |for i in range(0,N_plot):

420 pxplot2.append(dat2 [5+i*17])
421 pyplot2.append (dat2[6+i*17])
422 pzplot2.append(dat2[7+i*17])

423 |# dibjamos la esfera

424 | fig = plt.figure ()

425 |ax = fig.add_subplot (111, projection=’3d’)

426 |u = np.linspace(0, 2 * np.pi, 100)

427 |v = np.linspace(0, np.pi, 100)

428 |x1 = 1 * np.outer(np.cos(u), np.sin(v))

429 |y1 = 1 * np.outer(np.sin(u), np.sin(v))

430 |z1 = 1 * np.outer(np.ones(np.size(u)), np.cos(v))
431 |ax.plot_wireframe (x1l, y1, zl, color=’grey’,rstride=4,cstride=4)
432 |ax.plot (pxplot, pyplot, pzplot,label=r’qgp’)

433 |ax.plot (pxplot2, pyplot2, pzplot2,label=r’$\rho $°’)
434 |ax.view_init (elev=30, azim=135)

435 |ax.set_xlabel (r’$\rho_x $°’)

436 |ax.set_ylabel (r’$\rho_y $°)

437 |ax.set_zlabel (r’$\rho_z $’)

438 |ax.w_xaxis.set_pane_color ((1.0, 1.0, 1.0, 0.0))
439 |ax.w_yaxis.set_pane_color ((1.0, 1.0, 1.0, 0.0))
440 |ax.w_zaxis.set_pane_color ((1.0, 1.0, 1.0, 0.0))
441 |ax .w_xaxis.line.set_color((1.0, 1.0, 1.0, 0.0))
442 |ax.w_yaxis.line.set_color ((1.0, 1.0, 1.0, 0.0))
443 |ax .w_zaxis.line.set_color((1.0, 1.0, 1.0, 0.0))

444 |ax.zaxis.set_rotate_label (False)

445 |ax.set_xticks ([-1,-0.5, 0,0.5, 1])

446 |ax.set_yticks([-1,-0.5, 0,0.5, 11)

447 |ax.set_zticks([-1,-0.5, 0,0.5, 1])

448 | plt.legend ()

449 |plt.savefig(’Blochl.pdf’,bbox_inches=’tight’)
450 |plt.show

Para el segundo caso la tinica modificaciéon que hay que hacer es calcular la distancia usando
también las coordenadas cuanticas por lo que no se muestra el cédigo al ser muy similar.

Para el tercer caso el cédigo usado es el siguiente:

from numpy import kron,dot, array

from sympy import *

from scipy.optimize import minimize

from scipy.optimize import NonlinearConstraint
from scipy.optimize import basinhopping

U W N =
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import numpy as np
from scipy.integrate import ode
from scipy.integrate import simps

Neliie o e

10
11
12
13
14
15
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20
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23
24
25
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27
28
29
30
31
32
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35
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41
42
43
44
45
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47
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52
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55
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57
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59
60
61
62
63

from IPython.display import
from random import random
import matplotlib.pyplot as
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D
Px,Py,Rx,Ry,pl,p2,q91,92,Bx,By=symbols(’Px Py Rx Ry pl p2 gl g2 Bx By’)
Xpx ,Xpy,XRx, XRy,Xpl,Xp2,Xql,Xq2=symbols(’
ep,m,k,Bx2,By2,t=symbols(’ep m k Bxl Byl t’)

N_plot=1000

H1=Px**2/m/2+Py**2/m/2+k* (Rx**2+Ry**2) /2 #parte clasisca
#f=(Rx**2+Ry**2+Px**2+Py**2) #acoplo

#£=0
f=(Rx**2+Ry**2)
#f=1

H2=ep*f* (Bx*(pl*xp2+ql*q2)+By*(ql*p2-pl*q2)) #parte cuantica

H=H1+H2
print (H)

#ecuaciones de ehrefenst

Rxt=diff (H,Px)
Ryt=diff (H,Py)
Pxt=-diff (H,Rx)
Pyt=-diff (H,Ry)
qlt=diff (H,pl)
q2t=diff (H,p2)
plt=-diff (H,ql)
p2t=-diff (H,q2)
print (qlt)
print (q2t)
print (plt)
print (p2t)

#Hamiltoniano Pontryagin
H=Xpx*Pxt+Xpy*Pyt+XRx*Rxt+XRy*Ryt+Xql*xqlt+Xq2*q2t+Xpl*plt+Xp2*p2t -Bx**2-By**2

print (H)
print O)

#despejamos los controles
Bx1=diff (H,Bx)+2*Bx
Byl=diff (H,By)+2*By

Bx2=Bx1/2
By2=By1/2
print (Bx2)
print (By2)

#ecuaciones para los coestados

XRxt=-diff (H,Rx)
XRyt=-diff (H,Ry)
Xpxt=-diff (H,Px)
Xpyt=-diff (H,Py)
Xqlt=-diff (H,ql)
Xq2t=-diff (H,q2)
Xplt=-diff (H,pl)
Xp2t=-diff (H,p2)

#sustituimos los valores de Bx y By
r=[(Bx,Bx2),(By,By2)]

Xt=1[]

Xt .append (Rxt.subs (r))
Xt .append (Ryt.subs (r))
Xt .append (Pxt.subs(r))

Xpx Xpy XRx XRy Xpl Xp2 Xql Xq2’)



64 | Xt .append (Pyt.subs(r))

65 | Xt .append(qglt.subs(r))

66 | Xt.append (g2t.subs(r))

67 | Xt.append (plt.subs(r))

68 | Xt .append (p2t.subs(r))

69 | Xt .append (XRxt.subs(r))

70 | Xt .append (XRyt .subs(r))

71 | Xt .append (Xpxt.subs(r))

72 | Xt .append (Xpyt.subs(r))

73 | Xt .append (Xqlt.subs(r))

74 | Xt .append (Xq2t.subs (r))

75 | Xt . append (Xplt.subs(r))

76 | Xt .append (Xp2t.subs(r))

77 |L=1en(Xt)

78 |#for i in range (0,15):

79 |#simplify (Xt [i])

80 | print (Xt [4])

81 |print (Xt [5])

82 |print (Xt [6])

83 | print (Xt [7])

84 |#sustituimos los valores de m ,k y ep
85 |r=[(k,1),(m,1),(ep,10)]

86 | for i in range (0,L):

87 Xt [i]=Xt[i].subs(r)

88 #simplify ((Xt[i]))

89 | Bx2=Bx2.subs (r)

90 |By2=By2.subs(r)

91 |#creamos un vector con las variables
92 | X=(Rx, Ry,Px,Py,ql,q2,pl,p2,XRx,XRy,Xpx,Xpy,Xql,Xq2,Xpl,Xp2)
93 |Bx=lambdify ([X],Bx2)

94 |By=lambdify ([X],By2)

95 |#definimos la funcion para resolver la U0ODE
9 |f1=[]

97 |for i in range (O,L):

98 | f1.append(lambdify ([X,t],Xt[i]))

99 |def f(t,x,arg):

100 re=[]

101 for i in range (0,L):

102 re.append (f1[i](x,t))
103 return re;

104 |#definimos el jacobiano para resolver la U0ODE
105 | ji=[None]*L

106 |for i in range(O0,L):

107 j1[il=[Nonel*L

108
109 |for i in range(O,L):
110 | for j in range(O0,L):

111 #j1[i][j]=lambdify ([X,t],simplify (diff (Xt[i],X[j]1)))
112 jilil[jl=lambdify ([X,t],diff (Xt[i],X[j]1))
113 |def jac(t,x,arg):

114 re=[None]*L

115 for i in range(O,L):

116 re[i]=[None]*L

117 for i in range(O,L):

118 for j in range(0,L):

119 rel[il[j1=310i1[j1(x,t)

120 return re;

121
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def distancia(X1,X2,n):
a=0
for i in range (0,n):
a=a+(X1[i]1-X2[i])**2
return sqrt(a)
Xxo0,t0=[(0,0,1,1,1.0,0.0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0],0.0#condiciones inciales
dt=0.01
t1=0.5
t2=1
X_obj=[0.5,0.5,0.5,0.5]
X_obj2=[0.25,0.25,0.75,0.75] #objetivo
X_Ci=[1,1,0,0,0, 0,0.1,0.1]#condiciones de inicio de optiomizacion
def evolucion(X0_C):#defiimos la funcion que es la resolucion del sistema
X0 [8]=X0_C[0]
X0[9]1=X0_C[1]
X0[10]=X0_C[2]
X0[11]=X0_C[3]
X0[12]1=X0_C [4]
X0 [13]1=X0_C[5]
X0 [14]1=X0_C[6]
X0[15]1=X0_C[7]
sol=ode(f,jac).set_integrator (’dop853’)
sol.set_initial_value(X0,t0).set_f_params(1.0).set_jac_params (2.0)
a=100000
a2=10000
while sol.successful() and sol.t < til:
sol.integrate (sol.t+dt)
c=distancia(sol.y,X_obj,4)
if (c<a):
a=c
while sol.successful() and sol.t < t2:
sol.integrate(sol.t+dt)
c=distancia(sol.y,X_obj2,4)
if (c<a2):
a2=c
return a+a2;
#optimizamos los coestados iniciales
#res=minimize (evolucion,X_Ci,method=’nelder -mead’,
#options={’xtol’: 0.000001,°’ftol ’:0.000001, maxiter’:300, ’disp’:Truel)
minimizer={’method’: ’Nelder-Mead’}
res=basinhopping(evolucion,X_Ci,minimizer_kwargs=minimizer ,niter=100)
print (res)
for i in range(0,8):#ponemos como condiciones iniciales el resultado
X0[i+8]=res.x[i]
dt=0.001
tl=1
a=100000
a2=10000
b=[0,0,0,0]
sol=ode(f,jac).set_integrator (’dop853’)
sol.set_initial_value(X0,t0).set_f_params(1.0).set_jac_params(2.0)
j=0
dat=[]
X_fin=[(0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, O, O, O, O, 0,0, 0,0,0]
X_fin2=[0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, O, O, O, O, 0,0, 0,0,0]
while sol.successful () and sol.t < t2:
j=3+1
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180 sol.integrate(sol.t+dt)

181 c=distancia(sol.y,X_obj,4)
182 c2=distancia(sol.y,X_obj2,4)
183 if (c<a):

184 a=c

185 X_fin=sol.y

186 taux=sol.t

187 if (c2<a2):

188 a2=c2

189 X_fin2=sol.y

190 taux2=so0l.t

191 dat .append(sol.t)

192 for ii in range(O,L):

193 dat.append(sol.y[iil])
194 dat.append (Bx(sol.y))

195 dat.append (By (sol.y))

196 |print (a)

197 | print (a2)

198 | print (taux)

199 | print (taux2)

200 |print(len(dat))

201 | tplot=[]

202 |Eplot=1[]

203 | tplot2=[]

204 |Eplot2=[]

205 |for i in range(0,N_plot):

206 if (dat [1i*19] <taux):

207 tplot.append(dat [i*19])

208 Eplot.append (dat [17+i*19]**2+dat [18+1*19]**2)
209 if (dat[1*19] >taux):

210 tplot2.append (dat [i*19])

211 Eplot2.append (dat [17+i*19]**2+dat [18+1i%19] *%x2)

212 | I=simps (Eplot ,tplot)

213 | print (I)

214 |Rxplot=[]

215 |Pxplot=1[]

216 |Rxplot2=[]

217 | Pxplot2=1[]

218 |for i in range(0,N_plot):

219 if (dat[i*19] <taux):

220 Rxplot.append (dat [1+i*19])
221 Pxplot.append(dat [3+i*19])
222 if (dat[1*19] >taux):

223 Rxplot2.append(dat [1+i%19])
224 Pxplot2.append(dat [3+i*19])

225 |Ryplot=[]
226 |Pyplot=1[]
227 |Ryplot2=[]
228 | Pyplot2=[]
229 |for i in range(O0,N_plot):

230 if (dat[i*19] <taux):

231 Ryplot.append(dat [2+i*19])
232 Pyplot.append (dat [4+i*19])
233 if (dat [1*19] >taux):

234 Ryplot2.append(dat [2+1i*19])
235 Pyplot2.append(dat [4+1i%19])
236 |def proyeccion(ql,q2,pl,p2):

237 x=2%(ql*q2+pl*p2)
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238 y=2*(ql*p2-q2%*pl)

239 z=(Qql**2+pl**2-q2**2-p2**2)
240 return x,y,z

241 |pxplot=1[]

242 |pyplot=1[]

243 | pzplot=[]

244 | pxplot2=1[]

245 | pyplot2=1[]

246 | pzplot2=[]

247 | aux=[0,0,0]

248 |for i in range(0,N_plot):

249 aux=proyeccion(dat [6+i%19] ,dat [6+i*19] ,dat [7+i*19] ,dat [8+i*19])
250 if (dat[i*19] <taux):

251 pxplot.append (aux [0])

252 pyplot.append (aux [1])

253 pzplot.append (aux [2])

254 if (dat[1i*19] >taux):

255 pxplot2.append (aux [0])

256 pyplot2.append (aux[1])

257 pzplot2.append (aux [2])

258 |#representamos los resultados

259 | plt.plot (Rxplot ,Pxplot,label=’1 parte’)

260 | plt.plot (Rxplot2 ,Pxplot2,label=’2 parte’)

261 |plt.plot ([0,0.5,0.25],[1,0.5,0.75],°r0’,label="0objetivo’)
262 |plt.xlabel (’Posicion en X ($R_x$)’)

263 |plt.ylabel (’Momento en X ($P_x$)’)

264 |plt.legend ()

265 | plt.savefig(’X3.pdf’,bbox_inches=’tight’)

266 | plt.show ()

267 |plt.plot (Ryplot ,Pyplot,label=r’1 parte’)

268 | plt.plot (Ryplot2,Pxplot2,label=r’2 parte’)

269 |plt.plot([0,0.5,0.25],[1,0.5,0.75],’ro’,label="objetivo’)
270 | plt.xlabel (’Posicion en Y ($R_y$)’)

271 |plt.ylabel (’Momento en Y ($P_y$) )

272 |plt.legend ()

273 |plt.savefig(’Y3.pdf’,bbox_inches=’tight’)

274 | plt.show ()

275 | plt.plot (tplot ,Eplot,label=r’1 parte’)

276 | plt.plot(tplot2,Eplot2,label=r’2 parte’)

277 | plt.xlabel (’tiempo’)

278 |plt.ylabel (’$B_x"2+B_y~2$7)

279 | plt.legend ()

280 | plt.savefig(’E3.pdf’,bbox_inches=’tight’)

281 | plt.show ()

282 |# draw sphere

283 |fig = plt.figure()

284 |ax = fig.add_subplot (111, projection=’3d’)

285 |u = np.linspace(0, 2 * np.pi, 100)

286 |v = np.linspace(0, np.pi, 100)

287 |x1 = 1 x np.outer(np.cos(u), np.sin(v))

288 |y1 1 * np.outer(np.sin(u), np.sin(v))

280 |z1 = 1 * np.outer(np.ones(np.size(u)), np.cos(v))
290 |ax.plot_wireframe(xl, y1, zl, color=’grey’,rstride=4,cstride=4)
291 |ax.plot (pxplot, pyplot, pzplot,label=r’1 parte’)
292 |ax.plot (pxplot2, pyplot2, pzplot2,label=r’2 parte’)
293 |ax.view_init (elev=30, azim=135)

294 |ax.set_xlabel (r’$\rho_x $°)

295 | ax.set_ylabel (r’$\rho_y $)
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ax.
ax.
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ax.

ax
ax

ax.

ax

ax.
.set_yticks([-1,-0.5, 0,0.5,
ax. 0,0.5

ax

set_zlabel (r’$\rho_z $°’)

w_xaxis.
.W_yaxis.
w_zaxis.
.W_XxXaxis.
.W_yaxis.
w_zaxis.
.zaxis.set_rotate_label (False)

set_pane_color ((1.
set_pane_color ((1.
set_pane_color ((1.
line.set_color ((1.0,
line.set_color ((1.0,
line.set_color ((1.0,
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>

>

O O O O

set_xticks([-1,-0.5, 0,0.5,

set_zticks([-1,-0.5, , s
plt.legend )

plt.savefig(’Bloch3.pdf’,bbox_inches=’tight’)
plt.show
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