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1. Introduccién y motivacién

Las ciencias naturales persiguen la comprensién de todo fenémeno existente en nuestro uni-
verso. Desde las interacciones fundamentales que rigen la naturaleza a escala subatomica, hasta
las que gobiernan la evolucién de los entes mas masivos. Dentro de estas ciencias, la fisica es,
quizé, la mas capacitada para describir una mayor diversidad de sistemas y escalas de energia.
Bajo el dnimo de comprender estos sistemas, el reduccionismo ha sido un poderoso aliado de
la fisica a lo largo de su historia y, durante muchas décadas, la bisqueda de las partes e inter-
acciones fundamentales de la materia ha guiado la investigacion en la misma. Sin embargo, la
fisica estadistica, en su filosofia méas general, contrapone a este enfoque de “arriba a abajo” el
acercamiento a los fenémenos colectivos de “abajo a arriba”. Desde sus inicios hasta su formu-
lacién consistente y, sobre todo, a partir de la generacién de herramientas tan poderosas como
el grupo de renormalizacion, el enfoque fisico estadistico ha puesto de manifiesto que el todo no
es la simple suma de las partes. Al contrario, la descripcién de fenémenos colectivos emergentes
en sistemas de muchos elementos, como el ferromagnetismo, implica la conexién de las escalas
micro, meso y macro gracias a las interacciones entre sus constituyentes fundamentales. Por tan-
to, conocer los elementos no garantiza entender cémo éstos dan lugar a propiedades colectivas
nuevas sin atacar el problema desde la visién sistémica y considerando, por tanto, la forma en

como los constituyentes de un sistema interactiian.

La gran generalidad del enfoque fisico estadistico y la universalidad en el comportamiento de
sistemas cerca de los puntos criticos motivo, ya en el siglo pasado, la aplicacién de sus técnicas
y conceptos a campos de estudio considerados, tradicionalmente, fuera del dmbito de la fisica.
Este nuevo enfoque paso a denominarse Fisica de Sistemas Complejos [1] y tuvo aportes funda-
mentales en la explicacién de la emergencia de fenémenos colectivos como la sincronizacién [2],

congestion [3], propagacién epidémica [4], de rumores o ideas [5], etc.

La fisica de sistema complejos sufrié una considerable transformacién con la llegada de las
redes complejas a principios de este siglo. La obtencién de la estructura y patrones de interac-
cién en sistemas complejos reales, como por ejemplo internet o el cerebro, y la organizacion libre
de escala encontrados en éstos generé una doble motivacién para los fisicos estadisticos. Por
una parte, los patrones complejos de las interacciones demandaron ir méas alld de los modelos
de campo medio que se habian usado hasta la fecha para ilustrar la emergencia de fenémenos
colectivos. Por otra, el hecho de obtener acceso a datos sobre el esqueleto de interacciones y
el funcionamiento de estos sistemas abrid la puerta a su analisis cuantitativo y, por tanto, a la
calibraciéon de modelos y leyes, pudiendo asi seguir el método cientifico arrojando predicciones
precisas de gran ayuda para otras disciplinas como neurociencia, epidemiologia, ciencias sociales,
biologia de sistemas etc.

Es en este marco y con estas ideas es donde surge la motivacion de este trabajo: profundizar
en el estudio de modelos metapoblacionales para dar cuenta de la emergencia y propagacion de
enfermedades. En particular, se estudiard cémo afectan al desarrollo global de la epidemia la li-
mitacion de movilidad que sufren los agentes enfermos y la aplicacién de politicas de aislamiento.
Para ello, se partirda del modelo propuesto en [6] donde se utilizan redes complejas para carac-
terizar los patrones de movilidad en el interior de ciudades, dentro de las cuales se producen las



interacciones entre agentes (contagios y recuperaciones). Estas dos caracteristicas (movilidad e
infecciones por contacto) se conjugan en modelos de reaccién-difusién, estudiados genéricamente
por la fisica estadistica de sistemas fuera del equilibrio, dando lugar a formacién de patrones,
que aqui toman forma como epidemias. En particular, debido a la interaccién entre estos dos
procesos, esperamos encontrar transiciones de fase hacia estados colectivos (epidemias). Para la
caracterizacién de estas transiciones usaremos como parametro de orden la fraccion de infecta-
dos total y, por otro lado, utilizaremos una serie de pardmetros de control como la movilidad
de agentes sanos, la movilidad de agentes infectados, la probabilidad de infeccién por contacto,
la tasa de recuperacion o la intensidad de las politicas de aislamiento aplicada. El objetivo final
del trabajo es la determinacién del umbral epidémico, es decir, el punto critico a partir del cual
una semilla inicial de infectados evoluciona hacia un estado epidémico.

La motivacién del trabajo tiene una alta componente social, pues trata de elaborar modelos
que ayuden a reducir la influencia epidémica en las sociedades a través de la compresion del
papel que juegan los diferentes ingredientes que coexisten en su dindmica. Al fin y al cabo, la
fisica, historicamente, ha participado activamente en la evolucién hacia una sociedad cientifico-
tecnoldgica y, gracias a la fisica de sistemas complejos, los fisicos también podemos ayudar a
entender los comportamientos colectivos que ocurren en estas sociedades.

Para la realizacion de este trabajo se han utilizado diversas herramientas caracteristicas de
la rama en la que se engloba. En concreto, se proponen modelos probabilisticos basados en
cadenas de Markov que nos permitirdn describir la evolucién del sistema. Asimismo, se han ela-
borado simulaciones de Monte Carlo, que nos ayudan a validar nuestras ecuaciones simulando
mecanisticamente los procesos microscopicos que se dan en el modelo. Gracias a la formulacion
probabilistica seremos capaces de realizar un calculo para el umbral epidémico mediante técnicas
de linealizacién, lo que nos dara la posibilidad de obtener éste de forma tedrica y asi estimar este
umbral para diferentes parametros de control. Finalmente, guiados por lo aprendido en la carac-
terizacién de nuestro modelo, se propondra ademas un método sencillo e intuitivo para predecir
la dependencia del umbral epidémico con la movilidad. Con el fin de mostrar su aplicabilidad
usaremos, ademas de redes sintéticas y controlables, las redes de Santiago de Cali y Medellin,
ambas ciudades de Colombia, para las que disponemos datos demograficos y de movilidad in-
traurbana.



2. Marco tedrico previo

2.1. Modelos epidemiolégicos

Existen diversas técnicas de modelado de propagacion epidémica y se diferencian principal-
mente en el grado de realismo que incorporan. A la hora de elegir el modelo a utilizar, como
es habitual en fisica, se debe atender a un compromiso de complejidad. Por un lado, modelos
demasiados complicados pueden enmascarar los mecanismos y parametros importantes en la
dindmica, ademas de eliminar la capacidad de tratamiento matematico de éstos. Por otro lado,
un modelo demasiado simple no sera capaz de reproducir las caracteristicas del sistema. Modelos
previamente propuestos han utilizado desde planteamientos mas sencillos como los de mezcla
homogénea, donde todos los agentes son equivalentes e interaccionan entre si, hasta modelos
basados en agentes en los que éstos estan caracterizados (edad, clase social, residencia...) de

manera precisa mediante una serie de parametros.

2.2. Modelos compartimentales

Independientemente del detalle que se precise para caracterizar la interaccién entre los ele-
mentos, el modelado de la dindmica de transmisién de enfermedades se realiza a través de
modelos compartimentales. Estos estdn fundamentados en la caracterizacién de los agentes en
un estado epidémico concreto que dependera del tiempo. Los posibles estados del agente depen-
derén del modelo utilizado (que a su vez dependerd de la enfermedad a modelar). Hay infinidad
de modelos compartimentales, pero en este trabajo se utilizard el modelo Susceptible-Infectado-
Susceptible (SIS), el cual se procede a describir a continuacion.

2.2.1. Modelo SIS

El modelo SIS es un modelo compartimental en el cual un agente solo puede tomar dos
estados: susceptible (sano) o infectado (costagioso). Ademds, en cada paso temporal, un in-
dividuo sano, si contacta (interacciona) con un individuo infectado, puede cambiar su estado
epidémico con probabilidad A y un agente infectado puede cambiar su estado a susceptible en un
paso temporal con probabilidad p. Estas reglas microscépicas se pueden representar de forma
esquematica como:

S+ 1221 (1)

14 s (2)

Este marco es aplicable al caso de enfermedades que no confieren inmunidad a reinfecciones co-
mo enfermedades de transmisiéon sexual, por ejemplo gonorrea o sifilis. El modelo SIS se puede
resolver usando una hipétesis de campo medio [4]. La hipétesis de campo medio considera que
cada agente realiza, en cada paso de tiempo, k contactos aleatorios y que, por tanto, las proba-
bilidades de ser contagiosos de los agentes son idénticas. Llamando p = p; V¢ a la probabilidad
de que un agente sea infeccioso la ecuacion Markoviana para esta probabilidad es:

p(t+1) = (1= p)p(t) + kAL — p(t))p(t),

Sin embargo, si se pretende incorporar la red de contactos entre los agentes en la ecuacion
anterior debemos incluir explicitamente la matriz de adyacencia A, definida (en el caso de redes



no pesadas) como A;; = 1 si los agentes estan conectados y A;; = 0 si no lo estan. En este caso

la dindmica Markoviana para la probabilidad de infeccién de un agente i es [7]:

pit+1) =pi(t)(1 — p) + (1 = pa(t))(L = @i(t)) , (3)

con: N
ai(t) = [](1 = Ayp;) (4)

j=1

donde los términos que aparecen en las Ecs. 3 y 4 pueden entenderse como:
= 1 — p : Probabilidad de que un individuo infectado no se recupere en un paso temporal.
» 1 — g;(t): Probabilidad de que el individuo i se infecte en un instante de tiempo ¢.

. Hé\[: 1(1 — XA;jp;): Probabilidad de que un individuo ¢ no se infecte en el instante t.

2.3. Umbral epidémico

Una de las caracteristicas mas relevantes que presentan este tipo de modelos es la existencia
de dos fases; una fase de no epidemia y otra en la cual la enfermedad se convierte en endémica
en la poblacién. Que la fase estable sea la de no propagacién o la de epidemia dependera de la
infectividad ().

La existencia de la transicién entre no
epidemia y estado epidémico motiva en- i &
contrar el valor de la infectividad para el loo
cual sucede esta transicion. A este valor

de A se le conocera como umbral epidémi-
co (}\ ) Extincion de la epidemia Propagacion de la epidemia

El umbral epidémico es consecuencia de

la existencia de fenémenos colectivos. >
. - Ae A
Desde el punto de vista de las transicio-
nes de fase, tomando como pardmetro de . ., 3
T p Figura 1: Representacion gréfica del umbral
orden la fraccién total de infectados en . . . .,
o ) ) epidémico y la existencia de fases de no propagacion
régimen estacionario, A\. marca el valor ] )
) ) y epidemia.
de A por encima del cual el parametro de
orden del modelo tiene un valor no nulo

como se aprecia en la Fig. 1.

2.4. Dinamica metapoblacional

Los modelos anteriormente introducidos son adecuados cuando las redes de interaccion entre
agentes son estaticas y se cinen a describir las interacciones en d&mbitos concretos (relaciones
sociales en el trabajo, amistad...). Sin embargo, si queremos modelizar de forma precisa epide-
mias en contextos mas generales donde se incluyan ingredientes espaciales y temporales debemos
acudir a los marcos metapoblacionales.

Una metapoblacién se define como una red compleja. Sin embrago, los nodos de esta red dan
cuenta de localizaciones en el espacio (barrios en ciudades, ciudades en regiones, regiones en

paises...) y estdn unidos entre si mediante enlaces que nos informan sobre cémo se mueven los



individuos en los sistemas bajo estudio (ciudades, regiones, paises...). Los individuos viven den-
tro de los nodos (parches) de estas redes y las dindmicas de contagio ocurren por la interaccién
entre éstos (modelada bajo la hipdtesis de campo medio) dentro de los parches. Asimismo, estos
agentes pueden cambiar de ubicaciéon pasando a interactuar con otros agentes de forma que los
contactos cambian tanto en el espacio como el tiempo. Las matrices que codifican los patrones
de movilidad de estas metapoblaciones son pesadas y dirigidas. Si las denominamos W, los ele-
mentos W;; nos informan sobre cudntos agentes se mueven del parche ¢ al parche j. Tal y como
se observa experimentalemente. Una representacion grafica de una metapoblacion se presenta
en la Fig. 2a.

Dentro de los tipos de procesos asociados a cémo se producen los movimientos de los agentes
a los nodos se pueden destacar los procesos de difusién [8] [9] en los cuales los individuos llevan
a cabo un proceso de caminante aleatorio por los lugares de la red en funcién de una cierta
probabilidad de moverse (pq) y procesos bidireccionales [10] [11] en los cuales los individuos, una
vez que se desplazan a otro nodo, permanecen alli, teniendo una cierta probabilidad de volver a
su nodo de residencia.

2.5. Trabajo previo y conceptos clave

El principal referente del que este trabajo toma inspiracién es [6]. En él se propone un
formalismo microscopico que permite la incorporacion de patrones de movilidad recurrentes para
estudiar la propagacién epidémica en metapoblaciones complejas. La dindmica propuesta se basa
en que en cada paso temporal se produce un movimiento difusivo de agentes, posteriormente
tienen lugar los procesos de contagio y recuperacion y, por ultimo, cada agente vuelve a un nodo
que tiene asociado como su residencia.

El resultado mas significativo de este articulo es la existencia de tres tipos de comportamientos,
en los cuales la dependencia del umbral epidémico con la movilidad es muy diferente. En concreto,
estos tres comportamientos, en adelante denominados regimenes (representados en la Fig. 2b),

se caracterizan por:
» Régimen 1: si el umbral siempre disminuye conforme la movilidad (p;) aumenta.
= Régimen 2: si el umbral presenta un maximo para algiin valor de la movilidad.
= Régimen 3: si el umbral crece siempre con la movilidad.

Este modelo recoge las caracteristicas mas generales de los fenémenos de propagacién epidémi-
ca en ciudades (donde los patrones recurrentes son los mas habituales). No obstante, existen
otras caracteristicas importantes que no recoge. Podrian ser ejemplos de estas caracteristicas
la diferente movilidad que presenta un agente cuando enferma o el volumen de asintométicos
caracteristico de una enfermedad. El objetivo de este trabajo es incorporar estos ingredientes al
modelo, estudiando la retroalimentacién entre dinamica y el estado epidémico de los agentes.
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Figura 2: Representacion esquematica de una metapoblacién (a) y esquema de tipos de régimen
epidémico donde se representa el umbral epidémico (A.) frente a la movilidad (pg) (b).

2.6. Redes utilizadas en este trabajo

Utilizaremos a lo largo del trabajo una serie de redes complejas que nos servirdn para aplicar
nuestro modelo a casos concretos. Una de las magnitudes relevantes en la caracterizacion de
redes es el grado de cada nodo, definido como la suma de las conexiones de dicho nodo. En este
sentido, el grado medio de la red ((k)) es el valor medio promediado sobre los nodos de la red
de esta magnitud. Las redes elegidas son:

= Redes sintéticas:

e Red Erdés Rényi (ER): Las redes Erdos Rényi son redes aleatorias, por lo que su
distribucién de grado para una red de N nodos es P(k) = (Ngl)pk(l —p)N=17k Su
naturaleza aleatoria causara que sean redes muy homogéneas con nodos casi equiva-

lentes. La red que utilizaremos tiene un grado medio (k) = 3,80.

e Red libre de escala (SF): Este tipo de redes pretenden emular a las redes reales. Su
naturaleza libre de escala se traduce en una fuerte heterogeneidad en cuanto al grado:
en este tipo de redes hay pocos nodos muy conectados y muchos poco conectados. En
concreto, la distribucién de grado de este tipo de redes se ajusta a una ley potencial
P(k) < k=7 con v tomando valores normalmente entre 2 y 3. La red SF elegida tiene
un (k) = 3,88.

Las dos redes sintéticas presentadas son no dirigidas y no pesadas, es decir, que un
agente de un nodo se dirija a cualquiera de sus nodos vecinos es equiprobable. En
cuanto a su distribucién de poblacién, salvo que se indique lo contrario, se dispondra
a los agentes en los nodos de la red de forma aleatoria mediante una distribucién

uniforme.

= Redes reales: Se abordara el caso de casos reales utilizando las redes de movilidad de
Santiago de Cali [12] (que contiene 2 millones de habitantes distribuidos en 22 nodos
(distritos)) y la de Medellin [13] (con 4 millones de habitantes y 413 barrios), ambas
ciudades de Colombia. Ambas redes de movilidad han sido obtenidas por encuestas a los
residentes en ellas.



3. Formalismo para la propagaciéon epidémica

A continuacién, presentamos una refinacién al modelo introducido en [6] para incorporar
que la movilidad de los agentes depende de su estado epidémico. En particular, asumimos que
la movilidad de los agentes sanos viene dada por una probabilidad py, mientras que la de los
infectados estd reescalada por un factor a < 1. Este nuevo parametro tiene una doble interpre-
tacién, muy determinante en posteriores andlisis. Por un lado, si la enfermedad no tiene una
gran afeccién sobre el individuo, da cuenta simplemente de cudntos enfermos, a pesar de sufrir
peores condiciones de salud, se mueven. Por el otro, si los sintomas asociados a la enfermedad
son muy severos, hasta el punto de que un enfermo con sintomas no se pueda desplazar de su
residencia, a da cuenta de la fraccién de asintomaticos, es decir, la cantidad de personas que
portan la enfermedad y pueden contagiarla, pero no presentan los sintomas de ésta.

En las redes de movilidad consideradas, no se prohibe que un nodo tenga conexién no nula
consigo mismo. Cuando esto ocurre decimos que tenemos un lazo. En este sentido, los lazos
permiten la existencia de diferentes tasas de movilidad para cada uno de los nodos. Ademas, los
datos de ciudades reales que se utilizardn los contienen, por lo que debemos adaptar el forma-

lismo a éstos.

Dado que vamos a utilizar el modelo SIS como referencia, utilizaremos p;(t), definida como
la fraccién de infectados asociados al nodo i a tiempo ¢, para caracterizar la evolucién de la
epidemia. Se recuerda que A es la probabilidad de contagio en un contacto, i es la probabilidad
de recuperacién en cada paso temporal y W es la matriz que codifica las conexiones entre nodos
de la red.

De esta forma, el conjunto de ecuaciones Markovianas que describen la dindmica del sistema

son:

pi(t+1) = (1= p)pi(t) + (1 — pi(t))ILi(t) (5)
donde se indica que un agente asociado al nodo ¢ estard infectado en el paso temporal siguiente
si estaba infectado y no se recupera, o si estaba sano y alguien le infecta. Por lo tanto II;(¢)

es la probabilidad de que un agente sano asociado al nodo ¢ a tiempo t quede infectado. Esta
probabilidad puede expresarse como:

IL(t) = (1 — pa) P, +pdz Z Pi(t) (6)
=1 W

es decir, la suma de la probabilidad de no moverse (1 — py) multiplicada por la de contraer la
enfermedad en su residencia (P;(t)) més la suma de las probabilidades de moverse a cada nodo
vecino por la probabilidad de quedar infectado alli (P;(t)).

Ademsds, definimos una nueva matriz con los pesos de las conexiones normalizados:
Rij=—x——
W,
> 1= Wa

Para calcular la probabilidad P;(t) (probabilidad de quedar infectado en el nodo i a tiempo t)
se realiza una aproximacién de campo medio dentro de cada nodo donde se supone que todos
los agentes que estan en i a tiempo ¢ interaccionan entre si. Bajo esta suposicién, esta probabi-
lidad se puede entender como la probabilidad de que algin otro agente (infectado) contagie al



individuo en cuestién. Para calcularla, escribimos primero la probabilidad de no ser infectado en

ninguno de los contactos realizados con los agentes de un nodo j que se han desplazado al nodo

. Iji
), donde el cociente N, = Peffj ©

—1

1 . Podemos escribir esta probabilidad como (1 - A ]{;
j—

K2

la fraccion de agentes infectados que se mueven de j a i. Este cociente es crucial en el caso de

considerar movilidad dependiente del estado epidémico. Dado que el término anteriormente es-

crito es el mismo para cualquier nodo origen j, la probabilidad de no ser contagiado por ningtin
i N Iy Nj—i ,

agente en i es [ =1 <1 — )\NJ_—_:Z_ , donde n;_,; es el nimero de agentes que se desplazan de

j ai. Por tanto, la probabilidad de infectarse en i resulta ser la complementaria, es decir:
N
Pi(t) =1~ (1 = Npepsmi ()7 (7)
j=1

Para calcular peyy, ,; se deberd distinguir las situaciones donde ¢ y j sean iguales o distintos:

= Fn el caso i # j, se contemplan los casos en los que los agentes se desplazan de su nodo de
residencia. De éstos, el desglose (de acuerdo con su estado epidémico) de los agentes que
se mueven del nodo j al ¢ es:

Infectados

—N—
Peffii(t) = pi(t)paaRjin; - pi(t)a :
(1= pj(t)paRjin; + pj(t)paaRiin; 1 —p;(t)(1 —a)
Sanos Infectados
Nj—i

donde n; es la poblacién del nodo 7. Es claro que en el caso de a = 1 se recupera el resul-
tado de [6] (movilidad no dependiente del estado epidémico), es decir peyy, . (t) = p; ().

= En el caso ¢ = j debemos también dar cuenta de la existencia de lazos. Asi, el nimero de
agentes que interactiian en su residencia es:

Infectados

(1 — pact)pi(t) + pacepi(t) Riin pi(t) [1 — pac(l — Rii)]

Pett O = ) (L i) + pall— o) s + (1~ pac)pi(9) + pacpuFeam; (1~ iDL~ pa(l — Fao)] + pu(O1L — paa(l — Fa]

Sanos Infectados

Comprobamos que en el caso de R; = 0 recuperamos la formulaciéon sin autoloops,
detallada en la seccién 1 del apéndice. De nuevo, si se incluye la condicién a@ = 1 se
recupera el resultado de [6] pesr, ,,(t) = p;j(t). De esta manera, podemos expresar la

fraccién de agentes infectados que se mueven de j a ¢ como:

% para i # j
peffjﬁi <t> = (8)
pi(t)[1—paa(1—Ri;)] .
(1_101'(t))[l_pd(l_Rii()i]'FPi(t)[1—pda(1—Rii)] para =7,

y el nimero total de agentes que se mueven de j a ¢ como:

i = 0i [1 = pa(1 — pi(t)(1 — ) ni + pa [1 — pj(t)(1 — )] Rji nj (9)



4. Validacion de las ecuaciones de Markov

Con la intencién de validar las ecuaciones del formalismo Markoviano, procedemos a com-
parar sus predicciones tedricas con los resultados de simulaciones Monte Carlo. En estas si-
mulaciones, cada agente tiene asociado un indice que indica su nodo de residencia y otro que
describe su estado epidémico (0 sano, 1 infectado) y que evoluciona con el tiempo. En cada paso
de tiempo, cada agente toma la decisién de moverse o permanecer en su nodo de residencia.
Si el agente estd sano, éste se mueve con probabilidad pg, mientras que, si esta infectado, lo
hara con probabilidad apg. Si el agente se mueve, la eleccién de su destino j se realiza de forma
aleatoria con probabilidad proporcional a R;;. Una vez que todos los agentes han elegido su
destino, tienen lugar los procesos de contagio y recuperacion. Dentro de cada nodo, cada agente
tendra una probabilidad A\ de infectarse por contacto con un agente infectado en ese paso de
tiempo. Asimismo, cada agente infectado tendra una probabilidad p de recuperarse. Al final de
cada paso temporal, todos los agentes vuelven a su nodo de residencia. Esto cierra un paso de

la dindmica de Monte Carlo.

Es importante definir la condicién inicial del sistema. En concreto, se elige una semilla de un
1% de infectados distribuidos con probabilidad uniforme sobre los nodos. Se deja evolucionar
al sistema siguiendo las reglas microscopicas definidas hasta que alcanza un estado estacionario
que se elige como |I(t+50) —I(t)| < 1073, donde I(t) es la fraccién total de infectados promedio
en los 50 pasos temporales posteriores a t . A demds, se llevan a cabo diez realizaciones y se
promedia sobre ellas para obtener el parametro de orden, eliminando asi los efectos estocdsticos
asociados a este tipo de simulaciones.

Por otra parte, iteramos las ecuaciones de Markov descritas en la secciéon anterior eligiendo la

misma condicién inicial hasta alcanzar el estado estacionario.

En la Fig. 3 se muestran los diagramas epidémicos I(\) para varios valores de la movilidad
(pq) y de la fraccién de enfermos asintomaticos («) obtenidos resolviendo las ecuaciones Mar-
kovianas (lineas) y a través de simulaciones Monte Carlo (puntos). Se ha comprobado que los
errores de los resultados de las simulaciones Monte Carlo son menores que el radio de los puntos
de la grafica. Estos resultados se han obtenido utilizando redes sintéticas (ER y SF) y la red
de movilidad de Cali. En ellas, se observa la transicién entre estado de no epidemia (I = 0)
y el de epidemia (para el cual I # 0). En todos los casos, se observa un gran acuerdo entre
la solucién de las ecuacién Markovianas y los resultados de las simulaciones Monte Carlo. Las
ligeras discrepancias observadas para py; = 0 en las Figs. 3a, 3c y 3e son debidas al tamano
finito del sistema, es decir, que al no haber movilidad, hay nodos con poblaciones pequenas para
los cuales los promedios usados en las ecuaciones Markovianas no caracterizan perfectamente el
estado del sistema. Cabe destacar las diferencias en la dependencia de la fraccién de infectados
con pg y a en redes sintéticas y reales, lo que motiva el uso de estas tltimas, y el desarrollo de
modelos generales validos para cualquier tipo de red.
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5. Umbral epidémico: Estimacion y validaciéon

5.1. Linealizacién para obtener el umbral epidémico .

Una vez validado el modelo, estudiamos en detalle la dependencia del umbral epidémico (\.)
con pg v a. Gracias a la formulacién Markoviana propuesta podemos obtener una estimacion
para A. a partir de la cual se produce la transicién al régimen epidémico. Para ello, en primer
lugar, se impone la condicién de régimen estacionario: p;(t) = p;(t + 1) = p}, donde el * denota
que corresponde al estado estacionario. Ademds, para encontrar A. imponemos que la prevalencia
en cada parche es pequena: p; = ¢; << 1. La condiciéon de régimen estacionario se traduce en
este caso en:

= (1—p)p; + (1 — p) )II;
pp; = (1 — pHII . (10)

*

De aqui en adelante se omitira el superindice *, pero debe sobreentenderse. Expandiendo a

primer orden la expresiéon de II; se obtiene

N Ny—q
I, ~ (1-pa) 0+Z 5 [ -11a /\peffm)] ex
=1 \ 9Pk I=1 70
N ni—j
e 03 (o - TT0-vn)| |-
=1 \ 9Pk =1 70
N

= (1-pa) ZTlmfk"’deRngTmfk (11)
7=1

donde se denomina Tj; a la componente k del primer término del desarrollo de Taylor de P; y
7= (p1,p2-.pn) = (0,0, ..,0).

Es importante notar que pesy, ., ¥ 71— solo dependen de p;, haciendo las derivadas mucho mas
sencillas que si hubiera dependencias mixtas. Se desarrolla el término Tj; a continuacion:

8 N Np—iq
= Tl -
Pk paie] =0
= (= Apeppn ) 75— (= Aoeg i )™ 7o (U= Apegpn )" N7 =0 =

dpy

B .
= g (1= Aern )™ g (12)

Debido a que tanto pefy, ., como ng_,; dependen de p, para poder calcularla se recuerda una
sencilla regla matematica:

Sea y(z) = f()9“) — In(y) = g(x)ln (f(z)) por lo que

f'(x)

Y (x) =y(z) |g'(x)in (f(z)[+ g(x) )
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Aplicando la expresién anterior a la Ec. (12) se obtiene:

O —Xpespy,,;)

0 ) Ong—; op
———(1 -\ Vi g o= (1 — A )| 5 In(l—\ : otk =
8pk( Peffii) " 7 =0 (1= Apepe=i)l=0 o n( %anﬂ(l_ VT
=0
dpe .
= dnpi(py = 0) Lellii (g — ) (13)

Apr
por lo que hay que calcular estos dos tltimos términos. El primer término, ng_;(pr = 0), se
obtiene utilizando la Ec. (9):

Ng—i(pr = 0) = 8 (1 — pa)ni + paRrini

y para el segundo, %(Pk = 0), se debe diferenciar el caso de i # k y el de i = k:
5 o para i # k .
Pk 1-pga(l1—Ry;) Pk
Topa(i—Fy) Parai=Kk.

Por otro lado, recordando la Ec. (12), se puede expresar Tj;, definiendo neyy, ,, como:

0 .
Thi = =5 (L= Apeps )" gm0 = —neps Ak
Evaluando el valor de la derivada calculada en la Ec. (14) se obtiene:
ApgaeRyiny para i # k
Tyi =
A1 = paa(1 — Ryj)] nl% parai=~FL,
por lo que ngyy, .. €x es el nimero efectivo de agentes infectados que se mueven de k a i y se
puede expresar cémo:
Neffo; = Pd0Rping (1 — dir) + 0t [1 — paa(1 — Ryi)ny]
y operando se obtiene:
Neffo i = Oik(1 — paa)n; + pgaRyny, . (15)

Curiosamente, la misma expresién (y por lo tanto los siguientes resultados también serdn
idénticos) que obtenemos si no consideramos lazos (célculo desarrollado en la seccién 1.1 del
apéndice) a pesar de que el formalismo mencionado no tiene en cuenta movimientos dentro de
un mismo nodo.

Una vez calculado T;, y recordando la Ec. (11), se reordenan términos para obtener:

N N N
Hf ~ (1 — pd) Z )\Ej [(1 — pda)ni(sik —l—pdakak] + pa Z Rij <Z )\6]‘ [(1 — pda)niéik + pdakak]>

k=1 =1 k=1
N
= A Z (1 —pa)(1 — pag)nidij + (1 — pa)pacRjin; + pa(l — paa) Rijn;l €; +
j=1
N N
+ Apia Z Z RijRyjnyer, =

=1 k=1
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=AY [(1 — pa)(1 — pac)nidij + (1 — pa)paceRjin; + pa(l — pac) Rijn; + pia(R - R)ijn; | ¢;,

Jj=1

donde se ha intercambiado el orden de realizacién de las sumas del tltimo término, se ha
cambiado de nombre a la variable muda &k por j y (R - RT)ij es el elemento ij del producto de
la matriz R por su transpuesta. Por ultimo, definiendo la matriz M como:
N
Iy ~ A - Mije; =A(M-§),; |
j=1

y despreciando términos en de segundo orden en €, se obtiene:

pe; =11
i N
Xef = Z Mije;
j=1
o

Por lo que el problema de obtener la A, queda simplificado a obtener el autovalor maximo de la
matriz M definida como:

M;; = (1= pa)(L — pac)nidij + (1 — pa)pacRjinj + pa(1 — pac) Rijn; + pja(R - RY)m; | (17)

De la misma manera que en [6] se pueden asociar los sumandos de esta matriz con los mecanis-
mos por los cuales un agente sano asociado al nodo i puede quedar infectado por algin agente
infectado asociado al nodo j:

El primer término da cuenta de la posibilidad de que el agente asociado al nodo ¢ permanezca
en su nodo y sea infectado por otro agente del nodo ¢ que no se ha movido. El segundo término
contempla el caso de que el agente sano de ¢ se quede en su nodo de residencia y sea infectado
por un agente enfermo que se ha movido del nodo j al i. En el tercero, el agente sano se mueve de
i a j y es infectado por algin agente asociado a j que no se ha movido. Por tdltimo, en el cuarto
término tanto el agente sano como el infectado se mueven a un nodo que no es su residencia y
se produce alli el contagio.

El elemento M;; contempla el ntiimero de contagios promedio potencialmente infecciosos que
realiza un agente cuya residencia es ¢ con aquellos cuya residencia es j. Cabe destacar la di-
ferencia entre esta matriz y la obtenida en [6], ya que en esta iltima todos lo contactos eran
potencialmente infecciosos. En este caso la inclusion del parametro « separa la movilidad de los
agentes infectados de la de los sanos.

En caso de pg = 0, los términos no diagonales se anulan y A\ = i/nmaz-

Por 1ltimo, cabe destacar que existe la certeza de encontrar al menos un autovalor real y positivo

como demuestra el teorema de Perron-Frobenius [14].
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5.2. Validacion de la estimacion del umbral epidémico

Se comprueba ahora la calidad de la estimacion realizada para el umbral epidémico en las
metapoblaciones estudiadas. Para ello, se representa la fraccion de infectados mediante la itera-
cién de ecuaciones Markovianas como funcién de pg o a y A\. Ademads, se superpone la estimacion
del umbral calculado por la Ecuacién (16).

Se observa cémo en todas las figuras mostradas la correspondencia entre el umbral epidémico
tedrico y predicho por el modelo es total, ya que la estimacion captura la frontera entre las fases
epidémica y libre de epidemia. Se puede apreciar que para la red ER, en las Figs. 4a y 4b | los
parametros de movilidad afectan muy poco al valor del umbral epidémico. Esto es razonable,
pues se trata de una red muy homogénea donde la dindmica de la epidemia apenas se ve afectada

por la movilidad de los agentes.

Asimismo, en la Fig. 4a se observa, aunque muy poco pronunciado, el régimen 2, que es el
més usual. De hecho, encontramos este régimen también en las Figs. 4¢ y 4e. Como era esperado,
la disminucién del umbral con la movilidad es més acusada cuanto mayores son las heterogenei-
dades en las poblaciones de estas redes, tal y como se pone de manifiesto en el caso de Cali. Es
destacable también cémo en el caso de la red SF, debido a su naturaleza libre de escala, para
movilidades altas se produce una considerable reduccién del umbral epidémico causada por la

acumulacién de agentes en los nodos mas conectados.

Estudiando el diagrama epidémico para py fijo (Figs. 4b 4d y 4f) observamos que el umbral
epidémico decrece conforme o aumenta. Esto da cuenta de que, en muchos casos, una mayor
fraccion de enfermos asintomaticos (o una mayor movilidad de los enfermos) facilita la transicién
al régimen endémico. Por ello, estos factores deben ser tenidos en cuenta en fenémenos de pro-
pagacion epidémica, ya que producen disminuciones en el umbral del mismo orden de magnitud
que la movilidad general de los agentes (pq).
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Figura 4: Fraccién total de infectados (color) en funcién de py (izquierda) o « (derecha) y la
infectividad A, normalizada a la umbral en el caso de py = 0, para las redes ER ((a) y (b)), SF
((c) y (d)) y la red de movilidad de Cali ((e) y (f)). La linea roja representa el calculo de A,
mediante la ecuacion 16.
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6. Resultados: Umbral epidémico

Una vez comprobada la calidad de la estimacion realizada para predecir el umbral epidémico,
se estudia la dependencia de éste como funcién de la movilidad de agentes sanos (pg) e infectados
(pger) para diferentes redes.
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Figura 5: Umbral epidémico (color) en funcién de py y « para la red SF (a), ER (b) y las redes
de movilidad de Cali (c¢) y Medellin (d)

Para ello, se representa en la Fig. 5 la superficie \.(pq, @) para las distintas redes descritas
en la secciones anteriores.

Cabe destacar que los resultados reflejan una fuerte variacién en la dependencia del valor y
régimen del umbral epidémico con la movilidad al modificar la fraccién de asintomaticos. En el
caso de la red ER (Fig. 5a) se encuentra régimen 2 para valores altos de «, mientras que, para
pequenos valores de ésta se tiene régimen 3. La aparicién de este tltimo régimen se hace mucho
mé&s notable para redes libres de escala (Fig. 5b) que para redes ER dado que la existencia de

“hubs” (nodos muy conectados) promueve el efecto de la movilidad.
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La red de Cali (Fig. 5¢) también cuenta con el efecto anteriormente presentado para las redes
sintéticas, pero aiin més potenciado. En concreto, se puede apreciar un cambio de régimen (de 3
para ag pequenios a 2) al aumentar «. En ciudades como Cali, se observa como la movilidad de
infectados juega un papel clave para definir el régimen epidémico en ciudades reales. Por otro
lado, y bajo la interpretacién de fraccién de asintomaéticos del pardmetro «, de esta ciudad se
puede aprender que un numero elevado de asintomaéticos puede facilitar de forma drastica la
propagacién epidémica, disminuyendo el umbral en un factor 2 aproximadamente. Tanto en la
red de Cali como en las sintéticas anteriores, al aumentar « para una py fija, decrece el umbral
epidémico. Este fenémeno indica que la homogeneizacién del nimero de infectados en los nodos
de la red favorece la propagacién epidémica para este tipo de redes.

Por dltimo, en la Fig. 5d se observa que la ciudad de Medellin exhibe un comportamiento
opuesto al del resto de metapoblaciones. En concreto, el umbral epidémico aumenta tanto con la
movilidad de sanos como con la de infectados. La red de Medellin presenta, por lo tanto, régimen
de tipo 3 para todo valor de a. Para explicar este caso particular, debemos tener en cuenta que
en Medellin la poblacién esta distribuida de forma muy heterogénea. De este modo, disminuir
la movilidad de los infectados (disminuir la fraccién de asintomdticos) provoca la acumulacién
de éstos en los focos de infeccién.

6.1. Meétodo sencillo de prediccion de régimen epidémico

Las redes de movilidad de metapoblaciones reales pueden tener un gran tamano, incremen-
tando asi el coste computacional invertido en el célculo del umbral epidémico por la Ec. (16). Por
ello, en esta seccién se pretende presentar un método sencillo para predecir el régimen epidémico
y por lo tanto poder intuir la forma de la dependencia del umbral epidémico con los pardmetros
de movilidad sin realizar los calculos de diagonalizacion de matrices. Este método también per-
mite comprobar si las ideas con las que se ha tratado de justificar los diferentes comportamientos
observados en apartados previos son correctas.

El método consiste en asumir que el umbral epidémico estd controlado por el nodo cuyos
agentes asociados mas contactos potencialmente infecciosos realizan. Es una hipétesis razonable.
Por un lado, que sea el nimero de contactos potencialmente infecciosos la cantidad clave para el
umbral se debe a que cuantos més se realicen, més se propagard la enfermedad. Por otro lado,
el hecho de que la magnitud propuesta se centre en el nodo cuyos agentes intervienen en mas
contactos se justifica por que en la Ec. (16) solo aparece el autovalor méximo de la matriz. Cabe
destacar que se han realizado pruebas considerando el niimero total de contactos infecciosos en
toda la red, obteniendo un poder predictivo mucho menor que siguiendo el método indicado.

Se recuerda que, como fue explicado tras obtener la Ec. 16, los elementos de la matriz M;;
dan cuenta del namero de contactos promedio potencialmente infecciosos que realiza un agente
cuya residencia es i con aquellos cuya residencia es j. Por lo tanto, Zj M;; es el ntimero de
contactos promedio realizado por un agente de ¢ con toda la red, la magnitud buscada. No
obstante, ésta no serd suficiente para predecir el régimen epidémico. Hay procesos de infeccién
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que no son posibles a un solo paso temporal en el caso en que la movilidad de los infectados
esté muy restringida. Por ejemplo, imaginemos que tenemos dos nodos 7 y j que no se encuen-
tran directamente relacionados, pero se hayan indirectamente relacionados por un tercer nodo
k. Para valores altos de «, el mecanismo de contagio basico entre un agente de 7 y otro de j
se produciria mediante su interaccién en el nodo k, sin embargo, cuando la movilidad de los
infectados estd muy restringida, este proceso no puede darse y la transmisién de la enfermedad
entre ambos requiere la intermediacién de un agente de k, y por lo tanto un paso adicional.
Para tener en cuenta este tipo de procesos, elevamos la matriz a una potencia que consideremos

lo suficientemente representativa (en este caso, se considera que 2 es suficiente) y calculamos

1/mazx(}_; ij) Se tomar la raiz cuadrada para mantener la magnitud porque se ha necesi-
tado previamente elevar al cuadrado .

Se denominard . a la magnitud \/ 1/max(}_; ij) normalizada al caso de pg = 0 y asi se

referira a ella en el futuro.

Cabe destacar que, con este método, no se pretende predecir ninguna propiedad mas que el
régimen epidémico. Las lineas negras dibujadas sobre las Figs. 6a y 6b hacen referencia a que,
en las figuras posteriores, se representa la proyeccion en esa linea.

Para comprobar la validez de este argumento heuristico, se representa en la Fig. 6a el valor
de A, como funcién de a y pg. Asimismo, en la Fig. 6b se representa la estimacion analitica del
umbral mediante la Ec. (16) . Si se analizan las figuras, podemos concluir que, al menos en este
caso, el método cumple con su objetivo. Si comparamos las Figs. 6a y 6b observamos importantes
analogias entre ambas. La estimacién propuesta en este apartado reproduce aproximadamente
la morfologia del diagrama exacto. Ademas, la transicién entre regimenes 2 y 3 estd capturada
en la estimacién como se puede observar en las Figs. 7a y 7b en comparacién con las Figs. 8a y
8b.
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Figura 6: Umbral epidémico estimado A. (a) y umbral calculado por (16) A. (b) (color) en
funcion de pg y o para la red de Cali.

a=0,1 a=0,7
1.6 " 1.1 .
1.48 ¢
1.36
()
’<
1.24 ¢
1.12¢
1 0.98
0 0.25 0.5 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75 1
Py Pq
(a) (b)

Figura 7: Umbral epidémico estimado A, en funcién de pg para a = 0,1 (a) y para a = 0,7 (b)
para la red de Cali.
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6.2. Variacién del umbral epidémico por cambios en la distribuciéon de la
poblacién

Un factor muy relevante en estudios de propagacion epidémica del que todavia no se habia
hablado es la distribucién demografica de la poblacién. En este apartado se pretende observar
como la forma en que la poblacién se divide en barrios afecta al umbral epidémico. La alteracion
de esta distribucién (mediante incentivos por parte del gobierno por ejemplo) podria llegar a ser

una herramienta de proteccion ante epidemias.

En concreto, se ha elegido la red libre de escala (SF) y se ha establecido su demografia en
relacién con el grado de los nodos, obteniendo el umbral epidémico en funcién de los pardmetros
de movilidad pg y « para distintas distribuciones de poblacion. Se recuerda que llamamos k; al
grado (suma de las conexiones que tienen el nodo i como destino) del nodo i. Las distribuciones

de poblacién que se han probado son proporcionales a k; L k:z_ %, k‘z% y k;. También se han obte-
nido los diagramas de umbral critico para el caso de una poblacién uniforme en todos los nodos
(idéntica) y una uniformemente distribuida (aleatoriamente).
1 1

Cabe destacar el gran parecido entre las Figs. 9a, 9b y 9c (k:;l, k:i_5 y kf) entre si, pero
también con el diagrama de Cali en la Fig. 5c. En estos casos se observa régimen de tipo 2
excepto para valores pequenos de «, donde se encuentra un régimen de tipo 3. Es posible que
existan similitudes entre estas redes, pero no se dispone de informacién suficiente como para
afirmarlo con seguridad por ser Cali una red con tan solo 22 nodos y, por lo tanto, insuficiente
a la hora de hacer estadistica y compararla con una red libre de escala. Por otro lado, se puede
observar como cambia radicalmente el umbral epidémico, tanto en magnitud como en régimen,
en el caso de elegir la poblacién distribuida proporcional al grado (Fig. 9d). En concreto, se
observa un régimen de tipo 3 para todo valor de o y la magnitud del umbral critico es conside-
rablemente superior, por lo que puede que éste sea un resultado interesante a la hora de discutir
cémo organizar a la poblacién en una ciudad para que la movilidad sea un elemento protector
frente a la propagacién de una epidemia. En este caso, se observa también cémo se recupera la
fenomenologia observada en Medellin, en la cual se produce un aumento del umbral epidémico
al aumentar «. Este resultado es razonable puesto que en este caso la poblacién se distribuye
de forma muy heterogénea concentrandose en los “hubs”. De este modo, reducir la movilidad
de estos agentes (ya sea disminuyendo pg o «) promueve la aparicién de focos de infeccién.
Por otro lado, cabe destacar, como diferencia entre las Figs. 9¢ y 9f, que solo en el caso de
que las poblaciones se reparten de forma estrictamente homogénea aparece el régimen 1. Caso
para el cual siempre se produce una disminucién del umbral epidémico a medida que aumenta
la movilidad. Esto es debido a que la cantidad de agentes que interactiian en los nodos de la
red estan ya equilibrados para p; = 0, por lo que cualquier movilidad de los agentes produce
una heterogeneidad que favorece el aumento del nimero de contactos potencialmente infecciosos.
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Figura 9: Umbral epidémico para la red SF con distribucién de poblacién proporcional a k; !
_1 1

(a), k; * (b), k2 (c) k; (d), con distribucién de poblacién uniformemente distribuida (d) y con

poblaciones idénticas (e) en funcién de pg y « para la red SF.
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7. Efecto de politicas de aislamiento

Hasta ahora se ha abordado la modelizacién de fenémenos epidémicos considerando que la
red de movilidad es fija, independientemente del estado dindmico del sistema. Sin embargo, cabe
esperar que los agentes tengan consciencia de la presencia de brotes epidémicos en determinados
barrios, provocando su consecuente rechazo a la hora de dirigirse a esos nodos con mayor niimero
de infectados. Para modelizar este comportamiento adaptativo, se ha desarrollado un modelo
bajo el cual se penaliza la movilidad hacia los nodos en funcién de la fracciéon de infectados
residentes en éstos. Es decir, serd menos probable ir a un nodo que posea un nimero elevado de
agentes infectados asociados a él. Asimismo, esta adaptacion de los patrones de movilidad podria
darse también por la aplicacién de politicas por parte de las autoridades dirigidas a restringir el
acceso a las zonas mas afectadas por una epidemia.

Las caracteristicas anteriores se incorporan matematicamente mediante una evolucién dinami-
ca de la red efectiva de movilidad. En concreto, se propone una variacién de los pesos de las
conexiones de la red dada por:

Rijefﬁpj(t)nj
— )
Zl R’ile Bpi(t)r

donde S es un nuevo parametro del modelo que da cuenta de la intensidad del rechazo o la

Rij = (18)

politica de aislamiento. La dindmica sigue estando descrita por las Ecs. (5-9), incorporando a su
vez la evolucién dindmica de la red descrita por la Ec. (18). En cuanto a la expresién del umbral
epidémico, es muy intuitivo que el resultado tenga que ser exactamente el mismo que en el caso
anterior, debido a que para p’= 0, R = R, no obstante, se realiza el célculo rigurosamente en la
seccion 2.2 apéndice. Se muestra también en la seccion 2.3 del apéndice como se encuentra de
nuevo una correspondencia total entre las simulaciones de Monte Carlo y Markov y la calidad
de la estimacién del umbral epidémico. La caracteristica més llamativa de este modelo es la
existencia de una transicién de primer orden en el nimero total de infectados en el equilibrio
inducida por la modificacién dindmica de los patrones de movilidad. Para ilustrar la apariciéon
de este tipo de transiciones, fijamos el valor de (o, pg) y estudiamos en la Fig. 10a la superficie
I(B,\). Alli se observa cémo hay un punto critico B.(pg, @) a partir del cual el pardmetro de orden
sufre abruptas variaciones. Asimismo, estas transiciones estan caracterizadas por la existencia
de biestabilidad y ciclos de histéresis tal y como se aprecia en la Fig. 10b. Por otra parte, en la
Fig. 10a se puede observar que esta politica no es siempre beneficiosa para minimizar la fraccién
total de infectados. En concreto, para valores entre de 20 y 50 de § existen zonas (por encima
de la transicién) para las cuales I es menor para valores pequefios de 3, y en particular para
B = 0, lo que significa que el hecho de haber aplicado la politica de aislamiento ha provocado
un mayor impacto epidémico. Precisamente este es uno de los puntos que se pretende transmitir
con este modelo: las politicas epidémicas deben estudiarse cuantitativamente y tomarse teniendo

en cuenta la movilidad de los agentes

Por dltimo, queremos caracterizar la relevancia de los agentes asintomaticos en la emergen-
cia del fenémeno anteriormente descrito. Para ello, fijamos el valor de (8,pq) v estudiamos la
superficie I(a, A) en la Fig. 10c. En ésta se puede apreciar cémo el valor de o también cambia el
caracter de la transicién, de segundo orden a primer orden a partir de un cierto valor de o que
podria denominarse ... Para entender este fenémeno, cabe resaltar que las politicas de variacién
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Figura 10: Fraccién total de infectados para la red de Cali como funcién de A normalizada y
B (a) o« (c) para pg = 0,6 y & = 0,4 o = 30. La regién sombreada y delimitada por lineas
blancas discontinuas es la zona de biestabilidad. En (b) se representa la fraccién de infectados
para la red de Cali (I) como funcién de A normalizada para py = 0,6, « = 0,4 y § = 30. Las
lineas han sido obtenidas por la iteracién de las ecuaciones de Markov (Ecs. (5-9)) y los puntos
son los resultados de las simulaciones de Monte Carlo.

de los patrones de movilidad estan orientadas a no visitar aquellas zonas cuyos residentes estan
altamente infectados. En este sentido, estas politicas serdn més eficaces cuanto menor sea el
movimiento de estos individuos afectados, es decir, cuanto menor sea el valor de a, tal y como
se observa en la Fig. 10c. Sin embargo, en el caso en el que la movilidad de los infectados sea
alta, estas politicas basadas en el nodo de residencia son menos eficaces e incluso pueden llevar
al sistema de forma abrupta a un estado mas epidémico que en el caso de no aplicarlas.
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8. Conclusiones

En este trabajo se ha propuesto un modelo Markoviano que incluye el efecto de los agentes
asintomadticos en la propagacion epidémica, diferenciando la dindmica de agentes sanos e infec-
tados. Este ha sido validado comparando sus predicciones con los resultados de simulaciones
basadas en agentes. Ademads, gracias a la formulacién probabilistica presentada, se ha podido
obtener una estimacion del umbral epidémico. es decir, la infectividad minima capaz de provocar
la aparicion de una epidemia en una metapoblacién.

La aplicacién de este modelo a metapoblaciones reales ha mostrado como el hecho de mo-
dificar la movilidad en funcién del estado epidémico de los agentes, es capaz de variar consi-
derablemente la magnitud y la dependencia con la movilidad (régimen) del umbral epidémico.
Ademas, se ha puesto de manifiesto que, en el caso de una enfermedad con sintomas severos,
el volumen de asintomaticos es un factor clave en estudios de propagacion epidémica. Comple-
mentando estos resultados, se ha propuesto un método sencillo que permite predecir el régimen

epidémico en funcion de los parametros de movilidad con éxito, al menos en las redes estudiadas.

Por otro lado, se han realizado estudios sobre cémo la distribucién demografica de la po-
blacion afecta al nivel de proteccién de una metapoblacion frente a una epidemia. Un resultado
interesante desprendido de este estudio es que, para poblaciones heterogéneas, la movilidad siem-
pre acttia como elemento protector ante la propagacién de epidemias.

Asimismo, se ha puesto de manifiesto la necesidad de elaborar politicas de prevencién que
tengan en cuenta la movilidad de los agentes para una proteccion éptima y eficaz de la poblacion
en todos los rangos de movilidad. También se ha mostrado cémo las politicas de aislamiento que
solo tienen en cuenta la residencia de los agentes (limitando el acceso a los barrios més afec-
tados) producen un considerable aumento del nimero de infectados cuando hay alto grado de
asintomdticos en la poblacién. Ademas desde un punto de vista de sistemas dindmicos, se ha
encontrado un sistema de fenomenologia muy rica, que tiene como caracteristica especialmente

destacable, una transicién de primer orden en el estado epidémico del sistema.

Por lo tanto, se ha conseguido refinar el modelo propuesto en [6] y se han encontrado efectos
no triviales e interesantes desde el punto de vista epidemiolégico y de sistemas dinamicos deriva-
dos de este nuevo grado de complejidad que incorpora el modelo. No obstante, esta rama queda
abierta a seguir incorporando nuevos efectos presentes en sistemas de propagacion epidémica
(como otros patrones de movilidad), nuevos tipos de enfermedades (vectoriales o que confieran
inmunidad tras infeccién) y nuevos disenos de politicas de prevencién destinadas a la proteccién
efectiva frente a brotes epidémicos.
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