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1. Formalismo sin lazos

El conjunto de ecuaciones que describen la dinamica del sistema si no se tienen en cuenta

lazos son:

pilt+1) = (1= wpi(t) + (1 — pi ()T () (1)

IL(t) = (1 — pa) P, +pdz Z 5 (t) (2)
=1 Wi

Donde definimos:

Pi(t)=1— T (1= Apegs,,,(£)™ (3)

Donde pegy,_,, sii # j es:
pi(t)e
() =
peff]*)z() 1—p](t)(1—0é)

Y sii=j:
j 0~ 21— pacl
Peffimsj B 1— Dd [1 — pi(t)(l - a)]

Y por ultimo:
nji = 05 [1 = pa(1 — pi(t)(1 — ) ni + pa [L — p;j(£)(1 — )] Rji ny (4)

1.1. Estimacion del umbral epidémico

El desarrollo serd muy similar al realizado en el texto principal. La condiciéon de régimen

estacionario se traduce en este caso en:
pi =1 —p)p; + (1 — p) I}

ppi = (1= pi)II; ()

*

De aqui en adelante se omitird el superindice *, pero debe sobreentenderse. Expandiendo a

primer orden la expresion de II; se obtiene

N Np—q
; ~ (1-pa) 0+Z 8pk[ H )\Peff,ﬂ] €k
k=1 =1 7=0
N Nj—j
+ deRU 0+Z apk H(l_)‘peffmj)] €k =
k=1 =1 7=0
N

= (1-pa) ZTmﬁk +deR7,j ZTkgék (6)
7=1

donde se denomina Tj; a la componente k del primer término del desarrollo de Taylor de P; y

ﬁ: (ph P2---PN) = (0, O, ceey O)
Es importante notar que pesy, ,, ¥ 7 solo dependen de p;, haciendo las derivadas mucho mas



sencillas que si hubiera dependencias mixtas. Se desarrolla el término Tj; a continuacion:

9 N Ni—q
Tii = 51— 1] (1= Aersi) =
Dk 1 o
N1—5i 9 Nk—si NN —i
= —(L=Npefri )" 7= (L= Apepp, )" =] (1= Apep i)™ =0 =
Ok
0
:71_)\6 .nkaz’_; 7
o (L= At ™ g (7)

Debido a que tanto pefy, ,, como nj_,; dependen de pg, para poder calcularla se recuerda una

sencilla regla matematica:

Sea y(z) = F(2)7@) — In(y) = g()in (f(x)) por lo que

/ _ / l f/<$)
y (z) =y(z) | (@)ln (f(z)[+ g(x) @)
Aplicando la expresién anterior a la Ec. (7) se obtiene:
9 on O —Xperyy ;)
(1= Apesp )il = (1= A V5o | = in(1 — A , O
3pk( Peffi) ™ =0 (1= Apess=)l5=0 o n(1 = Apepe=7) + 1 =TT

Opert .
pffk_”(pk:()),

= —Ani(pr =0) i

por lo que hay que calcular estos dos ultimos términos. El primer término, ng_;(pr = 0), se
obtiene utilizando la Ec. (4):

Nk—i(pr = 0) = 0k (1 — pa)ni + paRrini

y para el segundo, %(Pk = 0), se debe diferenciar el caso de i # k y el de i = k:
5 o para i # k .
el (5 = 0) = (9)
P e -
That parai=k .

Por otro lado, recordando la Ec. 7, se puede expresar Tj; como:

0 .
T = =g (= Apes g )™ =0 = —neps Ae

Evaluando el valor de la derivada calculada en la Ec. (9) se obtiene:

ApgaRing para i # k
Tyi =
A1 — pga] n; parai=F,

por lo que neyy, . € resulta ser el nimero efectivo de agentes infectados que se mueven de k a i:

Neffr—i — 5ik(1 - pda)ni + paa Ry, (10)



La misma ecuacién obtenida para el formalismo completo en el texto principal (Ec.(16)). Este
resultado era razonable, pues el hecho de que n.ys, .. no dependa de R;; elimina toda
dependencia del umbral con los lazos. El resto del calculo es idéntico y tiene como solucién:

m
A= =

Por lo que el problema de obtener la A, queda de nuevo simplificado a obtener el autovalor

maximo de la matriz M definida como:

M;j = (1= pa)(L — pac)nidij + (1 — pa)pacrRjinj + pa(1 — pac) Rijn; + pja(R - RN)m; | (12)

2. DPoliticas de prevencion: Material adicional

2.1. Formalismo Markoviano

El conjunto de ecuaciones Markovianas que describen la dinamica del sistema son:

pi(t +1) = (1 — p)pi(t) + (1 — p; (t))1;(t) (13)
N
I0;(t) = (1 — pa) Pi(t) + pa Y _ RijP;(t) (14)
=1
Con: B )
_ R;:e PPitt)ng
Rij = Zl ;{ile*ﬁm(t)”z
N
Pz(t) =1- H (1 - )‘p&ffj—n' (t))nj_)i (15)
j=1
Con:
p;(t)c
1—p;(t)(1-a)
Peffi(t) = (16)

pi(t) [1jpda(1—Rn)] )
(1=pi(t))1=pa(1—Rii)4pi (t)[1—paa(1—Rii)]

Y por ultimo:

nj—i = 055 [1 — pa(l — pi(t)(1 — )i +pa [1 — p;(1)(1 — )] Rji ny (17)

2.2. (Calculo del umbral epidémico

El desarrollo sera muy similar al realizado en el texto principal. La condiciéon de régimen
estacionario se traduce en este caso en:

pi =1 —p)p; + (1 — p) I}

pp; = (1 — pH)II; . (18)



De aqui en adelante se omitird el superindice * pero debe sobreentenderse. Expandiendo a primer

ap_*]:
0+§:1<8P’ >]=

N
= (1 _pd)ZTkiEk +deRijZTkj€k (19)
k=1 =1 k=1

orden la expresion de II; se obtiene

(1) _o Z(ap)
= (1 —pa) _O+Z<8pk k;)

Q

I1;

it Rij|

N N
Y [aR”

]:1 k=1

+Pa Z Rij
j=1

donde se denomina T}; a las componentes del primer término del desarrollo de Taylor de P; y
o= (p1,p2...pn) = (0,0,...,0).

La principal diferencia de este formalismo con los anteriores, en cuanto a la realizacién de este

célculo, es que ahora pcsy, ., depende de todas las p;j con j = 1,..., N. Se desarrolla el término
opP;

Opk; 7=0

a continuacion:

aik,Pi)p*_o

N
a Nm—i Ny—q
= Z: 87[)]{; ]‘7)\peffm—>z) 50 H (]‘7)\peffl—>z) : o =

m=1 P l#m

N

0 )

= =2 (1= Mg
ey 9Pk

=0

De nuevo se utiliza la regla matematica:
Sea y(z) = f(2)9") — In(y) = g(x)in (f(x)) por lo que

") =y(z) | ¢ (z)in (f(x mf’(a:)
/(@) =3(e) |g/@in )]+ 90T .

Aplicando la expresion anterior a la Ec. 20 y operando la se obtiene:

0 :
= _)‘nm—n' Peffm—i
=0 dpx,

)nmﬁi

0
(1= Npeffos; , 21
oo L~ APesfne o (21)

por lo que hay que calcular estos dos ltimos términos. El primer término, n,,—;(pr = 0), se
obtiene utilizando la Ec. (4):

Nm—i

50 = 6Zm(1 - pd)ni + palRminm
p:

ety

p (pr = 0), se deben diferenciar los siguientes casos:

y para el segundo,

« param =k # i .

8peffk~>i _ 1—pga(1—Ry;)

Opk o mpara m=k=1. (22)

0 en cualquier otro caso.



Por lo que, sustituyendo la Ec. 20 y definiendo n.sy, ,, como:

0 .
Tyi = _aipk(l - )‘peffkai)nkﬁz‘ﬁ':[) = _neffkﬁi)\ek )
se obtiene:
Neff, = Oik(L — pac)ni + paaRiimny, . (23)

La misma ecuacién obtenida para el formalismo completo en el texto principal (Ec.(16)). El
resto del cdlculo es idéntico y tiene como solucién:

m
M) <24>

Por lo que el problema de obtener la A, queda una vez mas simplificado a obtener el autovalor

maximo de la matriz M definida como:

Mi; = (1= pa)(1 = pac)nidis + (1 — pa)pacRjin + pa(l — paa) Rijn; + pao(R - RY)ijn; | (25)

2.3. Validacién del formalismo y de la estimacion del umbral epidémico

De forma andloga a lo realizado con el modelo presentado en el texto principal, comproba-
mos la calidad del modelo Markoviano propuesto y de la estimacién calculada para el umbral
epidémico.

Se observa una total correspondencia entre los resultados obtenidos por las simulaciones
de Monte Carlo y los valores obtenidos por iteracién de las cadenas de Markov en la Fig. 1a.
También se observa en la Fig. 1b una coincidencia total entre el valor de A para el cual las
ecuaciones de Markov predicen la transicién a la fase epidémica y el calculado utilizando la Ec.
24.
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Figura 1: Fraccién de infectados como funcién de la infectividad A, normalizada a la umbral
en el caso de pg = 0, para la red de movilidad de Cali para diferentes valores de py y para 8 =5
y a = 0,4 (a). Los puntos representan resultados obtenidos por simulaciones Monte Carlo y
las lineas son los valores obtenidos por iteracién de las ecuaciones de Markov. Fraccién total de
infectados (color) en funcién de pg y la infectividad A, normalizada a la umbral en el caso de
pq = 0, para la red de movilidad de Cali (b). La linea roja representa el calculo de A\, mediante
la Ec. 11.
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