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Resumen

En este trabajo se busca realizar un modelo cuantico fisicamente viable de una teoria
en altas derivadas. Para ello debemos obtener un Hamiltoniano acotado inferiormente que
genere evolucion unitaria, con normas de los estados positivas. La motivacién principal de
tal investigacion es la posibilidad de implementar dicho modelo a una formulaciéon cuantica

de Gravedad que permita su renormalizacion en el marco de la Teoria Cuatica de Campos.
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1. Introduccion

Actualmente, todos los modelos tedricos fisicos fundamentales, tanto en el marco clasico
como en el cuantico, se basan en teorias de campos que solo involucran primeras derivadas
temporales de las variables dinamicas.

Una explicacion de por qué la naturaleza esta regida iinicamente por teorias de este tipo
y no por otras que involucren derivadas temporales de cualquier orden, fue dada por el fisico
y matematico ruso Ostrogradski ya en el siglo XIX [15], [23], quien elaboré lo que se conoce
como Teorema de Ostrogradski. En este se demuestra cémo una teoria con derivadas tem-
porales de orden 2 o superior de las variables dindmicas tendria la llamada inestabilidad de
Ostrogradski, la cual consiste en que el Hamiltoniano de dichas teorias no esta acotado infe-
riormente, pudiendo tomar entonces la energia valores arbitrariamente pequenos y negativos
sin encontrar una posicién de minima energia. Dado que observamos que todos los sistemas
fisicos tienen un estado estable o de minima energia, modelos que contengan la inestabilidad
de Ostrogradski no pueden describir el mundo fisico de manera consistente.

Sin embargo, en el iltimo medio siglo, las teorias llamadas de altas derivadas, es decir,
aquellas descritas por Lagrangianos con derivadas de orden 2 o superior de los grados de
libertad, han recobrado cierto interés. Esto se debe a que al estudiar la Gravitacion Cuantica
en el marco de la Teoria Cudntica de Campos, en el cual se basa el Modelo Estandar de
Particulas, la primera no encaja de forma consistente, debido a que no es renormalizable.
El interés suscitado en teorias de altas derivadas se debe a la creencia de que estas facilitan
la renormalizacion de las divergencias ultravioletas de la Gravitacién Cuantica, en contraste
con lo que ocurre en la teoria de la Gravitacién Cuantica basada en la teoria General de la
Relatividad de Einstein, que solo posee derivadas temporales de orden inferior [2], [3], [9],
[10], [13], [14], [18], [19], [22].

Sin embargo, como ya hemos dicho, a nivel clésico dichas teorias contienen la inestabilidad
de Ostrogradski. Igualmente, a nivel cudntico, esto puede traducirse en dos fenémenos: o
bien el Hamiltoniano, tal y como ocurre a nivel clasico, no es acotado inferiormente; o bien
si que lo es pero aparecen estados del espacio de Hilbert con norma negativa: los llamados
fantasmas. El primero de los casos es patoldgico ya que no existiria un estado de vacio y
cualquier perturbacion desestabilizaria la teoria, cayendo los estados a niveles de energia
menor sin llegar a alcanzar nunca un estado de minima energia, fenémeno que no se observa
en la naturaleza. Por otro lado, tampoco podemos permitir la existencia de estados de norma
negativa, ya que las normas se interpretan en la mecanica cuantica como probabilidades y
la existencia de probabilidades negativas supondria la pérdida de unitariedad. Todo esto ha
llevado muchas veces a desechar estas teorfas directamente como no-fisicas [21], [22], [23].

El objetivo de este trabajo es investigar si existe alguna forma de implementar una teoria

cuantica con altas derivadas temporales sin que aparezcan fantasmas ni espectros de energia



no acotados inferiormente. Si hubiese una forma adecuada de realizar esto, encontrariamos
una posible teoria de la Gravedad Cuantica, motivacién principal de esta investigacion, espe-
rando que la teoria correcta fuese una variacion de la Relatividad de Einstein que introdujese
estas altas derivadas, lo que podria solucionar el problema de la renormalizacién en el marco
de la Teoria Cuantica de Campos. A partir de aqui, lo que vamos a hacer es restringirnos
a un toy model. Para simplificar los cdlculos y no tener que trabajar con tensores, vamos a
estudiar el caso concreto de una Teorfa Cudntica de Campos con altas derivadas en (0+1)
dimensiones, es decir, nos mantenemos en el marco de la Mecanica Cuantica. En concreto,
vamos a estudiar la teoria de Pais-Uhlenbeck. Esta teoria tiene relacion directa con la accion
propuesta por Mannheim de Conformal Gravity. Dicho modelo, al involucrar derivadas de
orden 2 en el Lagrangiano, favoreceria la renormalizacién de la teoria, pero ademas, se ha
mostrado que es autoconsistente con las observaciones de materia y energia oscuras [10], es
decir, explica estas observaciones perfectamente sin la necesidad de incluir estos fenémenos a
mano. Ademas, también permite evitar una singularidad cosmolégica al inicio del Universo,
como seria el Big Bang.

La estructura de la investigacién es la siguiente: primero, revisitaremos el Teorema de Os-
trogradski, un resultado clésico general, y veremos como el caso particular del Hamiltoniano
de Pais-Uhlenbeck efectivamente posee la inestabilidad que nos predice el Teorema. Tras esto,
cuantizaremos el Hamiltoniano, para lo cual veremos que efectivamente tenemos dos posibi-
lidades: una cuantizacion candnica, donde todos los estados tienen norma positiva pero, sin
embargo, no hay estado de vacio, por lo que el Hamiltoniano no esta acotado inferiormente; o
una cuantizacion modificada donde si exista un estado de vacio, con un Hamiltoniano acotado
inferiormente, pero con estados de norma negativa o fantasmas. Mostraremos, siguiendo el
trabajo de Bender, Mannheim y Davidson [7], [8], [12], cémo podemos tratar estos fantasmas
y como podemos, de hecho, eliminarlos. Por ultimo, veremos céomo la inclusion de una pe-
quena perturbacion cuartica en el Hamiltoniano modifica la acotacién inferior de las energias
en la cuantizacion modificada, destruyendo asi su viabilidad.

Durante todo el trabajo utilizamos unidades naturales h = ¢ = 1.

2. Teorema de Ostrogradski

El Teorema de Ostrogradski es un famoso resultado obtenido en el siglo XIX por el
fisico y matematico del mismo nombre [15]. El Teorema nos dice que un Lagrangiano que
contenga derivadas temporales de orden superior a 1 en las variables dindmicas contendré
una inestabilidad lineal en su Hamiltoniano, haciendo que este sea no acotado inferiormente.
Veamoslo:

Sea un Lagrangiano genérico L(z, %, ..., 2™), funcién de las N primeras derivadas tem-

porales de z(t). La ecuacién generalizada de Euler-Lagrange para un Lagrangiano con estas



derivadas es [15], [21], [23]:
N

Z(_%)i%zo (2.1)

Ahora, debemos tomar 2N coordenadas generalizadas, que para el caso de un Lagrangiano
con derivadas hasta orden N seran [15], [21], [23]:

A
Z; = iR (2.2)
N »
d\’" oL
pi = JZ:: (‘@) 920) (2:3)

Vemos que en el caso N = 1 tanto las coordenadas generalizadas como la ecuacién de
Euler-Lagrange se reducen a la formulacion Lagrangiana usual.

(N)

Ahora, supuesto que podemos expresar z\"") como funcién de py y las Z; (esto se llama

(N)

no-degeneracién del Lagrangiano), tal que z\V) = F(Zy, ..., Zy, pn), €l Hamiltoniano queda:

N
H= Zpiz(i) —L=pi1Zy+p2Zs+..+pvasy+pnvF — L (2.4)
i=1

Dependiendo de la forma de la funcién F, el Hamiltoniano puede quedar acotado en
PN, Pero vemos que inevitablemente es lineal en el resto de momentos generalizados, por lo
que, como estos pueden ser arbitrariamente pequenos y negativos, también lo podré ser el
Hamiltoniano. Esta es la llamada inestabilidad de Ostrogradski. A nivel clasico, esto haria
que no hubiese un punto fijo o estable en las trayectorias de una particula, mientras que a
nivel cuantico, el significado de que un Hamiltoniano no esté acotado inferiormente es que no
hay un estado de vacio o minima energia, por lo que el sistema entraria en una “caida libre”,
de forma que estaria desexcitandose continuamente, ya que siempre hay un nivel de energia
menor. Asi, cada desexcitacién del sistema (campo) supondria la creacién esponténea de
particulas con energia negativa. Esto ciertamente no se observa en la naturaleza, por lo que
es improbable que una teoria con un Hamiltoniano no acotado inferiormente pueda describir
la realidad fisica.

A partir de aqui, vamos a ver el caso concreto de una teoria con derivadas temporales de
orden 2: la teoria de Pais-Uhlenbeck. Veremos cémo aparece la inestabilidad de Ostrogradski
a nivel cldsico, que a nivel cuantico puede dar lugar o bien a fantasmas o a un Hamiltoniano

no acotado inferiormente, y como podemos tratar de solucionar estos dos problemas.



3. Teoria de Pais-Uhlenbeck

La teoria de Pais-Uhlenbeck esta descrita por un Lagrangiano con altas derivadas, inclu-
yendo derivadas segundas en el tiempo de la variable dindmica z. Este fue introducido por
primera vez por los fisicos A. Pais y G. E. Uhlenbeck en el ano 1950 [16], como una posible
generalizacion de las teorias de campos existentes a otras de altas derivadas, precisamente
para tratar de mejorar la renormalizacion de las primeras. Desde que fue propuesto, ha si-
do objeto de constantes investigaciones para tratar de describir con él un sistema cuantico

satisfactoriamente. La forma de este Lagrangiano es la siguiente:

L= 5 [z — (W} + wd)E? + wiwi ] (3.1)

La ecuacion de Euler-Lagrange, en el formalismo de Ostrogradski que ya hemos visto
(2.1), queda:

oL _doL , &L _
Oz dtdi  dt2 95
1.e.
4 2

d
prl R

7 +wiws| 2=0 (3.2)

La solucion general de esta ecuacion diferencial para la variable z es:

Z(t) = aje zw1t+a*e+zw1t+a e zw2t+a* “+iwat (33)

Veamos ahora cudles son las coordenadas y momentos generalizados para esta teoria,

siguiendo el esquema del apartado 1:

H=2=:9=2  Z,=X=: (3.4)
aL d 8[/ 2 2 il
=— - —— X —~X 3.5
Pz="%7 3oz —y(wy +w3) Y (3.5)
oL .
X .
Px =5z =7 (3.6)
lo que implica
pz = —(wi +wh)X —px (3.7)

Donde es importante resaltar que Z y X son ahora dos grados de libertad independientes.

Asi, introduciendo la solucién (3.3) a las expresiones anteriores, nos queda:



Z(t) = aje zw1t+a* +zw1t+a e zw2t+a* +iwat (38)
X(t) = —iwiare” ™" +jwyate ™M — jwyase” " 4 dwpae ! (3.9)
px(t) = —y(wiae ™" + wiate™™ ! + wiage ™2 + wiake ") (3.10)
pz(t) = iy(wwiare ™" — wiwiaie™ M £ wiupase 2t — wiwsaie ) (3.11)
El Hamiltoniado quedara, en funcién de las coordenadas y momentos generalizados:
H = pZZ +pxX —L (3.12)
2
P TP g v
= ;( +pzX — 57—)2( - §(wf + wi)X? — §w%w§Z2 (3.13)
= ];); +pz X + Q(wf + w3 X — %wfw%Zz (3.14)

Este resultado coincide con el Hamiltoniano obtenido por Bender y Mannheim [7], [12].
Vemos que, efectivamente, hay un término lineal en el momento py, el cual hace que el
Hamiltoniano sea no acotado inferiormente. Igualmente, el tltimo término, aunque depende
de Z cuadraticamente, tiene signo negativo, lo que de nuevo hace que el Hamiltoniano pueda
tomar valores arbitrariamente pequenos para valores arbitrariamente grandes de Z. Esto
indica que a nivel clasico la teoria ya es inestable, no habiendo una posicion de minima
energia para las variables Z, X, y por tanto las trayectorias no tendran un punto fijo.

Veamos ahora qué pasa cuando cuantizamos la teoria.

4. Cuantizacion Canonica de la teoria de Pais-Uhlenbeck

Para pasar al marco cuantico, las variables Z, X, pz, px deben promoverse a operadores,
por lo que ahora los coeficientes aq, as no seran escalares sino operadores, y en lugar de aj, a3
tendremos los adjuntos al, al.

Para ver la expresion del Hamiltoniano en funcién de los operadores a’s, simplemente
sustituimos las expresiones de los operadores Z, X, pz, px. Ademas, como el Lagrangiano no
contiene dependencia explicita del tiempo, el Hamiltoniano serd una cantidad conservada (la
energfa), por lo que para ahorrarnos calculos podemos tomar ¢ = 0 en las expresiones de

Z7X7p27pX:



Z(0) = ay + al + ay + al (4.1)

X(0) = —iwyay 4 iwyal — iwyay + iwoald (4.2)
p2(0) = iy(wiwia; — wiwial + wWiway — wiusal) (4.3)
px(0) = —(wlar + wlal + wla + wia)) (1.4

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién (3.14), obtenemos:

1 . )
H = %’72[(,0%(011 + a{) + w3 (ag + a;)]2 + %(wf + w3 [iwy (a1 — ai) + iwq(ag — ag)]

- %W%WS[(% + CZD + (ag + ag)]Q + w1 (a1 — CLD + wa(az — aé)lewS(al - @D

2

+ wiws(as — ab)]

= Slwian +al)? +wi(az + a})’) - S (@} + wdlwi(ar — a})’ + wi(az - ab)’

— Swhdl(ar+al)? + (a2 + ab)?] + 1wt (e — al)? + (2 — a})?]

= %[wf(alai + alay) + wi(agal + alas)] — %[wi‘(—alai — alay) + wi(—ayad + alay)]

— Jwfull(ar —a})? + (a2 — a})? + ( + a})? + (a2 + ah)? = 2(a1 — al)? — 2(az — a})?

ywi2alar + a1, al]) + w3 (2adas + [az, af])] — ywiw(2a]ar + [a1, ai] + 2a5az

+ [az, a3))
2 t 4 2 2

29[(wi — wiwh)ajar + (wy — wiwg)abas] + (@] — wiws)[ar, af] + (Wi — wiw))[as, al]]

lo que implica que

H = 2y(w} — wh)(wiajar — whadas) + (@i — wi)(wilar, af] — wifaz,af])  (4.5)

En este desarrollo, en el paso de la primera a la segunda igualdad, hemos aplicado
lai,as] = [ai, aT] = 0, lo cual veremos a continuacién de dénde proviene; en el paso de la
tercera a la cuarta simplemente hemos sustituido alai —l—aial = 2a1a1 +[a1, ai] y a2a§ —i—agag =
2a£a2 + [as, a;]; y en el quinto y sexto paso solo hemos reagrupado los términos.

Para ver cudles son las relaciones de conmutacion de los operadores a’s imponemos las

reglas usuales para los grados de libertad:

[XaZ]:[PX,pZ]:07 [ZapZ]:i7 [Xapx]:i (4‘6)

Ahora, conociendo la expresion de estas variables en funcién de los operadores escalera,

podemos calcular las conmutadores de estos ltimos, llegando a:



[a1,a2] = [a}, a}] = 0 (4.7)

1 1
[alvan = ) [GQ,CL;] =

(4.8)

2wy (wi — wj) 2yws (wi — wj)
Vemos que, si tomamos wy > wy, el conmutador [ay,al] es positivo, pero el [ay, a}] es
negativo. Este signo negativo es precisamente la fuente de nuestros problemas, pues es el que
va a causar la existencia o bien de energias negativas o de fantasmas. Por tanto, antes de
continuar, hagamos el cédlculo explicito de este conmutador, dada la relevancia de su signo:
De las ecuaciones (4.1)-(4.4) podemos obtener la expresién de los operadores a’s en funcién

de los grados de libertad Z, X y de sus respectivos momentos:

—1

1
T 2 T 2
as + a, = Px + ywiZ g — Ay = ————5——-(pz + Yw3 X 4.9
2 2 ,y(w%_wg)(x YwiZ) 2 2 ng(w%—wg)(z Ywy X) (4.9)
Lo que nos permite despejar as y agz

1 2
= 7 —ipy — iywiX 4.10
2 (o =) (wopx + Ywiws ipz — iyw; X) (4.10)

1

ag = (wapx + YWiwsZ + ipy + iywiX) (4.11)

2ywa (Wi — w3)

[gualmente, despejando a; y ai:

1

- 2w (wf — w3)
1

2yw1 (wi — w3)

a (—wipx — Ywsw1 Z + ipy + iywiX) (4.12)

(—wipx — Ywaw Z — ipy — iywiX) (4.13)

al =

Ahora que conocemos la expresién para estos operadores, podemos calcular sus conmu-
tadores:

[2ywa(wi — wi)[az, af] = [(wopx +wiwnZ) — i(pz + 1wy X)][(wWapx +ywiweZ) +i(pz + w5 X)]

[(wapx + ywiwsZ) +i(pz + w3 X)][(wapx + ywiwsZ) —i(pz + w3 X))
2i[(wapx + wiwaZ)(pz + 1w X) — (pz + w3 X ) (wapx + YwiwsZ)]
2iywy(wWipx X + wiZpz — wipzZ — wi Xpx)

2iyws (wi[Z, pz] — w3l X, px])

—2ywy (Wi — w3).



Donde hemos usado las relaciones de conmutacion usuales:
[ZapZ] == [XapX] = Z
y de lo que se deduce que

1

2w (wf —wd)’

(4.14)

[aQ’ a;] =

Siguiendo este procedimiento, obtenemos el resto de conmutadores de (4.7) y (4.8), cuya
expresién coincide con la obtenida por Bender y Mannheim [7], [12]. Efectivamente vemos
que obtenemos un conmutador negativo para as y ag, supuesto w; > wq. Si esta desigualdad
fuese al revés, tendriamos este conmutador positivo, pero [ay, a];] seria ahora negativo, por lo
que uno de los dos siempre lo es.

Ahora que conocemos como conmutan los operadores a’s, obtengamos la forma final del
Hamiltoniano, verificando la expresién dada en [7], [12]:

H = 2y(w} — wh)(wiajar — whadaz) +y(wi — wi)(Wilar, 6] — wifaz, a]) =

1
= H = 29(w? — wd)(wiala; — wialas) + §(w1 + wy) (4.15)

Para terminar de definir nuestra teoria, hay que especificar cudles son los estados del
espacio de Hilbert y cémo actian los operadores a’s sobre ellos. Para ello, podemos seguir
dos caminos: una cuantizacion canonica, con normas positivas pero un Hamiltoniano no
acotado inferiormente; o una cuantizacion modificada donde si exista un estado de vacio, con
un Hamiltoniano acotado, pero en cuyo caso nos apareceran estados con norma negativa.

Veamos primero la cuantizacién canénica. En esta tendremos que todos los estados tienen
norma positiva pero que, a costa de esto, aparecen estados de energia negativa arbitrariamente
pequena, es decir, que el Hamiltoniano no es acotado inferiormente, al igual que ocurria a
nivel cldsico con la inestabilidad de Ostrogradski. Para que todos los estados tengan norma
positiva, construimos el espacio de Fock a partir de un estado | €2 > tal que:

a |Q>=0,d |Q>=0 (4.16)

Por tanto, los estados excitados se construyen al aplicar sobre el estado | €2 > los opera-
dores a{ y as. Veamos ahora cudl es el espectro de energias correspondiente del Hamiltoniano

(4.15). Para esto, calculemos primero la energia de los excitados en w:

|7,0> = (al)" | Q> (4.17)



H|n,0>

1
S+ w) [1,0> +2(f - u) (wfala(a])” —wfabas(al)) Q>
1

5 ) 0,0 > 29(w} — wh)uf(asa] — [az,ab])(al)" | 2 >

2
27(w] — wi)wial (afar + [ar, af])(a])" " [ Q >

1 _
§(W1 +wa) [ 0,0 > +(wi — wa) [ 7,0 > +2ywi(w? — wd)(al)?ar(a))" ' | Q >

1
§(w1 —wy) | 1,0 > +nwy | 1,0 > +2903(w? — wd)(a))"ay | Q>

Dando como resultado final

1
H|n,0>= i(wl—wg)—l—nwl | n,0 > (4.18)
Para pasar de la segunda a la tercera igualdad hemos utilizado que [ag,ai] =0y

al | Q >= 0, y por tanto, al(al)" | Q@ >= (al)"al | @ >= 0. Ademés, hemos sustituido el

valor de los conmutadores [a1, al] y [az, al], y hemos vuelto a sustituir | n,0 > = (al)" | Q >.

Tras esto, hemos iterado este mismo calculo n veces, conmutando el operador a; por uno de

los a{ hasta dejarlo a la derecha de todos ellos, aplicando entonces la hipotesis de partida

(4.16).

Ahora tenemos que ver cémo actia el Hamiltoniano sobre los excitados en wy. Siguiendo

el mismo procedimiento de arriba:

H|0,n>

|0,n>=al| Q> (4.19)

1 1
= §(w1 +ws) | 0,n > —2y(w? — w%)wgagagag | Q >= Q(wl +wy) | 0,n >

1
— 2y(w? — w%)wg(agag — [ag,ag])ag | Q2 >= —(w; +wq) | 0,n >

2

2

— Wy | 0,n > —29wE(w? — w)asalal | Q >

1
= §(w1 +wy) | 0,n>—(n+ 1wy | 0,n > —27w§(wf — wg)agﬂa; | Q>

de donde se deduce que

1
H | O,Tl >= 5(0)1 — WQ) — NWa | O,n > (420)

De nuevo hemos usado que [aq,a3] = 0, por lo que el sumando —w%aialaﬁ Q > del

Hamiltoniano se anula, pues por (4.16) a,| Q >= 0.

Ahora, es inmediato generalizar a:



H | n,m>=(Ey+ nw; —mws)| n,m > (4.21)

Donde Ey = %(wl — Wa).

Vemos como, para n = 0 y m arbitrariamente grande, la energia tenderia a (—o0), por lo
que el Hamiltoniano, como ya habiamos adelantado, es no acotado inferiormente. Por tanto,
el estado | £2 > no es un estado de vacio, al no haber energia minima.

Atn asi, es inmediato ver como la norma de los estados es perfectamente positiva. Para
el caso de los excitados con as:

<Q|a;a2|9>—<m( 2)+a2a§)m>—

<Q|Q> (422
2ywa(wf — w3 | 422

2ywa (Wi — w3)

Y para los excitados con ai:

<Q|a1a§|Q>:<Q|( 2>+a§a1)|Q>: <Q[Q> (4.23)

2w (wf — w3 2w (wf — w3)
Esto es efectivamente positivo. Por tanto, como habiamos adelantado, en esta cuantizacion
tenemos normas positivas pero energias negativas arbitrariamente pequenas, sin un estado
de vacio, lo que hace la teoria inviable.
Veamos pues un modo distinto de proceder: impongamos desde el principio una cuanti-
zacién con un estado de vacio, de forma que el Hamiltoniano esté acotado inferiormente, tal
y como se ha hecho en [7], [12].

5. Cuantizacion modificada de la teoria de Pais-Uhlenbeck

Hemos visto céomo, si cuantizamos la teoria de forma que las normas queden todas po-
sitivas, obtenemos un espectro de energias no acotado inferiormente, manifestandose asi el
resultado que velamos a nivel clasico de la inestabilidad de Ostrogradski. Veamos pues como
cambian las cosas suponiendo que si que hay un vacio, un estado con energia minima, si-

guiendo asi [7], [12]. Para ello, el espacio de Fock se construye como:

CL1|Q>:0,CL2|Q>:O (5].)

Efectivamente, como veremos a continuacién, de esta forma todos los estados tienen
energia positiva, y | {2 > tiene energia minima, por lo que es el estado de vacio. Sin em-
bargo, ciertos excitados tendran norma negativa, los llamados fantasmas.

10



5.1. Espectro de Energias

Veamos en esta nueva cuantizaciéon la energia de los excitados en wy:

|7,0> = (al)" | Q>

1
H ’ n,O > = 5((4)1 +U.)2) ’ TL,O > —|—2’y(w% — wg)w%aial(abn ‘ 0>
1
= gl +w)[n,0> 129 (w? — wiwlal (ala + [ar, al]) (@) | Q >

1
- §(w1 +wy) | m, 0 > 4wy | n,0 > +2yw? (W] —w%)(aT)2a1(a Q>

1
= 2(w1 +wo) | 7,0 > +nwy | 1,0 > +29w(w? — w?)(al)"ay | Q>
Donde hemos procedido de manera analoga a como lo hicimos en la seccién anterior,
obteniendo finalmente que

H|n,0>=(Ey+nw)|n0> (5.2)

Ademds, ahora Ey = %(wl + wy)

Veamos ahora la energia de los estados construidos al aplicar el operador escalera a;:

10,n > = (al)" | Q> (5.3)

H|0,n> = Ey|0,n>—-2y(w?—wdwaas(ad)” | Q>=Ey|0,n >
— 2y(w} — wi)wiad(abaz + [a, al])(ah)" " [ Q>
= Eo|0,n > 4wy | 0,n > —2ywi(w? — w?)(ad)as(ad)" 1 | Q >
= Eo|0,n>4nw, | 0,n > —2ywi(w? — w?)(ah)"ay | Q >

=H|0,n>=(Ey+nwy) | 0,n> (5.4)

Ahora vemos por qué el Hamiltoniano es definido positivo, ya que aunque uno de sus
sumandos tiene signo negativo, el conmutador [as, ag] también lo tiene, quedando asi final-
mente un signo positivo en el término proporcional a wo al pasar de la primera igualdad a la
segunda. Esto quiere decir que no tenemos energias negativas.

A partir de los resultados para las energias (autovalores del Hamiltoniano) de los estados
| n,0 >y |0,n > es inmediato generalizar que un estado construido como:

|n,m>= (ai)"(ag)m | Q> (5.5)

Tiene energia (Ey + nwy + mws):
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H | n,m >= (Ey+ nwy +mwsy) | n,m > (5.6)

Efectivamente, este Hamiltoniano tiene un estado de minima energia positiva Ejy, es decir,
es acotado inferiormente. Ademads, inmediatamente nos damos cuenta de que este espectro
es el mismo que el de dos osciladores arménicos cuanticos independientes, uno con frecuencia
w1 y otro wy. Pero el sistema descrito por la teoria de Pais-Uhlenbeck no es equivalente al de
dos osciladores independientes, debido a que, tal y como adelantamos al principio, los estados
excitados con ag tienen norma negativa. Veamos de donde sale este resultado y como tratar
el problema de los fantasmas que aqui aparecen.

5.2. Estados de Norma Negativa o Fantasmas

Calculemos la norma del primer excitado en wy en esta cuantizacién: | 0,1 > = a£| Q>

<0,110,1>=<Qaal | Q>=<Q| (adag+[az,al]) | Q >= —

<01 Q>
(et )

Donde hemos sustituido el conmutador [as, a}] por su valor y aplicado la hipétesis (5.1).
Vemos como efectivamente esta norma es negativa, y decimos que el estado es un fantasma.

Ante esta situacién, parece natural preguntarnos si existe realmente un estado de vacio
que verifique (5.1), ya que podriamos pensar que el problema de los fantasmas surge de
haber partido de una hipotesis errénea. Sin embargo, este no es el caso, ya que, tomando el
vacio adecuadamente, la hipétesis (5.1) efectivamente es cierta. El vacio que la cumple viene
descrito por la funcién de ondas:

Uz ) = < 2,2 | Q > eFrresmwt b ot

Pero este vacio es manifiestamente no normalizable, al diverger la funcién de ondas para
z — 400 . Para hacer este vacio normalizable, seguimos el procedimiento utilizado por

Mannheim y Bender [7], [8]. Para ello, realizamos una rotacién de la forma:

2 =1y =p, = —iq (5.7)

El conmutador de estas nuevas variables sigue teniendo la forma adecuada:

i = [2,p:] = [iy, —iq] = i(=i)[y,q] = +[y,q] = [y, q] =i

De esta forma, la funcion de ondas del vacio queda

<y, x | 0> = QR(x y) — 6*%(wl+u->2)t«11w2yz*’Y<J~>1w2yl“*%(lerwz)lf2
) — )
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La cual es una funcién real en (x,y) reales. Hemos introducido el superindice R para
distinguir entre < y, 7 | Q> = QF(x,y) y < Q| z,y > = QL(x,y), funciones que no estan
relacionadas por simple conjugacién compleja. Para ver esto, hay que ver como quedan los
operadores escalera en las nuevas variables (z,y, p, = p, q):

. 2 . 2
B —q- 5.8
= (] — ) iy — 4= ) (55)
2= Wi w3 5.9
= e ) P T D 0t ) 59)
1 o, o
- —wip — 5.10
N (R ) P T e i) (5.10)
1
1= —wip — Wwiy — ¢ — Wy 5.11
U Gl ) P T ey — g i) (5.11)
La hipétesis (5.1) dice:
alﬂR(x’y) = UQQR(CL’,?J) =0 (5'12>
Sustituyendo
0 0
=—igo, ¢ =—ig, 5.13
p Z@x q Zay ( )
Obtenemos:
R 1 0, 1 B
(@, y) = (i~ + iqeduny + i — iqwd) Q%(z,y) =0 (5.14)

ox dy

2ywa (Wi — w3)

0 0
(+iw) = — iywawry — i— +iywir) Q%(x,y) =0  (5.15)

Or =
a1 (x7 y) 8.1' ay

2w (Wi — w3)

Si ahora queremos ver la representacion de < €2 |, en lugar de (5.1), tenemos que imponer
la expresién conjugada de esta:

<Qlal =<Qlal =0 (5.16)
con
) %,
o -9 1

por estar operando a la izquierda. Asi, las condiciones (5.16) quedan:
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1 0 L0
O 0)a] = 5o o — iy — i — ) Q) =0 (519
QF(z,y)al = ! (@'wQ2 + iywiway + 22 +iywiz) QF(z,y) = 0 (5.19)
P g (Wi —wd) " Ox ! oy 2 ’ '

Comparando (5.18) con (5.15), vemos que el operador que actia sobre la funcién de ondas
es el mismo salvo el cambio z — —z en (5.18). Al comparar (5.19) y (5.14) vemos lo mismo.
Por tanto, para que las igualdades (5.18) y (5.19) se cumplan, supuesto que (5.14) y (5.15)
si que lo hacen (lo cual ya ha sido verificado), es inmediato ver que

Q" (z,y) = [ (=2, y)]" (5.20)

Lo cual es distinto a lo que estamos acostumbrados, ya que Q(x,y) no se obtiene tnica-
mente por conjugacién compleja (lo cual nos dejaria con la misma funcién, ya que el vacio
que hemos obtenido es real), si no por cambio de Paridad en la variable x ademés de la
conjugacion compleja usual.

Ahora, este vacio si es normalizable:

+o0o
<QlQ> = / QF (z,y)Q% (z, y)dxdy

00
+o0

— / 6—7(w1+W2)w1w2y2—7(w1+m)x2 dl‘d’y

T
= >0
Y(wr + wa) (wywg)1/?

Veamos ahora directamente la expresion de los primeros excitados de la teoria:

a1 (. y) = Vg(a,y) = (0 +wy) Q@) (5.21)
@z y)ar = V(o) = ———(z — wa) [ (=2, 5)] (5.22)
<1,0[1,0 > = ST w2)(w71r+w2>2w§/2w;/2 >0 (5.23)
A0 a,y) = U (0.9) = ——— (o +w)2(,y) (5.21)
0z )aa = Uk, (2,) = ——(z — ) @~z )] (5.25)
<0,100,1>=— d s <0 (5.26)

292 (w1 — wa) (w1 + wa) 2wy “w;
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L
i,J

por lo que el producto escalar no es necesariamente definido positivo. Esto hace posible

(z,y) no es simplemente el complejo conjugado de \Iffj(:c,y),

Vemos de nuevo que W
matematicamente que nos aparezcan normas negativas, lo cual hemos comprobado con un
célculo explicito (aunque ya lo habiamos visto al aplicar conmutadores). De hecho, los estados
con norma negativa seran los n-ésimos excitados en ws con n impar.

Veamos ahora como atajar el problema de los fantasmas, una vez que hemos visto que
realmente existen. Para esto, seguimos el trabajo de Bender y Mannheim [7], [8].

5.3. Producto escalar modificado

Recordemos que al cuantizar la teoria partiendo de las condiciones (5.1), obtuvimos un
vacio no normalizable, para lo cual hicimos la rotacion:

z=1y, p. = —iq
Tras lo cual obtuvimos un vacio si normalizable, y excitados con norma negativa. Veamos
cémo ha afectado esta rotacién a la expresién del Hamiltoniano (3.14):

P’ o] g
H =50 —igX + 5w +w) X + juiws)” (5.27)

Donde recordamos que hemos sustituido px = p para suavizar la notacion. Este Hamilto-
niano es manifiestamente no Hermitico, ya que H' # H, lo cual en un primer momento nos
preocupa, pues el formalismo de Dirac y nuestro entendimiento de la Mecanica Cuantica esta
construido sobre la exigencia de que el Hamiltoniano si' sea Hermitico. Sin embargo, Bender
ha mostrado que si se cumplen una serie de condiciones, un Hamiltoniano no Hermitico puede
describir un sistema fisico perfectamente valido, con un espectro estrictamente real [4], [5],
[6]. Estas condiciones son lo que se conoce como simetria PT.

P es el operador Paridad, y T la inversiéon temporal. Si tomamos, al igual que han
mostrado Bender y Mannheim [7], que las variables (z,p, y, ¢) transforman bajo la accién de
estos dos operadores de la forma:

Px=—=x Tr =4z Py =4y Ty=—y
Pp=—p Tp=—p Pqg=+q Tq=+q (5.28)

Ahora es inmediato ver como cambian estas variables bajo la acciéon conjunta de PT"

Plr=—x PTy=—y
PTp=+p PTq=+q (5.29)
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Con este comportamiento de (z, p,y, q) bajo PT, podemos ver que el Hamiltoniano (5.27)
queda invariante bajo la accién de este mismo operador, y esto precisamente es lo que se
conoce como simetria PT del Hamiltoniano:

PI'H=H (5.30)

Bender concluyé que un Hamiltoniano no Hermitico pero simétrico bajo PT es un Ha-
miltoniano perfectamente valido para describir un sistema cuéntico. Para ello, demostré [4],
[5], [6] que si el Hamiltoniano posee simetria PT, existe siempre un operador @), que es una
funcién real en las variables dindmicas (x,p,y,q) vy Hermitico, a partir del cual podemos
construir un segundo operador C' = e~ 9P que cumple:

C*=1,[C,PT]=0,[C,H] =0 (5.31)

Una vez que tenemos el operador ), mediante la transformacion de similaridad

H=eHe? | U>=e9? 0> (5.32)

obtendrfamos un nuevo Hamiltoniano H si Hermitico, y que mantiene el mismo espectro
real de energia que H, por lo que la fisica que describen tanto el Hamiltoniano original no
Hermitico como el nuevo H si Hermitico es la misma. Ver que el espectro de energias es el
mismo es inmediato:

H|U>=EVU> (5.33)

Y también:

H|U> = ¢ YHeY?e 0> =920 T >
e PRI U >= Ee Y| U >=E| T > .

Lo que implica que

E=E (5.34)

Apliquemos ahora este resultado general, obtenido por Bender, a nuestro Hamiltoniano
particular no Hermitico. Con el Hamiltoniano (5.27), Bender y Mannheim encontraron [7]
que (@ debia ser de la forma:
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Q = apq + Py (5.35)

para cumplir con las propiedades enunciadas anteriormente, donde o y [ son de la forma:

2
B = (quiwn)’a , sinh(yaf) = 2 (5.36)
Wi — Ws

Con este @, las variables (x, p,y, ¢) transforman [7]:

e~ 22e?? — g cosh(v/aB/4)+iv/a/B q sinh(y/aB/4) (5.37)
e”Ppe? = p cosh(y/aB/4) —iv/a/By sinh(y/aB/4) (5.38)
e”Pye?? = y cosh(v/aB/4) +ir/a/B p sinh(y/aB/4) (5.39)
e~ @2qe9? = ¢ cosh(y/aB/4) —i/a/B x sinh(y/aB/4) (5.40)

Si lo que queremos es transformar el cuadrado de una de estas variables, el resultado
simplemente es el cuadrado de la transformada de la variable. Veamoslo explicitamente para
x, siendo el resto andlogo:

e~ 2220 = 726 Q? = U222 7252 = (o7 U2ge?/?)? (5.41)

Ahora que sabemos cémo transforman tanto las variables dindmicas por separado como
sus cuadrados, podemos calcular el nuevo Hamiltoniano, cuyo resultado final es:
2 2
w1

_ 2
B Q2,2 % + %waZ + 23&)2 + Slugy? (5.42)
1

tal y como han mostrado Bender y Mannheim [7]. Este Hamiltoniano ya es Hermitico, tal
y como esperabamos, y ademas describe dos osciladores armoénicos independientes, uno en
la variable z con masa 7 y frecuencia wi, y otro en la variable y con masa yw? y frecuencia
ws. Ademds, vemos como efectivamente el espectro de energias de este nuevo Hamiltoniano
coincide con el original, F' = Ej 4 nw; + mws, con Ey = (w; +ws)/2, ya que el original ya era
el mismo espectro que el de dos osciladores independientes, uno con frecuencia w; y otro con
ws. Es evidente que los autoestados | ¥ > del nuevo Hamiltoniano H son los de un oscilador
doble. Por tanto, al aplicar el operador e~%/? sobre los estados de la teorfa original | ¥ >,
obtendremos las funciones de ondas de un oscilador doble.

Estamos a un paso de eliminar los fantasmas. Para ello, vemos que el nuevo Hamiltoniano
no tiene estados de norma negativa, ya que es el sistema del doble oscilador, en el cual

podemos ortonormalizar las funciones de onda sin ningin problema:
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<U|U>=<Ule@?e@?U>=cUle?T>=1 (5.43)

Asi, definiendo los nuevos bras

<®le @ (5.44)

Y con la nueva norma

<®|e 9T > (5.45)

nos deshacemos de los estados de norma negativa y, por tanto, hemos construido una teoria
cuantica perfectamente valida y unitaria (sin estados de norma negativa y con un Hamilto-
niano acotado inferiormente) partiendo de un Lagrangiano con altas derivadas, aunque con
un Hamiltoniano no Hermitico.

Ahora, con teoria de perturbaciones, vamos a hacer algo genuinamente nuevo: vamos a
preguntarnos si la introduccién de una perturbacién en el Hamiltoniano podria destruir la
viabilidad de la teoria haciendo que apareciesen energias negativas arbitrariamente pequenas,
y por tanto, un espectro perturbado no acotado inferiormente, o si por el contrario, la teoria

es estable bajo perturbaciones y mantiene un estado de minima energia.

5.4. Comportamiento bajo perturbaciones

En primer lugar vamos a tomar unas nuevas variables ()1, ()2, P, P, antes de introducir
la perturbacion, que nos permitiran reescribir el Hamiltoniano de una forma adecuada para
buscar un sentido fisico a la forma de la perturbacién que vamos a introducir. Estas nuevas

variables las definimos cémo:

Q) = (a! + ay) P =iy —(al —ay) (5.46)

. [ YW2 . ~
Qs = \/m(ag + as) Py =4/ T(ag — Gg) (5.47)
a; = \/27w1 (W? — w?) ay al = \/27w1(w% —w?) al (5.48)
ag = \/Q’ya@(w% — w3) ag al = \/2’yw2(w% — w?) al (5.49)
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Estas son las definiciones usuales para las variables dindmicas del oscilador armdnico
cuantico, y ademas hemos reescalado los operadores escalera para que sus conmutadores se
simplifiquen, quedando:

1,4l =1 G, ad) = —1 (5.50)

Y el resto de conmutadores nulos. Si ahora calculamos los conmutadores de los operadores
Q1, P1, Q2, Py a partir de las definiciones (5.46)-(5.47), utilizando (5.50), obtenemos:

Q1, P =i (Q2, Po) = —i (5.51)

Donde el primero es el usual, mientras que el segundo tiene el signo cambiado, debido a
que el conmutador [as, &;] tambien es negativo. Los conmutadores restantes se anulan todos.
El Hamiltoniano (4.15) expresado como funcién de los nuevos operadores escalera queda:

1
H = 5(001 + wy) + (widlay — woddas) (5.52)

Si despejamos los operadores escalera en funcién de las nuevas variables, al igual que en
el caso del oscilador cuantico, encontramos:

. w 1 . w 1
il =0 i A =20, P (5.53)
2 2ywq 2 2ywq
N P Gy = o ] 192 1 p 5.54
ag 2@2 ( 2T 2 a2 2@24—2\/% 2 (5.54)
Si ahora sustituimos en (5.52), obtenemos:
HeLtprydeogr- Lpr T (5.55)
2y 2 2y 2

Vemos asi que en las nuevas variables tenemos el problema de dos osciladores, pero en
el Hamiltoniano uno de ellos va con un signo global negativo, debido a que los operadores
escalera asociados a ese oscilador también tienen un signo negativo en el conmutador.

Una vez vista la nueva forma del Hamiltoniano como dos osciladores, ya podemos ver qué
sentido tiene la perturbacién que vamos a introducir: una perturbacion cuartica al sistema de
dos osciladores, ejemplo paradigmatico de teoria de perturbaciones en la mecanica cuantica.

W = MN@Q1 £ Q3)* = MQ1 + Q3 £ 2Q1Q3) (5.56)
Quedando el nuevo Hamiltoniano perturbado:

H' = Hy+ AWy (5.57)
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En la cuantizacién modificada ya vimos (5.6) que el espectro sin perturbar era:

1
EV) = 5(001 + wa) + nwy + Mmws

n,m

El cual es estrictamente positivo. Ahora, al introducir la perturbacién (5.57), queremos
ver si bajo alguna condicion este espectro puede tener energias negativas, o incluso volverse no
acotado inferiormente. Para ello, buscaremos por tanto contribuciones negativas a la energia
perturbada. Estas contribuciones solo pueden venir de los estados de norma negativa, ya que
la energia perturbada para un oscilador arménico usual (cuyos estados son de norma positiva)
es un resultado bien conocido, cuyas contribuciones perturbativas son siempre positivas. Por
tanto, vamos a tomar el n-ésimo excitado en wy y ver cudl es su energia perturbada a primer
orden, viendo si esta puede ser negativa. En esta ocasién, redefinimos el estado de la forma:

10,n > = ——(al)"| 0> (5.58)

1
vn!
Los operadores escalera actian sobre este estado como (basta con aplicar conmutadores):

as] 0,n>=—vn|0n—1> all0on>=vVn+1|0,n+1>
a1] 0,n > =0 all0,n>=1,n> (5.59)

Y su norma es:

<0,n|0,n>=(-1)" (5.60)

Todo esto es el resultado ya conocido para el oscilador armoénico cuantico, salvo por el
signo negativo de la primera ecuacién en (5.59) y por el de la norma, que surgen de nuevo
del signo negativo del conmutador [as, al).

Para calcular la energia perturbada a primer orden, simplemente tenemos que usar:

E' =FE9 £ X< 0,nW.| 0,n>=F9 + X <0,n|Q] + Q3 £2Q?Q3 0,n > (5.61)

Ahora, expresemos la perturbaciéon W, en funcién de los operadores escalera:

(azaTala +aaaaz+a2 T2+aT2a ""aza a1+aj : I)

1
4: —_— . T 4 =
Qz 472wi2(a2+az) 472(/‘}
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Donde ya solo hemos escrito las combinaciones que tengan el mismo niimero de operadores
destruccién que de operadores creacién, ya que si no, al calcular el valor medio de Qf} sobre
un estado, obtendremos valor nulo.

Por ultimo:

1
QIQ% = 4Py2—(a1 + aDQ(ag +a£)2 (a2 +a12 +a1a1 + a{al)(ag + af +a2a§ + agag)

W12 4f)/2(J~-)l(J~12
Ya que conocemos (5.59) cémo actian los operadores escalera sobre el estado | 0,n >,
solo tenemos que operar hasta obtener:

T

3
<0,nQ1|0,n > = 5 < 0,n| aralayal + a2al? 0,n > = (=1)"

4y2w3 47202
4 1 tooal 4 a2al? + atasal
<0,n[Q3| 0,n > = —— < 0,n| azazazay + azay” + ayazajyas
4v2w;
+ al’a + agalay + aba2al| 0,n > = (—1)" 5 (n*+n+1/2)
4y4ws
1
<0,n|QIQ3 0,n > = o < 0,n/(a®+ al? + ayal + alay) (a2 + a? + azal + abay)]| 0,n >
1W2
1 (2n+1)
= —— < 0,nla alazal + aralala 0,n>=—(—1)"——=
4’}/2(,01&)2 ’ 164714282 168162 2| ( ) 472&)1&]2

Donde los factores (—1)" provienen de (5.60). Ahora, sustituyendo en (5.61), obtenemos:

3  6(n*+n+1/2) 2(2n+1)
— T 2 +

1 A
By, = 5(wi +ws) +nwe + ——(=1)" (5.62)

2 4~2?

Asi, vemos que para n par, la contribucién atin asi es siempre positiva, por lo que la energia
perturbada sigue siéndolo. Sin embargo, para n impar y muy grande, con wy y w; pequenos,

2 con signo negativo, este

como hay un sumando en la perturbacién que depende de (n/ws)
dominard a los términos n/w3 , nwy y n/(wowi), que tienen signo positivo, por lo que
la energia tendera a (—oo). Por tanto, bajo perturbaciones, el Hamiltoniano se vuelve no
acotado inferiormente, encontrandonos con un nuevo obstaculo aunque hayamos solucionado
el problema de los fantasmas. Esto vuelve a nuestro modelo inviable fisicamente, no habiendo

encontrado por tanto una manera adecuada de solucionar las patologias que presenta.
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6. Conclusiones

En este trabajo hemos estudiado uno de los ejemplos mas famosos de teoria cuantica en
altas derivadas: la teoria de Pais-Uhlenbeck.

La motivacién principal ha sido en todo momento buscar una realizaciéon fisicamente via-
ble de una teoria en altas derivadas, con la esperanza de que pueda aplicarse a la obtencion
de nuevos modelos de Gravitacién Cuantica. Para ello hemos visto, primero en el marco de la
fisica clasica, como una teoria con altas derivadas temporales posee la inestabilidad de Ostro-
gradski, y en particular también la de Pais-Uhlenbeck. Hemos cuantizado el Hamiltoniano de
Pais-Uhlenbeck, para lo cual hemos visto dos prescripciones posibles: una cuantizacion que
hemos llamado candnica, y otra cuantizacion modificada con un vacio definido. La primera
y mas conservadora opcién nos ha llevado a un espacio de Hilbert con normas positivas para
todos los estados y por tanto unitario, pero con un Hamiltoniano, al igual que nos predecia
Ostrogradski en el marco clasico, no acotado inferiormente. En la segunda de las opciones,
forzabamos la existencia de un estado de vacio y por tanto una energia minima, acotando
inferiormente el Hamiltoniano. Sin embargo, el coste de evitar de esta forma la inestabilidad
de Ostrogradski ha sido la aparicién de estados de norma negativa o fantasmas.

Siguiendo el trabajo de Bender y Mannheim, hemos visto cémo, tras una serie de ma-
nipulaciones, hemos llegado a un Hamiltoniano no Hermitico pero con simetria PT, y una
nueva norma que si es positiva para todo el espacio de Hilbert.

De esta forma, parecia que ya teniamos una teoria valida, con estados de norma positiva,
adecuadamente definida, y un Hamiltoniano acotado inferiormente. Que el Hamiltoniano
sea no Hermitico no nos ha supuesto ningiin problema, pues se ha visto que, gracias a su
simetria PT, tiene un espectro real y positivo, y cémo se puede, mediante una transformacion
de similaridad, llegar hasta un Hamiltoniano si Hermitico.

A pesar de todo esto, hemos visto que la teoria es inviable, ya que bajo perturbaciones
simples del Hamiltoniano, el espectro de energias, antes acotado inferiormente y siempre
positivo, ahora sufre correcciones perturbativas que ya a primer orden muestran que muchos
estados excitados adquieren energias negativas. De hecho estos valores negativos de la energia
de los estados excitados puede alcanzar valores tan grandes (en valor absoluto) como se quiera.
En resumen, el Hamiltoniano modificado resulta ser inestable bajo perturbaciones, teniendo
por tanto, finalmente, un Hamiltoniano no acotado inferiormente. Hemos mostrado por tanto
c¢émo la teoria propuesta por Bender y Mannheim de una posible realizacion de Conformal
Gravity no es realmente viable.

Por tltimo, podemos intentar buscar soluciones al problema en la cuantizaciéon candni-
ca. Ahi teniamos normas convencionales perfectamente positivas pero un Hamiltoniano no
acotado inferiormente. Sin embargo, no es la primera vez que aparece un Hamiltoniano de

esta forma en la Teoria Cuantica de Campos o en la Mecdnica Cuéantica: la ecuacién de Di-
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rac también predice un Hamiltoniano no acotado inferiormente, con infinidad de estados de
energia negativa. En este caso, lo que propuso Dirac fue pensar en el vacio como un estado
(mar de Dirac) en el cual todos los estados de energia negativa ya estarian ocupados. Como
la teoria de fermiones relativistas de Dirac describe particulas fermiénicas, no puede haber
dos particulas en el mismo estado, por lo que si todos los estados de energia negativa estan
ocupados, el campo solo puede generar estados excitados de energia positiva. Sin embargo,
este no es el mismo caso que la teoria que aqui nos ocupa, ya que buscamos una teoria para
el graviton, la excitacion del campo gravitatorio y portador de la fuerza gravitatoria, el cual
es un bosoén y no un fermion, por lo que no podremos proceder de la misma manera.

Concluimos asi que la realizacién de una teoria cudntica en altas derivadas no es en
ningun caso trivial, no existiendo hasta este momento una forma clara de como solucionar
las patologias que contienen estas formulaciones.

Paralelamente, hay muchos otros enfoques que tratan de obtener una teoria de Gravedad
Cuantica consistente, como la Teoria de Cuerdas, la Teoria de Supercuerdas, teorias con
Sequridad Asintotica o la teoria de Loop Quantum Gravity, entre otras. Sin embargo, hasta
la fecha todas ellas han resultado ser infructiferas.

En definitiva, no parece que el final este cerca en la busqueda de una teoria viable para
describir la Gravedad Cuantica. Sigue quedando mucho por hacer en el area tedrica, aunque
futuras observaciones de efectos cuanticos cosmoldgicos podrian arrojar algo de luz sobre qué
camino seguir de aqui en adelante.
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