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PrólogoUn onjunto importante de los sistemas que son estudiados por la Físiade la Materia Condensada, están araterizados por la ompetenia entre dife-rentes esalas de longitud y de tiempo. De entre los resultados de estas ompe-tenias, podemos itar algunos fenómenos tan interesantes omo la existeniade fases moduladas en sólidos o los fenómenos dinámios de sinronizaión defreuenias; todos ellos han sido en los últimos años, y son hoy, objeto del tra-bajo teório y experimental de una parte de los físios de la Termodinámia,la Materia Condensada y la Meánia Estadístia.El objetivo de este trabajo de Tesis Dotoral ha sido realizar un estudiode diferentes estruturas espaiotemporales en sistemas marosópios. Estasestruturas son fruto de los fenómenos de ompetenia entre esalas, que re-sultan en una diversidad de transiiones de fase, fenómenos rítios y om-portamientos omplejos, algunos de los uales son estudiados en esta memoria(la transiión Conmensurada-Inonmensurada, la transiión de desanlaje, lastransiiones de Aubry estátia y dinámia, la transiión de desinronizaión,transiiones de estabilidad de fases moduladas, o fenómenos de relajaión len-ta). Para llevar a abo este estudio hemos esogido la adena Frenkel-Kontorovay una esalera de uniones Josephson. A lo largo de esta memoria nos mante-nemos dentro de los límites de validez del tratamiento lásio del problema y,por lo tanto, más allá de las euaiones de la Meánia Cuántia que desribenel omportamiento de la materia y la energía a las esalas más pequeñas. Asímismo, al onsiderar estos sistemas omo marosópios los hemos estudiadoen el límite termodinámio de los mismos. Por último, ambos sistemas sondisretos. Tener en uenta esta disretitud es lave para entender un númerode resultados que no apareen en las aproximaiones ontinuas a los sistemas.Una segunda, y no por ello menos importante, araterístia de la Físiade la que estamos hablando es la no linealidad presente en la desripión ma-temátia de todos estos fenómenos. Podríamos a�rmar que, históriamente, laFísia ha puesto su frontera en la linealidad. Por ello, materias de onoimientotales omo la Soiología, la Biología o la Eonomía, por itar algunas de las



xii Prólogomás representativas, han permaneido, y esto sigue siendo así hoy en día paramuhos, ajenas al interés de los físios y, sobre todo, fuera del alane de susmétodos. Si algo tienen en omún estas disiplinas, es la omplejidad y la no li-nealidad. La situaión que aabamos de desribir está ambiando rápidamentey de heho, omplejidad y no linealidad forman parte de un onjunto de on-eptos que son básios para entender parte de la Físia de este �nal de siglo.De este modo, el reiente interés de la Físia en problemas no lineales y loslogros de los métodos de análisis que emplea deben ser los mejores avales parala irrupión de nuevas ténias e ideas en los ampos itados anteriormente.Los sistemas estudiados a lo largo de esta memoria tienen la semilla de laompetiión entre esalas y la no linealidad; sólo desde la omprensión de estosfenómenos a los niveles más básios se pueden intentar logros mayores.El modelo Frenkel-Kontorova ha sido estudiado durante muho tiempoomo un modelo paradigmátio para la araterizaión de fases moduladas.Podemos separar dos aspetos fundamentales de nuestra aportaión al estu-dio de este sistema. Primero el estudio de la dinámia disipativa del mismo,espeialmente bajo la aión de fuerzas alternas. Estas introduen una esalatemporal nueva en el sistema, esala que entra en ompetenia on la freueniatípia del movimiento del mismo. Diha ompetenia resulta en el fenómenode sinronizaión. Segundo, hemos realizado una visión integradora de las pro-piedades de equilibrio y las propiedades dinámias del sistema. Por esto, todala primera parte de esta memoria debe ser vista omo un esfuerzo de revisióne integraión de las prinipales propiedades de equilibrio y dinámias no disi-pativas del modelo Frenkel-Kontorova, dentro del maro de dos desripionesopuestas y omplementarias: la analítia frente a la fratal.La segunda parte de esta memoria estudia un sistema experimental onretode la materia ondensada: una red de uniones Josephson, on una distribuióngeométria peuliar, la de una esalera. Las redes de uniones Josephson estánentre aquellos sistemas físios donde todo el onjunto de oneptos de los queestamos hablando pueden ser omprobados teória y experimentalmente delmejor modo. Por ello, la literatura sobre el estudio de múltiples fenómenosestátios y dinámios no lineales en redes de uniones Josephson es amplísima ysigue reiendo hoy en día. De entre las diferentes redes de uniones Josephson,la esalera es un sistema partiularmente interesante. Contiene los ingredien-tes más representativos de la físia de las redes de uniones Josephson y, porsu aráter asi unidimensional, es suseptible de un estudio más riguroso.Nosotros hemos realizado un estudio de las propiedades estátias de la red endos aproximaiones distintas físiamente relevantes, así omo de aquellas pro-piedades de dinámia restringida que son resultado de su peuliar espaio deon�guraiones.



Prólogo xiiiPor último, no puedo dejar de enumerar un onjunto de ténias uyaexpliaión no he desarrollado explíitamente en la memoria, pero que hansido fundamentales en distintos momentos del trabajo: son los métodos deintegraión numéria de sistemas deterministas y estoástios de euaionesdifereniales; la utilizaión del método de poteniales efetivos para el álulode diagramas de fases de estados fundamentales; el álulo de exponentes deLyapunov, seiones de Poinaré y espetros de potenias; la búsqueda desoluiones de equilibrio del sistema y el análisis de estabilidad de las mismas;y el análisis de Floquet de la estabilidad de soluiones dinámias periódias.Este libro es el resultado del trabajo de investigaión que he llevado a aboen el Departamento de Físia de la Materia Condensada de la Universidad deZaragoza on un onjunto de exelentes ientí�os y mejores personas a las quequiero expresar mi agradeimiento. Zaragoza, Marzo de 1996





Parte IModelo Frenkel-Kontorova





Resumen de la primera parteLa primera parte de esta memoria reoge los avanes más reientes de lateoría de la dinámia disipativa de las fases moduladas en el modeloFrenkel-Kontorova. A nuestro juiio, las onlusiones más importantes �integradoras de las propiedades de equilibrio y dinámias del modelo Frenkel-Kontorova estándar � son las siguientes:
• Las modulaiones onmensuradas poseen una longitud de oherenia�nita, que está diretamente relaionada on el aráter disreto del grupo desimetría de sus propiedades de invariania. Las impliaiones físias de esteheho son la apaidad de admitir defetos (defetibilidad) y la abundaniade estados metaestables de energías arbitrariamente próximas (metaestabili-dad).
• Las modulaiones inonmensuradas era del límite integrable (K =

0) son invariantes bajo transformaiones de un grupo de simetría ontinuo ytienen una longitud de oherenia in�nita. Por lo tanto, no son defetibles y elpaisaje de energías del espaio de on�guraiones no presenta metaestabilidad.Sin embargo, la situaión en las eranías del límite anti-integrable (1/K →
0) es similar a la de las estruturas onmensuradas. El ambio entre ambosregímenes no es suave, sino rítio y está desrito por una transiión deAubry. A un lado de la transiión de Aubry la desripión de la modulaióninonmensurada es analítia, mientras que al otro lado es no analítia, fratalde heho. De este modo, el término fratalidad omo opuesto a analitiidades el reomendado. Ambas desripiones, la ontinua (integrable) y la fratal(anti-integrable) tienen su propio dominio de validez y son omplementarias.

• El juego entre la desripión ontinua y la fratal se extiende a la diná-mia disipativa de las estruturas moduladas. Las estruturas onmensuradasy las inonmensuradas no analítias, bajo un ampo de fuerzas onstante evo-luionan haia el dominio de validez de la desripión ontinua. El grado dedefetibilidad y metaestabilidad deree progresivamente onforme el ampoexterno se inrementa, hasta que ourre la transiión de desanlaje. Desdeese momento es adeuada una desripión ontinua, en la que desapareen ladefetibilidad y la metaestabilidad.
• Por enima de la transiión de desanlaje hay un únio atrator de la di-námia disipativa, desrito por una funión analítia unidimensional. La tran-siión de desanlaje es un fenómeno rítio uyo análisis es reduible a unabifuraión saddle-node, una situaión muho más senilla que la de la tran-siión de Aubry. Sin embargo, la transiión de Aubry aparee omo el punto



4 Resumen de la primera parte

Figura C.1: Imagen que representa la transiión de Aubry omo el punto �nal deuna línea de transiiones de desanlaje de las estruturas inonmensuradas.�nal de la línea de transiiones de desanlaje de las estruturas inonmensu-radas (�gura C.1), esta es una perspetiva interesante nueva, no totalmentedesarrollada.
• La inlusión de un ampo de fuerzas periódio en la dinámia disipativade las fases moduladas introdue la ruptura de la invariania ontinua bajotraslaión temporal, que es entones reemplazada por una invariania disreta.Entones, en la desripión de la dinámia del sistema apareen los oneptosde movimiento resonante y sinronizaión. En un movimiento resonantela freuenia asoiada on el desplazamiento de la estrutura modulada estásinronizada a múltiplos raionales de la freuenia de forzado. Las estrutu-ras onmensuradas espaialmente moduladas, en el régimen resonante poseenel aráter de atratores estables de la dinámia ya que ualquier pequeña�utuaión espaio-temporal relaja exponenialmente. El aráter disreto delgrupo de simetría del onjunto de los estados estaionarios da abida a la exis-tenia de metaestabilidad y defetibilidad. La variaión del valor medio de lafuerza ambia la veloidad del movimiento y se produe una transiión dedesinronizaión a valores no resonantes de la veloidad o a nuevas resonan-ias. Esta multipliidad de fases resonantes estables de la dinámia puede serobservada omo resultado del desdoblamiento de la transiión de desanlaje afuerzas onstantes (que entones aparee omo un punto multirítio).



Resumen de la primera parte 5

Figura C.2: Imagen que representa la transiión de Aubry dinámia omo el punto�nal de líneas de transiiones de desinronizaión en estruturas inonmensuradas.
• La transiión de desinronizaión está araterizada omo una transiiónde periodiidad temporal a uasiperiodiidad. Fenomenológiamente, puededesribirse por medio de la generaión de estruturas oherentes, loalizadasy regularmente distribuidas en el tiempo, que llamamos instantones, y queproduen un inremento de la veloidad de las partíulas. Cada instantón esportador de una arga topológia, uyo origen es el aráter disreto del grupode transformaiones de simetría del estado estaionario resonante.
• Las estruturas inonmensuradas, era del límite ontinuo (integrable)se mueven sin sinronizaión a los valores resonantes de la veloidad, ya que elatrator mantiene una simetría ontinua. En este régimen analítio, los esta-dos estaionarios son indefetibles y no hay lugar para la metaestabilidad. Elatrator de la dinámia está desrito por una funión hull bidimensionalanalítia. El tránsito desde este omportamiento analítio al no analítio quearateriza el régimen anti-integrable está marado por una transiión deAubry dinámia, por enima de la ual enontramos sinronizaión, defe-tibilidad y metaestabilidad. La transiión de Aubry dinámia puede ser vistaomo el punto �nal de líneas de transiiones de desinronizaión de las fasesinonmensuradas (�gura C.2).
• Se ha estudiado la posibilidad de la supervivenia de estruturas me-taestables omo estados estaionarios de la dinámia disipativa del modeloFrenkel-Kontorova. En el aso de un ampo de fuerzas onstante no ourre tal



6 Resumen de la primera partesupervivenia, dada la uniidad del estado estaionario �nal. Por el ontrario,uando el sistema está impulsado por un ampo de fuerzas externas periódias,la sinronizaión del movimiento on la freuenia de la fuerza posibilita, bajoiertas ondiiones, el movimiento estable de estruturas metaestables.



Capítulo 1Introduión
1.1. Estruturas espaialmente moduladasEstruturas espaialmente moduladas han sido observadas experimental-mente en muhos sistemas físios [1, 2, 3℄. En todos ellos el vetor de ondaque arateriza la modulaión ambia on parámetros externos tales omo latemperatura, la presión o el ampo magnétio. En oasiones este ambio esontinuo, pero a menudo antes de ambiar a otro valor el vetor permaneeonstante, e igual a un número raional, a lo largo de un intervalo de valoresdel parámetro externo. A las modulaiones on vetor de onda raional lasllamamos onmensuradas y a aquellas on vetor de onda irraional, inon-mensuradas.El origen físio de este omportamiento tan peuliar es la ompetiión entrelas distintas interaiones que dan uenta de la energía libre del sistema. Unode los modelos mejor entendidos entre aquellos que presentan este tipo deomportamiento es el modelo ANNNI [1, 2℄ (axial next-nearest neighbourIsing). Su estudio ha sido fundamental para entender el omportamiento de lasestruturas espaialmente moduladas. Es un modelo Ising ferromagnétio oninteraión antiferromagnétia a segundos veinos situados en una determinadadireión z. La ompetiión entre la interaión a primeros veinos (J1 > 0)y la interaión a segundos (J2 < 0), que depende de la temperatura, puedeestudiarse a través del siguiente hamiltoniano:

H = −1

2
J0

∑

ijj′

Si,jSi,j′ − J1

∑

ij

Si,jSi+1,j − J2

∑

ij

Si,jSi+2,j, (1.1)donde i señala planos perpendiulares al eje z mientras que j y j′ son espinesveinos próximos. A temperatura ero, sólo son estados de equilibrio dos dis-tribuiones de espines en la direión z: (. . . + + + + + + + + . . .) si



8 Capítulo 1. Introduión

Figura 1.1: Diagrama de fases de ampo medio del modelo ANNNI mostrando lasprinipales fases onmensuradas [1℄.
κ = −J2/J1 < 1/2, y (. . . + + − − + + − − . . .) si κ > 1/2. Conforme Taumenta el diagrama de fases se abre en una �or a partir del punto de oexis-tenia de fases a temperatura ero, κ = 1/2, �or uyos pétalos se asoian a lasdiferentes fases moduladas.La espetaularidad de este diagrama de fases (�gura 1.1) es araterís-tia de los muhos modelos diferentes de la Meánia Estadístia para fasesmoduladas. Dada la omplejidad de inluso los más simples de estos mode-los, una aproximaión tipo Landau al problema puede dar las araterístiasfundamentales del omportamiento de equilibrio. Siguiendo a Gri�ths [4℄, unaforma sensata de proeder es asumir la evidenia experimental de que la an-tidad promedio M que está modulada (la magnetizaión en el aso del modeloANNNI) es onstante a lo largo de los planos perpendiulares a la modulaión,y suponer una energía libre fenomenológia de la forma:

F =
∑

j

[Φ1(Mj) + Φ2(Mj ,Mj+1) + Φ3(Mj ,Mj+1,Mj+2) + ...], (1.2)donde Φ1,Φ2, et. . . son energías libres fenomenológias que dependen de algúnmodo de parámetros intensivos omo la temperatura, la presión o algún ampo.El promedio Mj en ada plano puede ser tratado omo una variable lásia y,al estar ya inluidas en este promedio las �utuaiones térmias, es posibledeterminar la modulaión en el equilibrio alulando el valor mínimo de Fsobre todas las on�guraiones posibles {Mj}.En esta aproximaión variaional resulta onveniente audir a las posibili-dades más simples de las energías libres fenomenológias, Φ1,Φ2, et. . . Cuando



1.2. Dinámia de estruturas espaialmente moduladas 9en (1.2) Φ1(u) = Φ1(u+ 1), Φ2(uj , uj+1) 6= 0 y Φj = 0 para todo j > 2, se ob-tiene la lase de modelos Frenkel-Kontorova, que pueden ser vistos omola opión más senilla entre aquellos uyo omportamiento no es trivial. Elmodelo Frenkel-Kontorova estándar orresponde a la eleión
Φ1(u) = K

(2π)2 [1 − cos(2πu)],

Φ2(u, v) = 1
2(v − u− µ)2.

(1.3)Ambas ontribuiones a la energía libre ompiten para determinar la mo-dulaión de la estrutura {uj} de equilibrio, la soluión de este problema va-riaional requirió de onsiderable genialidad [5, 6℄.En el apítulo 2 presentamos un resumen de las propiedades más relevan-tes del problema del estado fundamental del modelo Frenkel-Kontorova. Lostrabajos de Gri�ths [4℄ y Selke [2℄ son dos exelentes trabajos de revisión intro-dutorios a este tema. Los letores más ambiiosos, enontraran en las leionesde Aubry [5℄ una exposiión de las prinipales ideas y resultados. El resumende las propiedades de equilibrio del modelo Frenkel-Kontorova, que presenta-mos en el apítulo 2, está enaminado a proporionar a los no espeialistas lasnoiones y de�niiones básias que serán usadas posteriormente en los apítu-los 3 y 4, que abordan la dinámia disipativa del modelo Frenkel-Kontorovaestándar.1.2. Dinámia de estruturas espaialmente modula-dasEn los últimos años ha reido el interés en el omportamiento dinámiode las estruturas espaialmente moduladas uando son sometidas a la aiónde ampos de fuerzas [7℄. Una muestra senilla de este tipo de situaión es elanálisis de Prigodin y Samukhin [8℄ de la red de Abrikosov de vórties en unapelíula superondutora de tipo II orrugada periódiamente y sometida a unampo magnétio perpendiular. En este sistema el periodo de la orrugaiónompite on la distania natural entre vórties a ese valor del ampo magné-tio, lo que se tradue en distribuiones moduladas de los vórties. Al apliarorrientes externas en la direión perpendiular a la orrugaión, la fuerza deLorentz tiende a desplazar la red de Abrikosov a lo largo de la direión de laorrugaión, lo que plantea el problema de la dinámia de la red de vórtiessobre un potenial substrato periódio. Un análisis similar ha sido apliado porBurkov al aso de superondutores laminares de tipo II [9℄. En ambas situa-iones puede argumentarse que el movimiento de los vórties es disipativo; estoes, podemos despreiar los efetos ineriales [10℄.



10 Capítulo 1. IntroduiónSiempre que pueda argumentarse la irrelevania de la ineria en el sistema,el límite disipativo de la dinámia es una aproximaión adeuada al problema.Tal aproximaión está justi�ada en muhas situaiones físias, omo el trans-porte en sistemas on una onda de densidad de arga en presenia de un ampoelétrio, o la dinámia de muhas redes de uniones Josephson. El resto de esteapítulo de introduión lo dediaremos a las ondas de densidad de arga yaque el interés en este fenómeno ha sido el prinipal impulso a los estudios dela dinámia del modelo Frenkel-Kontorova, el objeto de esta primera parte dela memoria. En la segunda parte de la misma estudiamos algunos aspetosestátios y dinámios de redes de uniones Josephson.1.2.1. Ondas de densidad de argaEn los últimos 25 años, la Físia de la Materia Condensada ha prestado granatenión al fenómeno de las ondas de densidad de arga en sólidos. Predihaspreviamente por la teoría, las propiedades de transporte anómalas observadasen adenas lineales de iertos ompuestos inorgánios fueron la evidenia ex-perimental de un nuevo fenómeno de transporte oletivo, donde el meanismode onduión elétria deriva de las propiedades de un estado fundamentalpeuliar, llamado onda de densidad de arga.En este apartado no pretendemos realizar una revisión minuiosa de esteimportante fenómeno. Las referenias [11, 12, 13, 14℄ son exelentes trabajosde reopilaión sobre el tema, a los que el letor interesado se debe dirigir.Nuestro ánimo es desribir la fenomenología asoiada a la dinámia de lasondas de densidad de arga en sólidos, e introduir algunos de los modelos másusados para estudiarla. Algunos de estos modelos están relaionados on ladinámia disipativa del modelo Frenkel-Kontorova, estudiada en los apítulos3 y 4 de esta tesis.Dinámia de las ondas de densidad de argaPeierls [15℄ mostró que un metal unidimensional aoplado a la red atómiasubyaente es inestable a bajas temperaturas y sufre una transiión de fase aun estado no ondutor. A ausa de las interaiones eletrón-fonón, el estadofundamental está araterizado por una distorsión periódia de la red aom-pañada de la apertura de un gap en el diagrama de bandas situado al nivelde Fermi, lo que provoa un dereimiento de la energía de los eletrones delsistema, dereimiento que ompite on el oste en energía elástia asoiado ala distorsión de la red. A bajas temperaturas la distorsión es energétiamenteventajosa.



1.2. Dinámia de estruturas espaialmente moduladas 11El estado fundamental también está araterizado por un modo oletivoformado por pares eletrón-hueo on un vetor de ondas ~q = 2~kF , y por unamodulaión de la densidad eletrónia de arga, la onda de densidad dearga,
ρ(~r) = ρ0 + ρ1 cos(2~kF~r + ϕ), (1.4)donde ρ0 es la densidad media de eletrones en el metal, ρ1 la amplitud dela onda y ϕ (la fase) desribe la loalizaión de esta on respeto a la red. Elperiodo λ de la modulaión está relaionado on el vetor de ondas de Fermi ~kF ,

λ = π
kF

, y en la mayoría de los asos es inonmensurado on la red subyaente.Más adelante veremos que muhas de las propiedades dinámias del sistemapueden ser desritas en términos de la fase de la onda.Las primeras evidenias experimentales de este fenómeno se enontraronalgunos años después del trabajo de Peierls. Muhos materiales on una es-trutura de bandas muy anisótropa a bajas temperaturas desarrollan unaonda de densidad de arga. Algunos ejemplos son los ondutores orgániosTTF-TCNQ, algunos ompuestos semiorgánios (KCP), ompuestos inorgá-nios on una estrutura laminar (que poseen una onda de densidad de ar-ga bidimensional) y ompuestos inorgánios de adena lineal (NbSe3, TaSe3,
K0,3MoO3,et. . . ), los más estudiados. Estos materiales sufren una transiiónde segundo orden de metal a aislante, que está asoiada on la apariión dedistorsiones periódias de la red, las uales son en general inonmensuradason la red subyaente.A temperaturas inferiores a la transiión de Peierls estos materiales de-berían ser semiondutores y sus propiedades elétrias estar asoiadas a lasexitaiones a través del gap en la estrutura de bandas. Sin embargo, en 1954Fröhlih [16℄ apuntó que debido a la posible invariania traslaional de los sis-temas inonmensurados, el estado de la onda de densidad de arga es apazde portar una orriente ontinua sin resistenia. El estudio de la dinámia delos modos oletivos muestra que en el sistema existe un modo ero traslaio-nal. Este modo está asoiado on la fase de la onda y lleva una orriente queresulta del movimiento traslaional del ondensado de eletrones mientras losiones osilan en torno sus posiiones de equilibrio. Por otro lado la relaión dedispersión para la amplitud del modo presenta un gap, por lo que la mayoría delas desripiones de la dinámia del modo oletivo están hehas en términos dela fase del ondensado tan sólo, omo ourre en el aso de un superondutor.En la ausenia de amortiguamiento, el ondensado es un ondutor perfetoy las densidades de orriente jCDW y de portadores nc son funiones de lasvariaiones de la fase:

jCDW = − e

π

dϕ

dt
; nc =

e

π

dϕ

dx
. (1.5)



12 Capítulo 1. IntroduiónUn onepto entral para omprender la dinámia de la onda en este mar-o teório es el del anlaje por impurezas. Todos los fenómenos de transportedependen ruialmente de las interaiones entre el modo oletivo y las im-purezas y defetos de la red. Tales interaiones destruyen la invariania tras-laional de la onda inonmensurada y onduen a un anlaje de la fase a lared. Por esto, a valores muy pequeños del ampo los experimentos sobre laspropiedades ondutoras de una onda de densidad de arga, no revelan señalesde movimiento oletivo y tan sólo se enuentra una ontribuión óhmia ala ondutividad (de�nida omo el oiente j/E, donde j es la densidad deorriente total y E el ampo elétrio).Una aproximaión teória muy diferente a las ondas de densidad de arga,en la que las impurezas no juegan un papel signi�ativo, ha sido avanzadareientemente por Aubry y sus olaboradores [17℄. Estos autores, usando lasideas del límite anti-integrable en hamiltonianos eletrón-fonón llegan a unaaraterizaión rigurosa (para valores altos del aoplamiento eletrón-fonón)de la onda omo una red de bipolarones, uyo anlaje es onseuenia de latransiión de Aubry en el modelo. Esta prometedora perspetiva aún está sien-do desarrollada y, en partiular, la dinámia de ondas bipolarónias permaneesin ser estudiada.Las primeras observaiones de dinámia de ondas de densidad de arga fue-ron hehas en los años setenta [18, 19℄, uando se estudiaron ompuestos muyanisótropos omo K0,3Mo03, NbSe3 y TaS3. En estos trabajos se enontróuna ondutividad ontinua no lineal on un laro ampo umbral. Por enimade este ampo umbral la onda de densidad de arga desliza en el ristal y,además de una ontribuión óhmia (debida a los eletrones no ondensados),se enuentra una ontribuión no lineal a la ondutividad. Esta ontribuiónes mayor que la primera y está asoiada a los eletrones ondensados. Los de-talles sobre la ondutividad no lineal ambian fuertemente omo funión dela temperatura, las inhomogeneidades, el número y extensión de los entros deimpureza, el tamaño y alidad de la muestra, et. . . En muhos asos el desan-laje de la onda de densidad de arga es bastante abrupto y está aompañadopor un salto y efetos de histéresis, uyo origen es usualmente atribuido a laexistenia de fuertes entros de anlaje en la muestra [20℄.Uno de los hallazgos más espetaulares en este ampo fue la deteión deFleming y Grimes en 1979 [21℄ de osilaiones en las orrientes dentro de laregión no lineal de la ondutividad. La freuenia fundamental de tales osi-laiones es proporional a la orriente llevada por el movimiento oletivo y lasorrientes pueden ser resueltas en dos omponentes: osilaiones oherentes,que generan un ruido de banda estreha (narrow band noise); y osilaionesaleatorias, que generan un ruido de banda anha (broad band noise). La dete-



1.2. Dinámia de estruturas espaialmente moduladas 13ión, origen y araterizaión de ambas omponentes ha sido objeto de espeialatenión en los estudios de la dinámia de ondas de densidad de arga.Moneau et al. en 1980 [22℄ enontraron fenómenos de interferenia uan-do a la muestra se le aplia un ampo alterno on una omponente ontinua.La urva intensidad-ampo muestra peldaños en los que la orriente media dela onda permanee onstante frente a variaiones de la omponente ontinuadel ampo. Este fenómeno es el resultado de la sinronizaión de la freueniainterna de la onda ωn, asoiada a las osilaiones de la orriente, on la fre-uenia ω del ampo externo. Se enuentran peldaños armónios (ωn/ω entero)y subharmónios (ωn/ω fraional).Modelos de la dinámia de las ondas de densidad de argaHan sido propuestos muhos modelos para expliar los distintos resultadosexperimentales sobre el desanlaje y la dinámia de una onda de densidad dearga. Sin embargo, el interés en todos ellos trasiende sus apliaiones a losfenómenos de transporte en ondas de densidad de arga, al onstituirse ensistema prototipo para el estudio de las propiedades dinámias de sistemas demuhos grados efetivos de libertad.Podemos distinguir entre dos aproximaiones distintas, que di�eren a nivelmirosópio: los modelos lásios y los modelos de túnel. Los primeros tratanla onda omo un medio elástio moviéndose sobre un potenial de anlajedebido a las impurezas. Los modelos de túnel tratan al ondutor omo unsistema uántio marosópio. La mayoría de los modelos asumen que la fasedel parámetro de orden es la únia variable dinámia relevante y que el anlajesurge del aoplamiento direto entre las inhomogeneidades y la fase.El modelo fenomenológio más senillo de la dinámia de una onda de den-sidad de arga es elmodelo de una partíula [23, 24℄. En este modelo la fasede la onda es tratada omo una variable lásia bajo la aión de tres fuerzasdiferentes: a) el ampo externo. b) Fuertes amortiguamientos, que produenun término inerial despreiable. ) El efeto de anlaje de un potenial debidoa las impurezas, que es periódio y por senillez se asume sinusoidal. Siguiendoesta desripión
ICDW ∝ dϕ

dt
= E − k sinϕ, (1.6)donde E es el ampo externo, k es la intensidad del potenial de anlaje y eltiempo ha sido debidamente esalado.A pesar de su senillez, este modelo de un únio grado de libertad es apazde reproduir algunas de las araterístias ualitativas del transporte de laonda de densidad de arga:



14 Capítulo 1. IntroduiónLa existenia de una ondutividad no lineal on un ampo umbral.La presenia de osilaiones de orriente en respuesta a un ampo onti-nuo, on una freuenia que es proporional a la orriente media.Sinronizaión de fase en los armónios, en respuesta a ampos elétriosalternos.Junto on estos logros, el modelo de una partíula presenta de�ienias uali-tativas en otros aspetos importantes; así, la omprensión de la transiión dedesanlaje o la expliaión de la existenia de peldaños subharmónios requie-ren el estudio de modelos más so�stiados.El modelo de túnel desarrollado por Bardeen [25, 26℄ está basado en laasunión de que los responsables del transporte del ondensado son proesos detúnel tipo Zener. El modelo ha podido expliar muhos resultados experimen-tales. Siguiendo esta desripión, y tras algunas suposiiones simpli�adoras,la dinámia de una onda de densidad de arga está desrita por la euaión demovimiento de una partíula sobreamortiguada en un potenial substrato nosinusoidal V (θ):
V (θ) ∝

{

− cos θ si −π/2 < θ ≤ π/2 (mod 2π)
cos θ si π/2 < θ ≤ 3π/2 (mod 2π). (1.7)Este modelo de una únia oordenada para la onda de densidad de arga mues-tra un buen auerdo ualitativo y uantitativo on las prinipales araterísti-as de transporte bajo ampos ontinuos y/o alternos [27℄.El primer modelo mirosópio realista fue propuesto por Fukuyama yLee [28℄. Estos autores desarrollaron, dentro del maro de una desripiónGinzburg-Landau, el hamiltoniano de una onda elástia inonmensurada dedensidad de arga (1.4), on una fase lentamente variable ϕ(~r) que interaio-na on las impurezas loalizadas en posiiones aleatorias ~Rj del substrato.

H =

∫

d~r





K

2
(∇ϕ(~r))2 −

∑

j

Vjδ(~r − ~Rj)ρ1 cos(2~kF~r + ϕ(~r))



 . (1.8)El primer término da la energía elástia asoiada on las distorsiones de lafase, el segundo desribe la interaión de la onda de densidad de arga on elpotenial de anlaje, V (~r− ~Rj) = Vjδ(~r− ~Rj), debido a una impureza situadaen ~Rj.En la mayoría de las situaiones la dinámia de la onda de densidad dearga está fuertemente amortiguada, lo que permite despreiar la ineria de



1.2. Dinámia de estruturas espaialmente moduladas 15los modos oletivos. Los modelos también asumen que el aoplamiento de lafase al ampo elétrio es lineal; entones, la euaión dinámia para ésta sededue de
dϕ(~r)

dt
= Γ

[

− δH

δϕ(~r)
+
neE

2kF

]

. (1.9)Las euaiones (1.8) y (1.9) de�nen un problema no lineal muy omplejoy para el ual no hay soluión analítia. Su estudio ha sido realizado usandodistintas aproximaiones (teorías de perturbaiones [29℄ y de ampo medio [30℄)y simulaiones numérias, que se realizan disretizando la euaión ontinua.Fisher [31℄ introdujo la siguiente versión estándar de disretizaión del modeloontinuo lásio:
H =

1

2

∑

[ij]

Jij(ϕi − ϕj)
2 −

∑

j

hj cos(ϕj − βj), (1.10)
dϕj
dt

= − δH

δϕj
+ F. (1.11)Aquí ϕj = ϕ(~Rj) es el valor de la fase en el sitio de la impureza ~Rj , que trata�jar, on fuerza hj , la fase al valor βj . La elastiidad está representada por lasinteraiones Jij entre fases en los sitios de impureza ~Ri, ~Rj . Observamos queel aso de sólo un entro de impurezas reprodue el modelo de una partíula.Los parámetros que desriben las impurezas, hj y βj , son variables distribuidasaleatoriamente.Generalmente, se ree que el desorden ongelado (quenhed disorder) esuna araterístia esenial en la desripión Fukuyama-Lee de la dinámia dela onda de densidad de arga. Ciertamente, tiene importantes onseuenias enalgunos aspetos relaionados on la existenia y naturaleza de muhos esta-dos metaestables o los efetos de histéresis por debajo del ampo umbral. Sinembargo, muhas de las propiedades del modelo son iertamente reproduidassi se asume hj = constante, y βj = j α2π , donde α es algún número real. Bajoestas asuniones el modelo Fukuyama-Lee se identi�a on el modelo Frenkel-Kontorova estándar, desribiendo el parámetro α el espaiado promedio. A esterespeto, los trabajos pioneros de Sneddon [32, 33℄ ontribuyeron a fortaleerel modelo Fukuyam-Lee disreto omo el maro teório en el ual los resul-tados experimentales de la dinámia de ondas de densidad de arga podíanser satisfatoriamente entendidos. De este modo, el modelo Frenkel-Kontorovaomenzó a interesar a los expertos en ondas de densidad de arga [34℄.La araterizaión de la onda de densidad de arga en las eranías delampo umbral y el desanlaje de ésta fueron disutidas por Fisher [30, 31℄ omoun fenómeno rítio dinámio. El señaló el fallo de la aproximaión perturbativa



16 Capítulo 1. Introduiónera del umbral y desarrolló una teoría de ampo medio, que es válida en ellímite de interaiones de alane in�nito entre las fases. Los resultados deFisher proporionan ierta intuiión sobre la transiión de desanlaje en elaso de interaiones de orto alane, y son los preedentes diretos de unaserie de trabajos sobre el desanlaje de las estruturas inonmensuradas delmodelo Frenkel-Kontorova [35℄ y el desanlaje de la onda de densidad de argaon desorden ongelado [36, 37℄.La mayoría de la atividad teória en la dinámia de la onda a ampossuperiores al umbral está entrada en las simulaiones numérias del modeloFukuyama-Lee on desorden. Cuando la onda de densidad de arga es impulsa-da por voltajes on omponente alterna se obtienen sinronizaiones armóniasy subharmónias de la orriente on la freuenia externa [38℄. El trabajo derevisión de Littlewood [39℄ estudia en profundidad el fenómeno de la sinro-nizaión en ondas de densidad de arga. También, se han estudiado diversosautómatas elulares [40, 41℄, que son diseñados para imitar el omportamientodinámio del modelo Fukuyama-Lee disreto bajo fuerzas periódias.Más reientemente Middleton [42, 43, 44℄ ha probado algunos resultadosrigurosos, que proporionan una base �rme para una omprensión teória satis-fatoria de la dinámia disipativa de medios elástios disretos en potenialesde anlaje. En las seiones 3.1 y 3.2 onsideraremos estos resultados uidado-samente.Ya hemos señalado que la desripión Fukuyama-Lee de la dinámia de laonda de densidad de arga es esenialmente la dinámia disipativa del modeloFrenkel-Kontorova on el ingrediente añadido de la aleatoriedad en el potenialsubstrato. Aunque este ingrediente es importante, los avanes en la teoría de ladinámia de la adena Frenkel-Kontorova han ontribuido de modo signi�ativoa la teoría de la físia de los sistemas on una onda de densidad de arga.Reíproamente, el interés en la dinámia de ondas de densidad de arga ha sidosiempre el prinipal impulso para los estudios dinámios del modelo Frenkel-Kontorova.Sin embargo, existen efetos enontrados en ondas de densidad de arga queno pueden ser entendidos en el maro de estos modelos lásios. Muestras quehan sido deliberadamente desordenadas presentan un tipo de fenomenología,onoida omo swithing, que generalmente se asoia on las �utuaiones dela amplitud. Algunos modelos, que onsideran los grados de libertad de la fasey de la amplitud han onseguido reproduir estos efetos [45, 46℄. Estos mode-los, basados en una generalizaión del hamiltoniano Fukuyama-Lee, muestranimportantes diferenias on respeto la lase de modelos Frenkel-Kontorova.



Capítulo 2Propiedades de equilibrio delmodelo Frenkel-Kontorova
2.1. De�niiones y propiedades básiasUna imagen usual del modelo Frenkel-Kontorova, que proporiona una in-tuiión meánia útil sobre el mismo, es la de una adena lineal de partíulassometidas a la aión de un potenial periódio y onetadas entre sí por mue-lles (ver �gura 2.1). Sea uj la posiión de la partíula j, la energía potenialtotal del sistema es

H =
∑

j

[V (uj) +W (uj+1 − uj)] , (2.1)donde V (u) es el potenial periódio (V (u+ 1) = V (u)) y W (∆u) el potenialdel muelle, que depende de la distania entre partíulas veinas. El modeloFrenkel-Kontorova estándar está de�nido por las siguientes funiones paralos poteniales:
V (u) = K

(2π)2
[1 − cos(2πu)] ,

W (y) = 1
2 (y − µ)2.

(2.2)Aquí las unidades de longitud y energía son el periodo del potenial V y laonstante elástia del muelle. Esta eleión redue el número de parámetrosrelevantes en el modelo a dos: la intensidad K del potenial periódio y lalongitud natural del muelle, µ. El potenial de interaión entre las partíu-las favoree una separaión homogénea entre las mismas. Por el ontrario, elpotenial periódio tiende a situarlas en sus mínimos, favoreiendo por lo tan-to una separaión nula o entera entre partíulas. La ompetiión entre ambas



18 Capítulo 2. Propiedades de equilibrio del modelo Frenkel-Kontorova
Figura 2.1: La �gura muestra una imagen senilla del modelo Frenkel-Kontorova es-tándar: un onjunto de átomos en una dimensión onetados por muelles y situadosen un potenial substrato periódio.interaiones produe la frustraión del sistema � también se habla de ompe-tiión entre esalas de longitud � que es la araterístia esenial del modelo yse tradue en una fasinante omplejidad de estruturas espaialmente modu-ladas.Aunque existe algún interés en sistemas �nitos [47℄, lo normal es estudiarlas propiedades del modelo en el límite termodinámio, en el ual el númerode partíulas tiende a ∞. De�nimos una on�guraión {uj} del modelo porla suesión de in�nitos números reales que dan las posiiones de las partíulas.Una on�guraión de equilibrio es aquella para la que la fuerza totalsobre ada una de las partíulas es nula. En tal aso, esa on�guraión {uj} essoluión del siguiente onjunto de euaiones,
∂H

∂uj
= V ′(uj) +

∂[W (uj+1 − uj) +W (uj − uj−1)]

∂uj
= 0 (−∞ < j <∞).(2.3)Introduimos la tensión pj del muelle situado a la izquierda de la partíula

j,
pj =

∂W (uj − uj−1)

∂uj
. (2.4)Las euaiones de equilibrio de fuerzas (2.3) quedan entones esritas de lasiguiente manera

pj+1 = pj + V ′(uj); (2.5)y en el aso de que exista una soluión únia de uj+1 en la euaión
pj+1 =

∂W (uj+1 − uj)

∂uj+1
; (2.6)se umple que las euaiones (2.5) y (2.6) de�nen sin ambigüedad una aplia-ión bidimensional T del plano real en sí mismo:

(uj+1, pj+1) = T (uj , pj). (2.7)



2.1. De�niiones y propiedades básias 19Si las funiones V y W tienen derivada ontinua y W es una funión es-tritamente onvexa, entones la apliaión T está bien de�nida, es ontinua,preserva el área, tiene inversa T−1 ontinua, y satisfae la ondiión de twist:
(

∂uj+1

∂pj

)

uj

> 0. (2.8)Las apliaiones que preservan el área y umplen la ondiión de twist hansido estudiadas en profundidad [48℄ por ser ejemplos de sistemas dinámioshamiltonianos que presentan un amplio onjunto de dinámias posibles (delmovimiento regular al aótio), y surgen en una gran variedad de ontextosfísios distintos, desde la físia de aeleradores a la de �uidos o la de proe-sos químios. La teoría de estas apliaiones está bien desarrollada, ya que laondiión de twist permite la prueba de importantes resultados de amplia reper-usión. El aso mejor estudiado es el de la apliaión estándar, que orrespondeal problema del equilibrio en el modelo Frenkel-Kontorova estándar (2.2):
pj+1 = pj + K

2π sin(2πuj).

uj+1 = uj + pj + K
2π sin(2πuj).

(2.9)Podemos ver que el parámetro µ no aparee en (2.9), por lo que, en elmodelo de Frenkel-Kontorova estándar, la propiedad de ser una on�guraiónde equilibrio es independiente de este parámetro.Muhas situaiones en la Físia de la Materia Condensada requieren mo-delos del tipo (2.1) que no satisfaen todas las ondiiones neesarias paraasegurar la existenia de la apliaión T . En partiular, muhos sistemas noumplen la ondiión de la onvexidad del potenial W . Esto es espeialmentefreuente en sistemas en los que apareen espines. Aunque Sasaki y Gri�ths[49℄ han probado la equivalenia de iertos modelos onvexos y no onvexos,tal equivalenia no es de aráter general. A partir de ahora asumiremos queen los sistemas que estudiamos la apliaión T está bien de�nida.Partiendo de ualquier punto arbitrario (u0, p0) del plano real, las iteraio-nes de T y su inversa T−1 produen una órbita de la apliaión. Cualquierórbita orresponde a una on�guraión de equilibrio del modelo (2.1) y, re-íproamente, ualquier on�guraión de equilibrio del modelo tiene asoiadauna órbita de la apliaión (2.7). Las on�guraiones de equilibrio pueden serfísiamente estables o inestables. La estabilidad físia de una on�guraión
{uj} implia que ningún desplazamiento pequeño de las partíulas disminuyela energía del sistema, y se determina desarrollando la energía de la on�gu-raión erana {uj + δj} (donde {δj} son desviaiones arbitrarias) hasta el
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H({uj + δj}) = H({uj}) +

∑

n

∂H({uj})
∂un

δn +
1

2

∑

n

∑

m

∂2H({uj})
∂un∂um

δnδm.(2.10)El segundo término de la dereha se anula, por ser {uj} una on�guraión deequilibrio. De este modo, la on�guraión {uj} es estable si la forma uadrátiade�nida por la matriz (de orden in�nito) M({uj}) = {Mn,m}:
Mn,m =

∂2H({uj})
∂un∂um

, (2.11)es positiva o ero. Los valores propios de esta matriz son los uadrados de lasfreuenias de las osilaiones de pequeña amplitud en torno a la on�guraiónde equilibrio {uj} (asumiendo que las partíulas son de masa uno). Comoonseuenia, la estabilidad físia de la estrutura es equivalente a la ondiiónde que las freuenias de estos fonones sean reales. Es importante indiar elheho de que en el modelo Frenkel-Kontorova estándar la estabilidad físia delas on�guraiones de equilibrio no dependen del parámetro µ.Como fue señalado por Aubry [5, 50℄ y Coppersmith y Fisher [34℄, la noiónde estabilidad físia de una on�guraión di�ere de la noión de estabilidaddinámia de la órbita asoiada a la apliaión T . Que la forma uadrátia
M({uj}) sea estritamente positiva implia un exponente de Lyapunov positi-vo para la órbita orrespondiente, y por lo tanto inestabilidad dinámia. Poresto, entre todas las on�guraiones de equilibrio estables, sólo aquellas on unmodo fonón de freuenia ero podrían orresponder a una órbita estable dela apliaión.Es neesario tener ierto uidado al hablar de energía de una on�guraión,ya que (2.1) ontiene una suma in�nita. Sin embargo, no hay ningún problemaen usar (2.1) para de�nir diferenias de energía entre on�guraiones que sólodi�eren en un número �nito de las uj. Aubry [5℄ de�ne una on�guraiónde mínima energía {uj} omo aquella para la ual ualquier desplazamientoarbitrario {δj} de un segmento �nito de la on�guraión produe siempre unambio de energía no negativo. Esta de�niión inluye la propiedad de que lason�guraiones de mínima energía son estados de equilibrio estable.La energía media por partíula ǫ de una on�guraión {uj} está de�-nida por el siguiente límite:

ǫ = ĺım
(N−M)→∞

1

N −M

N−1
∑

j=M

[V (uj) +W (uj+1 − uj)] (2.12)siempre que este exista para ualquier par M < N . Es fáil ver que esto noourre para todas las on�guraiones imaginables {uj}. Sin embargo, las on-�guraiones de mínima energía tienen una energía media por partíula ǫ bien
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Figura 2.2: Ejemplo de una transformaión σr,m (on r = 1 y m = −1) sobre unestado {uj} de espaiado promedio ω = 2/3. {u′j} = {uj+1 − 1}.de�nida. Para evitar posible equívoos, es importante señalar que la energíapor partíula de una on�guraión de mínima energía no es neesariamente elmínimo valor posible de ǫ.El espaiado promedio ω de una on�guraión, freuentemente llamadowinding number es

ω = 〈uj+1 − uj〉 = ĺım
(N−M)→∞

uN − uM
N −M

. (2.13)Aquí también se aplia la advertenia heha al de�nir (2.12). Aubry [6℄ haprobado que para los modelos onvexos ada on�guraión de mínima energíatiene un espaiado promedio bien de�nido y, a la inversa, para ada númeroreal ω existe al menos una on�guraión de mínima energía on espaiadopromedio ω. Pueden existir on�guraiones de mínima energía diferentes onidéntio espaiado promedio. En este aso éstas también tienen un mismo valorde energía por partíula. Diho de otro modo, la energía por partíula de lason�guraiones de mínima energía ǫ(ω) es una funión bien de�nida y ontinuadel espaiado promedio. Esta funión también depende de los valores de losparámetros del modelo.Cuando los poteniales V yW en (2.1) no dependen del índie de partíula
j, se die que el modelo es homogéneo. Entones, un ambio de etiqueta de laspartíulas no ambia las propiedades físias de la on�guraión. De igual ma-nera, la periodiidad de V y el heho de que W dependa tan sólo de distaniasrelativas tiene omo onseuenia la invariania del modelo bajo traslaionesenteras. Por esto, si {uj} es una on�guraión de mínima energía, la transfor-maión σr,m de�nida por

σr,m{uj} = {uj+r +m} = {u′j} (2.14)(r y m números enteros arbitrarios) da lugar a otra on�guraión de mínimaenergía (ver �gura 2.2).Dadas dos on�guraiones {uj} y {vj} deimos que una es menor quela otra, {uj} < {vj}, uando para todo j, uj < vj. Una on�guraión {uj} es



22 Capítulo 2. Propiedades de equilibrio del modelo Frenkel-Kontorovarotaionalmente ordenada [51℄ si para ualquier transformaión de simetría
σr,m, la on�guraión transformada {u′j} = σr,m{uj} es menor que {uj}, mayorque ella, o ambas oiniden. Si ω es el espaiado promedio de una on�guraiónrotaionalmente ordenada {uj}, entones se umple que:

σr,m{uj} < {uj} si rω +m < 0.

σr,m{uj} > {uj} si rω +m > 0.

(2.15)Haemos notar que en una on�guraión arbitraria de mínima energía on es-paiado promedio ω, la ondiión rω + m = 0 no orresponde, en general,a σr,m{uj} = {uj}. Las on�guraiones de mínima energía son siempre ro-taionalmente ordenadas. Esta propiedad tiene importantes onseuenias; enpartiular a partir de (2.15) podemos ver que una on�guraión rotaional-mente ordenada {uj}, para ualquier par de enteros j, r, umple la siguientedesigualdad:
| uj+r − uj − rω |< 1, (2.16)la ual �ja una ota restritiva a las �utuaiones en longitud de una porión�nita de la on�guraión.Una on�guraión {uj} es periódia si existe una transformaión σr,mbajo la ual es invariante; así que, para todo j,

uj+r +m = uj . (2.17)El espaiado promedio de una on�guraión periódia es el número raional
ω = −m

r .Una on�guraión {uj} se llama reurrente si existen suesiones de trans-formaiones σr,m, on r → ±∞, tales que σr,m{uj} → {uj} en el sentido apro-piado (topología débil). La idea es que ualquier segmento de una on�guraiónreurrente reaparee on preisión arbitraria en otro lugar de la on�guraión.Obviamente, una on�guraión periódia es reurrente.Siguiendo a Aubry, un estado fundamental se de�ne omo una on�gu-raión reurrente de mínima energía. Para ada número real ω hay al menosun estado fundamental on espaiado promedio ω y la energía por partíulade este está dada por la funión ǫ(ω) de�nida anteriormente. Freuentementese habla del estado fundamental orrespondiente a unos valores determinadosde los parámetros del modelo (e.g.: K y µ en el modelo estándar). Esto debeentenderse omo la on�guraión estado fundamental que umple
ε = mı́n

ω
ǫ(ω), (2.18)para esos valores de los parámetros. El mínimo ε, que depende de los paráme-tros del modelo, de�ne la energía del estado fundamental y el valor de ω
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Figura 2.3: Diagrama de fases de los estados fundamentales del modelo Frenkel-Kontorova estándar [4℄. Cada punto (K,µ) del diagrama está araterizado por elvalor del espaiado promedio ω del estado fundamental. Los números de la �gura in-dian valores de ω. Sólo hemos dibujado algunas fases onmensuradas senillas, entredos ualquiera de ellas existen in�nitas fases onmensuradas e inonmensuradas.para el ual se da ese mínimo es el espaiado promedio del estado fundamental,que también depende de los parámetros del modelo. La determinaión de laon�guraión estado fundamental a un valor determinado de los parámetrosdel modelo es un problema ompliado. El método más e�iente para haerla esel método de los poteniales efetivos (también llamado minimization ei-genvalue method), desarrollado por Gri�ths [52, 53℄. Este método está basadoen la omputaión de iertas funiones, los poteniales efetivos, que ontienentoda la informaión relevante aera de la relajaión de �utuaiones loalesde la on�guraión estado fundamental. Además del estado fundamental, elmétodo proporiona las disonmensuraiones elementales (de�nidas más ade-lante) y sus energías de reaión y de anlaje, así omo informaión importantesobre las transiiones entre diferentes estados fundamentales. La posibilidad deapliar el método de los poteniales efetivos no se restringe a ningún tipo par-tiular de interaiones, por esto se ha onvertido en el método más usual paraalular los diagramas de fase de estados fundamentales de los modelos lásiosde sistemas on estruturas espaialmente moduladas [54℄. Una presentaiónexelente de este método se enuentra en [4℄.La �gura 2.3 muestra el onoido diagrama de fases de los estados fun-damentales del modelo Frenkel-Kontorova estándar. Este está onstituido porregiones en el espaio de parámetros (K,µ) que orresponden a un mismo va-lor del espaiado promedio de la on�guraión de estado fundamental. En la



24 Capítulo 2. Propiedades de equilibrio del modelo Frenkel-Kontorova�gura, por laridad, sólo mostramos algunas de las regiones (también llama-das �lenguas de Arnold�) del diagrama. Entre ualquiera dos de ellas hay unnúmero in�nito de otras fases onmensuradas e inonmensuradas. La �gura2.4 muestra el espaiado promedio ω del estado fundamental omo funión de
µ uando K = 1. Esta funión es ontinua y posee peldaños para ada valorraional de ω, que orresponden a las lenguas de la �gura 2.3. Esta funión esllamada �Esalera del Diablo�, aunque ya la onoían los matemátios bajo elnombre de �funión de Cantor�. Se die que una Esalera del Diablo es om-pleta uando la suma de las anhuras de los peldaños es la medida total; enaso de que no sea así la Esalera del Diablo es inompleta.

Figura 2.4: ω omo funión de µ a K = 1 [4℄. Esta funión, onoida omo �Esaleradel Diablo�, es ontinua y tiene un esalón a ada valor raional de ω.



2.2. Estados fundamentales onmensurados, disonmensuraiones elementales ytransiión Conmensurada - Inonmensurada 252.2. Estados fundamentales onmensurados, dison-mensuraiones elementales y transiión Conmen-surada - InonmensuradaLos estados fundamentales para los uales el espaiado promedio es unnúmero raional se llaman onmensurados. Satisfaen la propiedad de quesi p y q son números primos entre sí y tales que ω = p
q , entones ualquierestado onmensurado on el mismo espaiado promedio es invariante bajo latransformaión σq,−p:

uj+q − p = uj (2.19)para todo j. En otras palabras, ualquier estado fundamental onmensurado esperiódio on periodo el mínimo ompatible on el valor de ω. Las estruturason el mismo valor de ω pero periodiidad mayor no umplen la propiedadde orden rotaional que toda on�guraión de mínima energía debe satisfaer(para un ejemplo, ver la �gura 2.5); por esto, graias a (2.19), on onoer lasposiiones {uj} (j = 1, . . . q) de q partíulas onseutivas de un estado funda-mental onmensurado (la elda unidad) se onoe la on�guraión ompleta.

Figura 2.5: La on�guraión {uj} es un estado fundamental onmensurado de ω = 2/3.La existenia de una elda unidad se apreia laramente. Esta estrutura es invariantebajo la transformaión σ3,−2: {u′j} = σ3,−2{uj} = {uj}. {vj} es una on�guraiónde ω = 2/3 on una elda unidad mayor. Se ve laramente que {vj} no satisfae lapropiedad de orden rotaional: {v′j} = σ3,−2{vj} on v3 < v′3 pero v4 > v′4.



26 Capítulo 2. Propiedades de equilibrio del modelo Frenkel-KontorovaLa elda unidad de un estado fundamental onmensurado puede ser deter-minada a través de la minimizaión global de la energía de la misma, que es lasiguiente funión de q variables:
φ({uj}qj=1) =

q
∑

j=1

[V (uj) +W (uj+1 − uj)] (2.20)donde uq+1 = u1 + p. En el aso del modelo Frenkel-Kontorova estándar (on
K 6= 0) este mínimo es únio, salvo traslaiones; pero, en general, pueden existirdos o más mínimos globales no equivalentes [55℄. En algunos asos exepiona-les el onjunto de mínimos globales de (2.20) es un ontinuo. Un ejemplo trivialde tal situaión es el aso K = 0 del modelo estándar donde el fenómeno esel resultado de la invariania traslaional ontinua de la energía. Sin embargo,Chou y Gri�ths [52℄ han mostrado ejemplos no triviales en un modelo en el queel potenial V (u) es parabólio a trozos, on signos alternos para la urvatura.Por onsiguiente, el onjunto Gω de estados fundamentales onmensuradoson espaiado promedio ω puede ser tanto disreto omo ontinuo. En todoaso, siempre está bien ordenado; esto es, para dos on�guraiones {uj}, {vj} ∈
Gω, se tiene que {uj} < {vj} o {vj} < {uj}. También, Gω es invariante bajo elgrupo de transformaiones de simetría σr,m.Vamos a onsiderar primeramente el aso exepional de Gω ontinuo. Sean
{uj} y {vj} dos estados fundamentales arbitrarios de Gω y asumamos que
{uj} < {vj} (la propiedad de orden), entones siempre existe otro estadofundamental {wj} entre ambos, {uj} < {wj} < {vj}. Conseuenia de esto esque no es neesario aportar energía al sistema para desplazarlo: la on�guraiónde estado fundamental es deslizante. En este aso, la matriz de estabilidadlineal M({uj}) de�nida en (2.11) tiene un valor propio nulo.En general, Gω (ω raional) es un onjunto disreto, por ello tiene sentidohablar de estados fundamentales ontiguos; esto es, on ningún otro estadofundamental entre ellos. Como onseuenia, para onseguir un desplazamientode un estado fundamental es neesario superar una barrera de energía: la on�-guraión de estado fundamental está anlada. Esa energía extra mínima EPNque debe ser proporionada al estado fundamental para desplazarlo hasta elestado fundamental ontiguo es la barrera de energía de Peierls-Nabarro.En general debería distinguirse entre barreras de energía a izquierdas y a de-rehas, pero en el modelo estándar ambas oiniden.Una magnitud que está fuertemente relaionada on la barrera de energíade Peierls-Nabarro es la fuerza de desanlaje, Fd. Asumamos la preseniade un ampo uniforme de fuerzas F , entones las euaiones de equilibrio de
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V ′(uj) +

∂[W (uj+1 − uj) +W (uj − uj−1)]

∂uj
− F = 0. (2.21)Sea {uj} un estado fundamental anlado � de modo que es soluión del sistemaanterior on F = 0 � entones, hasta un valor umbral del ampo de fuerzas,existe una ontinuaión únia del estado que es soluión de (2.21). Este valorumbral es la fuerza de desanlaje Fd. Para valores de la fuerza por enima deéste en el modelo de Frenkel-Kontorova estándar no ninguna existe soluión de(2.21) on las ondiiones de ontorno impuestas por ω.Los estados fundamentales {uj} anlados tienen una longitud de ohe-renia �nita, de�nida del siguiente modo: supongamos que la posiión de unapartíula arbitraria n se �ja a un + δn, on δn pequeño, y el resto de las par-tíulas relajan a una nueva on�guraión de mínima energía {uj + δj} que esompatible on esta restriión. Entones los desplazamientos se omportanomo:

δj ∼ exp

[

−| j − n |
ξ

] (2.22)(ver �gura 2.6). La longitud de oherenia ξ es llamada en oasiones �inversodel exponente de Lyapunov�, porque ξ−1 es el exponente de Lyapunov de laórbita de la apliaión T asoiada al estado anlado {uj}. En este aso, el erono pertenee al espetro de la matriz de estabilidad lineal M({uj}) de unaon�guraión anlada.Si el onjunto Gω es ontinuo � estado fundamental deslizante �, los estadosfundamentales son las únias on�guraiones de mínima energía de espaiadopromedio ω. Contrariamente, uando Gω es un onjunto disreto existen on�-guraiones de mínima energía on espaiado promedio ω que no son reurrentes.Estas son llamadas disonmensuraiones elementales. Dados dos estados funda-mentales ontiguos en Gω, {uj} < {vj}, una disonmensuraión elementalavanzada es una on�guraión de mínima energía {w+
j }, tal que

w+
j → uj on j → −∞,

w+
j → vj on j → ∞.

(2.23)Una disonmensuraión elemental retardada {w−
j } es una on�guraiónde mínima energía, tal que

w−
j → vj on j → −∞,

w−
j → uj on j → ∞.

(2.24)
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Figura 2.6: Hemos perturbado la on�guraión {uj} del estado fundamental de ω =

1/2 (írulos on ruz), desplazando la partíula ero, que es �jada a u0 + δ0 (δ0 =

−0,3). El resto de la adena relaja a una nueva on�guraión {uj + δj} (írulos enblano) uyos desplazamientos se omportan según: δj ∼ e−j/ξ (en este aso ξ ≃ 1,0).La existenia de una longitud de oherenia �nita está asoiada al aráter anladode la on�guraión.Por senillez, vamos a asumir que (2.20) tiene un únio mínimo global, salvotraslaiones, omo ourre en el modelo Frenkel-Kontorova estándar. Enton-es, el onjunto Gω está formado por todas las on�guraiones transformadas,
σr,m{uj}, de un estado fundamental {uj} ualquiera de Gω. En tal aso unadisonmensuraión elemental avanzada (retardada) onsiste en una expansión(ompresión) loalizada de la on�guraión de estado fundamental (�gura 2.7).El exeso de longitud ∆ de la disonmensuraión elemental se de�ne omo laantidad media en la ual wN −wM (M < N) en la disonmensuraión exedea la antidad orrespondiente uN − uM en el estado fundamental en el límite
(N −M) → ∞. Esto es el desplazamiento promedio por partíula, 〈vj − uj〉,entre estados fundamentales ontiguos. Si ω = p

q (p y q números primos entresí), una disonmensuraión elemental avanzada (atrasada) tiene un exeso de
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Figura 2.7: Ejemplos de disonmensuraiones elementales. {uj} es un estado funda-mental on ω = 2/3 and {w+
j }({w−

j }) una disonmensuraión adelantada (retardada)que tiende a {uj} uando j tiende a −∞. Cuando j tiende a +∞, {w+
j } tiende a unestado fundamental {u1

j} que es ontiguo a {uj}, on {uj} < {u1
j}. Cuando j tiendea +∞, {w−

j } tiende a un estado fundamental {u2
j} ontiguo a {uj} on {uj} > {u2

j}.longitud ∆ = +1
q (−1

q ). Este resultado es fáil de obtener: el desplazamientomedio por partíula produido por la transformaión σr,m es rω+m = rp+mq
q .Si p y q son primos entre sí, existen enteros r y m tales que rp +mq = 1 (elmenor entero positivo) y por lo tanto el desplazamiento medio por partíulaentre estados fundamentales ontiguos es ±1

q .Una variable onveniente para representar disonmensuraiones es la faserelativa loal. La suesión {ϕj} de fases relativas loales que orresponde ala disonmensuraión {wαj } (α = +,−) está de�nida por:
ϕj =

1

q

q−1
∑

i=0

(wαj+i − uj+i). (2.25)Para disonmensuraiones avanzadas esta suesión tiende a ero uando j →
−∞ y a ∆ = 1

q uando j → ∞ y, omo se apreia en la �gura 2.8, es esenial-mente onstante exepto en una región loalizada donde adquiere forma de sy que oinide on la expansión loalizada menionada anteriormente.El tamaño de la región donde la disonmensuraión es apreiablementedistinta del estado fundamental, esto es, la anhura de la disonmensuraión,es del orden de la longitud de oherenia ξ. Es natural de�nir omo entro dela disonmensuraión el índie de la partíula para la ual la desviaión onrespeto el estado fundamental es máxima, haiendo uso de alguna onveniónsi esta de�niión fuese ambigua.Aunque las transformaiones σlq,−lp (on l un entero arbitrario) dejan in-variantes a los estados fundamentales de Gω, produen un desplazamiento del
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Figura 2.8: Suesión de fases relativas loales (ϕj) de una disonmensuraión avanzada(a) y una retardada (b) sobre un estado fundamental de ω = 2/3 (írulos en negro).El exeso de longitud ∆ de la disonmensuraión elemental es + 1
q para la avanzaday − 1

q para la retardada.

Figura 2.9: La imagen muestra el efeto de una transformaión de simetría σlq,−lpsobre disonmensuraiones elementales. Representamos la fase relativa loal de adaon�guraión. Aquí ω = p/q = 2/3 y l = 6. Vemos que el efeto de σ18,−12 esun desplazamiento haia atrás del entro de la disonmensuraión que es igual a 6periodos del estado fundamental onmensurado, lo que, en este aso, orresponde a12 periodos del potenial substrato o 18 partíulas de la on�guraión.



2.2. Estados fundamentales onmensurados, DCs elementales y transiión C-IC 31

Figura 2.10: Energía de reaión ǫ de los dos tipos de disonmensuraiones elementalesa valores µ interiores a una lengua onmensurada. A un ierto valor de µ esta energía sehae negativa y entones tiene lugar una transiión Conmensurada-Inonmensurada,lo que ambia el valor del espaiado promedio del estado fundamental.entro de las disonmensuraiones elementales (ver �gura 2.9) que es igual a
−lq (−lp en unidades de longitud). Al ser l un número �nito, sólo un nú-mero �nito de partíulas sufren un ambio no despreiable en su posiión. Eldesplazamiento total de la posiión de las partíulas que orresponde a este des-plazamiento relativo de la disonmensuraión avanzada (retardada) es l(−l).El desplazamiento mínimo es el de | l |= 1 y la mínima energía extra que esneesario proporionar a una disonmensuraión para desplazarla a la on�gu-raión ontigua es la �barrera de Peierls-Nabarro� o energía de anlaje de ladisonmensuraión (ver [56℄ para una de�niión preisa).La energía de reaión de la disonmensuraión es la diferenia entre laenergía de la disonmensuraión y la del estado fundamental onmensurado,promediada de la manera adeuada sobre la elda unidad. En el aso de unaon�guraión que ontenga dos disonmensuraiones superpuestas a un estadofundamental onmensurado, la diferenia de energía on el estado fundamen-tal es entendida omo la suma de las energías de las disonmensuraiones yla energía de interaión [56, 57, 58℄. Si ambas disonmensuraiones sonde un mismo tipo la energía de interaión deree on la distania entre susentros y la interaión es repulsiva. La interaión es atrativa entre dison-mensuraiones de diferente tipo. Es importante señalar que una on�guraiónque ontiene dos disonmensuraiones nuna es una on�guraión de mínimaenergía, ya que su energía siempre puede ser disminuida variando la distaniaentre las disonmensuraiones. Las únias on�guraiones de mínima energíapara un valor raional de espaiado promedio ω son los estados fundamentalesonmensurados y sus disonmensuraiones elementales.
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Figura 2.11: En el borde de una transiión C-IC la nueva estrutura puede verseomo un onjunto de disonmensuraiones sobre la anterior. La �gura muestra laelda unidad del estado fundamental on ω = 26/49, que puede ser visto omo tresdisonmensuraiones avanzadas sobre la on�guraión de ω = 1/2. Hemos usado lafase relativa loal (2.25), on la estrutura ω = 1/2 omo referenia. El uso de lafase relativa loal permite omparar de manera simple dos on�guraiones diferentes,on una de ellas, que tiene que ser periódia para tener un valor de q en (2.25)bien de�nido, usada omo referenia. Nótese que igualmente podríamos haber elegidorepresentar la fase relativa loal del estado on ω = 1/2 y usar la on�guraión on
ω = 26/49 omo referenia.Las transiiones que ourren en los extremos de las lenguas del diagramade fases de estados fundamentales del modelo Frenkel-Kontorova (�gura 2.3)son llamadas transiiones Conmensurada-Inonmensurada y pueden en-tenderse omo produidas por disonmensuraiones. Sean los parámetros Ky µ los orrespondientes a un punto en el interior de una lengua asoiada aun raional ω. Allí la energía de reaión de los dos tipos de disonmensu-raiones elementales es estritamente positiva y ree (deree) linealmenteon µ para una disonmensuraión retardada (avanzada), ver �gura 2.10. Másallá del valor de µC−IC para el ual la energía de reaión orrespondiente seanula, entran en ompetenia dos efetos: la energía para la reaión de unadisonmensuraión (negativa), que favoree la formaión de tantas omo seaposible; y la interaión repulsiva entre ellas, que favoree una densidad dedisonmensuraiones tan baja omo sea posible. El ompromiso entre ambastendenias determina la estrutura del nuevo estado fundamental en las era-nías de µC−IC , que puede ser visto omo un onjunto de disonmensuraionessuperpuestas al estado fundamental anterior (�gura 2.11). Una disusión auto-rizada sobre esta útil imagen de la transiión Conmensurada-Inonmensurada



2.3. Estados fundamentales inonmensurados y transiión de Aubry (TBA) 33en el modelo Frenkel-Kontorova puede enontrarse en el artíulo de revisiónde Gri�ths [4℄. Allí se dedue el siguiente omportamiento para el espaiadopromedio de los estados fundamentales en la transiión,
| ω − ωC | ∼ −(ln | µ− µC−IC |)−1. (2.26)La reaión de �distorsiones� loalizadas es un meanismo onoido de las tran-siiones de fase en sistemas modulados [1, 2℄, hay una amplia literatura sobre laapliaión de estas ideas al análisis de transiiones de fase en modelos no on-vexos omo el modelo ANNNI, reloj quiral y modelo XY quiral [59, 60, 61, 62℄.2.3. Estados fundamentales inonmensurados y tran-siión de Aubry (TBA)Llamamos estados fundamentales inonmensurados a aquellos uyo es-paiado promedio ω es un número irraional. Estos estados fundamentales sonlos límites de suesiones de estados fundamentales onmensurados uyo espa-iado promedio tiende a algún valor irraional. La propiedad más importantede los estados fundamentales inonmensurados deriva de la propiedad de ordenrotaional: es la existenia [5, 6℄ de una funión hull fω(x) (ver �guras 2.12 y2.13) que da la on�guraión de estado fundamental. Se puede demostrar queesta funión hull tiene las siguientes propiedades:1. La funión fω(x) es estritamente reiente.2. Cumple que

fω(1 + x) = 1 + fω(x) (2.27)o, equivalentemente, la funión gω(x) = fω(x)−x es periódia de periodola unidad.3. Si es ontinua, para todo real α la on�guraión {uj} de�nida omo
uj = fω(jω + α) (2.28)es una on�guraión de estado fundamental, y a su vez ualquier on�-guraión estado fundamental on espaiado promedio ω es de la forma(2.28).4. Si fω es disontinua en algún punto x0, lo es en un onjunto numerablein�nito de puntos: x = x0 +m+ rω, (r y m enteros arbitrarios). En esteaso es posible de�nir la versión ontinua a derehas de fω:
f+
ω (x) = ı́nf

y>x
fω(y), (2.29)
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Figura 2.12: Los estados fundamentales inonmensurados del modelo Frenkel-Kontorova estándar están desritos por una funión hull ontinua fω(x) uando Kestá por debajo del punto de la transiión de Aubry. Aquí empleamos una estrutu-ra on ω = 144/233 omo una buena aproximaión al irraional √
5−1
2 . En la �gura

K = 0,7 < Kc ≃ 0,97 y fω(x) se representa mód1.y la versión ontinua a izquierdas:
f−ω (x) = sup

y<x
fω(y). (2.30)Entones, ualquier estado fundamental {uj} es de la forma

uj = f+
ω (jω + α) (2.31)o de la forma

uj = f−ω (jω + α) (2.32)para algún valor de α; y reíproamente, para ualquier α, las on�-guraiones (2.31) y (2.32) son estados fundamentales. Nótese que parala mayoría de los valores de α (todos exepto un onjunto numerablein�nito) fω(α) es ontinua, de modo que (2.31) y (2.32) oiniden.5. La funión hull fω es únia (on tal que se onsidere f+
ω y f−ω omo lasversiones ontinua a derehas y a izquierdas de fω).
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Figura 2.13: Los estados fundamentales inonmensurados del modelo Frenkel-Kontorova estándar están desritos por una funión hull disontinua fω(x) uando
K está por enima del punto de la transiión de Aubry. El dibujo es similar al de la�gura 2.12, ahora K = 1,5 > Kc.Si la funión hull es ontinua (�gura 2.12), el onjunto de estados funda-mentales Gω on espaiado promedio ω es ontinuo y el estado fundamental esdeslizante. En este aso, la órbita de la apliaión estándar asoiada al estadofundamental es densa en una urva analítia, llamada �toro de KAM�. La exis-tenia de estas urvas está prediha por el onoido teorema de �Kolmogorov-Arnold-Moser� para valores de K su�ientemente bajos y para valores irraio-nales de espaiado promedio ω que satisfagan una ondiión (diofántia) queresulta ser satisfeha por la mayoría de los irraionales [54℄.Las estruturas inonmensuradas analítias (deslizantes) tienen una ener-gía de Peierls-Nabarro igual a ero y fuerza de desanlaje nula. El espetrode la matriz de estabilidad lineal M({uj}) tiene un valor propio nulo (�gura2.14) y la longitud de oherenia diverge; la respuesta a �utuaiones loa-les es un reaomodamiento del total de la adena. De modo equivalente, paraualquier posiión hay un estado fundamental on una partíula en esa posi-ión partiular (�gura 2.15). El efeto del potenial V (u) es tan sólo el de unaleve modulaión periódia en las posiiones de las partíulas on respeto a
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Figura 2.14: La �gura muestra el espetro de valores propios del estado fundamentalon ω = 144/233 � usado omo aproximaión de un estado fundamental inonmensu-rado � a ambos lados de la transiión de Aubry: K = 1,5 > Kc para los triángulos y
K = 0,7 < Kc para los írulos. En pequeño se muestra laramente la existenia deun valor propio nulo por debajo de la transiión, que re�eja el aráter deslizante dela estrutura inonmensurada a ese valor de K. Por enima de la transiión de Aubryel espetro es muy similar al de las estruturas onmensuradas, existe un gap y laestrutura está anlada al potenial substrato.
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Figura 2.15: Un segmento de un estado fundamental inonmensurado a ambos lados dela transiión de Aubry. Si K < Kc la funión hull es ontinua e invertible (ver la �gura2.12). A onseuenia de esto ualquier valor posible de u puede desribir la posiiónde una partíula del estado fundamental. Cuando K > Kc existen disontinuidadesen la funión hull. El mayor gap de f(x) se abre en torno f = 0,5 (ver �gura 2.13);que orresponde a los máximos del potenial substrato. (a) muestra un segmento deun estado fundamental inonmensurado deslizante, en el que la partíula i oupa unaposiión que es un máximo del potenial V . (b) muestra la situaión uando K estápor enima de la transiión de Aubry, la partíula i ha aído haia uno de los vallesveinos y ninguna partíula del estado fundamental oupa alguno de los máximos.La energía neesaria para sobrepasar tales máximos del potenial es la barrera dePeierls-Nabarro.la on�guraión uniformemente espaiada {jω + α}, que es la on�guraiónde equilibrio en ausenia de V (u). A pesar de que V (u) rompe la invarianiaontinua traslaional de la energía, las estruturas inonmensuradas analítiasmantienen, en ierto sentido, esta invariania.Intuitivamente paree laro que las estruturas inonmensuradas analítiasno pueden existir uando el potenial V (u) es muho mayor que el potenialde interaión entre las partíulas. Por ejemplo, si se piensa en una partíulasituada en la ima de un pozo de potenial, a valores pequeños del parámetro
K si la partíula de la ima es desplazada ligeramente la energía elástia delos veinos ree más rápidamente de lo que V (u) disminuye. Sin embargo,a valores su�ientemente altos de K la distania entre partíulas neesariapara ontrarrestar este dereimiento violaría las restriiones impuestas porla propiedad de orden rotaional (ver (2.16) on r = 1). De este modo, hayun intervalo en torno a la ima donde no puede loalizarse ninguna partíulade un estado fundamental inonmensurado (�guras 2.13 y 2.15) y la funiónhull no puede ser ontinua. Este argumento puede usarse para dar una otauantitativa al valor de K por enima del ual no puede darse ningún estadofundamental inonmensurado analítio. La órbita de la apliaión estándar



38 Capítulo 2. Propiedades de equilibrio del modelo Frenkel-Kontorovaasoiada a un estado fundamental inonmensurado y no analítio es densa enun onjunto invariante on la estrutura de un onjunto de Cantor, usualmentellamado �antorus�.El valor del parámetro K al ual un estado fundamental inonmensuradose hae no analítio depende del espaiado promedio irraional ω. Este va-lor rítio Kc(ω) es el punto de frontera entre dos regímenes en los ualeslas estruturas inonmensuradas exhiben propiedades físias drástiamente di-ferentes. Para K > Kc(ω), la estrutura inonmensurada es anlada. Por lotanto, tiene un valor no nulo de energía de Peierls-Nabarro y fuerza de de-sanlaje, una longitud de oherenia �nita y el ero no pertenee al espetrode su matriz de estabilidad lineal (�gura 2.14). El elemento distintivo de estatransiión es el ambio de la funión hull de analítia a no analítia, por elloAubry la ha llamado transiión por ruptura de analitiidad (TBA, delinglés transition by breaking of analytiity o del franés transition par brisurede l'analitiité), un término en ierto modo bastante ténio. Aunque Coppers-mith y Fisher [34℄ usaron �transiión de anlaje� es más adeuado el empleode este término para la �transiión de desanlaje� que sufren las estruturasonmensuradas y las inonmensuradas no analítias al valor de la fuerza dedesanlaje Fd. Villain [63℄ ha sugerido el término transiión de Aubry, quees el que nosotros adoptaremos aquí.El valor de Kc(ω) depende esenialmente de las propiedades aritmétiasdel irraional ω y es máximo para la media áurea ς =
√

5+1
2 (y su inverso). Lamejor estimaión de Kc(ς) = 0,971635406 ha sido obtenida por MaKay [64℄.La araterizaión de la transiión de Aubry omo un fenómeno rítio,mediante la determinaión numéria de los exponentes de esalado paradiversas antidades rítias, ha sido heha por Coppersmith y Fisher [34℄, Pey-rard y Aubry [65℄, de Seze y Aubry [66℄ y Aubry y Quemerais [67℄. Ellosutilizan una suesión de estados fundamentales onmensurados on espaiadospromedios que se aproximan al inverso de la media áurea para alular nu-mériamente las antidades rítias de la estrutura inonmensurada. MaKay[64, 68℄ desarrolló una aproximaión usando el método de renormalizaión (vertambién el trabajo de Kadano� [69℄ y Shenker y Kadano� [70℄), que da las me-jores estimaiones para los exponentes de esalado en la transiión de Aubrypara los irraionales áureos.La longitud de oherenia ξ es �nita para estruturas inonmensuradasno analítias y diverge en la transiión de Aubry;

ξ(K) ∼ (K −Kc)
−ν , ν ≃ 0,9874624. (2.33)La energía de la barrera de Peierls-Nabarro EPN es positiva para estru-
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EPN (K) ∼ (K −Kc)

ψ, ψ ≃ 3,0117222. (2.34)La fuerza de desanlaje, Fd, esala según
Fd(K) ∼ (K −Kc)

ψ′

, ψ′ ≃ 3,0117222. (2.35)Ver que ψ′ = ψ. Esta relaión de esalado puede ser justi�ada en base aonsideraiones físias ya que el trabajo heho por la fuerza de desanlajepara superar la barrera de Peierls-Nabarro debe ser del orden de EPN .El gap de fonones, Ωmin es la raíz uadrada positiva del menor valorpropio de la matriz de estabilidad lineal M({uj}). Se omporta omo:
Ωmin(K) ∼ (K −Kc)

χ, χ ≃ 1,0268803. (2.36)En el régimen no analítio, el mayor gap, ∆f , en la funión hull estáentrado en torno a la posiión de máximo del potenial V (u) y se anulaen la transiión de Aubry:
∆f (K) ∼ (K −Kc)

σ , σ ≃ 0,7120835. (2.37)Makay llamó antidades superrítias a las expuestas anteriormente,ya que ellas valen ero uando K < Kc, y por lo tanto son de interés enel régimen no analítio. Cantidades subrítias son aquellas de interés enel régimen analítio. Una de ellas es la onstante elástia o inverso de laompresibilidad. Si ω(µ) es el espaiado promedio del estado fundamental a unvalor �jo de K (�gura 2.4), la onstante elástia C puede de�nirse omo:
C =

(

∂µ

∂ω

)

K

, (2.38)si la derivada existe. Obsérvese que para ualquier valor raional de ω hay unintervalo de valores de µ donde ω(µ) no ambia, de modo que la ompresi-bilidad de los estados onmensurados es nula y la onstante elástia no estáde�nida. A K = 0, ω(µ) = µ, y la onstante elástia es C = 1. Para un estadofundamental inonmensurado analítio la onstante elástia deree on K yse anula en el régimen no analítio. Para K > Kc(ς), uando las estruturasinonmensuradas son todas no analítias, la esalera del diablo es ompleta;esto es, ω(µ) tiene pendiente ero en todo punto, o lo que es lo mismo, los es-tados fundamentales inonmensurados tienen medida ero en el eje µ, aunquetienen medida ompleta en el eje ω.Otra antidad subrítia es la visosidad efetiva Γ. Si se aplia un ampoonstante de fuerzas a una estrutura inonmensurada analítia en la presenia



40 Capítulo 2. Propiedades de equilibrio del modelo Frenkel-Kontorovade un medio de amortiguamiento visoso, alanza un estado estaionario demovimiento araterizado por una veloidad media v. Entones, la visosidadefetiva se de�ne omo:
Γ = ĺım

v→0

F

v
, (2.39)y puede demostrarse que es proporional al valor medio del uadrado de laderivada de la funión hull 〈f ′2ω〉.Para irraionales áureos, el omportamiento de estas antidades subrítiasen la transiión de Aubry ha sido determinado por de Seze y Aubry [66℄ yMaKay [64, 68℄:La onstante elástia se anula en la transiión de Aubry:

C(K) ∼ (Kc −K)ζ , ζ ≃ 0,049328. (2.40)La visosidad efetiva ree on K, y diverge en la transiión de Aubry:
Γ(K) ∼ (Kc −K)−η, η ≃ 0,029500. (2.41)Por último, los exponentes rítios satisfaen las siguientes relaiones deesalado:

2χ+ ν = η + ψ,

ζ = ψ − 3ν.

(2.42)2.4. Defetos, interfases, estados metaestables y lí-mite anti-integrableUna propiedad araterístia de los estados anlados es su defetibilidad;on ello queremos deir que admiten defetos omo on�guraiones físiamen-te estables. La on�guraión {u′j} es un defeto en la on�guraión de referenia
{uj} si existen enteros n y m, tales que

u′j → uj si j → −∞

u′j → uj+r +m si j → ∞
(2.43)En el aso de que los dos enteros r y m sean iguales a ero onviene deirque {u′j} es un defeto respeto de {uj} sólo si ambas on�guraiones sondiferentes.En el modelo de Frenkel-Kontorova estándar las disonmensuraiones ele-mentales (�guras 2.7 y 2.8) son ejemplos de defetos en relaión on estados
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Figura 2.16: Ejemplo de una interfase entre dos estados onmensurados. La �gura su-perior muestra la interfase usando una representaión del potenial; la inferior lo haeen términos de la fase relativa loal on una estrutura de ω = 1/2 omo referenia.fundamentales onmensurados. Son espeiales por ser on�guraiones de mí-nima energía, y ningún otro defeto relativo a los estados fundamentales on-mensurados umple esta propiedad.Una interfase (�gura 2.16) entre dos on�guraiones {uj} y {vj} es unaon�guraión {wj} tal que:
wj → uj si j → −∞

wj → vj si j → ∞.

(2.44)Se puede ver que un defeto, de�nido según (2.43), es un aso partiular deinterfase entre dos on�guraiones {uj} y {vj} relaionadas por una transfor-maión de simetría σr,m.El exeso de longitud, ∆, de un defeto arbitrario del mismo modo queel exeso de longitud de una disonmensuraión elementales (ver seión 2.2).Si la on�guraión de referenia {uj} tiene un espaiado promedio ω, el exesode longitud del defeto (2.43) es
∆ = rω +m. (2.45)Muhas vees es onveniente pensar en un defeto omo el agregado dedefetos más simples (ver �gura 2.17). El exeso de longitud del defeto esentones la suma de los exesos de longitud de sus omponentes. Si la on�gu-raión de referenia es un estado fundamental onmensurado, entones lo más
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Figura 2.17: La �gura muestra una estrutura de ω = 1/2 on defetos. En este asotal on�guraión es fáilmente imaginable si se desribe en términos de la agregaiónde disonmensuraiones elementales.natural es ver el defeto omo el agregado de disonmensuraiones elementales.Si el defeto es una on�guraión físiamente estable su estabilidad está debidaa las barreras de Peierls-Nabarro de las disonmensuraiones elementales, queevitan que los defetos se separen o aniquilen.Diremos que una on�guraión {uj} es un estado metaestable si es físi-amente estable pero no es una on�guraión de mínima energía. La existeniaen el modelo Frenkel-Kontorova de muhos estados metaestables es onoiday está físiamente entendida, desde hae tiempo. Valiéndose de un análisisperturbativo en el parámetro 1
K , Coppersmith [40℄ ha dado evidenias onvin-entes de la existenia de estados metaestables, uyo número ree al menosexponenialmente on el tamaño del sistema. Esta aproximaión puede onside-rarse preursora del onepto de anti-integrabilidad introduido por Aubryy desarrollado por Aubry y otros [71, 72, 73, 74℄; onepto que ha resultado serde gran utilidad en la prueba de un buen número de teoremas matemátios, nosólo en el modelo Frenkel-Kontorova, sino también en modelos de interaióneletrón-fonón [17, 75℄, sistemas dinámios hamiltonianos de muhos uerposon osilaiones loalizadas (breathers) [74, 76℄, y otros sistemas no lineales.Un modelo es anti-integrable uando la energía (2.1) es separable, esto es,puede esribirse omo:
H =

∑

j

V (uj). (2.46)Si la energía (2.1) está esalada a la intensidad del potenial V (u), el lí-



2.4. Defetos, interfases, estados metaestables y límite anti-integrable 43mite anti-integrable del modelo Frenkel-Kontorova orresponde al límite deonstante elástia de los muelles igual a ero (partíulas no interaionantes),
1
K → 0. Las on�guraiones de equilibrio {uAIj } del modelo Frenkel-Kontorovaestándar en el límite anti-integrable están dadas por

uAIj =
1

2
mj (2.47)donde {mj} es una suesión arbitraria de enteros. Bajo algunas ondiionesténias sobre la suesión {mj}, no muy restritivas, puede probarse que paravalores su�ientemente altos del parámetro K hay una únia on�guraión deequilibrio estable {uj}. Esta es ontinuaión de la on�guraión anti-integrableestable {uAIj }. Como las ondiiones ténias sobre las suesiones {mj} no ex-luyen las suesiones aótias, puede onluirse la existenia de estados me-taestables aótios a valores altos de K en el modelo Frenkel-Kontorova [72℄.Otros resultados rigurosos interesantes son obtenidos a partir de la idea dellímite anti-integrable, por ejemplo la ompletitud de la Esalera del Diablo[71℄ y la araterizaión de la funión hull de los estados fundamentales inon-mensurados no analítios omo medida puramente disreta [73℄.Como ejemplos senillos de estruturas metaestables, sobre las que trata-remos más adelante en el apítulo 4, onsideraremos los siguientes tipos:1. Si una on�guraión estable onsiste en una estrutura onmensurada deespaiado promedio ω0 = p0

q0
sobre la que se superpone un onjunto dedisonmensuraiones elementales del mismo tipo, su espaiado promedioestá dado por
ω = ω0 + c∆ (2.48)donde c es el inverso del número medio de partíulas entre disonmen-suraiones ontiguas (la densidad), y ∆ es el exeso de longitud de adauna de ellas. Si el espaiado entre disonmensuraiones es regular, ésta esuna desripión fenomenológia orreta de un estado fundamental de es-paiado promedio ω, siempre que la densidad sea baja, c≪ 1. Pero si lasdisonmensuraiones no están separadas regularmente, la estrutura esmetaestable. A estas estruturas las llamaremos estruturas metaestablesde tipo I (ver �gura 2.18).2. Supongamos que la red de disonmensuraiones ontiene un número igualde disonmensuraiones avanzadas y retardadas. En este aso el espaia-do promedio de la estrutura es ω0, el mismo que el del estado funda-mental subyaente. Esta es la estrutura metaestable que llamaremos detipo II (�gura 2.19).3. Las estruturas metaestables de tipo III (�gura 2.20) están formadaspor dos bloques de estados fundamentales onmensurados de espaiados



44 Capítulo 2. Propiedades de equilibrio del modelo Frenkel-Kontorovapromedios diferentes, ω1 y ω2, separados por la interfase apropiada. Si λdenota la proporión, medida en unidades de longitud, de la primera es-trutura onmensurada, el espaiado promedio ω del estado metaestablees
1

ω
=

λ

ω1
+

1 − λ

ω2
. (2.49)

Figura 2.18: Un ejemplo de las estrutura metaestables de tipo I a las que se re�ere eltexto. Aquí hemos introduido disonmensuraiones elementales avanzadas (∆ = + 1
2 )on una densidad c = 1/29 en un estado fundamental de ω = 1/2. Tales disonmensu-raiones no están regularmente espaiadas, por ello el resultado es una on�guraiónmetaestable. Por laridad, mostramos dos periodos (58×2 partíulas) de la estruturametaestable.
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Figura 2.19: Fase relativa loal de una estrutura metaestable de tipo II. La estruturatiene una elda unidad de 60 partíulas que oupan 30 periodos del potenial substratoy ontiene dos disonmensuraiones de signo opuesto. Mostramos dos periodos de talelda unidad.

Figura 2.20: Las estrutura metaestable de tipo III están formadas por bloques deestados fundamentales de diferente espaiado promedio ω. Mostramos dos periodos(45× 2 partíulas) de una on�guraión de ω = 2/3 formada por 30 partíulas distri-buidas según un estado de ω = 1/2 y 15 siguiendo la suesión de un estado on ω = 1.Representamos la variable fase relativa loal on el estado fundamental de ω = 1/2omo on�guraión de referenia.





Capítulo 3Dinámia disipativa del modeloFrenkel-Kontorova bajo fuerzasonstantesEste apítulo disute el omportamiento dinámio, en el límite disipativo(sobreamortiguado), del modelo Frenkel-Kontorova bajo la aión de un ampode fuerzas onstante. Primero introduiremos algunas araterístias y propie-dades generales que son también válidas en el aso de fuerzas que varían enel tiempo. Prestaremos espeial atenión a la regla �prohibido adelantar�(no-passing) de Middleton, ya que esta propiedad senilla es la base de asitodos los resultados que siguen. En 3.2 nos entraremos en la araterizaióndel omportamiento de las on�guraiones moviéndose bajo fuerzas onstantesy llegaremos a mostrar la existenia de una funión hull dinámia que desribeel onjunto de estados estaionarios posibles. Aunque esta seión es bastanteténia, hemos intentado evitar en lo posible aquellos detalles que pudierandesviar la atenión de las ideas prinipales de la derivaión, que son simples eintuitivas. Finalmente, en 3.3 disutimos la transiión de desanlaje, un temade gran interés físio. Haiendo uso de ténias no muy so�stiadas, en el mo-delo Frenkel-Kontorova es posible llevar a abo una araterizaión preisa dealgunos de los aspetos de este fenómeno rítio dinámio.



48 Capítulo 3. Dinámia disipativa del modelo FK bajo fuerzas onstantes3.1. Propiedades básias de la dinámia disipativa:regla �prohibido adelantar� de Middleton y susonseueniasConsideremos un ampo uniforme de fuerzas, posiblemente dependientedel tiempo, F (t) atuando en el sistema Frenkel-Kontorova en presenia de unmedio de amortiguamiento fuertemente visoso, de tal modo que las partíu-las pueden onsiderarse sin ineria. En el límite disipativo las euaiones delmovimiento son las siguientes:
u̇j = uj+1 + uj−1 − 2uj −

K

2π
sin(2πuj) + F (t) (−∞ < j <∞), (3.1)donde {uj(t)} es la on�guraión dependiente del tiempo de las posiiones delas partíulas y, al modo usual, el punto sobre la variable signi�a su derivadatemporal. A ada on�guraión de ondiiones iniiales {uj(t0)} le orrespondeuna soluión {uj(t)}.La on�guraión de ondiiones iniiales �ja el espaiado promedio ω, quepermanee onstante onforme el tiempo evoluiona. Si la on�guraión deondiiones iniiales es periódia,

{uj+r(t0) +m} = {uj(t0)}, (3.2)entones la orrespondiente soluión {uj(t)} permanee periódia en el tiempo.Utilizaremos la siguiente propiedad de simetría de las euaiones del mo-vimiento (3.1): si {uj(t)} es la soluión de (3.1) que orresponde a la on�-guraión {uj(t0)} de ondiiones iniiales y r,m son enteros arbitrarios, en-tones σr,m{uj(t)} (2.14) es la soluión que orresponde a la on�guraión
σr,m{uj(t0)} de ondiiones iniiales.El resultado general más importante sobre las euaiones de movimiento(3.1) es, sin lugar a dudas, la regla �prohibido adelantar� de Middleton[36, 42, 43, 44℄. Esta regla establee que la dinámia preserva la relaión deorden parial (ver seión 2.1) entre on�guraiones de ondiiones iniiales;esto es, si {uj(t0)} < {vj(t0)}, entones {uj(t)} < {vj(t)} para todo t > t0.Este resultado, reminisente de las propiedades de orden del problema de equi-librio ya era onoido por algunos matemátios, ver por ejemplo [77, 78, 79℄.La propiedad de orden es, omo en el problema del equilibrio, una onseuen-ia de la onvexidad del potenial entre las partíulas y no es ierta en el asogeneral de interaiones no onvexas. Sin embargo, siempre que esta se puedaasegurar, la regla es una propiedad muy útil para el análisis del sistema.En vez de una derivaión formal del resultado, introduiremos el siguienteargumento que abunda de modo intuitivo en los fundamentos físios de la regla.
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Figura 3.1: La imagen presenta una representaión simple de la regla �prohibido ade-lantar�. Iniialmente, t = t0, {uj(t0)} < {vj(t0)}. La �gura muestra la situaiónuando t = t∗ > t0, el primer momento en el ual alguna partíula de {uj} alanza auna de {vj}. Entones uj∗ ≃ vj∗ y la dinámia está dominada por la onvexidad de lainteraión entre las partíulas ((uj∗−1−2uj∗ +uj∗+1) < (vj∗−1−2vj∗ +vj∗+1)) lo queondue a u̇j∗(t
∗) < v̇j∗(t∗), de modo que las on�guraiones se alejan sin ruzarse.Supongamos que esta no se umple, y llamemos t∗ al primer instante en el queuna partíula j∗ de la on�guraión �menor� {uj}, alanza a la partíula j∗ dela �mayor� {vj(t)}; esto es:

uj∗(t
∗) = vj∗(t

∗)(ver �gura 3.1). A partir de las euaiones de movimiento es senillo obtenerla siguiente desigualdad para la veloidad relativa:
u̇j∗(t

∗) − v̇j∗(t
∗) = uj∗+1(t

∗) − vj∗+1(t
∗) + uj∗−1(t

∗) − vj∗−1(t
∗) < 0;que impide el rue de las on�guraiones. Los dos ingredientes eseniales delargumento son los siguientes: primero, el aráter disipativo de la dinámia(ausenia de ineria), ausante de que las veloidades estén determinadas úni-amente por las fuerzas. Segundo, la onvexidad de la interaión entre laspartíulas (armónia en este aso), que determina el signo para la veloidadrelativa en la euaión anterior. El argumento no hae uso de ninguna de laspropiedades de simetría de las euaiones de movimiento, así que la validez dela regla alanza a los asos de poteniales substrato que no sean periódios.
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Figura 3.2: Se puede demostrar que W (t) = máxj{uj(t) − jω} − mı́nj{uj(t) − jω}.W(t) (3.3) es una medida de las desviaiones de la on�guraión {uj(t)} respeto ala �red promedio� uj = jω.El enuniado de la regla puede haerse más fuerte, en el sentido siguiente:si para todo j, uj(t0) ≤ vj(t0) y ambas on�guraiones no oiniden asintóti-amente en j → ∞ ni en j → −∞, entones para ualquier tiempo posterior
t > t0, {uj(t)} < {vj(t)}. En otras palabras, si dos on�guraiones iniiales setoan una a otra en algún punto � pero sin ruzarse � ellas se separaran mástarde. Para llegar a este enuniado más fuerte es neesario onsiderar derivadastemporales de mayor orden en las diferenias uj(t) − vj(t) [42℄.El siguiente resultado es una onseuenia inmediata de la apliaión dela regla de Middleton al aso de potenial substrato V (u) periódio: una on-�guraión de ondiiones iniiales rotaionalmente ordenada (ver seión 2.1)permanee rotaionalmente ordenada en el tiempo.De�nimos la anhura W (t) de una on�guraión {uj(t)} de espaiadopromedio ω del siguiente modo,

W (t) = sup
j,r

(| uj+r(t) − uj(t) − rω |) ; (3.3)esto es, la desviaión máxima de la longitud de un segmento �nito de la on�gu-raión respeto de la longitud promedio (ver la �gura 3.2). Puede onsiderarseque es una manera simple de medir el grado de regularidad espaial de unaon�guraión. A partir de la euaión (2.16) vemos que la anhura de unaon�guraión rotaionalmente ordenada es W (t) < 1.Una onseuenia senilla de la regla �prohibido adelantar� es que si unaon�guraión de ondiiones iniiales {uj(t0)} tiene una anhura aotada, en-tones la soluión {uj(t)} tendrá una anhura aotada para todo t > t0 (y siem-



3.2. Caraterizaión del régimen deslizante: funión hull dinámia 51pre es posible aotar superior e inferiormente la on�guraión, por medio deon�guraiones rotaionalmente ordenadas relaionadas por una transforma-ión de simetría). Diho de otro modo, podemos a�rmar que bajo la dinámia(3.1) una estrutura no evoluiona haia menos regularidad, o más rugosidad,de la que ya posee. La onvexidad y la disipaión suavizan ualquier inrementode la omplejidad espaial del sistema.Sea v(t) la veloidad instantánea media de una soluión {uj(t)}

v(t) = 〈u̇j(t)〉 = ĺım
(N−M)→∞

1

N −M

N−1
∑

j=M

u̇j(t). (3.4)La veloidad media v̄ de la soluión {uj(t)} es el promedio temporal de v(t)
v̄ = v(t) = ĺım

T→∞

1

T

∫ t0+T

t0

v(t)dt = 〈u̇j(t)〉. (3.5)El resultado más importante que se obtiene a a partir de la regla �prohibidoadelantar� de Middleton es la uniidad de la veloidad media v̄ de todas lason�guraiones on un mismo espaiado promedio ω. Consideremos dos on�-guraiones de ondiiones iniiales {uj(t0)} y {vj(t0)}, on un mismo espaia-do promedio ω, ambas on anhuras aotadas, y tales que {uj(t0)} < {vj(t0)}.Graias a estas dos últimas propiedades siempre es posible enontrar un par deenteros (r,m) tales que {u′j(t0)} = σr,m{uj(t0)} > {vj(t0)}. Entones, omoonseuenia de la regla, para todo t > t0

{uj(t)} < {vj(t)} < {u′j(t)}onluyéndose que la veloidad media v̄ de las dos soluiones es la misma.En este razonamiento hemos asumido que la fuerza externa F (t) se omportarazonablemente bien, de modo que la veloidad media de una on�guraiónesté bien de�nida. También es neesario �jar un valor del espaiado promedio
ω, ya que on�guraiones de espaiado promedio diferentes tienen en generalvalores diferentes para la veloidad media, para el mismo valor del resto de losparámetros3.2. Caraterizaión del régimen deslizante: funiónhull dinámiaHasta ahora no hemos asumido ninguna forma partiular para la funión
F (t), así que los resultados expuestos anteriormente son de aráter general.De aquí en adelante y a lo largo de este apítulo asumiremos que el ampo de
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Figura 3.3: Ejemplo de la urva v̄(F ) de un estado fundamental onmensurado de
ω = 3/5. K = 4,0, allí la fuerza de desanlaje es Fd ≃ 0,191.fuerzas es una onstante F > 0. En este aso el miembro dereho de la eua-ión (3.1) no depende explíitamente del tiempo. Esto inrementa el grupo detransformaiones de simetría de las euaiones del movimiento, inorporandola invariania bajo traslaión temporal. Sean r y m enteros arbitrarios y τ unnúmero real; de�nimos la transformaión σr,m,τ por:

σr,m,τ{uj(t)} = {uj+r(t− τ) +m} = {u′j(t)} (3.6)Si {uj(t)} es la soluión que orresponde a las ondiiones iniiales {uj(t0)},entones σr,m,τ{uj(t)} es la soluión que orresponde a las ondiiones iniiales
σr,m,τ{uj(t0)}.En el apítulo anterior introdujimos la noión de fuerza de desanlaje Fdde los estados fundamentales no analítios, omo el valor umbral de la fuerzapara el ual existe una soluión estátia (u̇j = 0, para todo j) de (3.1), que esla ontinuaión únia de la on�guraión de estado fundamental (F = 0). Launiidad de la veloidad media v̄, �jado el valor de ω, asegura que para F < Fdtoda soluión{uj(t)} de las euaiones del movimiento tiene veloidad medianula (siempre que, omo pide la regla, la on�guraión de ondiiones iniialestenga anhura aotada). Asimismo, en el modelo Frenkel-Kontorova estándarno existen soluiones estátias de (3.1) para fuerzas externas superiores a la



3.2. Caraterizaión del régimen deslizante: funión hull dinámia 53de desanlaje. Fd separa dos regímenes dinámios difereniados, el régimenanlado (F < Fd) y el régimen deslizante (F > Fd), ver �gura 3.3.No toda soluión {uj(t)} del régimen anlado es estátia (veloidad eropara todas las partíulas). Como ejemplo de esta a�rmaión aparentemente pa-radójia onsideremos omo ondiión iniial una disonmensuraión elementalen un estado fundamental de espaiado promedio ω, y una fuerza externa pordebajo de la de desanlaje, Fd, del estado fundamental pero superior a la fuer-za de desanlaje de la disonmensuraión que, omo veremos más adelante, essiempre menor que Fd. La soluión que orresponde a esta ondiión iniial esuna disonmensuraión moviéndose y que no para nuna. De todos modos, laveloidad media es v̄ = 0, ya que sólo un número mirosópio de partíulasontribuyen en ualquier tiempo al promedio de la veloidad. Esta soluión es-tá aotada superiormente por alguna soluión estátia a la que nuna ruzará(ver �gura 3.4).Siempre que se umplan algunas ondiiones ténias, no muy restritivas,se puede demostrar que, en el régimen deslizante, la soluión de las euaionesdel movimiento es asintótiamente únia salvo translaiones temporales.Esto fue deduido a partir de las observaiones numérias [30, 35, 39℄, peroMiddleton [42, 44℄ ha mostrado una derivaión rigurosa para el aso de sistemas�nitos; derivaión que puede ser fáilmente extendida a sistemas in�nitos. Laidea de la prueba es muy simple y proporiona un buen ejemplo de la apliaiónde la regla de Middleton: primero es neesario onstruir una soluión para laual las veloidades de todas las partíulas sean siempre positivas, entones estasoluión es empleada para aotar superior e inferiormente ualquier soluiónarbitraria; y �nalmente se demuestra que esas otas se aproximan mutuamenteuando t→ ∞.Para onstruir una soluión on veloidades positivas tomamos omo on-diión iniial el estado fundamental {upj (t0)} de espaiado promedio ω. A t = t0la fuerza neta sobre ada partíula es el ampo externo F > 0 y entones paratodo j, u̇pj (t0) > 0. Usando un argumento similar al empleado anteriormen-te para la regla �prohibido adelantar�, pero ahora apliado a las veloidades,es fáil ver que para ualquier tiempo posterior t > t0 todas las veloidades
u̇pj (t) permaneen positivas. A partir de {upj (t)} podemos de�nir una fami-lia uniparamétria bien ordenada de on�guraiones: {wsj(t)} = {upj (s + t)}(s > 0, t ≥ t0). Para todo t ≥ t0

{ws1j (t)} < {ws2j (t)} si y sólo si s1 < s2.Dada ualquier on�guraión arbitraria de ondiiones iniiales {uj(t0)}on espaiado promedio ω y anhura aotada, siempre es posible elegir (usan-do la transformaión σr,m apropiada) la on�guraión estado fundamental
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Figura 3.4: La �gura muestra una soluión de veloidad media v̄ = 0 pero on al-gunas veloidades loales no nulas. Los írulos en negro maran posiiones de laspartíulas de una disonmensuraión retardada de ω = 1. Los írulos en blano sonlas posiiones del estado fundamental de ω = 1. Mostramos, en tres instantes distin-tos ta < tb < tc, la porión de la on�guraión que ontiene a la disonmensuraióny usamos dos representaiones: {uj(t)} en (a) y ϕj(t) en (b). La fuerza externa esmayor que la fuerza de desanlaje de la disonmensuraión pero menor que la fuerzade desanlaje de la fase ω = 1, de modo que v̄ = 0.
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Figura 3.5: La �gura es una imagen senilla de la disusión que ondue a la uniidadasintótia de las soluiones móviles bajo fuerzas onstantes. Usamos la variable faserelativa loal de la on�guraión. {ws
j (t)} es la familia ontinua bien ordenada de on-�guraiones que sirve para aotar {uj(t)}. La �gura superior muestra una situaiónposible a un tiempo t. Como onseuenia de la versión fuerte de la regla �prohibidoadelantar�, {uj(t)} se aparta de sus otas y evoluiona a {uj(t + ∆)} (�gura inter-media). En ese instante, dos nuevas on�guraiones aotan la on�guraión (�gurainferior).
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{upj (t0)} de la onstruión anterior tal que {upj (t0)} < {uj(t0)}. Entones,está asegurado que las siguientes funiones del tiempo están bien de�nidaspara todo t ≥ t0:

τ+(t) = ı́nf
{

s | {wsj (t)} ≥ {uj(t)}
}

,

τ−(t) = sup
{

s | {wsj (t)} ≤ {uj(t)}
}

.Debido a la propiedad de buen orden de la familia {wsj (t)}, tenemos que
τ−(t) ≤ τ+(t). A ada tiempo t ≥ t0, las on�guraiones {wτ+(t)

j (t)} y {wτ−(t)
j (t)}son, respetivamente, las mejores otas inferior y superior de {uj(t)} dentro dela familia:

{wτ
−(t)
j (t)} ≤ {uj(t)} ≤ {wτ

+(t)
j (t)}(�g. 3.5). Como onseuenia de la versión fuerte de la regla �prohibido ade-lantar�, se sigue que τ+(t) es una funión monótona dereiente del tiempoy τ−(t) es una funión monótona reiente del tiempo. Como τ−(t) ≤ τ+(t),existe el siguiente límite

ĺım
t→∞

(

τ+(t) − τ−(t)
)y este límite debe ser neesariamente igual a ero, ualquier otro valor es ex-luido por la versión fuerte de la regla. La onlusión es que existe un límite

τ = ĺımt→∞ τ+(t) = ĺımt→∞ τ−(t), tal que para todo j,
ĺım
t→∞

[

uj(t) − wτj (t)
]

= 0, (3.7)lo que establee la uniidad asintótia de la soluión salvo translaiones tem-porales.En el argumento hemos neesitado asumir dos ondiiones ténias sobre la,de otro modo arbitraria, soluión {uj(t)}: anhura aotada (ya menionada)y exeso de longitud ero. La segunda ondiión asegura la apliabilidad dela regla �prohibido adelantar� fuerte en los últimos pasos del argumento. Paraver esto, basta pensar en una disonmensuraión elemental omo ondiióniniial, {uj(t0)}; en este aso las on�guraiones que aotan son asintótias aizquierda o dereha a la on�guraión, móvil, de la disonmensuraión y estonos impide la apliaión de la versión fuerte de la regla. De heho, en este aso lasoluión permanee aotada por dos elementos distintos de la familia. A partirde este ejemplo resulta lara la neesidad de imponer uando se trabaja enel límite termodinámio alguna restriión a las ondiiones de ontorno de laon�guraión arbitraria. No estamos seguros de que imponer exeso de longitudero sea la asunión menos restritiva, pero asegura la uniidad asintótia.Debido al proedimiento usado para onstruir la familia {wsj (t)}, el únio,salvo traslaiones temporales, estado estaionario � la soluión asintótia �



3.2. Caraterizaión del régimen deslizante: funión hull dinámia 57es rotaionalmente ordenado, y todas las partíulas tienen veloidad positivaen ualquier instante de tiempo.Sea {uj(t)} una soluión de estado estaionario y r un entero arbitrario.Debido a que {uj+r(t)} es también una soluión de estado estaionario, existealgún τ tal que para todo t {uj+r(t)} = {uj(t + τ)}. La veloidad mediainstantánea v(t) es entones periódia on periodo τ (o menor), y a partir delas siguientes igualdades
v̄τ = 〈uj(t+ τ) − uj(t)〉 = 〈uj+r(t) − uj(t)〉 = rωse onluye que:

{

uj+r

(

t− rω

v̄

)}

= {uj(t)} para todo t. (3.8)Del mismo modo se deriva el siguiente resultado para ualquier soluión deestado estaionario {uj(t)}, y ualquier entero m:
{

uj

(

t− m

v̄

)

+m
}

= {uj(t)} para todo t. (3.9)Ambos resultados (3.8) y (3.9) son ondensados en el siguiente enuniado: si
r ym son números enteros arbitrarios, ualquier soluión de estado estaionario
{uj(t)} de espaiado promedio ω y veloidad media v̄ es invariante bajo latransformaión σr,m, rω+m

v̄
:

σr,m, rω+m
v̄

{uj(t)} = {uj(t)} para todo t. (3.10)Dada una soluión de estado estaionario {uj(t)}, asignemos al real x elvalor f(x) = uj(t), donde x = jω + v̄t. Debido a la propiedad (3.8) el número
f(x) es únio para ada valor de x, de modo que f(x) es una funión real uní-voamente de�nida. A partir de (3.9) vemos que f(x+1) = 1+f(x), para todo
x; además f(x) es una funión analítia y monótona reiente. De la uniidaddel estado estaionario onluimos que para ualquier estado estaionario dado
{vj(t)} existe un número real α tal que

vj(t) = f(jω + v̄t+ α) para todo j y t (3.11)y reíproamente, para ualquier real α, (3.11) de�ne una soluión de estadoestaionario. La existenia de la funión hull dinámia f(x) (ver �gura3.6) resume todas las propiedades de los estados estaionarios en el régimendeslizante, menionadas anteriormente.Sneddon [32℄ y Coppersmith y Fisher [35℄ han dado las primeras evideniasnumérias sobre la existenia de una funión hull analítia que desribe el
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Figura 3.6: Ejemplo de una funión hull dinámia (3.11). Hemos dibujado g(x) =

f(x) − x, que umple g(x + 1) = g(x). Se ha usado el estado onmensurado onespaiado promedio ω = 3/5 on K = 2,0 y F = 0,3. En este aso v̄ ≃ 0,263358.estado estaionario en el régimen deslizante de una estrutura inonmensuradaimpulsada por una fuerza onstante y en el aso disipativo. Sin embargo, omohemos visto, este resultado se deriva tanto para las estruturas onmensuradasomo para las inonmensuradas, a partir de las propiedades de invarianiade las euaiones del movimiento (3.1) y la apliaión de la regla �prohibidoadelantar� de Midddleton.El omportamiento de la veloidad instantánea media de los estados es-taionarios también se obtiene fáilmente a partir de las propiedades de lafunión hull dinámia: para una estrutura onmensurada on ω = p
q (p y qprimos entre sí) v(t) es una funión periódia de periodo 1

qv̄ (�g. 3.7). Para unaestrutura inonmensurada v(t) = v̄ es una onstante.Es importante remarar que en el régimen deslizante el onjunto de estadosestaionarios forma un ontinuo. Como analizaremos en la siguiente seión,esto ausa que las estruturas deslizantes sometidas a fuerzas onstantes noadmitan defetos.
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Figura 3.7: Funión v(t) de una estrutura onmensurada donde se apreian lara-mente las osilaiones de la veloidad (las osilaiones de orriente de las ondas dedensidad de arga o las osilaiones de voltaje de las redes de uniones Josephson).Aquí ω = 3/5, K = 2,0, F = 0,3 y v̄ ≃ 0,263358. El periodo de las osilaiones es
T = 1

qv̄ ≃ 0,759.3.3. La transiión de desanlajeEl problema general del desanlaje de un medio elástio extenso sometidoa una fuerza externa y la aión de un potenial substrato es de gran interés enmuhas situaiones físias: mojado (dinámia de líneas de ontato), dinámiade interfases en medios porosos, transporte de ondas de densidad de arga o latransiión resistiva en superondutores de tipo II, por menionar alguno deellos. En la mayoría de estos sistemas físios el potenial substrato está desritode mejor manera por un desorden ongelado, y por ello la araterizaión deeste nuevo tipo de fenómenos rítios (transiión de desanlaje) requiereel uso de algunas ténias [37, 80℄ que son bastante diferentes de las utiliza-das aquí, donde el potenial substrato es una funión periódia. Los letoresinteresados podrían omenzar por los proedimientos básios de estas téniasdesritos en el reiente libro de Barabasi y Stanley [81℄, y por las refereniasque ontiene.Primero onsideraremos el aso más senillo y revelador, de la transiión



60 Capítulo 3. Dinámia disipativa del modelo FK bajo fuerzas onstantesde desanlaje de una únia partíula, para después avanzar haia los asos másomplejos de las estruturas onmensuradas e inonmensuradas. La transiiónde desanlaje es un ejemplo de bifuraión saddle-node, un onepto básiodentro de la teoría de sistemas dinámios de poos grados de libertad. Vere-mos que en el aso de las fases inonmensuradas, un aso de in�nitos gradosde libertad, el exponente para la veloidad media en el desanlaje di�ere delexponente de los sistemas onmensurados, on un número �nito de grados delibertad. Finalmente, onsideraremos la transiión de desanlaje de disonmen-suraiones y su dinámia era del valor de la fuerza para la transiión de laestrutura onmensurada subyaente.3.3.1. Desanlaje del sistema de una partíulaEs instrutivo analizar la transiión de desanlaje en la situaión más sim-ple, aquella en la ual el espaiado promedio ω es un número entero, en la queel problema se redue al de un sistema de una partíula, uya euaión delmovimiento es
u̇ = −V ′(u) + F, (3.12)donde V (u) = V (u+1) es el potenial substrato periódio, que hemos asumidoque es una funión analítia. La fuerza de desanlaje, Fd, viene dada por lapendiente máxima de V (u):

Fd = máxV ′(u) = V ′(u0) (3.13)Por senillez, asumiremos que hay un sólo máximo loal u0 de V ′(u) por perio-do. Para valores de la fuerza por debajo del valor de desanlaje, 0 < F < Fd,hay dos soluiones estátias (u̇ = 0) de (3.12) por periodo (ver la �gura 3.8):una es estable, us (V ′′(us) > 0), y es un atrator para las trayetorias del sis-tema que omienzan en un intervalo �nito del espaio unidimensional de fases.La otra soluión estátia uu es inestable (V ′′(uu) < 0) y ualquier trayetoriaque omiene en sus eranías aaba alejándose de él. uu es la frontera quesepara las bases de atraión de los atratores us y us + 1. Toda trayetoriadel sistema onverge a alguno de los atratores equivalentes uando t→ ∞,
u(t) − us ∝ exp

(

− t

τ ′

) (3.14)donde el tiempo de relajaión τ ′ es [V ′′(us)]
−1.Conforme inrementamos F , us(F ) y uu(F ) se aproximan al valor u0 yuando F = Fd el sistema sufre una bifuraión saddle-node, por enima de laual no pervive ninguna soluión estátia. Su�ientemente era de la bifura-ión la soluión estátia estable us(F ) se omporta según

us(F ) − u0 ∼ (Fd − F )
1

2 (3.15)
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Figura 3.8: Transiión de desanlaje del sistema de una partíula. Dibujamos la fun-ión u̇ = h(u) = − sin(2πu) + F a tres valores distintos de la fuerza externa. Paravalores bajos de F existen dos soluiones on u̇ = 0. Esta situaión es la mostradaen la imagen superior, allí la soluión de la izquierda es estable y la de la derehainestable. Cuando F = Fd la soluión es únia y está asoiada on el valor máximode F = sin(2πu); que en este aso es F = Fd = 1,0 (uando u = 1/4). A valores de lafuerza F > Fd no hay soluiones estátias de la euaión.
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Figura 3.9: El movimiento de la partíula justo por enima de la transiión de desan-laje es del tipo �pegar y deslizar�. El tiempo de pegado τ diverge uando F tiende a
Fd. Al igual que en el aso de la �gura 3.7 v(t) es una funión periódia y v̄ = 1

τ . Enesta oasión Fd = 1 y (F − Fd) = 0,0001.(asumiendo la situaión genéria de V ′′′(u0) distinto de ero). Entones, eltiempo de relajaión τ ′ diverge en la transiión de desanlaje:
τ ′ ∼ (Fd − F )−

1

2 . (3.16)Por enima de la transiión, y para valores del ampo de fuerzas eranos a
Fd, las trayetorias del sistema pasan la mayor parte del tiempo en las eraníasde u0, donde la veloidad de las partíula es erana a ero (ver �gura 3.9).Desarrollando V ′(u) en torno al �punto de pegado� u0 se tiene que el tiempo
τ empleado en las eranías de este punto diverge según

τ =

∫ u0+δ

u0−δ

du

u̇
∼ (F − Fd)

− 1

2 . (3.17)En onseuenia, en la transiión de desanlaje la veloidad media v̄ tiendea ero omo
v̄ ∝ τ−1 ∼ (F − Fd)

1

2 . (3.18)



3.3. La transiión de desanlaje 63Para valores del ampo de fuerzas ligeramente superiores Fd el movimientoes una suesión de pasos de �pegar y deslizar�, on un tiempo de pegado que di-verge onforme nos aproximamos a la transiión, y un tiempo de deslizamientoque es del orden de la unidad (�gura 3.9).La transiión de desanlaje del sistema de una partíula (ω entero) se a-rateriza por dos tiempos araterístios: τ ′ (por debajo de la transiión) y τ(por enima de esta), divergiendo ambos on un exponente µ = 1
2 . Este valores onseuenia de la analitiidad del potenial substrato periódio en el puntode pendiente máxima u0.3.3.2. Estruturas onmensuradasPara valores raionales de espaiado promedio ω = p

q , el problema se redueal de un sistema on un número �nito, q, de grados de libertad. Por debajo dela transiión de desanlaje, la on�guraión estátia estable {usj} (j = 1, . . . , q)se aproxima a la on�guraión marginalmente estable {u0
j} uando F → F−

d .El menor valor propio, Λ0, de la matriz de estabilidad lineal (2.11) M({usj})determina el tiempo de relajaión τ ′ de trayetorias del sistema que onvergena la on�guraión estátia {usj}. Como en el sistema de una únia partíula,la asunión de la analitiidad del potenial substrato ondue a un omporta-miento de Λ0 de raíz uadrada uando F → F−
d :

Λ0 ∼ (Fd − F )
1

2 , (3.19)y el tiempo araterístio τ ′ en la transiión de desanlaje diverge,
τ ′ ∼ Λ−1

0 ∼ (Fd − F )−
1

2 . (3.20)En el régimen deslizante, la existenia de una funión hull dinámia, f(x),permite el análisis de la transiión de desanlaje de una estrutura onmensu-rada en términos de un únio grado de libertad:
u̇ = h(u) (3.21)donde h(u) = v̄f ′(x) y x = f−1(u). La monotonía de la funión hull dinámiaasegura la existenia de la inversa f−1. La on�guraión h(u) es una funiónperiódia h(u+ 1) = h(u) y, en las eranías de la transiión, tiene q mínimosloales por periodo (�gura 3.10), asoiados a las posiiones de las partíulas

{u0
j} (j = 1, . . . , q) de la on�guraión estátia en el umbral F = Fd. Cerade la transiión de desanlaje (F − Fd ≪ 1) el movimiento de las partíulases lento en la proximidad de estas posiiones y la analitiidad de h(u) aseguraque el tiempo de pegado τ diverge según

τ ∼ (F − Fd)
− 1

2 . (3.22)
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Figura 3.10: Esta �gura es análoga a la �gura 3.8 uando ω = 3/5 (por laridad,usamos esala logarítmia en el eje y). La funión u̇ = h(u) (3.21) está diretamenterelaionada on la funión hull dinámia, u̇ = v̄f
′

(f−1(u)), de modo que onservatoda la informaión básia del régimen deslizante. h(u) desarrolla algunos mínimosonforme F se aera a Fd, ver detalles en el texto. Dibujamos h(u) para uatrovalores distintos de F superiores a la fuerza de desanlaje. K = 2,0 y Fd ≃ 0,026908.Por lo tanto, era de la transiión de desanlaje, la veloidad media de unaestrutura onmensurada se omporta omo
v̄ ∼ (qτ)−1 ∼ (F − Fd)

1

2 . (3.23)Justo por enima de la transiión, el avane de un periodo de la estruturaonmensurada está araterizado por la existenia de q intervalos de tiempo,de veloidad asi nula de las partíulas, que divergen. Estos intervalos alternanon intervalos muy ortos de deslizamiento durante los que una partíula deada elda unidad supera un máximo del potenial y la posiión del entro demasas de la elda unidad avanza 1/q. Esto es un ejemplo de lo que en lengua-je de la teoría de sistemas dinámios no lineales se onoe por intermiteniade tipo I [82, 83℄. En este aso, el omportamiento intermitente es ompleta-mente regular y el movimiento del sistema periódio. Como es de esperar, yenontramos numériamente, la intermitenia es empujada por el vetor propio
M({u0

j}) asoiado al valor propio nulo (ver �gura 3.11): esto es, el responsablede la inestabilidad (lineal) de la on�guraión estátia umbral en el desanla-je. Esta es una ilustraión reveladora de ómo el análisis de estabilidad linealpuede proporionar informaión útil en problemas no lineales.
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Figura 3.11: {xmin
j } es el vetor propio asoiado al menor valor propio de M({us

j}),donde {us
j} es la únia on�guraión estátia a F = Fd. Justo por enima de la fuerzade desanlaje el movimiento es intermitente (ver la �gura 3.9) y las intermitenias sonimpulsadas por este vetor propio. La �gura también muestra que las veloidades delas partíulas u̇j durante los tiempos de �pegado� están distribuidas según este vetorpropio. (ω = 3/5, K = 2,0 y F − Fd ≃ 0,0001).3.3.3. Estruturas inonmensuradasLa dinámia disipativa de las estrutura inonmensuradas por debajo de latransiión de Aubry (régimen no anlado) aree de transiión de desanlaje.Bajo ualquier ampo de fuerzas F > 0 la estrutura inonmensurada se mueveon veloidad instantánea media onstante v(t) = v̄ ∝ F [35℄.La transiión de desanlaje de on�guraiones inonmensuradas en el régi-men no analítio (anlado) ha sido estudiada numériamente por Coppersmithy Fisher [35, 40℄. Este problema tiene un número in�nito de grados de libertady, a priori, no se puede exluir un exponente rítio para la veloidad mediaen la transiión distinto de aquel del sistema de una partíula.Por debajo de la transiión de desanlaje la herramienta lave es el análi-sis de estabilidad lineal de las soluiones estátias rotaionalmente ordenadas.Nos podemos aerar al límite inonmensurado a través del estudio de unasuesión de sistemas onmensurados on espaiados promedio ωn que sea laaproximaión raional óptima al número irraional deseado ω. Es tradiionalelegir la media áurea ς =

√
5+1
2 , uya mejor aproximaión raional está formadapor oientes de números de Fibonai onseutivos: ωn = . . . , 8

5 ,
13
8 ,

21
13 ,

34
21 , . . ..Como observaron Coppersmith y Fisher, el valor de la fuerza de desanlaje Fdes bastante insensible al aproximante usado, siempre que el valor del parámetro
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Figura 3.12: Espetro de valores propios {Λj} de M({us
j}) para el aproximante

ω = 144/233 al inverso de la media áurea y a diferentes valores de la fuerza externa.Las estruturas inonmensuradas anladas se omportan de modo diferente a las on-mensuradas por ausa de la existenia de una densidad �nita de valores propios queen la transiión de desanlaje tienden a ero (K = 2,0 > Kc y Fd ≃ 0,0236202364).
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Figura 3.13: El menor de los valores propios de la matriz de estabilidad lineal (ver�gura 3.12) de las estruturas inonmensuradas anladas se aproxima a ero uando
F → Fd on un exponente µ = 1/2. Hemos on�rmado numériamente este ompor-tamiento, obteniendo µ ≃ 0,497, valor muy erano al esperado.
K del modelo no sea muy erano al valor rítio de la transiión de Aubry
Kc(ς).La �gura 3.12 representa los valores propios de la matriz de estabilidadlineal M({usj}) (para el aproximante ωn = 144

233 al inverso de la media áurea),a diferentes valores del ampo de fuerzas era de la transiión de desanlaje.Como ourre para el aso onmensurado, el menor de los valores propios tiendea ero on exponente µ = 1/2 uando F se aera a F−
d (ver la �gura 3.13), peroen esta oasión uando nos aproximamos a la transiión existe una distribuiónde vetores propios on valores propios tendiendo a ero (modos blandos).Estos modos blandos están muy loalizados (ver �gura 3.14), y orresponden apartíulas a punto de saltar sobre un máximo del potenial y a sus veinas máspróximas. La existenia de una densidad �nita de modos blandos loalizadoses re�ejo del aráter reurrente (uasiperiódio, de heho) de la estrutura.Coppersmith y Fisher [35℄ onjeturaron la siguiente forma de esalado para losvalores propios de M({usj}):

Λm ∼ (Fd − F )µD

(

m

(Fd − F )δ
′

)

, (3.24)
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Figura 3.14: Representaión de los vetores propios {xi
j} asoiados on los tres valorespropios menores de la matriz de estabilidad uando F ≃ Fd (ver �gura 3.12). Estosmodos están altamente loalizados.donde la funión de esalado D sería suave e invariante bajo ambios disretosde esala, aunque no ontinua. El exponente δ′ desribiría entones la densidadde modos blandos. El exponente µ = 1/2 es independiente del parámetro K(siempre que estemos por enima de la transiión de Aubry) y del espaiadopromedio irraional ω; sin embargo, el exponente δ′ podría muy plausible-mente depender de ambos parámetros K y ω. Importantes limitaiones en lapreisión numéria de las rutinas de diagonalizaión en las eranías de la tran-siión, impiden una determinaión direta satisfatoria de δ′. Haiendo algunasasuniones, Coppersmith y Fisher dan una estimaión indireta del valor de

δ′ ≃ 1/6 para irraionales áureos y K = 4.Por enima de la transiión de desanlaje el análisis se redue al de laeuaión de una variable (3.21), debido a la existenia de una funión hull
f(x) monótona y analítia. Al igual que en el aso onmensurado la funión
h(u) (�gura 3.15) presenta mínimos loales on valores que se aproximan aero linealmente en F − Fd. Entones, asoiado a ada mínimo loal de h(u),hay un tiempo de pegado que diverge on (F − Fd)

1/2. El punto importantede diferenia on el aso onmensurado es que ahora el número de mínimosloales involurados en la transiión diverge uando F → F+
d según

(F − Fd)
−δ. (3.25)
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Figura 3.15: Figura análoga a 3.8 y 3.10 alulada para una on�guraión de ω =

144/233 (K = 2,0 y Fd ≃ 0,023620). La funión u̇ = h(u) en el aso de las estruturasinonmensuradas anladas desarrolla un número de mínimos que diverge uando Ftiende a Fd.Hablando de un modo intuitivo, podríamos deir que el número de mínimosloales de h(u) orresponde a las posiiones de las partíulas de la on�guraióninonmensurada estátia {u0
j} en la transiión. Como esas posiiones estánmás uniformemente distribuidas uando K es más erano a la transiión deAubry, uno espera que el exponente δ reza onforme K deree. Las mismasonsideraiones onduen a esperar que δ sea mayor para irraionales áureos.El omportamiento de la veloidad media v̄ de una estrutura inonmen-surada en la transiión de desanlaje (ver �gura 3.16) se arateriza por elexponente rítio ζ

v̄ ∼ (F − Fd)
ζ . (3.26)Los argumentos de los párrafos preedentes onduen a la siguiente relaión:

ζ = µ+ δ (3.27)on µ = 1/2 y δ dependiente de K y ω. Es de esperar que, onforme K seaproxima a la transiión de Aubry, δ tienda de forma monótona al valor 1/2,que es onsistente on el omportamiento lineal (v̄ ∝ F ) de la veloidad mediade las estruturas onmensuradas por debajo de la transiión de Aubry. Según



70 Capítulo 3. Dinámia disipativa del modelo FK bajo fuerzas onstantes

Figura 3.16: Veloidad media de una fase inonmensurada no analítia. La veloidadtiende a ero uando F → Fd on un exponente ζ que di�ere del aso onmensuradoy depende de K. Aquí K = 2,0.esto, puede onjeturarse la siguiente desigualdad:
1/2 < ζ < 1. (3.28)Las estimaiones numérias de ζ a diferentes valores de K son ompatibles onesta onjetura.Prigodin y Samukhin [8℄ estudiaron la transiión de desanlaje de estrutu-ras onmensuradas e inonmensuradas en un modelo Frenkel-Kontorova on-vexo on el siguiente potenial substrato:

V (u) =
K

2

[

u− Int(

u+
1

2

)]2 (3.29)donde Int(x) es la parte entera de x. El problema del estado fundamental de es-te modelo fue resuelto de manera exata por Aubry [84℄. Las no analitiidadesdel potenial substrato (3.29) ausan que todas las estruturas inonmensu-radas estén anladas para todo K > 0. Más aún, el omportamiento de laveloidad media era de la transiión de desanlaje está dominado por esasno analitiidades, de modo que di�ere substanialmente del analizado a lo largode los párrafos anteriores. Por otro lado, el heho de que el potenial substrato



3.3. La transiión de desanlaje 71sea parabólio a trozos permite haer un análisis exato de la transiión, omoourre para el problema del estado fundamental.3.3.4. DisonmensuraionesEn la seión 3.2 hemos menionado brevemente algún aspeto referenteal movimiento de disonmensuraiones. El tema es interesante por sí mismo ymereedor de alguna atenión ya que, desde un punto de vista físio, la om-prensión fenomenológia de las estruturas espaialmente moduladas desansaen el onepto de disonmensuraión.Primeramente introduiremos la noión, ṽ, de veloidad relativa a la es-trutura onmensurada subyaente, de una disonmensuraión elemental. Con-sideremos una on�guraión de disonmensuraión elemental {wj}, y asuma-mos que a un tiempo t = t0 está entrada en la partíula j0. Si en algún tiempo

Figura 3.17: El onepto de la veloidad relativa de una disonmensuraión es muyútil para el análisis del movimiento de estas on�guraiones. Se entiende fáilmenteomo el avane (retraso) de la disonmensuraión medido en número de partíulas porunidad de tiempo. La �gura muestra dos imágenes de una disonmensuraión retarda-da moviéndose sobre la fase de ω = 1/2 anlada. En la imagen, la disonmensuraiónha avanzado 14 partíulas de (a) a (b). De este modo ṽ = 14/(tb − ta).
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Figura 3.18: Espetro de valores propios {Λj} de M({us
j}) para una disonmensura-ión elemental a la fuerza de desanlaje de la disonmensuraión. Tan sólo uno de losvalores propios tiende a ero, una situaión que es similar a la de las fases onmen-suradas. Hemos empleado una on�guraión de ω = 100/101, omo aproximaión auna disonmensuraión retardada, y K = 4,0 (Fd ≃ 0,194813191).posterior t = t0 + τ la on�guraión está relaionada on la iniial por mediode algún ambio de etiqueta de las partíulas y alguna traslaión espaial en-tera, y el entro de la disonmensuraión es ahora la partíula j0 +N , entonesdiremos que la veloidad relativa (media) ṽ de la disonmensuraión es:

ṽ =
N

τ
. (3.30)Diho de otro modo, la veloidad relativa es de�nida omo el avane, medido ennúmero de partíulas por unidad de tiempo, de la disonmensuraión (ver �gura3.17). Puede verse que esta de�niión requiere la periodiidad del movimiento.El desplazamiento total de la estrutura, que resulta del movimiento de unadisonmensuraión elemental de veloidad relativa ṽ y exeso de longitud ∆(ver seión 2.2) durante un intervalo de tiempo τ , es −ṽτ∆. El signo deldesplazamiento re�eja el heho de que el movimiento de una disonmensuraiónavanzada (retardada) on ṽ > 0 onlleva un movimiento haia atrás (adelante)de las partíulas.La fuerza de desanlaje, Fd, de una disonmensuraión elemental {wj}, es
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Figura 3.19: El menor de los valores propios de una disonmensuraión elemental(ver la �gura 3.17) a la fuerza de desanlaje orresponde a un vetor propio {xmin
j }que está loalizado en el entro de la disonmensuraión. Este es el únio modo quepartiipa en el desanlaje de la disonmensuraión.menor que la fuerza de desanlaje, F 0

d , de la estrutura onmensurada sub-yaente, {uj}. Para valores del ampo de fuerzas F < Fd existe una soluiónestátia {wsj} a las euaiones (3.1) del movimiento, que es ontinuaión dela disonmensuraión elemental a F = 0. La �gura 3.18 muestra un ejemplotípio del espetro de la matriz de estabilidad lineal M({wsj}). El menor de losvalores propios, Λ0, orresponde a un vetor propio que está loalizado expo-nenialmente en el entro de la disonmensuraión (ver �gura 3.19). Conforme
F → F−

d , nos aeramos a una bifuraión de saddle-node y el menor de losvalores propios tiende a ero,
Λ0 ∼ (Fd − F )

1

2 . (3.31)Físiamente, la naturaleza loalizada del modo desestabilizador puede ser en-tendida a partir del heho que Fd < F 0
d y del valor �nito de la longitud de ohe-
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Figura 3.20: Estimaión numéria del exponente rítio de la veloidad relativa ṽ dela disonmensuraión elemental, µ = 1/2.renia de la estrutura onmensurada, que evita una partiipaión marosópi-a en la inestabilidad. Su�ientemente lejos del entro de la disonmensuraión,las partíulas permaneen esenialmente ajenas a la inestabilidad.En el desanlaje de la disonmensuraión partiipa un únio modo, por elloel exponente rítio para la veloidad relativa ṽ es µ = 1/2,
ṽ ∼ (F − Fd)

1

2 . (3.32)Las estimaiones numérias del exponente son totalmente onsistentes on estaprediión (ver �gura 3.20).Para valores del ampo de fuerzas superiores al desanlaje de la dison-mensuraión, pero aún inferiores al desanlaje de la estrutura onmensuradasubyaente, el movimiento puede ser desrito omo una disonmensuraión mó-vil on veloidad relativa ṽ sobre la on�guraión onmensurada estátia (ver�gura 3.21). La veloidad media de la estrutura es v̄ = 0, ya que el desplaza-miento total por unidad de tiempo, −ṽ∆, es una antidad mirosópia.Una suesión de disonmensuraiones del mismo tipo, regularmente espa-iadas, on una densidad pequeña c ≪ 1 y sobre un estado onmensurado de
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Figura 3.21: Imagen tridimensional de la fase relativa loal de una disonmensuraiónmóvil uando Fd < F < F 0
d . La veloidad media de la estrutura es v̄ = 0, pero notodas las partíulas tienen veloidad ero. Esta situaión es similar a la mostrada enlas �guras 3.4 y 3.17.espaiado promedio ω0, es una desripión adeuada del estado fundamentalde espaiado promedio ω = ω0 + c∆ (2.48). Dado el aráter loalizado delmodo de desanlaje de una únia disonmensuraión es de esperar que la fuer-za de desanlaje de la estrutura anterior tenga lugar para valores de la fuerzaeranos al valor de la fuerza de desanlaje, Fd, de la disonmensuraión. Tam-bién es de esperar que uando Fd < F < F 0

d el movimiento de la estruturaesté desrito por una red regular de disonmensuraiones móviles on veloidadrelativa ṽ, moviéndose sobre una estrutura estátia on espaiado promedio
ω0. La base físia para que esta desripión sea válida es que la longitud deoherenia ξ de la estrutura estátia subyaente sea su�ientemente pequeñaen omparaión on el espaiado entre disonmensuraiones

ξ ≪ c−1 , (3.33)entones el omportamiento de ada disonmensuraión no está in�ueniadopor la presenia de las otras, de modo que la veloidad relativa de ada una deellas oinide on la de la disonmensuraión elemental aislada. En este asola veloidad media v̄ de la estrutura onmensurada de espaiado promedio ω
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Figura 3.22: Las estimaiones numérias sobre el omportamiento de disonmensu-raiones elementales son hehas por medio de simulaiones de la dinámia de fasesonmensuradas de ω = ω0 + c∆ donde la onentraión c es pequeña. La �gura mues-tra la veloidad relativa ṽ de la disonmensuraión, alulada usando tres valoresdistintos de c ( 1
21 , 1

101 y 1
1001 ) y una disonmensuraión retardada on ∆ = −1. Lastres urvas olapsan perfetamente, lo que da validez a las estimaiones numérias de

ṽ. Ahora K = 4,0, Fd ≃ 0,1948 y F 0
d ≃ 0,6366.(= ω0 + c∆) es
v̄ = −cṽ∆, (3.34)Estas expetativas son on�rmadas totalmente por los datos numérios mos-trados en la �gura 3.22.Cuando F tiende a F 0

d , la longitud de oherenia ξ de la estrutura onmen-surada subyaente ree � diverge en F 0
d , donde el valor propio más pequeñode la matriz de estabilidad lineal de la estrutura onmensurada se hae ero� y llega un momento en el que la anhura de ada disonmensuraión es delorden del espaiado entre ellas, sus interaiones ya no pueden ser despreiadasy la imagen anterior, basada en disonmensuraiones asi no interaionantes,deja de ser válida.Volviendo al aso de una únia disonmensuraión, su anhura diverge en
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Figura 3.23: La imagen apta uatros instantáneas del transitorio del movimientode una disonmensuraión para valores de la fuerza superiores a los de la transiiónde desanlaje de la estrutura onmensurada subyaente, F > Fd. La estrutura esahora deslizante y defetible. Se observa omo la disonmensuraión, iniialmenteloalizada, se ensanha paulatinamente y �nalmente se disuelve en el espaio uando
t→ ∞. Usamos F = 0,8 y una on�guraión de ω = 1000/1001.



78 Capítulo 3. Dinámia disipativa del modelo FK bajo fuerzas onstantesla transiión de desanlaje de la estrutura onmensurada. En otras palabras,la estrutura onmensurada es entones indefetible. La evoluión temporal deuna disonmensuraión elemental bajo la aión de un ampo de fuerzas ons-tante y por enima de la fuerza de desanlaje de la estrutura onmensuradasubyaente, muestra un ontinuo ensanhamiento (�gura 3.23) de la dison-mensuraión. El exeso en longitud, que iniialmente está onentrado en unaregión pequeña, �nalmente se disuelve en todo el espaio.De nuevo, omo hemos disutido al estudiar la transiión de Aubry, enon-tramos una onexión fuerte entre anlado y defetibilidad. El mejor modode omprender la relaión entre ambos oneptos es darse uenta de que losdos son onseuenia del aráter disreto del onjunto de on�guraiones re-levantes (los estados fundamentales y otras on�guraiones estátias que seanestables bajo un ampo de fuerzas onstante). Y ontrariamente, debido alaráter ontinuo del onjunto de estados estaionarios, las estruturas desli-zantes, tanto las onmensuradas omo las inonmensuradas, son indefetiblesbajo fuerzas onstantes.



Capítulo 4Dinámia disipativa del modeloFrenkel-Kontorova bajo fuerzasalternasEn este apítulo vamos a onsiderar la dinámia disipativa del modeloFrenkel-Kontorova impulsado por un ampo de fuerzas periódio: F (t) = F (t+

T ). Las euaiones de movimiento del sistema,
u̇j = uj+1 + uj−1 − 2uj −

K

2π
sin(2πuj) + F (t), (4.1)tienen la siguiente simetría: si {uj(t)} es la soluión de (4.1) que orrespondea la on�guraión de ondiiones iniiales {uj(t0)}, entones la on�guraión

σr,m,s{uj(t)}, de�nida por:
σr,m,s{uj(t)} =

{

uj+r

(

t− s

ν0

)

+m

}

, (4.2)es la soluión que orresponde a la on�guraión de ondiiones iniiales de�ni-da por σr,m,s{uj(t0)}. En la de�niión de σr,m,s, (r,m, s) forman una tripleta denúmeros enteros arbitrarios y ν0 = T−1 es la freuenia de la fuerza periódia
F (t).Deimos que {uj(t)} es una soluión resonante de las euaiones de mo-vimiento si es invariante bajo alguna operaión de simetría σr,m,s:

{uj(t)} = σr,m,s{uj(t)}. (4.3)Se puede deduir fáilmente que la veloidad media de una soluión resonantesiempre puede ser esrita de la forma siguiente:
v̄

ν0
=
rω +m

s
(4.4)



80 Capítulo 4. Dinámia disipativa del modelo FK bajo fuerzas alternasdonde ω es el espaiado promedio y (r,m, s) la tripleta de invariania dela soluión. Para una veloidad resonante (4.4) dada, la tripleta de inva-riania no es únia. Si ω es un número irraional existe una únia tripleta, quellamaremos tripleta minimal, on la propiedad de que r, m y s no tienenfatores omunes. Para un valor raional de ω = p/q (p y q primos entre sí),una tripleta (r,m, s) es minimal si umple que rp + mq y s no tienen fato-res omunes, pero esta ondiión no �ja la tripleta de manera únia, ya que
(r′ = r + lq, m′ = m − lp, s) on l ualquier entero también es minimal. Sinembargo, esta ondiión sí que determina de manera únia el valor del ente-ro s de la tripleta minimal. Entones, podemos hablar sin ambigüedad de lossiguientes términos: una veloidad resonante es llamada armónia si s = 1y subharmónia siempre que s > 1, para tripletas minimales. Por último,diremos que un estado estaionario es minimalmente invariante o de inva-riania minimal uando sea invariante bajo una operaión de simetría (4.2)on (r,m, s) una tripleta minimal.Un resultado bien onoido de la teoría de osiladores no lineales es laestabilidad estrutural (esto es, robustez frente a ambios paramétrios)del fenómeno de sinronizaión (mode-loking o phase-loking). Basándonosen este resultado es de esperar que las soluiones resonantes (4.3), las ualesestán sinronizadas on la fuerza externa, posean alguna robustez, de modoque la veloidad media a valores resonantes no ambie frente a ambios en elvalor medio de la fuerza impulsora.Busando ganar intuiión en el problema de la sinronizaión en el modeloFrenkel-Kontorova impulsado por fuerza periódias, vamos a onsiderar el asopartiular de una fuerza pulsada, que permite un análisis simple del fenómeno.Según este análisis, las estruturas inonmensuradas por debajo de la tran-siión de Aubry no muestran sinronizaión; sin embargo, por enima de latransiión la sinronizaión es prediha, y enontrada mediante simulaionesnumérias. En 4.2 estudiamos la sinronizaión de las estruturas onmensura-das sometidas a la aión de un ampo de fuerzas sinusoidal. La transiión dedesinronizaión se arateriza omo una bifuraión saddle-node y se pre-senta una imagen fenomenológia del meanismo de desinronizaión. En 4.3estudiamos la dinámia de las estruturas inonmensuradas bajo una fuerzaperiódia y, en partiular, disutimos la existenia de una transiión de Aubrydinámia. Por debajo de esta transiión, el estado estaionario es desrito poruna funión hull analítia bidimensional y no hay sinronizaión. Por enimade la transiión de Aubry dinámia, que ourre a un valor de la fuerza delpotenial que depende de la veloidad resonante, aparee la sinronizaión dela dinámia a valores resonantes de la veloidad media y ya no es posible unadesripión analítia del estado estaionario. Por último, en 4.4 analizamos lasuestiones de la defetibilidad y la metaestabilidad de estruturas resonantes.
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Figura 4.1: Cuando un estado onmensurado (ω = p/q) es impulsado por una fuerzaperiódia pulsada, los únios valores posibles de v̄ son los dados por v̄ = n(ν0/q),donde n es un entero. Hemos alulado v̄(F ) para el estado ω = 2/3 a K = 2,0 y bajola fuerza periódia de�nida en (4.5) (ton = 1 y toff = 20).4.1. PulsosEn esta seión vamos a onsiderar el aso de un ampo de fuerzas uniformey periódio F (t) onsistente en un onjunto de pulsos de duraión ton seguidosde intervalos de tiempo de fuerza nula y duraión toff ,
F (t) =



























F si 0 < t ≤ ton,

0 si ton < t ≤ ton + toff = T ,

F (t− T ) si t > T . (4.5)Para simpli�ar el análisis posterior, es onveniente asumir que toff es su�-ientemente largo, de modo que durante este tiempo el sistema tiene tiempopara relajar a alguna on�guraión estátia estable antes de que el nuevo pulsoapareza. Como F (t) es onstante a trozos podremos utilizar algunos de losresultados obtenidos en el apítulo anterior.Algunos autores [38, 40, 85, 86℄ han onsiderado la dinámia disipativa, ba-



82 Capítulo 4. Dinámia disipativa del modelo FK bajo fuerzas alternasjo este tipo de fuerzas, de una adena de osiladores aoplados armóniamentey situados en un potenial substrato desordenado. La aleatoriedad del poten-ial substrato genera diferenias importantes en el omportamiento dinámiode este sistema on respeto al del modelo Frenkel-Kontorova; sin embargo, al-gunos omparten iertas fenomenologías, omo la existenia de sinronizaión.Sabemos que, para un determinado valor del espaiado promedio de unaon�guraión, la veloidad media v̄ es independiente de las ondiiones iniia-les elegidas, lo que nos da total libertad a la hora de realizar esta eleión,siempre que nos restrinjamos al análisis de v̄. Primero estudiaremos el aso delas estruturas onmensuradas. Elijamos omo ondiiones iniiales un estadofundamental {uj} de espaiado promedio ω = p/q (p y q primos entre sí). Si
F < Fd (donde Fd es la fuerza de desanlaje de la estrutura) uando el pulso�nalie, la on�guraión relajará a las ondiiones iniiales y la veloidad me-dia será v̄ = 0. Este será también el aso de F > Fd pero sin que ton sea losu�ientemente grande omo para llevar la on�guraión fuera de la base deatraión (en el orrespondiente espaio de fases q-dimensional a fuerza ero)del estado fundamental iniial.Siempre que F > Fd y ton sea su�ientemente largo, el sistema relajaráa alguna on�guraión estable diferente, {usj}, durante el intervalo toff . Enel modelo Frenkel-Kontorova estándar esa on�guraión, {usj}, debe ser de laforma:

{usj} = {uj+r +m} (4.6)on r y m enteros. Esto es onseuenia de que la dinámia onserva el ordenrotaional y de la uniidad, salvo operaiones de simetría, del estado funda-mental. Por esto, el desplazamiento total por partíula durante un periodo Tde la fuerza externa es rω + m y la veloidad media es neesariamente la deuna resonania armónia,
v̄

ν0
= rω +m (4.7)donde ν0 = T−1 es la freuenia de la fuerza externa. Podemos onluir quela veloidad media de las estruturas onmensuradas sometidas a pulsos deltipo (4.5) sólo puede tomar valores dentro del onjunto disreto de�nido por(4.7). La �gura 4.1 muestra un ejemplo de v̄ omo funión de F para unestado onmensurado on espaiado promedio ω = 2/3. Vemos que v̄(F ) esuna funión no dereiente y onstante a valores de la veloidad separadospor:

1

ν0
∆v̄ =

1

q
. (4.8)Entre las disontinuidades la veloidad media permanee loalizada a valoresresonantes armónios. Ningún otro valor de la veloidad (ni siquiera resonaniassubharmónias) es posible.
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Figura 4.2: La �gura es un diagrama de un espaio de fases q-dimensional dividido enlas bases de atraión asoiadas a ada estado fundamental. La sinronizaión bajouna fuerza pulsada se entiende fáilmente en esta desripión.Resulta muy produtivo estudiar esta sinronizaión dinámia dentro delmaro del espaio de fases q-dimensional de las estruturas onmensuradas,que puede imaginarse dividido en las bases de atraión de ada uno de losestados fundamentales (�gura 4.2). Durante un pulso de fuerza F1 el sistemadesribe una ierta trayetoria en el espaio de fases. Cuando el pulso �nalizael sistema relaja al estado fundamental asoiado a la base de atraión a la queel último punto de la trayetoria pertenee, digamos que es {usj}. Consideremosahora una fuerza diferente F2 muy erana a F1; entones el punto �nal de latrayetoria a t = ton pertenee a la misma base de atraión que el punto delaso F1, y la veloidad media no ambia v̄(F1) = v̄(F2). El punto esenial enel argumento es que la trayetoria bajo la fuerza onstante pasa una antidad�nita de tiempo en ada una de las bases de atraión. Esto es posible sólosi el onjunto de estados fundamentales Gω, es disreto. En el aso de Gωontinuo, la variedad estable de ada estado fundamental es (q-1)-dimensional,de modo que v̄(F ) debe ser una funión estritamente reiente y no se observasinronizaión dinámia alguna bajo pulsos.Consideremos una estrutura inonmensurada por debajo de la transiiónde Aubry. El onjunto de estados fundamentales es un ontinuo y, aunque elespaio de fases es in�nito dimensional, es de esperar, basándonos en el argu-mento expuesto en el párrafo anterior, que en este aso no apareza ningunasinronizaión. Esto es plenamente on�rmado por las simulaiones numérias,ver �gura 4.3 (a).Por enima de la transiión de Aubry la situaión es muy diferente. Restrin-giendo el análisis a las proximidades de un estado fundamental, sabemos que
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Figura 4.3: El aso de la �gura 4.1 para una estrutura inonmensurada. Tales estadosse omportan de modo diferente a ambos lados de la transiión de Aubry. (a) K =

0,1 < Kc, no hay sinronizaión; (b) K = 4,0 > Kc sólo se enuentran veloidadesresonantes. En las simulaiones hemos usado el aproximante ω = 34/55 a la mediaáurea.todos los valores propios de la matriz de estabilidad lineal de la on�guraiónestado fundamental son positivos. Esto re�eja que ada estado fundamental esun punto interior de su base de atraión (en otras palabras, está rodeado entodas las direiones por su base de atraión) y por lo tanto ada trayeto-ria emplea una antidad �nita de tiempo en ruzar esta región del espaio defases. La onlusión es para una estrutura inonmensurada por enima de latransiión de Aubry se debe observar sinronizaión en la urva v̄(F ) (�gura4.3(b)).La transiión de Aubry, que desde el punto de vista del problema del equi-librio separa dos regímenes físios distintos de las estruturas inonmensuradas(anlaje y defetibilidad frente a deslizamiento e indefetibilidad), se muestraomo la frontera entre dos regímenes dinámios diferentes uando una estru-tura inonmensurada es impulsada por pulsos del tipo (4.5). Por debajo de latransiión de Aubry la veloidad media, v̄, es una funión monótona estrita-mente reiente de la intensidad de los pulsos, F . Por el ontrario, por enimade la transiión de Aubry aparee sinronizaión y v̄(F ) es una esalera: existen



4.2. Fases onmens. bajo fuerza sinusoidal. Transiión de desinronizaión. 85intervalos �nitos de valores de la fuerza F para los uales la veloidad mediapermanee onstante e igual a un valor resonante.4.2. Estruturas onmensuradas impulsadas por unafuerza sinusoidal. Transiión de desinronizaión.En lo que sigue vamos a asumir que el ampo periódio homogéneo defuerzas F (t) en (4.1) es del siguiente tipo:
F (t) = F̄ + Fac cos(2πν0t). (4.9)En la ausenia de potenial substrato (K = 0) la soluión para ualquieron�guraión arbitraria de ondiiones iniiales, independientemente del valordel espaiado promedio, onverge al estado estaionario:

uj(t) = jω + v̄t+ α+
Fac

2πν0
sin(2πν0t) (4.10)donde α es una fase arbitraria (el sistema tiene invariania traslaional) y v̄ = F̄es la veloidad media. En este aso, en el ual no hay no linealidad, el movi-miento es simplemente una superposiión del movimiento uniforme ausadopor F̄ y las osilaiones impuestas por la fuerza alterna.Cuando K > 0, hay dos esalas de freuenia que ompiten: el inverso (ν0)del periodo de la fuerza externa y la freuenia araterístia (1/v̄) asoiada almovimiento de la adena, impulsada por una fuerza de valor medio F̄ , sobre elpotenial substrato periódio. La ompetenia entre las dos freuenias puederesultar en fenómenos de sinronizaión.A valores enteros del espaiado promedio ω, el problema se redue a laeuaión del movimiento de una sola partíula

u̇ = −K

2π
sin(2πu) + F̄ + Fac cos(2πν0t). (4.11)Los primeros estudios numérios [87℄ sobre esta euaión mostraron quela veloidad media v̄(F̄ ) presenta sinronizaión para resonanias armóniasy subharmónias. Por el ontrario, los álulos mediante simulaiones analó-gias [88, 89℄ revelaron peldaños armónios pero no peldaños subharmónios.La situaión fue lari�ada por Renné y Polder [90℄ quienes transformaron laeuaión (4.11) en una euaión diferenial lineal de segundo orden de oe�-ientes periódios, a partir de la ual se enontró la existenia de armónios yla ausenia de subharmónios. Waldram y Wu [91℄ llegaron al mismo resultadousando una ténia de apliaión estrobosópia.
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Figura 4.4: Ejemplo de la esalera v̄(F̄ ) de una fase onmensurada bajo una fuerzaexterna sinusoidal (Fac = 0,2, ν0 = 0,2). La resoluión de (a) sólo permite apreiarpeldaños harmónios. En pequeño, en (b) mostramos un peldaño subharmónio (s =

2), (ω = 1/2 y K = 4,0).Para los asos de valores raionales no enteros de ω, Inui and Doniah [92℄han dado algunas evidenias y argumentos de plausibilidad para la existeniade peldaños subharmónios. Hemos omprobado uidadosamente este punto[93℄ para varios valores raionales diferentes de ω y siempre hemos enontradoevidenias numérias de peldaños subharmónios (así omo la no existenia desubharmónios para valores enteros de ω). La �gura 4.4 representa un ejem-plo de la esalera, v̄(F̄ ), de una estrutura onmensurada. Asímismo, hemosseñalado [93℄ que el álulo del mayor exponente de Lyapunov del estado es-taionario revela del modo más sensible la existenia de subharmónios. Elexponente de Lyapunov tiene valores negativos en los peldaños y va a ero enlos extremos de estos. Un exponente de Lyapunov negativo de una trayeto-ria {uj(t)} re�eja que la trayetoria es dinámiamente estable; esto es, quepara tiempos grandes las pequeñas desviaiones {δuj(t)} de la trayetoria enpromedio deaen exponenialmente [82℄. La �gura 4.5 muestra la variaión delmayor exponente de Lyapunov λ on la fuerza externa F̄ en el aso de una faseonmensurada; laramente se apreian muhos subharmónios omo pequeñospios en la urva.Los estudios numérios avalan la existenia de sinronizaión armónia y
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Figura 4.5: El exponente de Lyapunov es el modo más sensible de detetar la existeniade resonanias subharmónias. Los valores de F̄ se han elegido entre el primer y elsegundo peldaño no nulos de la �gura 4.4 (a).subharmónia en la dinámia de las estruturas onmensuradas (on espaiadopromedio no entero) impulsadas por fuerzas periódias. Sin embargo, los estu-dios numérios son probablemente inapaes de dar una respuesta de�nitiva asi hay peldaños para todas las resonanias subharmónias (de modo que v̄(F̄ )sea una Esalera del Diablo) y, si este fuera el aso, si la Esalera del Diabloes ompleta o inompleta.La transiión de desinronizaión puede ser araterizada omo unfenómeno rítio dinámio de un modo muy pareido al utilizado para la tran-siión de desanlaje. De heho, omo veremos, ambas transiiones muestranmuhas similitudes. Nuestro trabajo [93℄ es un intento numério de arateri-zar la transiión de desinronizaión, entrándonos en los meanismos de esta.Dada la uniidad, para unos parámetros �jos, de la veloidad media, es po-sible elegir ualquier ondiión iniial para determinar v̄. Con este �n, la ele-ión más e�iente es ualquier on�guraión rotaionalmente ordenada (porejemplo un estado fundamental o una on�guraión equiespaiada) de q po-siiones distribuidas a lo largo de p pozos del potenial substrato (ω = p/q).Entones, imponiendo ondiiones de ontorno periódias, integramos numé-



88 Capítulo 4. Dinámia disipativa del modelo FK bajo fuerzas alternasriamente las euaiones del movimiento usando Runge-Kutta o algún otrométodo y desehamos el transitorio iniial a la hora de alular los promedios.Debe observarse que la onservaión del orden rotaional implia que la aproxi-maión numéria al estado estaionario es, para todo tiempo, rotaionalmenteordenada.En un peldaño el estado estaionario obtenido numériamente a partir deuna ondiión iniial rotaionalmente ordenada, es siempre resonante; esto es,invariante bajo una transformaión de simetría σr,m,s on r, m y s umplien-do (4.4). Como la tripleta (r,m, s) asoiada a una veloidad resonante no esúnia, surge la pregunta de si la transformaión de invariania de la soluiónobtenida es o no minimal (sin tener rp+mq y s fatores omunes). Las obser-vaiones numérias indian que en general hay muhos estados estaionariosrotaionalmente ordenados asoiados a diferentes transformaiones de inva-riania, aunque en la mayoría de los asos lo más fáil es enontrar el estadoestaionario rotaionalmente ordenado asoiado a una tripleta minimal (el es-tado minimalmente invariante). Debe señalarse que, aunque para un estadoresonante, uando ω es raional, hay un onjunto numerable in�nito de triple-tas minimales, un estado estaionario espaialmente periódio que es invariantebajo una transformaión minimal, neesariamente lo es bajo todas ellas. Másaún, numériamente también observamos que el rango (intervalo de valores de
F̄ ) de existenia de estados estaionarios rotaionalmente ordenados asoiadosa transformaiones de invariania no minimales es menor que el intervalo desinronizaión, que oinide on el rango de existenia del estado estaionarioinvariante bajo el onjunto de transformaiones de invariania minimales. Cer-a de la transiión de desinronizaión, paree ser que sólo persiste el estadoestaionario resonante minimalmente invariante.La teoría de Floquet [82℄ del análisis de estabilidad de soluiones pe-riódias de �ujos puede ser utilizada para analizar la estabilidad de los esta-dos estaionarios resonantes. Asumamos que una soluión resonante partiular
{u0

j (t)}, de espaiado promedio ω = p/q, es invariante bajo la transformaión
σr,m,s:

{

u0
j+r

(

t− s

ν0

)

+m

}q

j=1

= {u0
j(t)}qj=1. (4.12)Linealizando las euaiones del movimiento en torno a la soluión {u0

j (t)}, seenuentra que una ondiión iniial {u0
j (t0)+ηj(t0)} (on {ηj(t0)} in�nitesimal)ambia tras s periodos de la fuerza (∆t = s/ν0) a:

{u0
j+r(t0) +m}qj=1 + PM{ηj(t0)}qj=1 (4.13)donde M es la matriz de las euaiones del movimiento linealizadas integradas
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Figura 4.6: Valores propios de la matriz de Floquet de una soluión resonante a uatrovalores de F̄ (ω = 3/5 y v̄/ν0 = 1/5) El mayor de los valores propios tiende a +1uando F̄ → F̄u, donde tiene lugar una bifuraión saddle-node.
s periodos, y P es la matriz de permutaiones ílias:

P = {δj,l(j)} on l(j) = j + r mód q . (4.14)El problema de la estabilidad lineal de una soluión resonante se redue deeste modo al estudio de los valores propios de la matriz de Floquet
Q = PM. (4.15)Los valores propios de la matriz Q son independientes de la eleión de t0.La soluión resonante {u0

j (t)} es linealmente estable si todos los valores propiosestán loalizados dentro del írulo unidad del plano omplejo. La inestabilidadde la soluión resonante ourre al valor de F̄ para el ual alguno de los valorespropios ruza el írulo unidad.La �gura 4.6 muestra los valores propios de la matriz de Floquet de unasoluión resonante minimalmente invariante, a distintos valores del valor mediode la fuerza F̄ , uando ésta se aproxima a la transiión de desinronizaión.Cuando nos aeramos a la transiión desde la zona sinronizada, uno delos valores propios, Λ0, de la matriz de Floquet de la soluión resonante mini-
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Figura 4.7: La �gura muestra el exponente de Lyapunov de dos estados estaiona-rios ({ua,b
j (t)}) rotaionalmente ordenados on espaiado promedio ω = 13/21. Elexponente se ha alulado a partir del mayor valor propio de la matriz de Floquet(euaiones (4.15) y (4.16)). Para el aso estudiado v̄/ν0 = 9/21. El estado estaio-nario minimalmente invariante σ−9,6,1{ua

j (t)} = {ua
j (t)} (s = 1) es estable en todo elpeldaño (a). Estados estaionarios de invariania no minimal muestran un rango deestabilidad menor, aso (b), donde σ3,−1,2{ub

j(t)} = {ub
j(t)} (s = 2).malmente invariante, ruza el írulo unidad por (+1); entones, aontee unabifuraión de saddle-node (ver la �gura 4.6). El tiempo de relajaión desdetrayetoria eranas a la soluión resonante, τ ′, diverge, uando nos aproxima-mos a la transiión, on un exponente 1/2, que es el araterístio de este tipode bifuraión:

τ ′ ∼ −(ln(ReΛ0))
−1 ∼ | F̄ − F̄u |−1/2 (4.16)donde F̄u es el valor de F̄ al ual se da la transiión de desinronizaión. Eltiempo de relajaión τ ′ es de heho el inverso del exponente de Lyapunov delas trayetorias resonantes minimalmente invariantes.La pérdida de estabilidad de los estados estaionarios resonantes no mi-nimalmente invariantes es anterior a la transiión de desinronizaión, omopuede apreiarse en la �gura 4.7.En la transiión de desinronizaión la mayoría de los valores propios de lamatriz de Floquet del estado estaionario resonante permaneen en el interiordel írulo unidad. Por ello, es de esperar que en la región donde el movimientono es resonante, pero su�ientemente era del punto de transiión, la región delespaio de fases donde se enontraba el estado estaionario resonante, todavíasea un atrator de las trayetorias eranas, que después de algún tiempo de�pegado�, esapan siguiendo el vetor propio desestabilizador de la matriz de
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Figura 4.8: Seiones de Poinaré a t = t0 +n/ν0 del estado estaionario on ω = 1/2a ambos lados de la transiión de desinronizaión (F̄u ≃ 0,30047). (a) F̄ = 0,3006,estado no resonante;(b) F̄ = 0,3004 estado resonante.Floquet. Estas asuniones son on�rmadas por el análisis de las soluiones noresonantes en las eranías de la transiión de desinronizaión:La �gura 4.8 muestra la seión de Poinaré (para un intervalo temporalentre seiones de ν−1
0 ) de trayetorias a ambos lados de la transiión;la trayetoria no resonante (a), que tiene la topología de un írulo,permanee durante intervalos largos de tiempo en las eranías del iloperiódio resonante (b).La �gura 4.9 muestra la veloidad instantánea media v(t) de trayetoriaa ambos lados de la transiión; en el aso de trayetoria no resonantes(a), durante intervalos largos de tiempo, v(t) es indistinguible de (b) (tra-yetoria resonante), pero esos intervalos son interrumpidos por disturbios(intermitenias) de orta duraión, después de los uales se reuperanlas osilaiones resonantes.El espetro de potenias de la veloidad media v(t) (�gura 4.10) de la
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Figura 4.9: Veloidad instantánea v(t) a ambos lados de la transiión de desinroni-zaión.
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Figura 4.10: Espetro de potenias de la veloidad instantánea v(t) de un estado noresonante (�g. 4.9 (a)).trayetoria no resonante muestra pios a valores de la freuenia queson ombinaiones enteras de dos freuenias: ν0/s (que orresponde alas resonanias) y ν que orresponde a los intervalos de tiempo entreintermitenias (que apareen periódiamente).El omportamiento intermitente es una araterístia bien onoida delos sistemas dinámios no lineales en las eranías de bifuraiones saddle-node(intermitenia de tipo I [83℄). A diferenia del omportamiento observado enla transiión intermitente a la turbulenia en �uidos onvetivos o al aos enalgunos sistemas dinámios no lineales disipativos de poos grados de libertad,las intermitenias en este sistema onduen a un atrator uasiperiódio.Llamemos x(t) a la posiión a tiempo t del entro de masas (entroide)de una elda unidad de la estrutura {uj(t)}, alulado respeto a un sistemainerial moviéndose on veloidad onstante e igual a la veloidad resonante
v̄step = ν0(rω +m)/s, on (r, m, s) una tripleta minimal:

x(t) = q−1





q
∑

j=1

uj(t)



 − v̄stept. (4.17)
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Figura 4.11: Trayetoria del entroide x(t) de un estado onmensurado no resonan-te (línea de puntos). Los instantones apareen omo saltos en la �gura. Las líneasontinuas orresponden a varios estados estaionarios resonantes.Para una soluión resonante minimalmente invariante, {ustep
j }, x(t) es unafunión periódia de periodo s/ν0 y valor medio x̄. Cualquier transformaiónde simetría arbitraria, σr′,m′,s′ , sobre {ustep

j } genera otro estado estaionarioresonante minimalmente invariante {u′step
j } uyo entroide x′(t) tiene un valormedio x̄′, tal que

∆r′,m′,s′ ≡ x̄′ − x̄ = r′ω +m′ − v̄steps
′/ν0. (4.18)Entones, el mínimo valor positivo de ∆r′,m′,s′ es (qs)−1. La �gura 4.11 mues-tra la funión x(t) de varios estados estaionarios resonantes minimalmenteinvariantes en las eranías de la transiión de desinronizaión y también deuna trayetoria no resonante alulada muy era de F̄u. Como puede verse,ada intermitenia lleva a la trayetoria no resonante de una soluión resonantea la ontigua, lo que produe un inremento disreto, de valor (qs)−1, en x̄.Esta araterístia, unida al heho de que las intermitenias están loalizadasen el tiempo, motivó que Falo et al. [93℄ las llamaran instantones. Si ν−1 esel intervalo temporal entre instantones, la veloidad media de la trayetoria noresonante es:

| v̄ − v̄step | = ν(qs)−1. (4.19)



4.3. Estruturas inonmensuradas impulsadas por fuerzas sinusoidales. Transiión deAubry dinámia 95La araterizaión de la transiión de desinronizaión omo una bifur-aión de saddle-node, onlleva que el tiempo araterístio ν−1 (tiempo de�pegado� a una resonania erana) diverge, | F̄ − F̄u |−1/2, uando nos apro-ximamos a la transiión desde el lado de la no resonania y, por lo tanto,
| v̄ − v̄step | ∼ | F̄ − F̄u |1/2 . (4.20)La desripión de las trayetorias uasiperiódias no resonantes en las er-anías de la transiión de desinronizaión omo una distribuión (temporal)regular de instantones superpuestos a la trayetoria resonante erana, es simi-lar a la desripión fenomenológia de las estruturas inonmensuradas omouna distribuión (espaial) regular de disonmensuraiones ada una de lasuales porta un exeso de longitud disreto. La analogía, sin embargo, no debeensombreer una diferenia importante entre ambas situaiones. La transiiónConmensurada-Inonmensurada no se redue a una bifuraión de saddle-node.Las estruturas onmensuradas persisten, y son estables, después de la tran-siión. Por el ontrario, tras una transiión de desinronizaión, que es unabifuraión de saddle-node, los estados estaionarios resonantes desapareen.También, el omportamiento de esalado del espaiado promedio ω de los esta-dos fundamentales, en la transiión Conmensurada-Inonmensurada (2.26), esdistinto del esalado de la veloidad media en la transiión de desinronizaión(4.20).4.3. Estruturas inonmensuradas impulsadas por fuer-zas sinusoidales. Transiión de Aubry dinámiaFloría y Falo [94℄ han estudiado numériamente el omportamiento diná-mio de las estruturas inonmensuradas del modelo Frenkel-Kontorova, im-pulsadas por fuerzas sinusoidales (4.9). Ellos esogieron el número irraional

ς−1 = (
√

5− 1)/2, el inverso de la media áurea, omo valor del espaiado pro-medio ω para realizar sus estudios. Observaron la onvergenia de la funión
v̄(F̄ ) al aumentar el orden de las aproximaiones raionales al irraional deinterés. Finalmente, de la aproximaión 21/34 en adelante las diferenias ob-servadas eran del orden de la preisión numéria del álulo. La �gura 4.12resume los resultados obtenidos, uando Fac = 0,2 y ν0 = 0,2, de la veloidadmedia, v̄(F̄ ), en el plano (K, F̄ ).Para valores pequeños de la intensidad del potenial substrato, K, la velo-idad media es una funión reiente del valor medio de la fuerza externa:

v̄ ∝ F̄ (4.21)
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Figura 4.12: Diagrama de fases en el plano (K, F̄ ) de varios estados estaionarios deuna fase inonmensurada bajo una fuerza periódia sinusoidal (Fac = 0,2 y ν0 = 0,2).Las tripletas (r,m, s) araterizan los valores resonantes de la veloidad a los ualesourren los peldaños.(ver �gura 4.13(a)). En este régimen, en el que no se observan intervalos deestabilidad para las veloidades resonantes, a ualquier valor de la veloidadmedia las trayetoria aluladas pueden expresarse en términos de una funiónhull bidimensional f(x, y) (ver �gura 4.14 (a)):
uj(t) = f(jω + v̄t+ α, ν0t+ β) (4.22)donde α y β son fases arbitrarias. La funión f(x, y) es periódia on periodo

1 en la segunda variable y periódia a trozos en la variable x:
f(x+ 1, y + 1) = f(x+ 1, y) = 1 + f(x, y) (4.23)o, lo que es lo mismo, la funión g(x, y) de�nida por:

g(x, y) = f(x, y) − x (4.24)es periódia en ambas variables.La funión hull dinámia f(x, y) ambia de modo ontinuo on los paráme-tros K, F̄ , Fac y ν0, y en partiular uando K → 0, f(x, y) tiende a
f0(x, y) = x+

Fac

2πν0
sin(2πy) (4.25)
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Figura 4.13: Veloidad media v̄(F̄ ) de una fase inonmensurada a tres valores distintosde K. (a) K = 1,4, (b) K = 2,8 y () K = 4,0.que es la soluión analítia a K = 0 (4.10). Diho de un modo simple: el efetode un potenial substrato periódio su�ientemente pequeño en el movimiento,bajo fuerzas alternas, de las estruturas inonmensuradas, es una modulaiónsuave (�gura 4.14 (a)) de la soluión en el límite integrable.Conforme K ree, la funión v̄(F̄ ) omienza a desarrollar peldaños a losvalores resonantes de la veloidad (4.4), ver �guras 4.13(a) y (b). Las observa-iones numérias dan el resultado de que para ada veloidad resonante existeun valor rítio de la intensidad del potenial, KC(v̄), por enima del ual hayun intervalo de valores de F̄ para los uales la soluión estaionaria tiene elmismo valor medio de veloidad, que es igual al valor resonante. Floría y Falo[94℄ también observaron que a ada valor de KC(v̄) la funión hull dinámiaorrespondiente f(x, y) pasa a ser no analítia, �gura 4.14 (b), on in�nitasfallas a lo largo de la direión (v̄, ν0) en el plano x-y. Obsérvese que las posi-iones de las partíulas, uj(t), son funiones analítias del tiempo, así que lafunión hull dinámia debe ser analítia a lo largo de la direión temporal.La transiión que ourre a KC(v̄) es una transiión de Aubry diná-mia, y separa dos regímenes físios distintos. Por debajo de la transiión, elestado estaionario paree ser únio, salvo transformaiones de simetría (4.2)y existe una funión hull analítia f(x, y), dependiente de los parámetros delsistema, que desribe la soluión del estado estaionario (�gura 4.14 (a)). Porenima de la transiión de Aubry dinámia observamos que en los peldañosexiste una multipliidad de soluiones resonantes on diferentes propiedades
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Figura 4.14: Funión hull bidimensional g(x, y) que desribe el movimiento de unaestrutura inonmensurada a la veloidad asoiada a la tripleta (r,m, s) = (−1, 1, 1)a ambos lados de la transiión de Aubry dinámia: (a) K = 1,4, (b) K = 4,0.



4.3. Fases inonmens. bajo fuerza sinusoidal. Transiión de Aubry dinámia 99de invariania, y que el estado estaionario resonante invariante minimal estádesrito por una funión hull dinámia que no es analítia (�gura 4.14 (b)).Así omo la transiión de Aubry estátia es el punto de frontera entre lasestruturas inonmensuradas anladas y deslizantes, a ada valor resonantede la veloidad media, la transiión de Aubry dinámia separa el régimen desinronizaión (peldaños en la funión v̄(F̄ )), araterizado por la robustez dela veloidad media frente a pequeños ambios en F̄ , del régimen no sinronizadode las estruturas inonmensuradas.Desde esta perspetiva, el resultado presentado en la seión 4.1 sobre elmovimiento de las estruturas inonmensuradas bajo pulsos, es visto omoun aso límite de las fuerzas periódias, para el ual la transiión de Aubrydinámia ourre, para todas las resonanias, a un únio valor deK, que oinideon el valor de K de la transiión de Aubry estátia.El análisis de Floquet de una soluión inonmensurada resonante, a valoresde K por debajo de la transiión de Aubry dinámia, muestra que el espetrode valores propios de la matriz de Floquet posee un valor propio igual a (+1).Por enima de la transiión, sin embargo, y para valores de F̄ en el interior deun peldaño, todos los valores propios de la matriz de Floquet se enuentran lo-alizados en el interior del írulo unidad del plano omplejo, de manera que lasperturbaiones de la trayetoria en un instante dado, deaen exponenialmenteen las resonanias (tienen un exponente de Lyapunov negativo).La araterizaión de la transiión de Aubry dinámia omo fenómeno rí-tio no está totalmente ompletada. La abundania de parámetros y los límitesen la preisión numéria, haen que éste no sea un asunto trivial desde el puntode vista de una aproximaión numéria al problema. Podemos mostrar algunosresultados preliminares sobre tres antidades superrítias; esto es, antida-des que son distintas de ero por enima de la transiión y se anulan en latransiión.La anhura de los peldaños de resonanias, ∆F̄ , tiende a ero uando
K → K+

C (v̄) on una ley potenial:
∆F̄ ∼ (K −KC(v̄))ψ . (4.26)El mayor gap de la funión hull dinámia (a lo largo del peldaño deresonania), ∆f , esala según:
∆f ∼ (K −KC(v̄))σ . (4.27)El mayor de los exponentes de Lyapunov (logaritmo de la mayor partereal de entre los valores propios de la matriz de Floquet), λmax, se anula
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λmax ∼ (K −KC(v̄))χ. (4.28)La tabla muestra, para varias resonanias, las estimaiones numérias delos exponentes rítios y el valor de KC(v̄) (Fac = 0,2 y ν0 = 0,2).(r,m,s) (0,0,1) (2,-1,1) (-1,1,1) (1,0,1) (0,1,1)

∆F̄ KC 2.30 1.90 1.42 1.54 1.94
ψ 1.99 1.91 2.02 1.72 1.50

∆f KC 2.28 1.97 1.44 1.55 1.82
σ 0.35 0.26 0.43 0.39 0.48

λmax KC 2.25 1.84 1.39 1.51 1.83
χ 1.93 1.56 1.49 1.31 1.34Hemos visto que existen puntos de similitud entre la transiión de desan-laje de las estruturas onmensuradas bajo la aión de fuerzas onstantes yla transiión de desinronizaión de los estados estaionarios onmensuradosresonantes bajo la aión de fuerzas periódias. Además, está el heho de que eldesanlaje de las estruturas inonmensuradas mani�esta diferenias notableson respeto al aso onmensurado. Por esto, es de esperar que la desinroni-zaión de las soluiones inonmensuradas resonantes podría mostrar algunasaraterístias nuevas.La �gura 4.15 muestra los valores propios de la matriz de Floquet de unestado estaionario inonmensurado resonante para varios valores del valor me-dio de la fuerza, eranos al valor de desinronizaión F̄u. Como ourre en elaso onmensurado uando F̄ → F̄u el mayor (en módulo) valor propio de lamatriz de Floquet es real y tiende a (+1) on exponente 1/2 (ver �guras 4.15y 4.16). Sin embargo, en esta oasión enontramos una distribuión de valorespropios que se aproximan a (+1), uyos orrespondientes vetores propios sonmuy loalizados (�gura 4.17). Es de esperar que la densidad �nita de modosblandos loalizados esale on algún exponente que, posiblemente, depende delos valores de los parámetros del modelo. Desafortunadamente, las limitaio-nes en uanto a la preisión numéria impiden una estimaión direta de talexponente.El análisis de la transiión de desinronizaión heho desde el lado no reso-nante presenta el mismo tipo de di�ultades que las enontradas en el análisisde la transiión de desanlaje de las estruturas inonmensuradas: aunque eltiempo de pegado a resonanias próximas diverge on exponente 1/2 (bifur-aión de saddle-node), el número de estados resonantes que la trayetoria noresonante tiene que visitar para ualquier desplazamiento �nito (relativo alsistema de referenia que se mueve a la veloidad resonante) diverge on algún
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Figura 4.15: La �gura (a) muestra los valores propios de la matriz de Floquet de lafase ω = 55/89 usada omo aproximaión a un aso inonmensurado. En la transiiónde desinronizaión existe una densidad �nita de valores propios que ruzan el írulounidad por +1. La �gura (b) muestra la parte real del mayor de los valores propiosera del valor de la fuerza al ual ourre la transiión.
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Figura 4.16: Hemos alulado el exponente de Lyapunov, λ, a partir del mayor valorpropio, Λ0, de la matriz de Floquet. Cuando Λ0 → +1), on exponente 1/2, λ → 0,on el mismo exponente.exponente δ que seguramente depende de los valores de los parámetros delmodelo. De este modo la veloidad media de una estrutura inonmensuradaen la transiión de desinronizaión esala según:
| v̄ − v̄step | ∼ | F̄ − F̄u |1/2+δ . (4.29)Estimaiones numérias no muy preisas del exponente δ a distintos reso-nanias y valores de K, pareen indiar que 0 < δ < 1/2, así omo su aráterno universal.Tanto la transiión de desanlaje omo la de desinronizaión son ejemplosde bifuraiones saddle-node, que en el aso de un número �nito de grados delibertad (onmensurado) están araterizadas por un exponente 1/2 para laveloidad media. En los dos asos el paso al límite inonmensurado (ontinuo)ambia este exponente rítio. Por último, en el aso inonmensurado, uandovariamos el parámetro K ada transiión �naliza en una transiión de Aubry,por debajo de la ual tanto el anlaje omo la sinronizaión desapareen.
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Figura 4.17: Los vetores propios {xi
j} asoiados on el mayor valor propio de lamatriz de Floquet están loalizados. La �gura muestra uno de ellos, alulado para

F̄ = 0,2242 en la �gura 4.15.4.4. Disonmensuraiones, sinronizaión y metaes-tabilidad dinámiaEn la seión 3.2.4 disutimos el omportamiento dinámio de las dison-mensuraiones elementales impulsadas por fuerzas onstantes. Para valores delampo de fuerzas inferiores a la transiión de desanlaje de la estrutura on-mensurada subyaente, pero superiores a la fuerza de desanlaje de la dison-mensuraión, ésta se mueve on alguna veloidad relativa ṽ(F ) determinadapor el valor F de la fuerza. A partir de la regla �prohibido adelantar� es fáilobtener la uniidad de esa veloidad relativa. También hemos visto que paravalores del ampo de fuerzas por enima de la fuerza de desanlaje de la es-trutura onmensurada subyaente, asintótiamente, las disonmensuraioneselementales desapareen: omo onseuenia del aráter ontinuo del onjuntode soluiones estaionarias deslizantes las estruturas onmensuradas deslizan-tes son indefetibles, un resultado que está en la base de la existenia de unafunión hull dinámia analítia f(x) (3.11).Como vamos a ver, la situaión es muy diferente [95℄ uando la adena deFrenkel-Kontorova es impulsada por fuerzas periódias. Al omienzo del apí-
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Figura 4.18: Fase relativa loal de una disonmensuraión elemental de ∆ = −1/2.
K = 4,0, Fac = 0,2, ν0 = 0,2 y F̄ = 0,26; la estrutura subyaente, ω = 1/2, semueve on veloidad resonante v̄/ν0 = 1/2 (ver la �gura 4.4). La disonmensuraiónse mueve on veloidad relativa ṽ/ν0 = +1 (ver �gura 4.20). Mostramos ϕj(t) avalores de t = t0 + n/ν0.tulo señalamos que el onjunto de los estados estaionarios de una estruturaonmensurada moviéndose a una veloidad resonante es disreto. Este hehoes básio para sostener el siguiente argumento, que proporiona un modo dejusti�ar la estabilidad de disonmensuraiones en estruturas onmensuradasque se mueven bajo la aión de una fuerza periódia: sea {uj(t)} un estadoestaionario resonante de invariania minimal (que orresponde a algún va-lor de F̄ en el interior de una resonania) on espaiado promedio ω = p/q(p y q primos entre sí) y veloidad media resonante v̄step = (rω + m)/s, laual, por senillez asumiremos que es un armónio, s = 1. Sea {u′j(t)} el es-tado estaionario resonante minimalmente invariante ontiguo, de modo que
x̄′ − x̄ = 1/q, donde x̄ se de�nió tras (4.17). Preparemos una on�guraión
{wj(t0)} de ondiiones iniiales tal que

wj(t0) = uj(t0) si j < j0,

wj(t0) = u′j(t0) si j ≥ j0;

(4.30)de modo que la on�guraión de ondiiones iniiales es erana a una dison-mensuraión elemental en una estrutura onmensurada. Dada la estabilidadde los estados estaionarios resonantes, se espera que para todo j ≪ j0 lasoluión {wj(t)} no di�era sustanialmente del estado estaionario resonante
{uj(t)}, y que para j ≫ j0, {wj(t)} permaneza esenialmente igual a {u′j(t)}.En otras palabras, la robustez de las soluiones resonantes podría, en prinipio,
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Figura 4.19: Las disonmensuraiones de exeso de longitud 1/(qs) tan sólo son po-sibles omo estados estaionarios móviles. La �gura muestra una disonmensuraiónsobre un estado onmensurado de ω = 1/2 y resonante on s = 2 (ver �gura 4.4(b));
K = 4,0, Fac = 0,2, ν0 = 0,2 y F̄ = 0,306625). Dibujamos ϕj(t) a valores de
t = t0 + 2n/ν0.mantener el exeso de longitud 1/q (que iniialmente se onentra en j0) en unaregión loalizada que, por otro lado, podría moverse respeto a la soluión on-mensurada on veloidad relativa ṽ. La onseuenia es que, dada la disretituddel onjunto de soluiones resonantes los estados estaionarios resonantes sondefetibles. Esta onlusión es on�rmada plenamente por las simulaionesnumérias. La �gura 4.18 muestra el movimiento de una disonmensuraiónelemental de espaiado promedio ω = 1/2 en el interior de la resonania develoidad v̄step/ν0 = 1/2. La disonmensuraión permanee loalizada en elespaio.Las disonmensuraiones elementales estátias en estruturas onmensura-das de espaiado promedio ω = p/q (p y q primos entre sí), tienen un exesode longitud de 1/q, siendo esta antidad el menor exeso de longitud positivoque un defeto estátio puede poseer. Sin embargo, las disonmensuraionesen estados onmensurados estaionarios resonantes pueden tener un exeso delongitud menor que 1/q: en el aso de una resonania subharmónia, s > 1,el mínimo exeso de longitud positivo es 1/(qs) < 1/q. La �gura 4.19 mues-tra un ejemplo de este interesante tipo de disonmensuraiones, que no tienenequivalente estátio.Consideremos una soluión resonante de un estado on una disonmensu-raión elemental. A valores bajos de la intensidad K del potenial, la veloidadrelativa ṽ de la disonmensuraión ambia suavemente omo funión de F̄ (ver
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Figura 4.20: ṽ(F̄ )/ν0 en el aso de una disonmensuraión retardada a dos valoresde K. (a) K = 1 (aso de bajo K), ṽ no es resonante. (b) K = 4 (aso de alto K),
ṽ es resonante. La estrutura subyaente es una fase de ω0 = 1/2 que se mueve enun estado resonante. En (b) los peldaños impares (ṽ/ν0 = ... − 2, 0, 2, ...) orrespon-den a subharmónios del movimiento de la disonmensuraión; aunque existen, no seapreian bien en la �gura. Como de ostumbre Fac = 0,2 y ν0 = 0,2.
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Figura 4.21: Curva araterístia, v̄(F̄ ), de dos estruturas distintas de�nidas on
ω = 1/2 y ω = 6/11. (K = 4,0, Fac = 0,2, ν0 = 0,2).la �gura 4.20) y no aparee sinronizaión alguna. Sin embargo, por enima dealgún valor rítio de K, ṽ se sinroniza a valores que son resonantes on lafreuenia ν0 de la fuerza externa:

ṽ

ν0
=
r

s
(4.31)y el estado estaionario orrespondiente, {wj(t)}, es invariante bajo una trans-formaión partiular σr,m,s de invariania del estado estaionario onmensura-do subyaente {uj(t)}. Para ser más onreto, si (r0, m0, s0) es una tripleta mi-nimal asoiada a {uj(t)}, entones r y s en (4.31) tienen la forma r = kr0−nq,

s = ks0 , on k y n enteros, y entones {wj(t)} es invariante bajo la transforma-ión σr,m,s on m = km0 + np. En los valores resonantes de ṽ los movimientosrelativos de la disonmensuraión y de la estrutura onmensurada subyaenteestán sinronizados. Esta sinronizaión es estruturalmente estable, robustafrente a �utuaiones de los parámetros.Una on�guraión que esté formada por una estrutura onmensurada deespaiado promedio ω, moviéndose on veloidad media v̄0, y una densidad cde disonmensuraiones de veloidad relativa ṽ y exeso de longitud ∆, tieneuna veloidad media v̄:
v̄ = v̄0 − ṽc∆. (4.32)En la �gura 4.21 mostramos la funión v̄(F̄ ) en el aso de dos estruturasonmensuradas diferentes de ω = 1/2 y ω = 6/11, respetivamente. La últi-



108 Capítulo 4. Dinámia disipativa del modelo FK bajo fuerzas alternasma puede verse omo una red de disonmensuraiones elementales avanzadason densidad c = 1/11 sobre la on�guraión onmensurada más simple de
ω = 1/2. Inluso para este, no muy bajo, valor de la onentraión de lasdisonmensuraiones, la veloidad (4.32) ajusta exatamente en los peldañosobservados.Ya que la defetibilidad es la ondiión neesaria para tener metaestabili-dad, se espera que en el régimen resonante del movimiento haya una gran ri-queza de atratores estables diferentes. De heho, ya hemos menionado que seobservan muhos estados estaionarios resonantes rotaionalmente ordenadoslos uales orresponden a diferentes transformaiones de invariania. Tambiénse observan atratores estables que no son rotaionalmente ordenados. Parailustrar este punto, en los párrafos siguientes analizaremos la estabilidad delos tres tipos de on�guraiones metaestables que fueron introduidos en laseión 2.4.Tomemos una estrutura metaestable de tipo I y �jemos F̄ (y el resto delos parámetros del modelo) a un valor �bien en el interior� de uno de los in-tervalos de sinronizaión de la veloidad de la disonmensuraión ṽ. Comoel espaiado entre las disonmensuraiones es irregular, la on�guraión departíulas en la disonmensuraión es ligeramente diferente del aso de unaestrutura on disonmensuraiones regularmente espaiadas; sin embargo, yaque estas desviaiones son su�ientemente pequeñas y graias a que el valor de
F̄ está entrado en el intervalo de sinronizaión (no era de los extremos),ada disonmensuraión individual se mueve, sin deshaerse, on el mismo va-lor resonante de la veloidad. Esto es lo que debe esperarse basándonos en larobustez del fenómeno de sinronizaión. El movimiento sinronizado de lasdisonmensuraiones sobre el substrato onmensurado, asegura que los espa-iados irregulares entre las disonmensuraiones son preservados en la evolu-ión temporal y, por lo tanto, la estrutura metaestable sobrevive omo unaon�guraión metaestable que se mueve y no relaja a una red regular de dis-onmensuraiones móviles. La �gura 4.22 muestra un ejemplo del movimientoestable de una estrutura de tipo I. Cuando la fuerza externa F̄ se ajusta fueradel intervalo de resonania de la veloidad relativa de la disonmensuraión, laestrutura evoluiona a una red regular de disonmensuraiones. Sin embargo,tal relajaión puede ser extremadamente lenta.El movimiento estable de las estrutura metaestables de tipo II requiere laondiión de que las veloidades ṽa y ṽb de las disonmensuraiones avanzada yretardada, relativas a la estrutura onmensurada subyaente, tengan el mismovalor ṽa = ṽb, en algún intervalo �nito de F̄ . Con esta ondiión, la situaiónes muy similar al aso de las estruturas de tipo I analizado en el párrafo ante-rior, en el sentido de que el movimiento resonante de las disonmensuraiones
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Figura 4.22: Estado estaionario móvil de la estrutura metaestable de tipo I. Estáformado por disonmensuraiones elementales on ∆ = +1/2 y una onentraión
c = 3/53. Aquí v̄0/ν0 = 1/2 y v̄/ν0 = 25/53 de modo que ṽ/ν0 = 1 (ver euaión(4.32)).preservará la distribuión iniial de disonmensuraiones separadas. La �gura4.23 (a) muestra un ejemplo de una estrutura metaestable de tipo II movién-dose. En la �gura 4.23 (b) el valor de F̄ se �jó fuera del intervalo omún deresonania, y el par de disonmensuraiones se aniquilan.Finalmente, onsideramos una estrutura metaestables de tipo III, formadapor bloques de espaiados promedio ω1 y ω2, de modo que el espaiado prome-dio de la estrutura total viene dado por (2.49), donde λ es la proporión (enlongitud) de la fase ω1. Sean v̄, v̄1 y v̄2 las veloidades medias asoiadas a ω, ω1y ω2 respetivamente (darse uenta de que �jos los parámetros del sistema, v̄es una funión únia de ω [44℄). Para que sea posible el movimiento estable dela estrutura metaestable, es neesario que la siguiente ondiión inemátia

v̄

ω
= λ

v̄1
ω1

+ (1 − λ)
v̄2
ω2

(4.33)se umpla para algún intervalo �nito de valores de F̄ de resonania omún paralas tres veloidades. Siempre que la anhura de las interfases sea muho menorque la separaión entre ellas, y que el valor de F̄ se enuentre loalizado en el
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Figura 4.23: Estrutura metaestable móvil de tipo II. Consiste en dos disonmensura-iones opuestas en una estrutura de ω0 = 2/3. (a) F̄ = 0,18, a este valor de la fuerzaexterna ṽ es la misma para las dos disonmensuraiones, resultando una estruturaestable. (b) F̄ = 0,164, ada disonmensuraión se mueve on un valor diferente de ṽ,de modo que se aniquilan.



4.4. Disonmensuraiones, sinronizaión y metaestabilidad dinámia 111interior del intervalo de resonania omún, la robustez del estado estaionariomóvil sinronizado de ada uno de los bloques evita la difusión de las interfases;éstas mantienen su separaión mientras se mueven on veloidad media v̄int:
v̄int =

(

1

ω1
− 1

ω2

)−1 (

v̄1
ω1

− v̄2
ω2

)

. (4.34)Para obtener este último resultado es útil darse uenta de que uando la es-trutura se mueve las partíulas van pasando de una fase a otra. El númeromedio de partíulas que ruzan la interfase en una unidad de tiempo (densidad
× veloidad relativa) puede expresarse omo:

ω1
−1(v̄1 − v̄int) = ω2

−1(v̄2 − v̄int) (4.35)y a partir de esta euaión de ontinuidad se obtiene v̄int (4.34).Las �guras 4.24 (a), (b) y () muestran ejemplos del movimiento estable einestable de estruturas metaestables de tipo III. En el aso (b) la estruturametaestable relaja a otra estrutura metaestable diferente. En () el estadoestaionario es la estrutura homogénea.Aunque los estudios numérios se restringen a los asos de on�guraionesmetaestable periódias, los argumentos de plausibilidad dados aquí tambiénse aplian a los asos de redes espaialmente aótias de disonmensuraioneso de interfases; esto permite a�rmar que en la dinámia disipativa del mo-delo Frenkel-Kontorova on interaión onvexa entre las partíulas, puedenobservarse on�guraiones estables espaialmente aótias.
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Figura 4.24: Tres evoluiones diferentes para una mismas ondiiones iniiales de unaestrutura metaestable de tipo III. (a) La on�guraión iniial pervive omo estadoestaionario. (b) La on�guraión iniial relaja a una nueva estrutura metaestable detipo III, que permanee omo estado estaionario. () El estado relaja a una estruturaregular móvil. La ondiión iniial está de�nida por: ω1 = 1/2, ω2 = 1, λ = 32/52 (ver(4.33)). (a)F̄ = 0,19, (b)F̄ = 0,22, ()F̄ = 0,225. En esta �gura se representa la faserelativa loal donde la estrutura onmensurada de referenia que se elige es ω0 = 1/2.
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Parte IILa esalera de unionesJosephson





Resumen de la segunda parteLa segunda parte de esta memoria está dediada al estudio de un tipo deon�guraión de red de uniones Josephson onoida omo esalera de unio-nes Josephson. Nuestro prinipal objetivo ha sido poner de mani�esto lasdiferenias prinipales entre la esalera y las redes bidimensionales de unionesJosephson, por un lado, y la esalera y el modelo Frenkel-Kontorova por otro.El interés en las redes de uniones Josephson está impulsado por la disponibili-dad de ténias de fabriaión de redes de ualquier tamaño y geometría. Porello, la esalera de uniones Josephson es un sistema donde una ria fenome-nología de suesos pueden ser teória y experimentalmente estudiados de unamanera ontrolada. Podríamos aventurarnos a indiar que las redes de unionesJosephson son exelentes �banos de pruebas� para la Físia no lineal.
• Hemos demostrado la equivalenia rigurosa entre el problema del estadofundamental del modelo Fenkel-Kontorova y la red de uniones Josephson enel límite de despreiar ampos autoinduidos (λ⊥ → ∞). En ontraste on lared bidimensional de uniones Josephson, en la esalera la densidad de vórtiesdel estado fundamental omo funión del ampo externo es una Esalera delDiablo, on un peldaño a ada valor raional de esta densidad. Existen estadosfundamentales inonmensurados (on densidad de vórties irraional), que sondesritos por una funión hull. Esta funión, al igual que en el modelo Frenkel-Kontorova, sufre una transiión por ruptura de analitiidad, o transiión deAubry, a un valor determinado de la anisotropía de la red.
• Aunque las propiedades de equilibrio de la esalera de uniones Josephsonson las del modelo Frenkel-Kontorova on interaiones onvexas, esta equiva-lenia no se prolonga a la dinámia de la red. Así, por ejemplo, la dinámia dela esalera bajo orrientes ontinuas no muestra, en general, una urva úniade intensidad frente a voltaje, omo ourre para el modelo onvexo.
• En la esalera de uniones Josephson, a diferenia del modelo Frenkel-Kontorova, un estado fundamental no es estable en todo el rango posible devalores de la frustraión del sistema. En partiular, hemos visto que a valorespequeños del ampo la disonmensuraión elemental del estado on densidadde vórties igual a ero es inestable, y de la inestabilidad de esta se derivala inestabilidad del resto de on�guraiones de mínima energía del sistema,exepto el estado fundamental. La inestabilidad de esta disonmensuraiónestá relaionada on la no onvexidad del potenial de interaión entre lasfases en islas superondutoras veinas en la red.
• En el aso de onsiderar los ampos induidos por las orrientes superon-



120 Resumen de la segunda partedutoras (λ⊥ �nito), el diagrama de fases de los estados fundamentales es ua-litativamente similar al enontrado en el límite de despreiar estos ampos: unaEsalera del Diablo desribe la variaión de la densidad de vórties del estadofundamental frente al ampo externo. Sin embargo, la inlusión de los amposmagnétios induidos di�ulta el estableimiento de una equivalenia rigurosaentre el modelo de la esalera de uniones Josephson y el Frenkel-Kontorova.Este punto va más allá del objetivo de nuestro trabajo y permanee omo unauestión abierta en espera de futuras investigaiones.
• La introduión de los efetos de apantallamiento del ampo nos permi-ten estudiar la variaión ontinua del omportamiento del sistema entre dosregímenes magnétios diferentes. En el límite λ⊥ → ∞ todo el ampo magné-tio externo penetra la red, de modo que no hay apantallamiento. En el límite

λ⊥ → ∞ enontramos que el �ujo total de ampo a través de una elda de laesalera es nulo en aquellas eldas on vortiidad nula e igual a un uanto de�ujo en aquellas eldas on vortiidad igual a uno.
• Al analizar la estabilidad de algunas fases metaestables simples enontra-mos que los ampos de apantallamiento inrementan los intervalos de estabi-lidad. Cuando el ampo es nulo, existe un valor de la longitud de penetraiónpor enima del ual sólo el estado fundamental, de densidad de vórties igual aero, es estable. Esto nos ha permitido haer una onjetura sobre las orrientesrítias de la esalera de uniones Josephson uando los ampos induidos setienen en uenta.
• En el límite λ⊥ → ∞ hemos estudiado la aproximaión dinámia de laesalera de uniones Josephson al equilibrio y en presenia de temperatura, en-ontrando relajaión lenta aunque en el sistema no existe ningún desordenestrutural. Esta dinámia vítrea es típia de sistemas uyo paisaje de ener-gías en el espaio de on�guraiones se arateriza por la existenia de unamultipliidad de estados metaestables desonetados dinámiamente, lo queondue a una dinámia restringida del sistema.



Capítulo 5Introduión
5.1. El efeto JosephsonDesde el desubrimiento del efeto Josephson, una parte importante de lasinvestigaiones sobre superondutividad, se han onentrado en el estudio yapliaiones de este efeto en diversos tipos de sistemas. Hoy día el tema siguesusitando un enorme interés1.A omienzos de los años sesenta B.D. Josephson estableió una teoría feno-menológia sobre la superondutividad en metales separados por una barrera�na de material aislante [1, 2, 3℄. La teoría predie la existenia de orrientesestaionarias a través de la unión on voltaje ero. El origen de estas orrien-tes superondutoras es el túnel direto del ondensado de pares de eletronesentre las super�ies de Fermi de los dos metales. Resultado de la teoría es quedihas orrientes son una funión periódia de la diferenia invariante gauge dela fase del parámetro de orden superondutor a ambos lados de la barrera, ϕ.En los problemas de no equilibrio la dependenia temporal de ϕ está re-laionada diretamente on la diferenia de potenial entre ambos lados de launión, lo que se tradue en una orriente superondutora alterna. Las rela-iones Josephson básias para la intensidad y el voltaje a través de la uniónson:

Is = Ic senϕ, (5.1)
V =

~

2e

dϕ

dt
. (5.2)Donde Ic es la orriente superondutora máxima que, a voltaje ero, la1Clara prueba de esto es, por ejemplo, el altísimo número de omuniaiones sobre temasrelaionados on el efeto Josephson presentadas en el Marh Meeting de la APS de este año1996.



122 Capítulo 5. Introduiónunión puede soportar, en ausenia de �utuaiones térmias.Una derivaión senilla de dihas relaiones, extraídas del libro de Feymann[4℄, es la siguiente: sea ψi =
√
ρie

iθi (i = 1, 2) la funión de onda del estadosuperondutor en ada lado de la unión. En ausenia de ampo magnétioambas funiones están relaionadas por las siguientes euaiones:
i~
∂ψ1

∂t
= U1ψ1 +Kψ2 (5.3)

i~
∂ψ2

∂t
= U2ψ1 +Kψ1 (5.4)donde K da uenta de la amplitud del aoplamiento entre ambos lados. Supon-gamos además que onetamos la unión a una diferenia de potenial V on loque, �jando adeuadamente el ero de la energía, U1 = qV/2 y U2 = −qV/2,on q = 2e. Llevando ψ1 y ψ2 a las euaiones anteriores obtenemos la orrienteque �uye del lado 1 al 2, que es ρ̇1 = −ρ̇2,

J =
2K

~

√
ρ1ρ2 senϕ, (5.5)on ϕ = θ2 − θ1, y que la diferenia de potenial

V =
~

2e
ϕ̇. (5.6)Además podemos alular la energía asoiada a ada unión [5℄: en un superon-dutor el número de oupaión y la fase son variables anónias onjugadas,de ahí que satisfaen la siguiente relaión de inertidumbre

∆N∆θ ≥ 1 (5.7)Como en el superondutor N̄ ∼ 1020 y ∆N
N ∼ N̄−1/2 ∼ 10−10 entones ∆θ ∼

10−10 y podemos tomar ~θ y N omo variables semilásias onjugadas yumplen las euaiones del movimiento
~
∂θ

∂t
= −∂H

∂N
y

∂N

∂t
=

1

~

∂H

∂θ
(5.8)De este modo la energía (H12) asoiada a la unión se dedue de

I

2e
= −∂N1

∂t
=
∂N2

∂t
= −1

~

∂H12

∂θ1
=

1

~

∂H12

∂θ2
=

1

~

∂H12

∂ϕ
(5.9)siendo

H12(ϕ) = cte.− ~I0
2e

cosϕ (5.10)Los sorprendentes resultados predihos por Josephson fueron ontrastadosexperimentalmente en muy poo tiempo. Así, Anderson y Rowell [6℄ observaron



5.1. El efeto Josephson 123el efeto túnel superondutor y Shapiro [7℄ enontró en las urvas intensidad-voltaje, bajo la aión de un ampo de radiofreuenias, varios intervalos dependiente nula separados entre sí por un voltaje igual a hν/2e, los onoidosShapiro steps.Josephson estableió sus resultados para una unión de efeto túnel entremetales separados por una barrera aislante pero existe una gran variedad deestruturas superondutoras on aoplamiento débil (uniones débiles) quemuestran un omportamiento similar [8, 9, 10℄.En 1968 Stewart [11℄ y MCumber [12, 13℄ propusieron un modelo paradesribir la orriente neta total �uyendo a través de un enlae débil: el mo-delo RSJ (resistively shunted juntion). Es un modelo de dos �ujos para laorriente: la orriente superondutora debida al efeto Josephson (5.1), y unaontribuión proporional a la diferenia de potenial, debida a la orriente deeletrones normales.
I = Is + In = Ic senϕ+

1

RN

~

2e

dϕ

dt
, (5.11)on RN la resistenia normal en la unión. Este modelo ha resultado ser adeua-do en la prediión de las prinipales araterístias de sistemas on unionesJosephson. Si la unión tiene una apaidad C apreiable, omo es omún en elaso de las uniones tipo túnel, entones hemos de tener en uenta una ontri-buión más a la orriente: IC = C dV

dt .Siguiendo a Lindelof [9℄, podemos onsiderar dos asos extremos de diná-mia de una unión Josephson:a) El aso de una fuente de voltaje onstante Vdc, y on impedania ero.Este es el aso de uniones on apaidad grande (las de tipo túnel por ejemplo).Entones, la fase ree linealmente en el tiempo y la intensidad de orrientemuestra osilaiones de freuenia ωJ
I = Ic senωJ t+

Vdc

RN
, (5.12)

ωJ =
2e

~
Vdc. (5.13)b) El aso de una fuente de intensidad onstante, Idc, on impedania in�-nita. Esta es la desripión apropiada en los asos de �miropuentes� y unionesde �ontato puntual�. En estos asos la apaidad puede ser despreiada y laeuaión diferenial para ϕ es:

Idc = Ic senϕ+
~

2eRN

dϕ

dt
. (5.14)



124 Capítulo 5. IntroduiónEsta euaión puede resolverse analítiamente. El voltaje en funión de laorriente tiene la siguiente expresión:
〈V 〉
RN

=







0 si Idc ≤ Ic

(I2
dc − I2

c )
1/2 si Idc > Ic.

(5.15)Además, uando una unión es irradiada por miroondas, las urvas de in-tensidad frente a voltaje muestran una típia estrutura basada en peldaños.Para los asos de uniones en las uales la apaidad puede despreiarse, laurva IV se enuentra resolviendo
Idc + Iac senωact = Ic senϕ+

~

2eRN

dϕ

dt
. (5.16)La sinronizaión de las osilaiones de la fase on la freuenia de la fuen-te externa produe los intervalos de estabilidad (los peldaños) en la urva aalgunos, bien de�nidos, valores del voltaje.

〈V 〉 = n
~

2e
ωac ; con n entero. (5.17)Las euaiones (5.14) y (5.16) son las euaiones del movimiento, en ellímite disipativo, de un péndulo impulsado por una fuerza externa. En lasseiones 3.3.1 y 4.2 tratamos este sistema de una partíula que desribe ladinámia disipativa de las estruturas onmensuradas de espaiado promedioentero del modelo Frenkel-Kontorova estándar.5.2. Redes de uniones JosephsonLos avanes en iertas ténias experimentales de mirofabriaión, quehan tenido lugar en las dos últimas déadas, han puesto al alane de losfísios experimentales la posibilidad de estudiar redes de uniones Josephson deualquier tamaño y geometría [14, 15, 16, 17℄. Gran parte del trabajo se haentrado en estruturas periódias on aoplamiento uniforme y eldas unidadtriangulares o uadradas onstruidas a base de diferentes tipos de unionesdébiles. Sin embargo, también se ha investigado el omportamiento de sistemasdesordenados, on defetos, o asos exótios � redes uasiperiódias, fratales� que juegan on la geometría de la red y los tamaños de las eldillas.El interés original en redes bidimensionales de uniones Josephson se apoyaen dos razones prinipales: son la versión disreta de una pelíula superon-dutora [18℄ y proporionan la posibilidad de onstruir dispositivos de altafreuenia basados en la osilaión oherente de toda la red [19℄.



5.2. Redes de uniones Josephson 125Las redes bidimensionales formadas por islas superondutoras aopladasdébilmente por medio de uniones Josephson onstituyen un modelo para elestudio ontrolado de algunos aspetos de pelíulas granulares, que pueden servistas omo redes desordenadas de uniones Josephson. De este modo, el interésen la transiión de fase superondutor-normal (de heho una transiión deKosterlitz-Thouless [20℄) en sistemas bidimensionales impulsó buena parte delos primeros estudios de redes de uniones Josephson [21, 22, 23, 24℄. En el asode uniones de tipo túnel, el omportamiento de la red es similar al de pelíulasgranulares; mientras que redes on otros tipos de uniones débiles (uniones de�aoplamiento por proximidad�), se omportan omo superondutores débileshomogéneos de tipo II, on gran longitud de penetraión transversal. Desde unpunto de vista más fundamental, una red de uniones Josephson en presenia deun ampo magnétio externo onstante y uniforme es una exelente realizaiónexperimental del modelo XY bidimensional uniformemente frustrado.La energía Josephson de una red de uniones débiles en presenia de unampo magnétio perpendiular a la red está desrita por [25℄
H = −

∑

<ij>

Jij cos(θi − θj −Aij), (5.18)donde la suma se extiende sobre todas las uniones débiles entre pares de islassuperondutoras. Cuando Aij es ero (o un múltiplo entero de 2π) la euaión(5.18) se redue al hamiltoniano XY. Cuando Aij no es ero o múltiplo de 2π,el parámetro Aij introdue frustraión. Como veremos Aij está diretamenterelaionado on el ampo externo, de modo que onstituye un parámetro defáil ontrol que nos permite variar el hamiltoniano de la red. Además pode-mos introduir fáilmente anisotropía y desorden atuando sobre la onstantede aoplamiento Jij, que está diretamente relaionada on la intensidad rí-tia de la unión (5.1): Jij = Ic,ijΦ0/2π. Este parámetro depende tanto de latemperatura omo del ampo magnétio apliado, aunque en lo que sigue notendremos nuna en uenta estas dependenias. En (5.18) θi es la fase del pa-rámetro de orden superondutor en la i-ésima isla superondutora; se asumeque es una variable lásia onstante en toda la isla y que la temperatura essu�ientemente pequeña omo para despreiar las �utuaiones de la amplituddel parámetro de orden. Aij es proporional a la integral de línea del potenialvetor ~A entre las islas i y j de la red,
Aij =

2π

Φ0

∫ j

i

~A · ~dl. (5.19)Entones la versión disreta de la euaión de Maxwell para el potenial vetorse tradue en
∑

celdilla

Aij = 2πf ; (5.20)
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Figura 5.1: Con�guraión, a ampo ero, de las fases en una red uadrada bidimen-sional de uniones Josephson on un vórtie.donde f es el �ujo por eldilla debido al ampo externo, medido en unidadesdel uanto de �ujo magnétio Φ0 = h/2e. f es el parámetro que �ja el grado defrustraión de la red. El hamiltoniano de la euaión (5.18) es simétrio bajo
f → f + 1 y f → −f , de modo que sólo onsideraremos valores de f en elrango 0 ≤ f ≤ 1/2. En (5.20) hemos asumido que la longitud de penetraiónde London de la red, es muho mayor que el tamaño del sistema real, lo quepermite despreiar los ampos magnétios induidos por las orrientes super-ondutoras en la red. Más adelante, al onsiderar en detalle el problema deuna red de uniones Josephson on la geometría de una esalera, veremos omola inlusión de estos ampos ambia la desripión del sistema.La prinipal exitaión elemental en estas redes es el vórtie (ver �gura 5.1).Tal estado está espei�ado por una distribuión peuliar de las fases de la reden torno a una eldilla partiular p en la ual la uanti�aión del �uxoide npalanza valor ±1:

∑

p

ϕij = 2π(np − f); (5.21)esto es, la suma de las diferenias de fases invariantes gauge, ϕij = θi−θj−Aijon −π < ϕij ≤ π, en las uniones que rodean una determinada eldilla y onun sentido de giro de�nido. De�niremos la densidad de vórties ω en unared de uniones Josephson por el valor medio del número de vórties en la red,
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ω = 1

N

∑

p < np >, donde N es el número total de eldillas. La de�niión del�uxoide que haemos en (5.21) es la versión disreta del onepto de �uxoide,
Φ′, asoiado on un hueo o una región normal en un superondutor, introdu-ido por London (ver por ejemplo la expliaión que hae Tinkham del mismo[5℄). Φ′ = Φ + cte

∮

~J ~dl =
∮

~A~dl + cte
∮

~J ~dl = 1
2e

∮

~p~dl = Φ0

2π

∮

~∇θ~dl = nΦ0,donde Φ es el �ujo total del ampo magnétio a través de la región onsideraday ~J las orrientes superondutoras en la frontera de la misma. En el límite delongitud de penetraión muho menor que las dimensiones del sistema, la ex-presión anterior ondue a la uanti�aión del ampo magnétio. En ese asopodemos enontrar un reorrido dentro del superondutor donde ∮

~J ~dl = 0 ypor lo tanto Φ′ = Φ = nΦ0, el �ujo está uantizado y el �uxoide oinide on el�uxón. Sobre este límite en el aso de la red de uniones Josephson volveremosa tratar más adelante.En las redes donde las uniones son muy pequeñas, en general, la energíaJosephson también es menor mientras que la energía de arga EC = (2e)2/(2C)aumenta porque la apaidad C entre las islas es muy pequeña. En tales asoslos efetos uántios obran importania (la fase y el número de oupaiónno pueden ser tratadas omo variables lásias) y las �utuaiones puedenllegar a destruir la oherenia en la red. La onsideraión de estos efetossitúa las redes en un nuevo régimen físio. En el límite en el ual la energíaJosephson es despreiable frente la energía de arga la exitaión elemental delsistema es un solitón on arga de un eletrón, loalizado en una eldilla yque polariza la red. En los regímenes intermedios, donde ambas ontribuionesa la energía del sistema ompiten, enontramos los dos tipos de exitaiones:vórties (antivórties) y solitones (antisolitones) de arga elétria.En lo que sigue nosotros nos mantendremos dentro de una desripiónlásia de las redes de uniones Josephson, despreiando los efetos uántiosdesritos en el párrafo anterior. Entones (y en el límite de longitud de pene-traión grande) la expresión lásia (5.18) es válida para desribir la energíapotenial asoiada a una red de uniones Josephson en la presenia de un ampomagnétio externo. Dentro de esta desripión lásia nos falta onsiderar untérmino inétio Hk = 1
2

∑

ij ViCijVj, donde aquí Vi es el voltaje a través dela unión i. No es neesario onsiderar este término al estudiar las propiedadesde equilibrio de la red, ya que entones Vi ∼ θ̇i = 0 para todas las uniones. Enel aso de onsiderar la dinámia de la red, Hk es despreiable en muhos delos asos (aquellas redes onstruidas a base de �uniones sobreamortiguadas�),pero deber ser tenido en uenta al estudiar redes �subamortiguadas� (asos (b)y (a) respetivamente de la seión 5.1)



128 Capítulo 5. Introduión5.2.1. Estados fundamentales y transiiones de fase en redesde uniones JosephsonEn el aso de ampo magnétio nulo el hamiltoniano que desribe el sis-tema (euaión (5.18) on Aij = 0 para toda unión ij) es el del modelo XY.Diho hamiltoniano es invariante bajo la simetría U(1), que orresponde a unarotaión uniforme de todas las fases. Los tipos de exitaiones elementales sondos: las ondas de espín, que se dan a ualquier temperatura no nula, y losvórties. A temperatura nula el estado fundamental del sistema está trivial-mente de�nido por θi = cte. en toda la red, lo que signi�a que np = 0 entoda la red. A esa temperatura el sistema es superondutor. Al aumentar latemperatura las �utuaiones térmias estimulan la apariión de vórties enel sistema. Un simple álulo [20, 26℄ nos permite haer una estimaión de laenergía asoiada a la presenia de un vórtie en la red. Diha energía, es ma-yor que la asoiada a una exitaión onsistente en un par vórtie-antivórtieligado. De este modo, a bajas temperaturas la red de uniones Josephson esun sistema superondutor, on pares vórtie-antivórtie ligados de vortiidadtotal nula. A ierta temperatura mayor, TKT el sistema sufre una transiión defase Kosterlitz-Thoules, que se mani�esta en que los pares vórtie-antivórtiese desligan. La apariión de vórties libres, exitados térmiamente, rompe elaráter superondutor de la red, que entra en el régimen resisitivo asoiadoal movimiento de los vórties libres. De este modo la TKT mara la transiiónsuperondutor-normal en una red de uniones Josephson. Esta transiión estádiretamente relaionada on la simetría U(1) de los estados fundamentales.En el aso de redes frustradas la naturaleza de las transiiones de fase esmás ompliada y éstas aún no están plenamente entendidas. La apliaión deun ampo magnétio transversal produe la apariión de una densidad �nita devórties de un mismo signo en la red. En el aso de una lámina superondutorauniforme, por debajo de ierta temperatura, los vórties se ordenan en una redtriangular y, inluso a temperatura ero, el movimiento uniforme de la reddestruye la superondutividad de la lámina. En una red de uniones Josephsonla situaión es diferente; la disretitud del sistema introdue un potenial deanlaje periódio, diretamente relaionado on la geometría de la red, de modoque el estado fundamental es una red de vórties anlada en posiiones eranasa los mínimos del potenial. Entones, las ténias empleadas para el estudiode láminas superondutoras uniformes resultan inapropiadas. La red disretaintrodue una barrera de anlaje en la red de vórties, lo que mantiene elaráter superondutor del sistema.En el aso partiular de un sistema totalmente frustrado, f = 1/2, y parauna red uadrada, el estado fundamental es una distribuión tipo tablero deajedrez donde eldillas on np = 1 y np = 0 se alternan (�gura 5.2). En este
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Figura 5.2: Representaión de algunos de los estados fundamentales onmensuradosmás senillos de una red de uniones Josephson.aso ω = f . Esta red, de eldilla unidad 2 × 2 onmensurada on el potenialde anlaje substrato, introdue una simetría disreta, Z2, del estado funda-mental [27℄. Asoiada a esta simetría, aparee un nuevo tipo de exitaión enel sistema, que onsiste en una pared de dominio entre estados fundamentalesdegenerados. La exitaión a ierta temperatura de este tipo de defetos llevaal sistema a un estado desordenado a través de una transiión de tipo Ising. Lastransiiones que ourren en los sistemas frustrados son más omplejas que ladel aso no frustrado, dado que ompiten ambos tipos de exitaiones: vórtiesy paredes de dominio. Ha habido muhos estudios numérios sobre el modeloXY frustrado en redes triangulares y uadradas, pero no se ha llegado a nin-guna onlusión de�nitiva sobre la naturaleza de la transiión. La ontroversiasurge sobre si existe una únia transiión o dos transiiones. Lo únio laro esque si no hay sólo una transiión las dos transiiones ourren a temperaturasmuy eranas. Una imagen intuitiva presenta a las paredes de dominio omoresponsables de un apantallamiento de las interaiones vórtie-antivórtie,onduiendo a su disoiaión a la misma o asi la misma temperatura que latransiión de tipo Ising. Un esenario análogo aparee en el estudio del sistemaa otros valores no tan senillos de la frustraión, para los uales pareen en-ontrarse evidenias de la existenia de transiiones de primer orden [28℄. Unexhaustivo trabajo de Franz y Teitel [29℄ sobre las transiiones de fase a valoresde f = p/q on altos q (en espeial era de f = 0 y f = 1/2) paree mos-trar la existenia de una abrupta transiión de primer orden a Tc(1/q) ∼ 1/q



130 Capítulo 5. Introduiónde la red onmensurada anlada a una red triangular �otante de vórties queno está anlada respeto al potenial periódio. El estado es similar al de lared bidimensional de vórties en una pelíula uniforme. A esta temperaturaourriría la transiión de desanlaje, que mara la pérdida de superonduti-vidad en la red y separa una fase sólida anlada de una fase sólida �otante.A una temperatura mayor Tm (independiente de q uando 1/q → 0) esta fasesufre una nueva transiión a una fase isótropa líquida de vórties. Por último,reientemente Olsson [30℄ a�rma enontrar en sus simulaiones de Monte Car-lo del modelo XY totalmente frustrado, una transiión de Kosterlitz-Thoulessseguida por una transiión Ising ordinaria on Tc−TKT ≃ 0,006 y Tc ≃ 0,452.La desripión detallada del omportamiento termodinámio del sistemaXY frustrado para distintos valores (raionales e irraionales) de f es uno delos problemas más intrigantes de la Meánia Estadístia lásia. Dejando a unlado los posibles meanismos que onduen a las transiiones a temperaturas�nitas entre distintas fases, omo vemos, ni siquiera existe una estrategia larapara la determinaión de todos los estados fundamentales posibles del hamil-toniano (5.18) ordenado (esto es, Jij = J para todas la uniones de la red) aualquier valor de f y T = 0.En la presenia de un ampo magnétio externo, las interaiones repulsivasentre los vórties ompiten on el potenial de anlaje de la red, que favoreeuna determinada organizaión ordenada de los vórties formando diferentesfases moduladas. Los primeros intentos de resolver el problema ondujeron aalgunas onjeturas que luego se han visto rehazadas. Así, Teitel y Jayaprakash[25℄ busan los estados fundamentales de algunos asos onmensurados senillospara una red uadrada de uniones y frustraión raional f = p/q (�gura 5.2).Asumen que el estado fundamental onsiste en una red periódia de vórties ondensidad ω = f y elda unidad q × q. Sus resultados se basan en simulaionesMonte-Carlo en redes q × q on ondiiones de ontorno periódias.Más tarde Halsey [31℄ propone una estrutura uasiunidimensional paralos estados fundamentales, basada en paredes de dominio diagonales. Son los�estados esalera�. Asimismo propone una determinada dependenia funionalpara la energía y la intensidad rítia de los estados fundamentales, que resultaser fuertemente disontinua en f . Este resultado, aunque interesante, aarreaproblemas serios para la interpretaión de los datos experimentales. Sin em-bargo, más tarde, Teitel [32℄ enontró en sus simulaiones estados de menorenergía que los propuestos por Halsey. Estos están araterizados por la apa-riión de vaantes y paredes de dominio diagonales ondulantes. La onlusiónes que los estados de Halsey sólo son aeptables omo los verdaderos estadosfundamentales en los asos de los valores raionales más senillos de f .Resultados de simulaiones Monte-Carlo realizadas por Kolahhi y Stra-



5.2. Redes de uniones Josephson 131ley [33℄ dan evidenias de la existenia de estados fundamentales on eldaunidad 2q × 2q uando f es un valor erano a un raional senillo. En estepunto onviene señalar que en ada aso se habla de estado fundamental omoaquel estado on menor energía enontrado, dejándose una puerta abierta a laposibilidad de la existenia de otras on�guraiones de menor energía.En 1992 Vallat y Bek [34℄ demuestran rigurosamente que en el aso de unared regular la energía de los estados fundamentales es una funión ontinua de
f . También disuten el omportamiento de la intensidad rítia y demuestranque esta es siempre mayor que ero en el aso de un potenial de interaiónparabólio a trozos.Por último, nuevos estudios Monte-Carlo llevados a abo por Straley yBarnett [35℄ onduen a una mejor omprensión del diagrama de fases a T = 0.Ellos a�rman además que las interaiones de largo alane entre los vórtiesaseguran que la densidad de vórties ω es exatamente igual al �ujo del ampomagnétio apliado, f .Lo expuesto anteriormente se re�ere a estudios sobre el diagrama de fasesen el aso de una red uadrada de uniones Josephson. También interesa elestudio de otros tipos de redes, en partiular el aso de redes triangulares [36℄.En estas redes se enuentra que uando f = 1/3 existe una amplia familiade estados fundamentales no relaionados por simetría entre sí, que surgen dela existenia de paredes de dominio de energía 0, lo que onlleva propiedadestermodinámias bastante espeiales.En el apítulo siguiente (apítulos 6) presentaremos una araterizaiónrigurosa del diagrama de fases de una red de uniones Josephson frustrada yon la distribuión geométria de una esalera [37, 38, 39℄, un sistema que estáreibiendo onsiderable atenión en los últimos años. En el apítulo 7 veremosomo la inlusión de ampos magnétios induidos por las orrientes en la redmodi�a la desripión de los estados fundamentales de este sistema [40℄.5.2.2. Redes de uniones Josephson sometidas a orrientes ex-ternasLos primeros estudios sobre redes bidimensionales de uniones Josephson seentraron fundamentalmente en las propiedades de equilibrio del sistema. Sinembargo, más tarde obraron interés las propiedades dinámias de las redes enpresenia de orrientes externas, materia sobre la que se entra, aún hoy día,gran parte del trabajo sobre estos sistemas[16, 17℄La introduión de una orriente externa permite estudiar los valores de laorriente rítia de la red a diferentes temperaturas [41℄. Asimismo, las orrien-



132 Capítulo 5. Introduióntes iniden en las propiedades de equilibrio del sistema; en partiular, disminu-yen el valor de la temperatura a la ual tiene lugar la transiión superondutor-normal de la red. Esta transiión, en el aso de orrientes externas pequeñas, esesenialmente la misma que en ausenia de orrientes. Las orrientes ontribu-yen al desligamiento de los pares vórtie-antivórtie generados térmiamente,lo que produe una disminuión de la temperatura Kosterlitz-Thouless de latransiión. De este modo, orrientes pequeñas no ambian la naturaleza de latransiión; sin embargo, orrientes su�ientemente grandes onduen al siste-ma al régimen resistivo inluso en el límite de T = 0, destruyendo la transiiónde fase. La transiión de desanlaje a T = 0 de la red en ausenia de ampopuede ser reduida a la transiión de desanlaje de una únia unión, que hasido estudiada on detalle en la seión 3.3.1 en el maro del modelo Frenkel-Kontorova. Esta transiión es de aráter no lineal. A temperaturas �nitasaparee una nueva ontribuión a la urva, debida a la existenia de vórti-es libres exitados térmiamente que tienen un omportamiento resistivo quebásiamente suaviza la transiión.El modelo más senillo utilizado para analizar el omportamiento dinámiode las redes onsiste en la generalizaión [41, 42, 43, 44℄ a redes bidimensionalesdel modelo RSJ (euaión (5.11)) de la dinámia de una unión. En este esquemala orriente entre dos islas superondutoras veinas i y j está dada por
Iij = Ic;ij sen(θi − θj −Aij) +

Vij
Rij

, (5.22)donde Ic;ij y Rij son la orriente rítia y la resistenia de ada unión � enlo que sigue onsideraremos que ambos parámetros valen lo mismo para todaslas uniones de la red. � Al esribir (5.22) estamos asumiendo que la red estáfabriada on uniones en las uales los efetos apaitivos son despreiables:este es el aso de las uniones SNS (superondutor � metal normal � super-ondutor), omo los asos de Nb-Au-Nb o Nb-Cu-Nb que han sido estudiadosexperimentalmente [45℄; pero no el de las uniones SIS (superondutor � ais-lante � superondutor). Vij es la aída de voltaje entre islas superondutorasveinas, y está diretamente relaionado on las diferenias de fases invariantesgauge,
d

dt
(θi − θj −Aij) =

2e

~
Vij. (5.23)Las euaiones quedan ompletadas por la ondiión de la onservaión de laorriente en ada nodo, que inluyen la presenia de orrientes externas:

∑

j

Iij = Ii;ext. (5.24)Ya menionamos anteriormente que uno de los temas que despertó mayorinterés en este ampo fue la posibilidad de onstruir dispositivos de alta fre-



5.2. Redes de uniones Josephson 133uenia basados en la osilaión oherente de toda la red. Diha posibilidadestá basada en los efetos de sinronizaión de fase en las uniones Joseph-son. Cuando una únia unión es alimentada por una orriente on omponentesontinua y alterna de la forma
I(t) = Idc + Iac senωact, (5.25)la dinámia de la diferenia de fases está desrita por la euaión (5.16). Enton-es la freuenia araterístia del sistema, que está asoiada a la rotaión dela diferenia de fases, se sinroniza on la freuenia impuesta por la orrienteexterna: 〈dϕdt 〉 = nωac on n entero, lo que produe peldaños � los Shapiro steps� en la urva intensidad-voltaje (ver euaión (5.17)).Gran parte de los experimentos, las simulaiones numérias y los estudiosteórios de redes de uniones Josephson se han entrado en el omportamientode las redes sometidas a este tipo de orrientes (el artíulo de revisión deDomínguez y José [46℄ inluye una extensa lista de referenias a estos trabajos).Cuando una red uadrada de N × N uniones Josephson, en ausenia deampo, es alimentada por una orriente externa de la forma (5.25) se enuen-tran Shapiro steps gigantes a valores del voltaje

Vn = n
N~ωac

2e
, (5.26)donde Vn mide el voltaje entre los dos extremos opuestos de la red onetadosa la fuente de intensidad. En este aso ada unión en la red se omporta de unmodo totalmente análogo a omo lo hae una únia unión y en los peldañostodo el sistema osila de modo oherente lo que resulta en la sinronizaión dela red a valores del voltaje N vees mayores que los enontrados en el aso deuna unión (euaión 5.17). El heho de que se hayan observado Shapiro stepsgigantes inluso en redes imperfetas india que el fenómeno de la sinroniza-ión es bastante robusto [47℄. Esto, unido a algunas otras ventajas ténias delempleo de redes bidimensionales en lugar de otros sistemas (por ejemplo Nuniones idéntias onetadas en serie) ondujo a la onstruión y estudio dedispositivos de emisión oherente basados en redes bidimensionales de unionesJosephson [48℄.En la presenia de un ampo magnétio externo f = p/q los efetos de on-mensurabilidad entre la red de vórties y la red de uniones Josephson onduena la apariión de nuevos peldaños, los Shapiro steps gigantes fraionados,a valores del voltaje

Vn/q =
n

q

N~ωac

2e
. (5.27)Estos nuevos peldaños están asoiados on la osilaión oherente de la redde vórties del estado fundamental estátio. Los peldaños se entienden omo



134 Capítulo 5. Introduiónel desplazamiento, sinronizado on la fuerza externa, de la red de vórties deuno a otro de los q estados fundamentales degenerados relaionados entre sípor operaiones de simetría.Tanto los Shapiro steps gigantes omo los Shapiro steps gigantes fraiona-dos han sido observados experimentalmente [49, 50, 51℄ en diversos sistemas yenuentran expliaión dentro del maro del modelo RSJ de uniones Josephson.Posteriores experimentos en este tipo de redes mostraron la existenia depeldaños inesperados, a valores del voltaje V n
qs

(n, q, s números enteros), losShapiro steps subharmónios. La apariión de peldaños subharmóniosfue una sorpresa dado que es bien sabido que una únia unión de apaidaddespreiable no muestra subharmónios en la urva IV [52, 53℄. Los primerosresultados numérios en el maro del modelo RSJ dieron resultados ontrover-tidos: aquellas simulaiones en las que se emplearon ondiiones de ontornolibres mostraban laras evidenias de subharmónios, en oposiión a la ausen-ia de éstos uando las simulaiones se realizaron empleando ondiiones deontorno periódias. Por esto, en un prinipio la existenia de éstos se atribuyóa las ondiiones de frontera de las redes. En todo aso ninguna simulaiónenontró subharmónios en las redes no frustradas (f = 0). La manifestaiónde subharmónios también en experimentos realizados en la ausenia de ampomagnétio, ontribuyó a rear ierto desonierto sobre el origen y la naturale-za de estos. Simulaiones posteriores, más detalladas, mostraron la existeniade una ompleta estrutura de subharmónios (inluso se llega a hablar deuna Esalera del Diablo [54, 55℄) en las urvas IV de los sistemas frustradosuando se emplean ualquiera de los dos tipos de ondiiones de ontorno pro-puestas. Sin embargo, las simulaiones no enontraron existenia de éstos enlos asos de ausenia de ampo externo. La existenia de subharmónios enlas redes frustradas y su no existenia en los asos no frustrados, oinide onlo enontrado en el modelo Frenkel-Kontorova (apítulo 4 de esta memoria) ylari�a que el análisis de este problema en el aso de un sistema on poosgrados de libertad no puede ser reduido al aso del sistema on sólo un gradode libertad.Aún queda por dar expliaión a los experimentos que mostraban la exis-tenia de subharmónios a ampo externo nulo. Estos peldaños no enuentranexpliaión dentro del modelo RSJ, que había resultado e�az para dar uentadel resto de los fenómenos de sinronizaión de fase en redes de uniones Jo-sephson. D. Domínguez y J. V. José [46, 56℄ identi�an los subharmónios onla existenia de un estado (asymmetri oherent vortex state, ACVS) dinámioespeial uyo origen es la ruptura, por el meanismo que sea � ellos estudiandos: desorden y ampos induidos en los límites de la red, � de la invarianiatraslaional del sistema, y que desaparee uando ualquiera de las dos on-



5.3. Red unidimensional de uniones Josephson en paralelo 135
Figura 5.3: La �gura representa la red unidimensional de uniones Josephson (repre-sentadas por rues) onetadas en paralelo. Diha red es modelada según el iruitomostrado la dereha [58℄ lo que ondue al onjunto de euaiones (5.28).tribuiones a la orriente externa (la ontinua o la alterna) es apagada. Lasorrientes �uyendo en la red (on f = 0) produen una distribuión antisi-métria del ampo magnétio induido, que es máximo en los extremos de lared. Esta distribuión rompe la invariania traslaional de la red y sirve paragenerar el estado dinámio responsable de la existenia de los subharmónios.La presenia de los ampos magnétios induidos en aquellos sistemas en losuales la longitud de penetraión no es muy grande, es su�ientemente impor-tante para variar el esquema mirosópio de omprensión de los Shapiro stepsgigantes fraionados [46℄ .5.3. Red unidimensional de uniones Josephson en pa-raleloAntes de �nalizar este apítulo introdutorio a las redes de uniones Joseph-son vamos a desribir la red unidimensional de uniones de tipo túnel oneta-das en paralelo (ver �gura 5.3). La razón es que las euaiones que desribenel omportamiento dinámio de la red son las del modelo Frenkel-Kontorovaamortiguado [57, 58, 59, 60℄:

d2ϕn
dt2

+ α
dϕn
dt

+ senϕn + γ − 1

a2
(ϕn−1 − 2ϕn + ϕn+1) = 0. (5.28)donde a es el parámetro de disretitud, α la onstante de amortiguamiento,

γ la orriente impulsora normalizada, y ϕn la diferenia de fases entre amboslados de la n-ésima unión. Además esta on�guraión es una versión disreta dela línea de transmisión de unión Josephson (Josephson-juntion transmissionline) � una unión Josephson larga � uya dinámia está desrita por la euaiónde sine-Gordon perturbada [61℄, de ahí que al sistema de euaiones (5.28)también se le llame sine-Gordon disreto.Estas redes pueden fabriarse on una geometría anular, de modo que en



136 Capítulo 5. Introduión(5.28) se impongan ondiiones de ontorno periódias. Se ha prestado unaatenión espeial al estudio de la dinámia de �uxones y la radiaión produidapor su movimiento alrededor de la red. La inlusión de una orriente alternaadiional (entones γ es una funión periódia del tiempo en la euaión (5.28))introdue una nueva esala de tiempo en el problema, inrementando en granmedida su omplejidad. En los últimos años han apareido muhos trabajosdediados a estudios numérios y aproximaiones analítias a estas euaiones.La enorme variedad de fenómenos que estas euaiones muestran onstituyeuno de los mayores retos en el ampo de los sistemas dinámios no linealesespaialmente extendidos, que presumiblemente onentrará gran atenión enlos años venideros. Dos artíulos reientes de revisión sobre la dinámia delmodelo Frenkel-Kontorova (o modelo sine-Gordon disreto) son los trabajos deFloría y Mazo [62℄ sobre la dinámia en el límite sobreamortiguado, y el deKivshar [63℄ sobre la dinámia en el límite subamortiguado.



Capítulo 6Propiedades de equilibrio de laesalera de uniones Josephson
6.1. El modeloEn esta seión abordamos el problema de la determinaión de los estadosfundamentales de una red anisótropa (Jij = Jα donde α = x, y) de unionesJosephson on la geometría de una esalera (�gura 6.1) y en presenia de unampo magnétio externo ~H perpendiular al plano de la esalera. El objetivoes presentar una desripión rigurosa de los estados fundamentales del sistema(T = 0) y las transiiones entre estos, problema que, omo hemos visto enla seión anterior, no está resuelto para la red bidimensional. La peuliargeometría de la esalera, que se mani�esta en las ondiiones de frontera librepara los brazos superior e inferior de la misma, se tradue en un diagrama defases muy diferente al del aso bidimensional. En partiular, la densidad devórties del estado fundamental es, en general, diferente de la frustraión.Anteriormente a nuestro trabajo [37℄, Kardar primero [64, 65℄ y más tardeGranato [66, 67, 68, 69, 70℄ han estudiado problemas de equilibrio en la esa-lera de uniones Josephson. Kardar identi�a el modelo de Frenkel-Kontorova yla esalera de uniones Josephson on un gas de Coulomb dual. Para ello nee-sita haer varias aproximaiones al potenial de interaión. Posteriormente seoupa del aso de uniones on apaidad muy pequeña, en las que los efetosuántios son importantes. Mantiene su aproximaión al potenial de intera-ión, lo que le lleva a estudiar el sistema en relaión on el modelo sine-Gordonuántio. Los trabajos de Granato se dedian a estudiar las transiiones deesta versión uántia del modelo XY, a distintos valores de la frustraión.En este trabajo nos mantendremos siempre en la aproximaión lásia a la



138 Capítulo 6. Propiedades de equilibrio de la esalera de uniones Josephson

Figura 6.1: Representaión esquemátia de la esalera de uniones Josephson. La eua-ión 6.2 da el hamiltoniano de interaión de este sistemared de uniones Josephson. Usamos la desripión dada en la seión 5.2 de laenergía de la red. El hamiltoniano (5.18) desribe la energía potenial del siste-ma omo suma de las energías de aoplamiento Josephson entre islas veinas.En esta aproximaión estamos despreiando los efetos de apantallamiento delampo debidos a las orrientes superondutoras en la red, lo que es válidopara longitudes de penetraión de la red muho mayores que el tamaño de laeldilla. Por esto, los valores de Aij en (5.18) están totalmente determinadospor el ampo externo y la gauge elegida: en ausenia de ampos induidos elampo magnétio externo penetra totalmente la red, en esta situaión no hayuantizaión del �ujo y la densidad de vórties de una on�guraión (aluladoa partir de la euaión (5.21)) no es una densidad de uantos de �ujo, sino deuantos de �uxoide. En la siguiente seión veremos ómo la onsideraión deampos magnétios induidos por las orrientes ambia esta desripión.Para alular el valor de Aij en ada unión es neesario �jar una gaugepara el álulo del potenial vetor. Es partiularmente onveniente onsiderarun potenial vetor paralelo al eje longitudinal de la esalera y on sentidoopuesto en ada rama de la misma (ver �gura 6.1): ~A = Hyx̂ (se umple que
~∇× ~A = ~H = −H~k), siendo (ia, a2 ) la oordenada de una isla del brazo superiory (ia,−a

2 ) la oordenada de una isla del brazo inferior. Calulando los valoresde Aij según la euaión (5.19) obtenemos:
Aij =







πf si i = (ia, a2 ), j = ((i+ 1)a, a2 )

−πf si i = (ia,−a
2 ), j = ((i+ 1)a,−a

2 )

0 si i = (ia, a2 ), j = (ia,−a
2 )

(6.1)donde f = Ha2/Φ0. Puede verse que se satisfae la euaión (5.20).El hamiltoniano que desribe la esalera anisótropa de uniones Josephsonen presenia de un ampo magnétio es:
H = −∑

i [Jx cos(θi − θi+1 − πf)

+Jx cos(θ′i − θ′i+1 + πf) + Jy cos(θi − θ′i)
] (6.2)



6.2. Estados fundamentales 139donde se ha elegido θi para designar a la fase del parámetro de orden super-ondutor en una isla de la rama superior y θ′i para las islas de la rama inferior.El hamiltoniano (6.2) es invariante por rotaión uniforme de todas las fases.Además enontramos otras dos simetrías importantes:Es periódio en f , on periodo igual a 1. La on�guraión {θi, θ′i} uando
f = f0 es equivalente a la on�guraión {θi+iπ, θ′i+iπ} uando f = f0+1.Es antisimétrio bajo re�exión en f = 0. La on�guraión {θi, θ′i} uando
f = f0 es equivalente a la on�guraión {−θi,−θ′i} uando f = −f0.Estas dos últimas simetrías del sistema permiten que nos restrinjamos al estu-dio del modelo para valores de f dentro del intervalo [0, 1

2 ].6.2. Estados fundamentalesEs onveniente reesribir el hamiltoniano (6.2) en términos de dos nuevosonjuntos de variables, entro de masas y oordenadas relativas: χi =
θi+θ

′

i

2 y
ϕi =

θi−θ′i
2 , que de�nimos imponiendo cos(ϕi − ϕi+1 − πf) > 0 para todos los

i. Esta ondiión es alanzable de la onsideraión de θi o θi+ 2π, estados queson físiamente equivalentes pero orresponden a valores de ϕi desplazados en
π. Con este ambio la euaión (6.2) adopta la siguiente expresión:

H = −
∑

i [2Jx cos(χi − χi+1) cos(ϕi − ϕi+1 − πf)

+Jy cos(2ϕi)]
(6.3)El nuevo hamiltoniano presenta la ventaja de que las nuevas variables estándesaopladas. Ya que cos(ϕi − ϕi+1 − πf) > 0 para todo i, es fáil ver que lason�guraiones de fase que minimizan (6.3) umplen χi − χi+1 = 0; esto es

χi = cte., una onstante arbitraria (independiente de i). La simetría del sistemabajo rotaión uniforme de todas las fases nos permite �jar arbitrariamente estaonstante. Sea χi = 0, entones θ′i = −θi y ϕi = θi. Esta nueva simetría de losestados fundamentales entre las fases en ambos brazos de la esalera, ondue ala equivalenia entre (6.2) y (6.4) en lo que respeta a los estados fundamentalesy otros mínimos loales de la energía:
H = −Jx

∑

i

[2 cos(θi − θi+1 − πf) + h cos(2θi)] (6.4)on h = Jy/Jx, el parámetro que desribe la anisotropía.Dada la simetría del hamiltoniano bajo rotaión uniforme de todas las fases,el onjunto de estados fundamentales del sistema es un ontinuo. Sin embargo,



140 Capítulo 6. Propiedades de equilibrio de la esalera de uniones Josephsonuando esribimos (6.4) nos estamos restringiendo a algunos de ellos, asoiadosa θ′i = −θi, que orresponde a favoreer, último término de (6.4), θi = 0 o π.El hamiltoniano (6.4) desribe un modelo XY quiral unidimensional en unampo de anisotropía. Ha sido propuesto y estudiado [71, 72, 73℄ para desribiralgunos sistemas asi unidimensionales, omo ondas de densidad de espín, dedensidad de arga y polímeros helioidales. Como vimos en el apítulo ante-rior, entre la variedad de diferentes modelos introduidos para estudiar estossistemas de fases moduladas, el modelo de Frenkel-Kontorova es uno de losmás estudiados. La diferenia fundamental entre el modelo Frenkel-Kontorovaestándar (2.2) y este modelo XY (6.4) es el signo de la onvexidad del potenialde interaión entre veinos. Las propiedades de equilibrio de estos modelos de-penden ruialmente de la onvexidad de este potenial [72℄. Esta es la razónpor la que, en prinipio, este modelo no pertenee a una lase general de mo-delos unidimensionales de estruturas moduladas, estudiados por Aubry [74℄,uyas propiedades de estado fundamental están perfetamente araterizadas.Sin embargo, puede probarse [75, 76℄ que los estados fundamentales de (6.4)nuna haen uso de la parte no onvexa del potenial de interaión, por lo queeste modelo XY quiral es uno de los asos espeiales de modelos no onvexosuyos estados fundamentales son equivalentes a los de los modelos onvexos deltipo Frenkel-Kontorova estándar, estudiados por Aubry [74℄. Por supuesto, lasituaión podría ser muy diferente si se onsideran otros aspetos del modeloque no sean los estados fundamentales.A ontinuaión vamos a presentar un breve esquema de los argumentosque onduen a la equivalenia de los estados fundamentales del modelo (6.4)y el onjunto de modelos onvexos estudiados por Aubry: esribamos (6.4)del modo semejante al empleado en el apítulo 2 al introduir los modelosFrenkel-Kontorova (2.1)
H =

∑

j [V (uj) +W (uj+1 − uj)]

V (uj) = −Jy cos(2πuj)

W (uj+1 − uj) = W (y) = −2Jx cos(πuj+1 − πuj + πf)).

(6.5)Nos preguntamos sobre las on�guraiones {uj} que son el estado fundamen-tal de (6.5) para unos determinados valores de los parámetros del sistema.Siguiendo a Chou y Gri�ths [75℄ vamos a llegar a la siguiente onlusión: enla ondiión de ser la on�guraión estado fundamental, el potenial de inter-aión W (y) en (6.5) puede ser reemplazado por
W ∗(y) = mı́n

m
W (m+ y), (6.6)dondem es igual a 0 o a 1. Vamos a ver que esto es así. Sea {uj} la on�guraiónestado fundamental y supongamos que para algún j = p se tiene que W (yp) >
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Figura 6.2: La �gura muestra las tres funiones W , W ∗ y Wc que apareen en ladisusión de la equivalenia de los estados fundamentales del modelo (7.4) y otrosmodelos onvexos.
W ∗(yp) lo que impediría reemplazar W (y) por W ∗(y). Si esto es así, siemprepodemos onstruir la on�guraión {u′j} on u′j = uj si j < p y u′j = uj − 1 si
j ≥ p. En este aso y′j = yj para todo j 6= p y y′p = yp−1. Entones, vemos que
W (y′p) = W (yp − 1) = W ∗(yp) < W (yp) lo que nos die que la on�guraión
{uj} no es el estado fundamental.Diho de otro modo, enontramos que los estados fundamentales de (6.4)son tales que los valores de uj − uj−1 siempre desansan en la zona onvexadel potenial de interaión W . La �gura 6.2 muestra el resultado de alular
W ∗(y) para el modelo (6.5). Las urvas más �nas muestran W (y) y W (y + 1)para un aso f = 0, mientras que la urva más gruesa muestraW ∗(y), que omovemos, es una funión onvexa �a trozos�. Sin embargo esta misma funiónpuede ser obtenida a partir de un potenial de interaión Wc(y) onvexo(línea de puntos en la �gura). La equivalenia entre los estados fundamentalesdeW ,W ∗ yWc muestran que las propiedades de los estados fundamentales delmodelo XY quiral anisótropo de�nido por (6.4) son las mismas que las de losestados fundamentales de la lase de modelos onvexos estudiados por Aubry.Este resultado se extiende a todas aquellas on�guraiones de mínima energía(apítulo 2) que no visiten la parte no onvexa del potenial de interaión.La físia esenial del sistema es la ompetiión entre el término de aniso-tropía, que deriva de los aoplamientos Josephson en las uniones vertiales ytiende a �jar el valor de las fases a 0 o π; y el término de interaión, on origenen las uniones horizontales, que tiende a �jar θi − θi+1 = πf ; esto es, intentaonservar el valor de la densidad de vórties igual al valor de la frustraión,
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ω = f . Las on�guraiones de fase de estado fundamental a un valor dado delos parámetros del modelo (h, f) son el resultado del ompromiso entre las dostendenias que ompiten. Para alularlos numériamente usamos el métodode los poteniales efetivos [75, 77, 78, 79℄ que es el método estándar paraobtener el diagrama de fases de este tipo de modelos.El método de los poteniales efetivos es un método exato en la deter-minaión del estado fundamental, dentro de la disretizaión en la variableestudiada (la fase θi en nuestro aso), que es apliable a ualquier variante delmodelo Frenkel-Kontorova o similares, sin neesidad de imponer onvexidaden el potenial de interaión. Proporiona una apliaión de�nida sobre losvalores de la variable a partir de la que se obtiene el estado fundamental delsistema e informaión sobre las disonmensuraiones elementales (ver seión2.2), su energía de formaión y desanlaje. En grandes rasgos, podemos deirque se basa en alular el, así llamado, �Potenial Efetivo que experimentauna determinada partíula de una adena in�nita, uando se �ja su posiióna un valor ualquiera dejando el resto de la adena, que relaje haia el estadofundamental. Ese Potenial Efetivo es preisamente aquel del que deriva lafuerza que debemos ejerer sobre la partíula para mantenerla en esa posiión.�[79℄Como se ha diho, el método es exato dentro de la disretizaión en lavariable empleada. Cuando se usa en ombinaión on otros métodos de deter-minaión de mínimos loales de la energía � soluiones estables a la ondiiónde equilibrio de fuerzas, ∂H(xi)/∂xi = 0, o ténias de relajaión � da laon�guraión de estado fundamental on una preisión arbitraria. El métodode poteniales efetivos da el estado fundamental en el límite termodinámiodel sistema, de modo que no hae falta imponer ondiiones de ontorno. Enotros métodos de relajaión y de Newton y en las simulaiones de dinámiamoleular es neesario usar ondiiones de ontorno periódias en la direiónlongitudinal ompatibles on la onmensurabilidad del estado fundamental,que es determinada exatamente por el método de los poteniales efetivos.El método de poteniales efetivos alula la on�guraión de fases {θi} quees estado fundamental de (6.4) a un valor determinado de h y de f . Entones,omo hemos visto, el estado fundamental de (6.2) orresponde a la on�gura-ión {θi, θ′i}, on θ′i = −θi. Las fases θ y θ′ no son antidades invariantes gauge,por lo que dependen de la eleión partiular del gauge que hemos heho. Lasantidades físiamente interesantes son las diferenias de fases invariantes gau-ge, γij = θi− θj−Aij , en ada unión, on ellas podemos alular las orrientessuperondutoras (5.1), los voltajes (5.2) y la vortiidad (5.21) de ada elda.La �gura 6.3 presenta el resultado del álulo del diagrama de fases delos estados fundamentales de la esalera, donde, por laridad, sólo mostramos
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Figura 6.3: Diagrama de fases de la esalera alulado usando el método de los po-teniales efetivos. Cada fase está de�nida por el valor de ω y, por laridad, sólorepresentamos algunas de las líneas de transiión.algunas de las líneas de transiión entre fases diferentes. Caraterizamos adafase por el valor de la densidad de vórties, ω. La �gura 6.4 muestra, omopredien los argumentos rigurosos menionados anteriormente, que a un valordado de h, ω(f) es una Esalera de Diablo: una funión ontinua pero que enada valor raional de ω muestra un intervalo de valores de f para los uales
ω es onstante.Este diagrama de fases es muy diferente del de la red isótropa bidimensio-nal, en el que se asume que no existen intervalos de estabilidad en los valoresraionales de ω, y ω = f en todo el diagrama. En el aso de la esalera, sinembargo, la densidad de vórties no es igual al ampo. Dentro de ada una delas lenguas del diagrama la on�guraión que es estado fundamental ambiaon la frustraión y la anisotropía pero sin que ambie ω.Físiamente, la reaión del sistema a un ambio del ampo externo onsisteen una variaión de las superorrientes que ompensan los ambios en el ampoexterno sin que varíe la densidad de vórties (�uxoides) en la red. En el asode un estado fundamental y densidad de vórties nula es tentador hablar deeste efeto omo un tipo de efeto Meissner. Sin embargo el ampo magnétiopenetra totalmente la red, no hay expulsión de �ujo, y por eso el valor de f parael ual la fase de estado fundamental ambia no puede ser interpretado omo
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Figura 6.4: Funión ω(f) de los estados fundamentales de la esalera de unionesJosephson a h = 0,4. La funión es una Esalera del Diablo: una urva ontinua onun peldaño para ada valor raional de ω.

Figura 6.5: Energía del estado fundamental (�gura 6.4) omo funión del ampo ex-terno, h = 0,4.
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Figura 6.6: Varios ejemplos de la distribuión de vórties en estados fundamentalesde la esalera de uniones Josephson.el análogo al ampo rítio de superondutores: es la densidad de �uxoides laque ambia, no la densidad de �ujo.Aunque ω(f) muestra un aspeto muy omplejo, la energía de los estadosfundamentales es una funión ontinua de la frustraión (ver �gura 6.5). Esteresultado fue probado rigurosamente por Vallat y Bek [34℄ en redes bidimen-sionales y es también válido en la esalera.La on�guraión de vórties ni orrespondiente al estado fundamental dedensidad ω(< 1) está explíitamente dada por
ni = Ξω(iω + α) (6.7)on α una onstante arbitraria y Ξω(x) = Ξω(x + 1) la funión araterístiadel intervalo [0, ω):

Ξω(x) =

{

1 si 0 ≤ x < ω

0 si ω ≤ x < 1
(6.8)Si ω es raional, ni es una seuenia periódia on periodo el mínimo posible; si

ω es irraional es una seuenia uasiperiódia (hablaremos de estados onmen-surados e inonmensurados respetivamente). La �gura 6.6 muestra ejemplosde estados fundamentales onmensurados (ω = p/q, on p, q primos entre sí)en distintos lugares del diagrama. La seuenia de las antidades invariantegauge es periódia, de periodo el mínimo posible ompatible on la vortiidaddel sistema. Este no es el aso de otras variables; así por ejemplo, on el gaugeque hemos elegido (6.1), la seuenia de las fases en ada isla es periódia, perode periodo doble del mínimo posible.A ualquier valor de h, los estados fundamentales onmensurados estánanlados. Una on�guraión está anlada uando existe un valor �nito de laorriente Id � intensidad de desanlaje � tal que si una orriente de intensidad
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Figura 6.7: (a) Una disonmensuraión elemental on ω = 0. Mostramos las fases yla vortiidad. (b1) Las dos posibles seuenias de vórties del estado fundamental de
ω = 1/2. (b2) Disonmensuraión elemental de ω = 1/2.
I < Id se inyeta en ada isla de la rama superior y se extrae de ada isla de lainferior, la on�guraión de vórties no ambia. La orriente externa ausa unafuerza en el sistema que tiende a mover los vórties en la direión longitudinalde la esalera, pero la disretitud del sistema introdue una fuerza de anlajeen ada vórtie, que ompite on el efeto de la orriente externa. En el asodel estado fundamental on ω = 0, el efeto de la orriente es haer girar ensentido ontrario las fases de los brazos superior e inferior de la esalera; estoes, manteniendo la simetría θi+ θ‘

i = 0 de nuestra desripión. Para valores de
I < Id las fases ambian a una nueva on�guraión de equilibrio y el voltajeentre las uniones es nulo, de modo que la red sigue siendo un superondutor.Para valores de la orriente externa por enima de la orriente de desanlaje, lason�guraiones de las fases ambian en el tiempo � no hay soluiones estátias� y se puede medir un voltaje entre las uniones.Las transiiones entre diferentes fases son del mismo tipo que las enontra-das en el modelo Frenkel-Kontorova. Esto signi�a que la energía de reaiónde un defeto elemental (también llamado disonmensuraión elemental) esero en el punto de la transiión, lo que posibilita que se de la transiiónConmensurada-Inonmensurada (ver apítulo 2). Una disonmensuraión ele-mental en la esalera de uniones Josephson orresponde on la apariión o



6.2. Estados fundamentales 147desapariión de un vórtie (ver �gura 6.7) y es una on�guraión de mínimaenergía que no es el estado fundamental (ver seión 2.2). En el aso de unafase onmensurada on vórties, la apariión de una disonmensuraión ele-mental orresponde a una pared de dominio que separa estados fundamentalesequivalentes que están desplazados relativamente entre sí. La pared de dominiolleva asoiada un inremento (o dereimiento) mínimo de la densidad loal devórties (ver �gura 6.7 para un ejemplo), lo que no provoa variaión en ladensidad total ω. Es importante señalar que una disonmensuraión elementalno puede ser obtenida a partir de un estado fundamental mediante un número�nito de ambios loales, sino que involura la redistribuión de una poriónsemin�nita de la esalera.Los estados inonmensurados muestran dos regímenes diferentes que estánseparados por una transiión de Aubry[74℄ (ver seión 2.3). La transiión ou-rre a un valor rítio hc de la anisotropía de la red, que depende del númeroirraional ω. Por debajo de este valor rítio, el estado fundamental está desan-lado. La apliaión de ualquier orriente externa es apaz de haer deslizarla estrutura de vórties del estado inonmensurado, lo que se re�eja en laapariión de voltaje en las uniones; la red no es superondutora. Además, losestados inonmensurados por debajo de la transiión de Aubry no son defeti-bles (no admiten defetos en la red de vórties). En este régimen las difereniasde fases invariantes gauge, γij , del estado fundamental de�nen una funión hullque es analítia. Así, en las uniones vertiales γi = θi − θ′i = g(−2πωi + β),on β una onstante arbitraria (ver �gura 6.8).A valores de h por enima de la transiión de Aubry los estados fundamen-tales están anlados. Como ourre on los estados onmensurados, la orrientede desanlaje del estado es diferente de ero on lo que la red muestra unomportamiento superondutor. Los estados fundamentales aún pueden serdesritos por una funión hull, pero que en este aso no es analítia, sino quepresenta un número in�nito de disontinuidades (ver �gura 6.8).Hemos estudiado el valor rítio hc de la anisotropía al ual ourre la tran-siión en el aso de un número irraional áureo: ωτ = (3 −
√

5)/2, obteniendo
hc ≃ 0,490... . Esta estimaión puede ser mejorada usando una aproximaiónraional mejor (nosotros hemos usado ω = 13

34 ) al irraional ωτ . Basándonosen la plausibilidad de la irrelevania de las desviaiones del potenial de in-teraión respeto a su aproximaión uadrátia, en el estudio de estados fun-damentales del sistema, podemos onjeturar que la prinipal disontinuidadde la funión hull, en el aso de una densidad de vórties irraional áurea, seomporta omo ∆ ≃ (h − hc)
ξ, on ξ = 0,712, el exponente rítio obtenidopor Makay [80℄ para la transiión de Aubry en el modelo Frenkel-Kontorovaestándar. La orriente de desanlaje, Id, para la estrutura inonmensurada
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Figura 6.8: Funión hull de la diferenia de fases invariante gauge, en las unionesvertiales de la esalera, del estado fundamental ω = 13/34. Este estado nos permiteaerarnos al estudio de una fase inonmensurada, ω irraional. Por enima de un valorrítio de h la funión es disontinua on in�nitas disontinuidades, y es analítia paravalores de h menores que el rítio. En este ejemplo hc ≃ 0,49.áurea ha sido estimado usando simulaiones en la aproximaión RSJ [38℄. Seha mostrado que Id esala on (h − hc)
ν on ν = 2,75, erano a la estima-ión ν = 3,011, de MaKay (seión 2.3) para el modelo Frenkel-Kontorovaestándar.6.3. MetaestabilidadUna de las araterístias de los modelos frustrados es la existenia de ungran número de estados metaestables, lo que in�uye en la naturaleza de laaproximaión dinámia al equilibrio. Estas on�guraiones son mínimos loa-les de la energía � soluiones estables de las euaiones de equilibrio, ∂H∂θi

= 0� distintos del estado fundamental. Como extensión de los resultados obteni-dos por Aubry [81, 82℄ en el modelo Frenkel-Kontorova, es plausible a�rmar



6.3. Metaestabilidad 149la existenia de estados metaestables aótios en la esalera de uniones Jo-sephson. En esta seión vamos a estudiar algunos aspetos relaionados onla metaestabilidad en la esalera de uniones Josephson.Nuestra desripión del espaio de on�guraiones nae del estudio de laestabilidad lineal, bajo pequeñas variaiones del ampo externo, de un onjuntomuy restringido de fases, aquellas que son el estado fundamental en algúnrango de los parámetros del modelo. Nos mantendremos siempre dentro devalores del ampo tales que la frustraión f esté omprendida entre 0 y 1/2.El proedimiento seguido es el siguiente:a) Usando el método de los poteniales efetivos obtenemos la on�guraiónestado fundamental a un valor de los parámetros (f, h) del modelo en elinterior de una lengua onmensurada de densidad de vórties ω.b) A ontinuaión, variamos �namente el parámetro f (normalmente δf ≃
10−3) y usamos un método de Newton para resolver el sistema de eua-iones no lineales ∂H

∂θi
= 0, on H de�nido por (6.2), lo que permitedeterminar la on�guraión de equilibrio a ada nuevo valor de f .) En ada paso, haemos el análisis de la estabilidad lineal de la solu-ión, alulando el espetro de valores propios de la matriz de pequeñasperturbaiones en torno a la posiión de equilibrio, { ∂2H

∂θi∂θj
}. Con estoonoemos el aráter extremal de la on�guraión obtenida tras b).En todos los asos enontramos un valor propio igual a ero, que orrespon-de a la invariania (una simetría ontinua) del hamiltoniano (6.2) bajo rotaiónuniforme de todas las fases. Si el resto de los valores propios son todos positi-vos, la on�guraión es linealmente estable, y el estado es un mínimo loal dela energía on el valor �jo de ω que estamos onsiderando. Cuando el menorde los valores propios es negativo, la on�guraión es linealmente inestable loque orresponde a otras on�guraiones de equilibrio no mínimos loales de laenergía.En la �gura 6.9 mostramos la evoluión del menor valor propio no nu-lo de la matriz de estabilidad lineal de algunas fases onmensuradas (ω =

1/2, 1/3, 1/4, 1/5, 2/5), a diferentes valores de f uando h = 1,0 (Jx = Jy). Noes sorprendente que el rango de estabilidad sea muho mayor que el intervalode valores de f para los uales un estado dado es el estado fundamental: unatransiión Conmensurada-Inonmensurada no tiene asoiada la pérdida de laestabilidad lineal de la fase onmensurada, que sigue siendo un mínimo de laenergía. La transiión orresponde a un valor nulo de la energía de reaiónde una disonmensuraión elemental, una araterístia que no se mani�estaen un análisis de estabilidad lineal. En el límite del intervalo de estabilidad el
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Figura 6.9: Menor de los valores propios no nulos de la matriz de estabilidad lineal deuna fase a diferentes valores del ampo. La imagen muestra algunos estados onmen-surados simples a h = 1,0. Los írulos maran el punto de la transiión de estable ainestable de una on�guraión uando f deree.aráter extremal de la on�guraión ambia, y allí ésta no es un mínimo dela energía.Hemos observados que en el interior de un intervalo de estabilidad las di-ferenias de fases invariantes gauge γij de la on�guraión se enuentran om-prendidas dentro del intervalo (−π/2, π/2). Esto orresponde a valores de γijdentro de la zona onvexa del potenial de interaión. Conforme nos aer-amos al límite de la zona de estabilidad, esta diferenia, en algunas de lasuniones, se aera a la zona de no onvexidad del potenial y en el puntode ambio de estabilidad es igual a π/2 o −π/2. Desde el punto de vista delas orrientes superondutoras en la red, el sistema se opone a un ambiodel ampo aumentando o disminuyendo las orrientes superondutoras en lasuniones. Esta oposiión tiene un límite que orresponde al momento en el ualla superorriente en alguna de las uniones alanza el máximo valor posible
Ic, lo que oinide on que el potenial de interaión abandone el dominiode la onvexidad. En este punto, ualquier ambio pequeño en el ampo nopuede mantenerse por un inremento de las orrientes, la estrutura de vórti-es es inestable y el sistema evoluiona a la on�guraión estable más erana(en términos del espaio de on�guraiones), que tiene un valor distinto de la
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Figura 6.10: Menor valor propio de la matriz de estabilidad lineal de fases on unadensidad pequeña de vórties: ω = 1/10, 1/20, 1/25densidad de vórties, ω.En la �gura 6.9 se pone de mani�esto que los estados on ω 6= 0 son inesta-bles a valores bajos del ampo mientras que son estables a f = 1/2. Fijémonosen la fase metaestable ω = 0, la �más diferente� del estado fundamental uan-do f = 1/2. Esta fase está de�nida por θi = θ‘
i = 0 para todo i, entoneslas diferenias de fases invariantes gauge valen ±πf o 0 según la unión queonsideremos. Cuando f < 1

2 las fases se mantienen dentro de la zona onvexadel potenial y el estado es estable. El análisis de la fase ω = 0 revela que sulímite de estabilidad lineal orresponde a f = 1
2 .Vamos a onsiderar el otro límite, valores pequeños del ampo externo, don-de la �gura (6.9) paree indiar que sólo la fase ω = 0, el estado fundamental,es estable. Para ello estudiaremos la disonmensuraión elemental del estado

ω = 0. Sabemos que en las eranías de la transiión (f ≃ 0,28 a h = 1,0, ver�gura 6.3) esta on�guraión es estable, y de heho su energía de reaión sehae ero en el punto de transiión. El estudio de la estabilidad lineal de estaon�guraión a valores menores del ampo india que ésta también es inestablea valores bajos de f (ver �gura 6.10). Diha estabilidad ha sido alulada me-diante la aproximaión a esta fase a través de on�guraiones onmensuradason ω pequeño (1/10, 1/20, 1/25). El extremo inferior del intervalo de estabili-dad de la disonmensuraión elemental de ω = 0 es una ota inferior para los
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Figura 6.11: Simulaión de la desestabilizaión de un vórtie uando f = 0 y h = 1,0.Para realizar la simulaión hemos empleado una on�guraión iniial on dos vórtiesen ien eldillas, y ondiiones de ontorno periódias. En la �gura representamos sólola evoluión temporal de θi (i = 2, 4, 6, . . .50), fases del brazo superior de la esalera;
↑ orresponde a θi = 0 y ↓ a θi = π. Ver expliaión en el texto.extremos inferiores de los intervalos de estabilidad del resto de las estruturasmetaestables. En el apítulo siguiente veremos el ambia en esta desripiónuando se onsideran ampos magnétios induidos por las orrientes en lared. En el apítulo 8 veremos algunas propiedades dinámias del sistema quese entienden a partir del análisis que aabamos de desarrollar.Por último, también hemos realizado un estudio mirosópio de la deses-tabilizaión de la on�guraión on un sólo vórtie. La �gura 6.11 muestra larelajaión a temperatura ero de esta on�guraión uando Iext = 0, f = 0 y
h = 1,0. El estado iniial (ver �gura 6.7 (a)) umple θ′i = −θi para todo i yel vórtie se extiende a lo largo de varias eldillas de la red. Para esos valoresde los parámetros la on�guraión iniial es inestable. La dinámia muestrados regímenes temporales difereniados: durante el primero (muy rápido, no seapreia en la �gura) la dinámia del sistema mantiene la simetría de la on-
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Figura 6.12: Diagrama on la energía de algunos estados onmensurados omo funiónde f . La envolvente da la energía del estado fundamental. Los írulos maran ellímite de estabilidad de ada estado, ver �gura 6.9. La línea de puntos orrespondea f = 0,25, el valor del ampo elegido para estudiar la dinámia de relajaión quepresentamos en la seión 8.1 (h = 1,0).�guraión iniial (θ′i = −θi) hasta que se alanza la siguiente on�guraiónde las fases {θi} = {. . . 0 0 0 π π π . . .}. Diha on�guraión es una soluióninestable de las euaiones de equilibrio, por lo que a partir de ese momento(bajo ualquier �utuaión) el sistema evoluiona haia el estado fundamental,que para ese valor de los parámetros de la esalera orresponde a θi = θ′i = α y
ni = 0 para todo i). En este intervalo dinámio ha ambiado la simetría entrelas fases de los brazos inferior (no mostradas en la �gura) y superior de la es-alera, el sistema evoluiona satisfaiendo θi = θ′i y la vortiidad de ualquiereldilla vale ero.En la �gura 6.12 representamos, omo funión de la frustraión, la energíade algunos estados onmensurados simples. La energía del estado fundamen-tal orresponde a la envolvente de esas, e in�nitas otras, urvas. Los puntosde ambio de estabilidad están marados mediante írulos. Podemos observarque en las eranías de los extremos del diagrama, f = 0 y f = 1/2, las di-ferenias de energía entre estos estados onmensurados son bastante mayoresque en el entro del diagrama. Las energías de otros estados estables onmen-surados e inonmensurados, no inluidos en la �gura, también están en esosrangos. Además de todos los estados metaestables que hemos estudiado (los



154 Capítulo 6. Propiedades de equilibrio de la esalera de uniones Josephsonque son estado fundamental en alguna región del diagrama de fases) puedenonstruirse muhos otros estados metaestables asoiados a distribuiones, asiarbitrarias, de vórties, uyas energías también se enuentran en los mismosrangos. Entones, a valores intermedios de f , el paisaje de energías está forma-do por un onjunto extremadamente omplejo de mínimos loales on energíasomparables, que orresponden a on�guraiones de fase que, en general, seenuentran muy separadas en el espaio de on�guraiones y, desde una pers-petiva dinámia, están prátiamente desonetadas, una situaión que es enoasiones llamada de dinámia restringida (onstrained dynamis) [83℄. Re-ordemos que la mayoría de los estados son inaesibles desde uno dado. Losestados alanzables dinámiamente son aquellos que vienen de la aniquilaióno reaión de una densidad �nita de vórties y no de la redistribuión de todoel sistema. Este heho, introdue una jerarquía de estados en la dinámia derelajaión que es relevante en las propiedades vítreas del modelo [84℄. Tras elanálisis de estabilidad, podemos onluir que este modelo presenta ingredientesde sistemas on omportamiento de vidrio: una ompleja estrutura de estadosmetaestables y dinámia restringida. Debemos remarar que el sistemas queestamos onsiderando es un sistema frustrado pero ordenado. Como veremosen 8.1, este esenario es on�rmado por las simulaiones numérias de dinámiaen presenia de temperatura.



Capítulo 7Efetos de apantallamiento deampo en la esalera de unionesJosephson
7.1. El modelo y los métodos empleadosEn el apítulo anterior hemos estudiado las propiedades de equilibrio deuna red de uniones Josephson on la geometría de una esalera. Allí, no he-mos inluido en nuestra desripión los ampos magnétios induidos por lasorrientes que irulan en la red (efetos de apantallamiento del ampo ex-terno), lo que es equivalente a onsiderar que la longitud de penetraión λ⊥ delsistema es muho mayor que la dimensión transversal de la esalera, λ⊥ ≫ a.Esta aproximaión es válida en muhos sistemas, espeialmente a temperatu-ras eranas a la transiión Kosterlitz-Thouless; sin embargo la situaión puedeser diferente a temperaturas menores, y de heho nos enontramos on redespara las uales λ⊥ ≃ 15a, ≃ 5a, e inluso ≃ a [85℄. En este apítulo, tomandoomo referenia y punto de partida los resultados obtenidos en el apítulo ante-rior [37℄, vamos a estudiar la esalera inluyendo los ampos induidos por lasorrientes que irulan en la red [40℄. De este modo obtenemos un onoimientomás realista de los estados fundamentales y en general de las propiedades deequilibrio del sistema. Los resultados que obtengamos pueden ser de interés enel momento de realizar e interpretar experimentos, donde los parámetros de lared pueden ser �jados a voluntad.La investigaión teória en redes de uniones Josephson progresa ontinua-mente y apareen modelos, ada vez más omplejos, que permiten mejorarnuestro entendimiento y apaidad de prediión de los muhos fenómenos



156 Capítulo 7. Efetos de apantallamiento de ampointeresantes que se dan en estos sistemas [17℄. Un paso importante en esteavane es la inlusión de ampos magnétios induidos por orrientes, que handesarrollado varios grupos en los últimos años.Majhofer et al. [86℄ introduen un modelo basado en granos superonduto-res aoplados por efeto Josephson, para estudiar algunos aspetos del ompor-tamiento de muestras superondutoras en presenia de un ampo magnétio.Enuentran distribuiones estaionarias de �ujo magnétio y efetos de histére-sis típios de superondutores erámios. Posteriormente mejoran su modeloy lo aplian al estudio de las urvas intensidad-voltaje y a la distribuión y a ladinámia del �ujo [87℄. Domínguez y José [46, 88℄ han expliado la existeniade Shapiro steps subharmónios a ampo ero (en las urvas intensidad-voltajede redes sometidas a orrientes alternas) debidos a la inlusión de los amposmagnétios induidos por las orrientes en la red. Phillips et al. derivan unalgoritmo e�iente que permite estudiar redes de 500×500 eldillas inluyendoinduiones entre todas las eldillas de la red. Estudian las propiedades está-tias de los vórties [85℄ y diferentes aspetos dinámios [89, 90℄. Ciria et al.han desarrollado un potente programa (que utilizamos en este apítulo) paraestudiar dinámiamente grandes redes de uniones Josephson on ampos indu-idos [47℄. Su interés se entra espeialmente en las ondiiones de estabilidady oherenia en redes de uniones Josephson.En todos estos asos, el sistema es estudiado mediante la simulaión numé-ria de la dinámia de las diferenias de fases invariantes gauge; y en muhosde ellos el interés se onentra en los efetos de los ampos induidos en laspropiedades dinámias de las redes, uando están alimentadas por orrientesexternas. Por el ontrario, al menos hasta donde nuestro onoimiento llega,el nuestro [40℄ es el primer estudio sobre los estados fundamentales de unared de uniones Josephson on induiones. Formularemos el problema en tér-minos de la soluión del diagrama de fases de los estados fundamentales delsistema, desrito por un hamiltoniano que inluye la energía magnétia debidaa los ampos induidos, además de la ontribuión habitual de aoplamientoJosephson. Como en el apítulo anterior, nos limitamos a una aproximaión lá-sia al problema, lo que signi�a despreiar los efetos de arga de las uniones.Estos efetos, sin embargo, son relevantes en el aso de uniones muy pequeñas.El hamiltoniano que desribe el sistema (sin término inétio) es la suma dela ontribuión de la energía Josephson de ada unión y la energía magnétiade un iruito de orrientes [85, 88℄:
H = −∑

i [Jx cos(θi − θi+1 − πf0 − πfi)

+Jx cos(θ′i − θ′i+1 + πf0 + πfi) + Jy cos(θi − θ′i)
]

+1
2Φ2

0

∑

ij fiL
−1
ij fj.

(7.1)Como en el apítulo anterior, θi (θ′i) son las fases del parámetro de orden
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Figura 7.1: Representaión esquemátia de la red anisótropa de uniones Josephson enpresenia de un ampo externo. Los nodos representan islas superondutoras y lasrues las uniones. La elda de la dereha muestra la eleión del gauge: f tot
i = f0 +fidonde f0 = Ha2/Φ0 es el �ujo debido al ampo externo y fi el �ujo induido en i.superondutor en las ramas superior (inferior) de la esalera (�gura 7.1). f0es el �ujo debido al ampo magnétio externo, que asumimos onstante entoda la red. fi es el �ujo del ampo induido en la eldilla i, una funión delas orrientes a través de todas las uniones de la esalera. Ambos f0 y fi sonexpresados en términos del uanto de �ujo, Φ0. De este modo, el �ujo magnétiototal Φtot

i a través de una eldilla dada i es Φtot
i = Φext+Φind

i = Φ0(f0+fi). Delmismo modo que ourre en el límite λ⊥ → ∞ (euaión 6.2) el hamiltoniano(7.1) es periódio en f0 on periodo 1 y tiene simetría de re�exión en torno
f0 = 1

2 en el intervalo [0, 1]. De este modo, restringiremos nuestro análisis avalores de f0 en el intervalo [0, 1
2 ].Al esribir (7.1) haemos una eleión de gauge onveniente: onsideramosque el potenial vetor es paralelo al eje longitudinal de la esalera y tomavalores opuestos en ada rama (ver �gura 7.1). En este gauge f0 y fi estánrelaionadas de modo trivial on las integrales de línea del potenial vetor ~Aa lo largo de las uniones de la esalera: Aαβ = 2π

Φ0

∫ β
α
~Ad~l = ǫπ(f0 + fi), donde

ǫ = +1(−1) para las uniones superiores (inferiores) de la esalera y ǫ = 0 paralas uniones vertiales.
Jα (α = x, y), la energía de aoplamiento Josephson, está relaionada onla orriente rítia a través de ada unión, Icα, por Jα = IcαΦ0/2π. La matrizde indutanias de la red, L, es de�nida por

Lij =
Φ0

Icx

1

8π2λ⊥
Λij, (7.2)donde Λij es una matriz adimensional que ontiene tal sólo oe�ientes geo-



158 Capítulo 7. Efetos de apantallamiento de ampométrios que dependen fundamentalmente de la distania entre las eldas i y jen la red (ver apéndie al �nal del apítulo). λ⊥ es la longitud de penetraión,de�nida omo en [85℄
λ⊥ =

1

4π2

Φ2
0

µ0Jxa
, (7.3)medida en unidades del espaiado de la red, a.De igual modo que en el aso de despreiar la ontribuión magnétia ala energía (apítulo anterior), puede deduirse que las on�guraiones que mi-nimizan el hamiltoniano (7.1) umplen θi + θ′i = cte. Fijando esta onstanteigual a 0 y normalizando por Jx, para trabajar on antidades adimensionales,obtenemos

H = −∑

i [2 cos(θi − θi+1 − πf0 − πfi)

+
Jy

Jx
cos(2θi)

]

+
Φ2

0

2Jx

∑

ij fiL
−1
ij fj,

(7.4)donde el oiente Jy/Jx de�ne la anisotropía de la esalera. Resolver el diagra-ma de fases de estados fundamentales nos restringe a la expresión (7.4).Vamos a onsiderar tres aproximaiones a la matriz de induiones: el mo-delo más simple (aso A) asume que la matriz de induiones es diagonal. Eneste aso, el �ujo induido en una eldilla sólo depende de la orriente de ma-lla en esa eldilla. El próximo paso en omplejidad, aso B, inluye tambiéninduiones mutuas a primeros veinos; entones L−1
ij = L̃δij + M̃δij±1. EnC tenemos en uenta todos los elementos de la matriz. En el primer aso eltérmino en las euaiones (7.1) y (7.4) que da uenta de la energía magnétiaes

Hmagn =
∑

i

dKf
2
i , con dK = 8π3(Λ−1)00λ⊥ ≈ 6,8λ⊥. (7.5)En el aso B,

Hmagn =
∑

i

dKf
2
i +

∑

i

αdKfi(fi−1 + fi+1), con α =
M̃

L̃
≃ 0,21355 (7.6)Hemos usado distintos métodos para alular el diagrama de fases de losestados fundamentales del sistema en el límite termodinámio. En los asos Ay B es posible utilizar el método de poteniales efetivos [78℄ adaptado adeua-damente al estudio de nuestro problema [91, 92℄, que involura dos variablesindependientes por sitio (θi y fi) on interaión extendida a veinos próxi-mos. El aso es numériamente equivalente a un sistema on una variable porlugar e interaión a segundos veinos. El heho de tener dos variables porsitio ausa que el tiempo de omputaión requerido para obtener el diagramade fases, on alta preisión, sea muho mayor que el del aso estudiado en el



7.2. Estados fundamentales 159apítulo anterior (donde fi = 0 para todo i). Esto hae que sea muy impor-tante omplementar adeuadamente el método on otros proedimientos. Deeste modo, poteniales efetivos proporiona, dentro de una antidad aeptablede tiempo, soluiones aproximadas al problema del estado fundamental omofunión del ampo externo, la anisotropía de la esalera y la longitud de pene-traión. Basándonos en estas soluiones, para obtener resultados más preisoses neesario utilizar métodos estándar de enontrar raíes (alulando las so-luiones estables a ∂H
∂xi

= 0) o dinámia (permitiendo a la soluión aproximadaque relaje). Entones, es neesario el uso de la euaión (7.1) para desribirel sistema, ya que (7.4) sólo es adeuada uando se trata on on�guraionesque son mínimos, lo que es un subespaio reduido del sistema total. Hemosomprobado que se obtienen los mismos resultados si apliamos el método delos poteniales efetivos on una disretizaión alta o se ombina on ual-quier método omplementario del tipo de los desritos anteriormente. Cuandose hae esto último es posible determinar los bordes de las lenguas de estadosfundamentales on densidades de vórties diferentes, omparando las urvas deenergía que orresponden a las distintas on�guraiones.Mas aún, haiendo uso de los proedimientos desritos anteriormente pode-mos estudiar omo se modi�a la on�guraión estado fundamental uando losparámetros varían. Aquí es onveniente reordar que, en general, una on�gu-raión de vórties es estable más allá del rango de parámetros en los que es elestado fundamental. En este aso hemos de utilizar los métodos para enontrarraíes omplementados on el análisis de estabilidad de las soluiones.El modelo C inluye la matriz total: las interaiones entre variables seextienden a toda la red. El problema no puede ser estudiado on el métodode poteniales efetivos. En este aso, onsideramos los resultados logrados enla aproximaión B omo ondiiones iniiales y dejamos evoluionar el sistemapara relajar al equilibrio. Los detalles sobre el algoritmo dinámio se puedenenontrar en [47℄.7.2. Estados fundamentalesEn la seión anterior hemos avanzado que, al igual que ourre en el límite
λ⊥ → ∞, alular los estados fundamentales de (7.1) es equivalente a alularlos estados fundamentales de (7.4), lo que nos permite apliar el método depoteniales efetivos al álulo de estos, siempre dentro de las aproximaionesA o B a la matriz de induiones.La �gura 7.2(a) muestra el diagrama de fases de los estados fundamentalesen el aso de longitud de penetraión in�nita [37℄. Las distintas lenguas están



160 Capítulo 7. Efetos de apantallamiento de ampoaraterizadas por la densidad de vórties ω. Esta antidad está relaionadadiretamente on la periodiidad de la on�guraión: un valor ω = p/q impliaque las antidades invariantes gauge � diferenias de fases invariantes gauge,�ujos induidos... � son espaialmente periódias on periodo q. Aquí los vórti-es se de�nen omo en (5.21), haiendo uso de la propiedad de la uantizaióndel �uxoide para de�nir la vortiidad np de una eldilla. La suma de las dife-renias de fases invariantes gauge (restringidas al intervalo (−π, π]) a lo largode las uniones de la elda α es ∑

ij∈α γij = 2π(nα − f tot
α ). La densidad devórties ω es igual al promedio espaial de nα.La densidad de vórties omo funión del ampo externo en la esalera deuniones Josephson on efetos de apantallamiento es una Esalera del Diablo,on un peldaño a ada valor raional de ω. Las �guras 7.2(b) y 7.2() muestranel diagrama de fases en los asos A y B, on una longitud de penetraión λ⊥ =

1, alulados usando el método de poteniales efetivos. Los diagramas (b) y ()son ualitativamente similares al diagrama (a). Como se espera las orrientesinduidas tienden a expulsar el ampo magnétio fuera de la red: uando λ⊥deree, la lengua ω = 0 ree. Hay, sin embargo, una marada diferenia entreestos diagramas: mientras en el aso A todas las lenguas, exepto la ω = 0,se omprimen; en el aso B la fase ω = 1/2 no lo hae y el resto de lasfases se omprimen entre las dos extremas. En breve estudiaremos on uidadoeste omportamiento en el límite λ⊥ → 0. A grandes rasgos, el efeto de lasorrientes induidas por el ampo es inrementar el ampo rítio fc hasta elual la on�guraión ω = 0 es el estado fundamental. La Esalera del Diablose restringe de este modo a un intervalo estreho de valores del ampo.Surge la uestión de si las orrientes induidas son apaes de ambiar ua-litativamente la naturaleza del diagrama de fases. En otras palabras, queremosomprobar si para algún λ⊥ la red es apaz de expulsar ompletamente elampo externo y, en onseuenia, la lengua ω = 0 oupa todo el diagramade fases. Si esto no es así, ¾se onserva la estrutura de la Esalera del Diablopara todos los valores de λ⊥?Para ganar en omprensión sobre el modelo y, en partiular, arrojar luzsobre las uestiones anteriores, es interesante estudiar la dependenia de lasaraterístias de una on�guraión on un vórtie on los diferentes paráme-tros físios. Tal estudio es llevado a abo onsiderando fases onmensuradason una densidad pequeña de vórties (e.g. ω = 1
128 ) para evitar los efetosde interaión entre ellos. En partiular, estamos interesados en estudiar laextensión del vórtie, que está diretamente relaionada on la distribuiónde las fases invariantes gauge en torno al barientro del vórtie y depende delos valores de Jy y λ⊥ (ver �gura 7.3). En las eldillas eranas al entro delvórtie las fases deaen exponenialmente. Este deaimiento se hae más suave
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Figura 7.2: Diagramas de fases de los estados fundamentales de la esalera de unionesJosephson obtenidos usando el método de poteniales efetivos. Cada fase está de�nidapor los valores de ω y, por laridad, sólo están representadas algunas de las líneas detransiión. La �gura (a) muestra los resultados en el aso de despreiar orrientes deinduión (λ⊥ → ∞). (b) Diagrama de fases uando λ⊥ = 1,0 alulado usando laaproximaión A (matriz diagonal) al álulo de los ampos induidos. () Diagramade fases uando λ⊥ = 1,0 alulado usando la aproximaión B (matriz tridiagonal) alálulo de los ampos induidos.
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Figura 7.3: Forma del vórtie a distintos valores de λ⊥ y de anisotropía, aluladosegún el modelo C. Es simétrio y sólo dibujamos la mitad del mismo (el origen deoordenadas es la elda on ni = 1. La �gura muestra las diferenias de fases invarian-tes gauge en las uniones horizontales del brazo superior de la esalera. Comparamos,uando f0 = 0, los asos: Jy = Jx, λ⊥ = 1 (írulos en negro) Jy = 0,4Jx, λ⊥ = 1(írulos en blano) y Jy = Jx, λ⊥ = 0,012 (triángulos). En pequeño, el �ujo induidoen ada eldilla.al aumentar la distania, para i grandes, on i la distania al entro, la fase esde la forma (φi ∼ i−3). La anisotropía afeta la parte exponenial de la urva:un dereimiento de Jy implia un suavizamiento del deaimiento exponenial,mientras que el omportamiento a largo alane permanee sin ambios. Ensu lugar, variar λ⊥ provoa un desplazamiento del onjunto de la urva. Eneldas su�ientemente lejos del entro, el �ujo es negativo y su valor absolutoes una funión dereiente de la distania. El �ujo negativo es debido al signodel término de indutanias mutuas (ver apéndie). Esta araterístia ya fueseñalada por Phillips et al. [85℄.Conforme λ⊥ deree el vórtie se vuelve más loalizado en la eldilla en-tral y, en el límite λ⊥ → 0, tiende a identi�arse on el �uxoide (la magnituduantizada de�nida anteriormente, que india el barientro del vórtie). Pode-mos pensar en λ⊥ omo el radio del vórtie: λ⊥ → 0 implia que el vórtiepermanee restringido a la elda en la que np = 1.



7.2. Estados fundamentales 163Cuando no se onsideran ampos induidos por orrientes (límite λ⊥ → ∞)el �ujo magnétio total a través de una eldilla es el �ujo externo, que es ons-tante a lo largo de toda la red. De este modo, la distribuión del �ujo a lolargo de la esalera es independiente de la vortiidad, no hay uantizaión del�ujo y la densidad de vórties no es una densidad de uantos de �ujos sinouna densidad de uantos de �uxoide. Por el ontrario, la situaión ambiadrástiamente uando los ampos induidos son ontabilizados, estando el nú-mero y extensión de los vórties diretamente onetados on la distribuióndel �ujo induido a lo largo de la esalera. Consideremos el límite λ⊥ → 0y la on�guraión de estado fundamental ω = 0; allí, las orrientes tiendena apantallar uniformemente el ampo externo (en ada elda fi → −f0). Deeste modo la red exhibe un omportamiento que reuerda el efeto Meissner:el ampo externo es apantallado por el sistema y no penetra en la red. Paraualquier otro valor de ω, la distribuión de �ujos es bastante diferente. En laseldas donde la vortiidad es igual a ero, el �ujo induido tiende a anelarel externo, y el �ujo total es igual a ero. En las eldas donde la vortiidades igual a uno, el �ujo induido fi → (1 − f0), siendo el �ujo total igual a unuanto de �ujo. Entones, en el límite λ⊥ → 0, el �uxoide se identi�a onel �uxón, y está loalizado en una eldilla de la red. Esto está ilustrado en la�gura 7.4 donde se muestra la dependenia del �ujo induido on λ⊥ para laseldas on vortiidad np = 1 y np = 0 del estado fundamental ω = 1
2 , uando

f0 = 1
2 y Jy = Jx. Este omportamiento es general, para otros valores de ω los�ujos en las eldas de vortiidad nula dependen de la distania al vórtie máserano, pero esta diferenia es del orden de λ2

⊥ en el límite λ⊥ → 0. Pode-mos distinguir tres regiones: para λ⊥ > 4, |fi| ≤ 0,1f0, y onsiderar longitudde penetraión in�nita es una aproximaión justi�ada. Por otro lado, para
λ⊥ < 0,12, observamos el omportamiento de bajo λ⊥: |fi| > 0,9 (ni − f0),y los ampos de apantallamiento son dominantes. Entre ellos hay una regiónintermedia, en torno a λ⊥ = 0,7 (donde la derivada del �ujo induido respetoel logaritmo de la longitud de penetraión es máximo). Este valor entral de λ⊥revela que la dimensión trasversal de la esalera domina sobre la longitudinal,y la mayoría de los resultados son fuertemente dependientes del aráter asiunidimensional del sistema.La desripión presentada en el párrafo anterior permite obtener algunaexpresiones simples para las energías de diferentes on�guraiones a valorespequeños de λ⊥. El hamiltoniano (7.1) onsiste de dos omponentes, orres-pondiendo a las energías Josephson y magnétia. Hemos omprobado numé-riamente que, uando λ⊥ → 0, el término Josephson se satura antes que elmagnétio. De este modo, a valores pequeños de λ⊥, podemos aproximar la
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Ep ≃ −3 +

Φ2
0

2JxNp
(ni − f0 + δfi) (L−1)ij (nj − f0 + δfj) (7.7)donde δfi ∼ O(λ⊥), Np es el número total de eldas, y ni = 0, 1 es la vortiidadde la elda i. Consideremos primero el aso A en esta aproximaión. La energía

Figura 7.4: (a) Variaión del �ujo induido omo funión de λ⊥ en el estado fundamen-tal ω = 1
2 (f0 = 1

2 , Jx = Jy), alulado según el modelo C. Cada urva orrespondeal �ujo en el aso ni = 1 o ni = 0. (b) muestra la derivada del �ujo induido onrespeto al logaritmo de la longitud de penetraión. La �gura permite distinguir tresregiones: los asos extremos, λ⊥ > 4 (el �ujo induido fi = 0 + δ/λ⊥) y λ⊥ < 0,12 (
fi = ni − f0 + δλ⊥), y una región intermedia en torno a λ⊥ ∼ 0,7, donde la derivadaes máxima.
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Figura 7.5: Energía de diferentes on�guraiones a distintos valores de la frustraiónuando λ⊥ = 0,5, Jy = Jx y usando el modelo A. Estudiamos los estados ω =

0, 1/5, 1/4, 1/3, 2/5 y 1/2 (de izquierda a dereha en la �gura). La energía del estadofundamental omo funión del ampo está dada por la envolvente de las urvas. Enpequeño mostramos el valor de ω para los estados fundamentales, obtenido a partirde la urva de energías.por eldilla de una on�guraión on ω = p/q es
Ep ≃ −3 + dK

(

p

q
(1 − f0)

2 +
q − p

q
f2
0

)

. (7.8)Cuando f0 ∈ [0, 1
2 ], (1 − f0) ≥ f0, y Ep es una funión reiente de ω: paraualquier f0 6= 1

2 , ω0 < ω1 implia E(ω0) < E(ω1) y, en esta aproximaión,la on�guraión on ω = 0 es el estado fundamental. Si f0 = 1/2, Ep, omose de�nió previamente, es igual para todos los valores de ω, por lo que serequiere una aproximaión de segundo orden en dK . Es fáil de obtener que
E(ω = 1

2 ; f0 = 1
2) < E(ω = 0; f0 = 1

2 ) � en partiular E(ω = 1
2 ; f0 = 1

2) −
E(ω = 0; f0 = 1

2) = d2
K/(6π

2Jy)). �Remaramos que estos resultados orresponden al aso A y un límite ex-tremo (λ⊥ → 0). De todos modos, la Esalera del Diablo es observable a todoslos valores de λ⊥ (hemos omprobado este punto inluso a λ⊥ = 0,012). Comoejemplo, la �gura 7.5 muestra la energía de on�guraiones estables on valoresdiferentes de ω (0, 1
2 ,

1
3 ,

1
4 ,

1
5 ,

2
5 ), omo una funión del ampo externo uando

λ⊥ = 0,5. La energía del estado fundamental orresponde a la envolvente deestas urvas, de este modo una aproximaión a la funión ω(f0) del estadofundamental puede obtenerse a partir de ellas.



166 Capítulo 7. Efetos de apantallamiento de ampoEste resultado ambia uando onsideramos una aproximaión más om-pleta a la matriz de induiones (modelos B y C). En estos asos la fase ω = 0no domina el diagrama uando λ⊥ → 0 y otras fases onmensuradas se apre-ian nítidamente. Antes de realizar un análisis ompleto, vamos a presentar unargumento de plausibilidad en apoyo de esta a�rmaión. Comenemos ompa-rando las fases ω = 0 y ω = 1
2 . En la on�guraión ω = 0, las orrientes y los�ujos son idéntios en todas las eldas. Por otro lado, una on�guraión on

ω = 1
2 exhibe una periodiidad espaial de periodo 2a; uando f0 = 1

2 el �ujoy las orrientes en una elda tienen el mismo módulo y signo opuesto respetoa las de eldas adyaentes. Esto nos permite de�nir un dK efetivo para ambason�guraiones, de modo que la energía magnétia por elda es dKefff
2
i (verapéndie). En el aso B dK eff(ω = 0) = 10, 945λ⊥ y dK eff(ω = 1

2) = 4, 617λ⊥mientra que en el aso C dK eff(ω = 0) = 11, 176λ⊥ y dK eff(ω = 1
2) = 4, 638λ⊥.En general, si ω0 < ω1 entones dK eff(ω0) > dKeff(ω1) y por ello E(ω0; f0 =

1/2) > E(ω1; f0 = 1/2). Esta dependenia de la intensidad del apantallamien-to on ω ausa que el diagrama de fases en el límite de longitud de penetraiónmuy pequeña ambie de manera importante según la aproximaión a la matrizde induiones.Es fáil demostrar que, en el límite λ⊥ → 0 y usando la aproximaiónB a la matriz de induiones, la fase ω = 0 es estado fundamental uando
0 < f0 < 0,350, la fase ω = 1/2 lo es uando 0,350 < f0 < 1/2, y uando
f0 = 0,350 todas las fases tienen la misma energía.Más aún, es posible extender de modo trivial el argumento desarrolladopreviamente en A, y alular la energía por eldilla de ualquier distribuiónde vórties omo funión de f0. Notar que una on�guraión on ω = p

q estádesrita por una estrutura periódia espaial uya elda unidad onsiste en qeldillas onteniendo p vórties, por ello podemos reduir el sistema a uno on
q eldas. Para haerlo es neesario generalizar la suma anterior y rede�nir lasomponentes de la matriz L para tener en uenta la ontribuión de ada unade las in�nitas réplias de la elda unidad. De este modo la indutania entredos eldillas a distania j está dada por

L̂ij =
∑

n

Li,j+nq, donde n = 0,±1,±2, . . . , y j = 1, . . . , q (7.9)En el límite λ⊥ → 0 los �ujo induidos en las eldillas de la elda unidad estándados por el vetor F ≡ {fafbfc...} on fi = (1 − f0 + δfi) o (−f0 + δfi)dependiendo del número de oupaión de la elda, ni. De este modo, la energíapor elda, hasta el primer orden en λ⊥, está dada por la euaión (7.7) on δfi =

0. Hemos alulado esta expresión para una serie de valores de ω. Comparandolas energías de las urvas para diferentes on�guraiones hemos obtenido unaEsalera del Diablo, ver �gura 7.6.
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Figura 7.6: Esalera del Diablo observada en el aso C, uando λ⊥ → 0 y la esaleraes isótropa.El omportamiento que hemos desrito � la existenia de un onjunto in-�nito de estados fundamentales que varían on el ampo según una Esaleradel Diablo � es araterístio de una amplia lase de estruturas espaialmentemoduladas on una interaión onvexa entre las partíulas. Como vimos enel apítulo anterior, en el límite de despreiar los efetos de apantallamientodel ampo (λ⊥ → ∞), está bien estableido que el problema del estado funda-mental de la esalera es equivalente al problema del estado fundamental de unmodelo Frenkel-Kontorova onvexo. Sin embargo, y a pesar del omportamien-to ualitativo similar mostrado en nuestros álulos, la inlusión de los amposinduidos por las orrientes magnétias di�ulta haer una equivalenia riguro-sa entre el hamiltoniano que desribe la esalera on efetos de apantallamientoy los modelos unidimensionales onvexos. Este punto está más allá del alanedel trabajo realizado y es una uestión abierta a un estudio futuro.7.3. MetaestabilidadDe aquí en adelante vamos a estudiar la respuesta de la red de unionesJosephson a variaiones del ampo externo. Restringiremos nuestro análisis alestudio de los intervalos de estabilidad de algunas fases onmensuradas sen-



168 Capítulo 7. Efetos de apantallamiento de ampoillas, aquellas que son la soluión estado fundamental a algún valor de losparámetros del sistema (de este modo, onsideramos sólo fases ordenadas queinluyan vórties, y no antivórties, y para las uales 0 < ω < 1
2). Tal perspe-tiva fue estudiada en el apítulo anterior, en el límite de despreiar los efetosde apantallamiento, para araterizar la aproximaión dinámia al equilibrio,que mostró relajaión lenta [37℄ (ver la seión primera del apítulo siguiente).Aquí nos entraremos en una diferenia importante que surge uando se on-sideran los ampos induidos. Tal estudio es llevado a abo por medio de unaomputaión asi estátia de las on�guraiones ordenadas estables (mínimosloales del hamiltoniano (7.1)) uando el ampo externo ambia lentamente.El rango de estabilidad de ualquiera de las on�guraiones que estudiamoses mayor que el intervalo de los parámetros en los que es el estado fundamental.En general, existe un valor rítio del ampo para la estabilidad de ada fase:para f0 < fc(ω) la fase ω no es ya estable. La pérdida de estabilidad uan-do f0 deree ourre del siguiente modo: un dereimiento del ampo impliaun aumento de las superorrientes a través de las uniones para mantener ladensidad de vórties en la red. La inestabilidad de un estado ourre uandola superorriente en una unión alanza su valor máximo. Entones ualquierambio pequeño en el ampo no puede mantenerse por un reimiento de lasorrientes, la estrutura de vórties es inestable y el sistema relaja a una faseon ω diferente. Este es el proeso para los ambios en la densidad de vórtiesuando el ampo externo es variado o uando el ruido térmio es su�iente-mente grande para produir que un vórtie salte la barrera de energía de lafase metaestable y entones el sistema se aproxima a alguna otra fase �másestable�.En el límite de despreiar efetos de apantallamiento [37℄ fc(ω) > 0 paratodo ω 6= 0, y de este modo uando f0 = 0 sólo la fase ω = 0 es estable. Lainlusión de orrientes induidas ambia esta situaión. Cuando λ⊥ deree elrango de estabilidad de una fase determinada aumenta. Más aún, para adaon�guraión ω hay un valor rítio de la longitud de penetraión λ⊥c(ω): si

λ⊥ < λ⊥c(ω) la fase es estable a ualquier valor del ampo externo. Conside-remos dos asos extremos: la on�guraión de un vórtie y la fase ω = 1/2. Elaráter repulsivo de la interaión entre vórties implia que la estabilidad dela on�guraión on un sólo vórtie es una ondiión neesaria para la estabi-lidad de ualquier fase on 0 < ω < 1
2 , así que el valor partiular de λ⊥ al ualourre la estabilidad de la on�guraión (λv⊥(f0)) es una ota superior para laestabilidad de las fases on 0 < ω < 1
2 . Por otro lado, la estabilidad de la fase

ω = 1
2 asegura la estabilidad de ualquier otra fase on 0 < ω < 1

2 , de modoque el valor partiular de λ⊥ al ual ourre la estabilidad de la ω = 1
2 (λ1/2

⊥ (f0))es una ota inferior para la inestabilidad de las fases on 0 < ω < 1
2 . De este



7.3. Metaestabilidad 169modo, λ1/2
⊥ (f0) ≤ λωi

⊥ (f0) ≤ λv⊥(f0). La �gura 7.7 muestra las regiones de esta-bilidad de las on�guraiones de vórties. Para valores de los parámetros porenima de las urvas (región E), ualquier on�guraión de vórties es estable.En la región E-I, onforme nos movemos haia el origen de oordenadas, losdiferentes estados se haen inestables (en orden de dereimiento de ω). En Ila únia on�guraión estable es la de ω = 0.Mirando de nuevo las superorrientes en la red, vemos que onforme λ⊥deree las diferenias de fases invariantes gauge de las on�guraiones me-taestables se aproximan a ero y de este modo las superorrientes son menores,haiendo la fase más estable.En el apítulo siguiente volveremos sobre estas uestiones, que tienen ini-denia sobre el omportamiento del sistema en presenia de orrientes externas.

Figura 7.7: La �gura muestra las frontera entre las regiones de estabilidad y de inesta-bilidad de una on�guraión on un vórtie (írulos) y de la fase ω = 1/2 (uadrados),en el aso Jy = Jx. Hemos omprobado que las urvas ajustan a una funión uadrátia
f0 = α

(

β + 1
λ⊥c(f0)

) (

1
λ⊥c(0) − 1

λ⊥c(f0)

). Donde λ⊥c(0) es la longitud de penetraiónpor debajo de la ual una on�guraión es estable a f0 = 0, y αβ 1
λ⊥c(0)

= fc, donde
fc es el valor de la frustraión por debajo del ual la on�guraión no es estable en ellímite de induión nula. Para la on�guraión on un vórtie, fc = 0,1175±0,00065 y
λ⊥c

(0) = 1,812±0,018; en el aso ω = 1/2, fc = 0,215±0,001 y λ⊥c
(0) = 1,197±0,006.



170 Capítulo 7. Efetos de apantallamiento de ampo7.4. Apéndie: matriz de induionesAnaliemos las euaiones dinámias de una red de uniones Josephson onorrientes de apantallamiento. Dentro del maro del modelo RSJ la intensidada través de la unión ij de la red viene dada por la soluión del siguiente sistemade euaiones
Iij = Ic sen(θi − θj −Aij) +

Φ0

2πR

d

dt
(θi − θj −Aij) (7.10)on Aij umpliendo ∑

ij∈αAij = 2πΦtot
α /Φ0. El �ujo magnétio total a travésde una eldilla α está dado por el �ujo debido al ampo externo Φext, que esonstante para todas las eldillas de la red, más el ampo induido por todaslas orrientes Ikl en la red:

Φtot
α = Φext + Φind

α = Φext +
∑

ij∈α

∑

kl

Lij,klIkl (7.11)
Lij,kl es una matriz que depende explíitamente de la geometría de la red.El sistema es de euaiones se ompleta on las ondiiones de onservaiónde la orriente en ada isla superondutora:

∑

j

Iij = Iext
i (7.12)Resolver los anteriores sistemas no es un problema en modo alguno trivial[46, 90℄, implia la resoluión de un onjunto de 2n2 euaiones diferenialesno lineales y globalmente aopladas. Las 2n2 variables son las n2 fases de lasislas superondutoras y los n2 �ujos o las 2n2 diferenias invariantes gauge enlas uniones de la red. De aquí en adelante asumiremos que Iext

i = 0.Es habitual rede�nir las expresiones anteriores y trabajar on las orrientesde malla Iα, en lugar de las orrientes de unión Iij, y la matriz de induionesentre eldillas Lαβ, en vez de induiones entre uniones Lij;kl. Diha transfor-maión la haemos del siguiente modo: apliando la ley de Biot-Savart alu-lamos el ampo magnétio induido en una unión por las orrientes irulandoen la red [93℄. De este modo se obtiene la siguiente expresión adimensionalpara las omponentes induidas del potenial vetor, que obedee el gauge deCoulomb (~∇ ~A = 0),
Aind
ij =

2π

Φ0

∫ j

i

~A indd~l =
1

4πλ⊥

∑

kl

FFij;kl ikl, (7.13)donde FF es un fator de forma que depende de la geometría de la red, iijes la orriente que irula a través de la unión ij, normalizada a la orriente



7.4. Apéndie: matriz de induiones 171rítia de la unión Ic, y λ⊥ es la longitud de penetraión (ver euaión (7.3)).En esta desripión Lij,kl = 1/(4πλ⊥Ic,ij)FFij;kl.Es fáil obtener una desripión equivalente en términos de las orrientesde malla y el �ujo magnétio. El �ujo induido en la elda α está dado por
Φind
α =

∮

α

~A indd~l =
Φ0

2π

∑

ij∈α
Aind
ij , (7.14)donde la suma es sobre las uatro uniones ij de la elda α, y puede ser expresadopor una euaión lineal de la forma

∑

ij∈α
Aind
ij = Pα;ijA

ind
ij . (7.15)Por otro lado, también las orrientes de malla están relaionadas on lasorrientes en ada unión a través de un operador lineal

iij =
∑

ij∈α
Qij;αiα (7.16)(suponemos que no hay orrientes externas).Combinando (7.13), (7.14), (7.15) y (7.16) obtenemos

Φind
α = LαβIβ , Lαβ =

Φ0

Ic

1

8π2λ⊥
Λαβ , Λαβ =

∑

ij

∑

kl

Pα;ijFFij;klQkl;β.(7.17)Los elementos de Λij dependen de la distania |i− j| entre las eldas on-sideradas. Las propiedades generales de la matriz Λij son: Λ00 es positivo, y
Λij < 0 para i 6= j; Λ00 = 38,194 y Λ0i

Λ00
≡ { 1,-0.20332,-0.0040118,-0.0010570. . . }; para dos eldas su�ientemente alejadas (|i − j| ≥ 10) la induión mu-tua es |Lij | ∼ |i − j|−3, omo está alulado en [46℄. En nuestros álulos,hemos onsiderado eldas uadradas y orrientes onentradas en un ilindrode longitud a y radio 0,005a [93℄.En este punto debemos señalar que la desripión anterior en términosde orrientes de malla en vez de orrientes de unión, uando se aplia a laesalera de uniones Josephson implia que la orriente irulando a través deuna unión del brazo superior de la esalera es igual pero de signo ontrario quela orriente que irula a través de la unión inferior de la misma eldilla (siesto no fuera así no se podría esribir la euaión 7.16). Puede verse fáilmenteque esta ondiión es siempre satisfeha en el aso de una red �nita de unionesJosephson pero no en el aso de la red in�nita (que es el límite que onsideramosen nuestro trabajo), en la ual está permitido un transporte neto de orrienteen la direión longitudinal de la red. A primera vista esto pone en di�ultad



172 Capítulo 7. Efetos de apantallamiento de ampola desripión que haemos del sistema. Sin embargo hemos de deir que en elaso de la búsqueda de los estados fundamentales partimos del heho de queen el límite λ⊥ → ∞ estos umplen esta ondiión sobre las orrientes, y enel resto de los asos también por ser ontinuaión de este límite. Por último,señalamos que en los estudios dinámios de relajaión al equilibrio, aso C, ladinámia que realizamos [93℄ se basa en el álulo de los ampos induidos porlas orrientes de ada unión (euaión 7.11).Apliando las propiedades de la matriz Λij a la esalera de uniones Jo-sephson podemos alular el dK equivalente en el aso f0 = 1
2 para las on-�guraiones ω = 0 y ω = 1

2 . Esto puede haerse fáilmente si se onsidera laperiodiidad espaial de las soluiones. Si ω = 0 todas las eldillas de la redtienen el mismo �ujo y orriente; de este modo podemos de�nir una matriz deautoindutania efetiva omo
fi = (Li;i + 2 ∗ (Li;i+1 + Li;i+2 + ...)) ii = Leff ii, (7.18)donde el fator 2 es debido a la suma de las ontribuiones de las eldas a ladereha y a la izquierda. Los términos Lij , i 6= j son y así Leff < Lii. Ahora,

dK eff(ω = 0) = 8π3/Leff = 11, 176λ⊥.De manera análoga, podemos alular el valor de Leff para una soluiónde ω = 1
2 : para f0 = 1

2 el �ujo y la orriente en una elda tienen la mismamagnitud y signos ontrarios de las de eldas adyaentes. Así
fi = (Li;i + 2 ∗ (−Li;i+1 + Li;i+2 − ...)) ii = Leff ii, (7.19)donde ahora Leff > Lii y dKeff(ω = 1

2) = 8π3/Leff = 4, 638λ⊥.



Capítulo 8Algunos aspetos dinámios enla esalera de uniones Josephson
8.1. Dinámia de relajaión al equilibrioLas redes de uniones Josephson en presenia de un ampo externo son pro-bablemente uno de los mejores ejemplos de sistemas físios en los que las ideasde ompetiión entre interaiones (frustraión), desorden y dinámia omple-ja o vítrea (glassy) pueden ser omprobadas teória y experimentalmente, deforma ontrolada [94, 95, 96, 97℄. La mayor parte de los esfuerzos dediados aestos sistemas, siguiendo esta línea de desorden y dinámia ompleja, durantela última déada, han sido prinipalmente dirigidos al estudio de redes bi- ytri- dimensionales omo modelos de superondutores extremos de tipo II yen onexión on algunos problemas en superondutores granulares (omo lossuperondutores de alta temperatura rítia) [98, 99℄.En esta seión veremos omo el onepto de frustraión in�uye en los fe-nómenos de equilibrio térmio en la esalera de uniones Josephson. Tambiénveremos omo este sistema, a pesar de su geometría simple, presenta rela-jaión lenta al equilibrio, un fenómeno que ha sido observado en algunossistemas físios, omo vidrios de espín, polímeros y superondutores granu-lares y que en modo alguno puede onsiderarse trivial. Es importante señalarque, a diferenia de los ejemplos anteriores, nuestro sistema no posee ningúndesorden estrutural y la frustraión es uniforme. El fenómeno de la relajaiónlenta en sistemas frustrados pero sin desorden es la referenia que impulsa elestudio que hemos realizamos. En las siguientes trabajos enontramos resulta-dos sobre la posibilidad de un omportamiento vítreo en sistemas ordenados[100, 101, 102℄.



174 Capítulo 8. Algunos aspetos dinámios en la esalera de uniones JosephsonEn el apítulo 5 hemos realizado el análisis de la estabilidad lineal de algu-nas estruturas onmensuradas representativas, el ual revela su persisteniaomo estados metaestables fuera del dominio de valores del ampo en el queson el estado fundamental. En el sistema existen muhas otras estruturas me-taestables lo que de�ne un omplejo espaio de on�guraiones. Una de lasaraterístias mirosópias que onduen al fenómeno marosópio de re-lajaión lenta es la existenia de fuertes ligaduras dinámias en el espaio deon�guraiones del sistema, éstas ausan una aproximaión dinámia al equi-librio que se de�ne omo dinámia restringida. En la esalera de unionesJosephson estas ligaduras están diretamente relaionadas on el aráter ygrado de la metaestabilidad, estudiados en el apítulo 5.Para omprobar este fenómeno en la esalera de uniones Josephson nosotrosestudiamos la dinámia relajaional de Langevin [103, 104℄.
θ̇i(t) = −Γ

∂H

∂θi
+ ηi(t) (8.1)donde H está de�nido por la euaión (6.2) (vamos a restringir nuestro estudioal aso que no inluye ampos induidos). Además, usamos Γ = 1 y Jx = 1. ηies un ruido térmio aditivo en las fases y satisfae 〈ηi(t)〉 = 0, 〈ηi(t)ηj(t′)〉 =

2Tδijδ(t − t′).Busamos la relajaión de estados onmensurados y on�guraiones aleato-rias a diferentes valores de la temperatura T . En ada aso hemos alulado ladensidad de vórties omo funión del tiempo y seguido la evoluión temporalde las orrespondientes estruturas espaiales de vórties. En estas simulaio-nes usamos esaleras on 400, 2000 y 5000 eldillas, para evitar los efetos detamaño �nito, y ondiiones de ontorno periódias en la direión longitu-dinal. Hemos integrado el sistema de euaiones de�nido por 8.1 usando unalgoritmo de Runge-Kutta de uarto orden adeuado para resolver sistemas deeuaiones difereniales estoástias [105, 106℄. Los resultados que presentamosaquí han sido obtenidos on f = 0,25 y Jy = Jx. El estado fundamental a esosvalores de los parámetros tiene densidad de vórties ω = 0, y el espaio deon�guraiones muestra una estrutura extremadamente ompleja de estadosmetaestables on valores de energía eranos (ver �gura 6.12).En el aso de una on�guraión metaestable iniialmente ordenada, enon-tramos tres regímenes de temperatura distintos (�gura 8.1). A valores muybajos de la temperatura el estado permanee omo on�guraión metaestable.A partir de algún valor mayor de T , que depende del estado iniial partiular,y hasta T ≃ 0,05 observamos el deaimiento desde el estado iniial ordenadoa una fase metaestable desordenada. Esta fase es básiamente del mismo tipoque la enontrada al realizar la relajaión a T = 0 de una on�guraión defases aleatorias. A valores de la temperatura superiores a T = 0,05 los estados
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Figura 8.1: Curvas de relajaión de la esalera de uniones Josephson a diferentes tem-peraturas. Cada urva muestra el ambio de la densidad de vórties n̄ en la esaleraen funión del tiempo. El estado iniial es la fase ordenada ω = 1/2, que es establea estos valores de f y h (f = 0,25, h = 1,0). A bajas temperaturas no se observarelajaión. A valores de T inferiores a T ≃ 0,05 el estado deae a un nuevo estadometaestable. A temperaturas por enima de este valor deae lentamente al estado fun-damental ω = 0. A altas temperaturas la generaión térmia de vórties y antivórtieses dominante y < n̄(t) >t= f . En los asos de T = 0,1 y T = 0,15 también mostramoslas urvas de relajaión de on�guraiones iniiales aleatorias. Estas urvas oinidenon la relajaión de la fase ordenada, ω = 1/2.relajan lentamente haia el estado fundamental, sin vórties. Tal relajaión,para los valores de los parámetros estudiados, es observable en el rango detemperaturas entre T ≃ 0,05 y T ≃ 0,15. En torno a este último valor de
T , superpuesta a los efetos puramente relajaionales, aparee la ativaióntérmia de vórties y antivórties.Han sido propuestas muhas lases de funiones para ajustar una urva derelajaión lenta. Una de las más generales es la ley KWW [107, 108℄ (Kohl-raush, Williams y Watts, también llamada two-parameter strethed exponen-tial law), de�nida por n̄(t) ∼ exp[−(t/τ)β ]. La relajaión lenta orresponde avalores del parámetro β < 1. Si β → 0 se enuentra relajaión logarítmia. Unvalor de β de 0,5 a 0,7 es omún en vidrios. Los ajustes de nuestros datos de
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Figura 8.2: Las urvas de relajaión lenta de on�guraiones aleatorias han sido ajus-tadas en el rango de temperaturas entre 0,05 y 0,15 por medio de la ley KWW.Enontramos diferentes exponentes entre 0,5 y 0,9 (h = 1,0, f = 0,25)

Figura 8.3: La �gura muestra la dependenia del tiempo de relajaión τ on la tem-peratura en el rango de temperaturas en el ual el sistema presenta el fenómeno derelajaión lenta



8.1. Dinámia de relajaión al equilibrio 177las simulaiones dan valores de β entre 0,5 y 0,9, dependiendo de la tempe-ratura (ver �gura 8.2). No hemos sido apaes de enontrar una dependeniafunional del exponente β on la temperatura. Sin embargo τ ≃ exp(α/T ) (ver�gura 8.3), omo debíamos esperar de un proeso ativado térmiamente [83℄.También hemos investigado las araterístias mirosópias de la dinámiade vórties en los diferentes regímenes de la relajaión. A bajas temperaturasla relajaión de las fases onmensuradas está dominada por la nuleaión denuevas estruturas ompatibles on la iniial. El estado estaionario es un es-tado metaestable formado por diferentes estruturas onmensuradas separadaspor paredes de dominio, ver �gura 8.4. Los estados metaestables alanzadosdesde on�guraiones aleatorias son esenialmente los mismas. A temperaturasmayores estos estados metaestables intermedios deaen haia el estado funda-

Figura 8.4: Evoluión temporal de una on�guraión de vórties en la esalera, nj(t),mostrando los proesos de nuleaión, dominantes en la relajaión de las estruturasordenadas, a �bajas temperaturas�. El estado iniial ordenado, n̄(t = 0) = 1/2, deae�rápidamente� a un estado metaestable desordenado, ver �gura 8.1. En la �gura unuadro negro india vortiidad +1 en esa elda (h = 1,0, f = 0,25, T = 0,01).
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Figura 8.5: Evoluión temporal de los vórties en la esalera en el rango de tem-peraturas que muestra relajaión lenta. Tales proesos dominan las relajaiones atemperaturas intermedias. El estado iniial es un estado ordenado n̄(t = 0) = 1/2que deae rápidamente a una fase metaestable desordenada (ver �gura 8.1) segúnse muestra en la �gura 8.4. Posteriormente tales estados deaen lentamente al estadofundamental orrespondiente, que en este aso (h = 1,0, f = 0,25, T = 0,1) es ωgs = 0.mental. En este rango de temperaturas es en el que enontramos la relajaiónlenta, resultado de las araterístias del espaio de on�guraiones. Confor-me el tiempo avanza más vórties son expulsados lentamente de la red por losfenómenos térmios, ver �gura 8.5.A temperaturas muy altas la dinámia está dominada por la generaióntérmia de vórties y antivórties. Las fases se enuentran distribuidas aleato-riamente entre 0 y 2π y n̄ se aera a f .La relajaión de on�guraiones arbitrarias se ajustan a una funión dedinámia lenta aunque en el sistema no hay ningún desorden estrutural. Elúnio desorden posible es introduido vía la aleatoriedad en las on�guraio-nes iniiales y vía las �utuaiones térmias. La existenia de una estrutura



8.2. Dinámia en presenia de orrientes externas 179ompleja de muhos estados metaestables y dinámia restringida en el espaiode on�guraiones son los ingredientes eseniales para esta dinámia vítrea.8.2. Dinámia en presenia de orrientes externas8.2.1. Euaiones del movimientoEl objeto de esta seión es reopilar una serie de resultados sobre la es-alera de uniones Josephson sobreamortiguadas en presenia de orrientes ex-ternas. En el primer apítulo de esta parte dediada a la esalera de unionesJosephson hemos estableido rigurosamente la equivalenia entre los estadosfundamentales de la esalera y los del modelo Frenkel-Kontorova. Reordandodiha equivalenia nuestro enfoque, a diferenia del resto de los trabajos diná-mios realizados sobre la esalera de uniones Josephson (y redes en general),tiene su origen en las resultados dinámios del modelo Frenkel-Kontorova [62℄,estudiado en profundidad en la primera parte de esta memoria, y su �n desta-ar las prinipales diferenias y paralelismos entre la dinámia de ambos tiposde sistemas.En la literatura apareen una serie de trabajos sobre diferentes aspetosdinámios de una esalera de uniones Josephson. La mayoría de ellos estudianlos fenómenos de sinronizaión bajo orrientes alternas: los Shapiro steps, suanhura, origen y estabilidad, tanto en el aso de que la red sea alimentada ensu direión transversal [109, 110, 111℄ o en la longitudinal [110, 112, 113, 114℄.Aparte, Kim y Lee [115℄ estudian una transiión dinámia de fase en la esaleraen el aso de un ampo magnétio aleatorio. Muy reientemente Hwang, Ryuy Stroud [116℄ han informado de algunas araterístias propias de la esalerade uniones Josephson diretamente ligadas a su peuliar diagrama de fases,algunas de las uales oiniden on aspetos que serán desarrollados en esteapítulo.Vamos a mantener nuestra desripión dentro del maro del modelo RSJ(ver euaiones (5.22) y (5.23)) para la intensidad y el voltaje a través de unaunión de efeto Josephson. La onservaión de la orriente en ada nodo de lared (ver �gura 8.6) ondue al siguiente onjunto de euaiones:
θ̇i−1 + θ̇i+1 + θ̇′i − 3θ̇i =

= − sen(θi−1 − θi − πf) + sen(θi − θi+1 − πf) +
Jy

Jx
sen(θi − θ′i) − I(t)

θ̇′i−1 + θ̇′i+1 + θ̇i − 3θ̇′i =

= − sen(θ′i−1 − θ′i + πf) + sen(θ′i − θ′i+1 + πf) − Jy

Jx
sen(θi − θ′i) + I(t).(8.2)



180 Capítulo 8. Algunos aspetos dinámios en la esalera de uniones Josephson

Figura 8.6: La �gura muestra un esquema del modelo RSJ para estudiar la esalerade uniones Josephson en presenia de orrientes externas apliadas en la direióntransversal de la esaleraEn el sistema anterior las orrientes están esaladas al valor de la orrienterítia Icx = (Φ0/2π)Jx (Jy/Jx = Icy/Icx) y el tiempo está normalizado a
τ = ~/2eRIcx = 1/JxR. Asumimos que la anisotropía afeta a las orrientesrítias y no a los términos resistivos. La eleión del gauge es la misma que lade los apítulos anteriores. La orriente externa, en general

I(t) = Idc + Iac cos(2πν0t), (8.3)es introduida en ada isla de la rama superior de la red y extraída de ada unade la inferior. La urva araterístia del sistema es el valor medio del voltajeentre el brazo superior e inferior de la esalera omo funión del valor mediode la orriente externa.En nuestras simulaiones empleamos ondiiones de ontorno periódias enla direión longitudinal de la esalera. Las euaiones (8.2) de�nen un sistemade 2N euaiones de primer orden aopladas para 2N fases. Entre ellas unaes redundante debido a la simetría del sistema bajo rotaión uniforme de lasfases, de modo que es posible �jar una fase arbitrariamente y resolver las
2N − 1 euaiones restantes. La integraión del sistema requiere la inversiónde una matriz de orden 2N − 1 en ada paso de la integraión. En lugar de



8.2. Dinámia en presenia de orrientes externas 181seguir este esquema, resulta ventajoso numériamente utilizar el proedimientointroduido por Falo et al. [43℄ para estudiar una red bidimensional de unionessobreamortiguadas. Hemos omprobado que los resultados obtenidos usandolos dos métodos son los mismos y este último es muho más rápido en losasos de utilizar redes grandes. El método de Falo et al. onsiste básiamenteen inluir en ada isla superondutora un término apaitivo derivado de lainteraión isla-substrato en la red. La inlusión de diho término ondue a unsistema de 2N euaiones de segundo orden desaopladas, que es equivalenteal siguiente sistema de 4N euaiones de primer orden:
θ̇i = pi
ṗi = η(pi−1 + pi+1 + p′i − 3pi)+

+ sen(θi−1 − θi − πf) − sen(θi − θi+1 − πf) − Jy

Jx
sen(θi − θ′i) + I(t)

θ̇′i = p′i
ṗ′i = η(p′i−1 + p′i+1 + pi − 3p′i)+

+ sen(θ′i−1 − θ′i + πf) − sen(θ′i − θ′i+1 + πf) +
Jy

Jx
sen(θi − θ′i) − I(t).(8.4)En este aso el tiempo está normalizado a τ = (C0~/2eIx)

1/2 = (C0/Jx)
1/2y la disipaión está dada por η = (1/R)(~/2eC0Ix)

1/2 = (1/R)(1/JxC0)
1/2on R la resistenia normal entre uniones y C0 la apaidad entre las islassuperondutoras y el substrato. La soluión en el límite sobreamortiguado(η > 1,0) de (8.4) es la misma que la soluión de (8.2).El onjunto de euaiones (8.2) tiene la siguiente propiedad de simetría. Sia t = t0 todas las fases de la red umplen que θi(t0) = −θ′i(t0), entones paratodo t > t0 se umple que θi(t) = −θ′i(t). Sin embargo, obviamente, un estadoestaionario arbitrario no tiene porque umplir esta ondiión. Si suponemosque la on�guraión iniial es un estado fundamental del sistema (entones

θi(t0) = −θ‘
i(t0)) y onsideramos que las diferenias de fases invariantes gaugeson tales que nos mantenemos siempre dentro de la zona onvexa del potenialde interaión y que esto nos permite realizar la aproximaión: sen(θi− θi+1 −

πf) ≃ (θi − θi+1 − πf), entones el problema se redue a resolver el siguientesistema de euaiones:
2θ̇i − (θ̇i+1 − 2θ̇i + θ̇i+1) =

= θi+1 − 2θi + θi−1 − Jy

Jx
sen(2θi) + I(t),

(8.5)muy similar a las euaiones que desriben la dinámia disipativa del modeloFrenkel-Kontorova. Lo que diferenia (8.5) de (3.1) es la matriz de disipaiónque de�ne la respuesta de las veloidades frente a las fuerzas.Para llegar a (8.5) hemos neesitado haer una serie de suposiiones sobrela naturaleza de las ondiiones iniiales y la evoluión de las diferenias de



182 Capítulo 8. Algunos aspetos dinámios en la esalera de uniones Josephsonfases invariantes gauge en las uniones horizontales de la red. En todo momentoen nuestras simulaiones nos restringiremos al sistema de euaiones de�nidopor (8.4), sin embargo la deduión de (8.5) revela las semejanzas existentesentre la dinámia del modelo Frenkel-Kontorova y la red de uniones Josephson,semejanzas que son equivalenia rigurosa en lo que se re�ere a las propiedadesdel diagrama de fases de los estados fundamentales de ambos sistemas.El punto prinipal de las diferenias entre los omportamientos dinámiosde ambos sistemas es la imposibilidad de la extensión de la regla de Middletona la dinámia de la esalera de uniones Josephson. Este resultado es básiopara la a�rmaión rigurosa de muhas de las propiedades de la dinámia delmodelo Frenkel-Kontorova en la presenia de un ampo uniforme espaial defuerzas y en el límite sobreamortiguado; en partiular la uniidad de la urva
v̄(F̄ ) y la existenia y uniidad de una funión hull dinámia que desribe elestado estaionario del sistema impulsado por una fuerza onstante.8.2.2. Algunos resultados de dinámia peuliares de la esalerade uniones Josephson bajo intensidades ontinuasEn la esalera de uniones Josephson la densidad de vórties de los esta-dos fundamentales omo funión del ampo magnétio externo, ωgs(f), es unaEsalera del Diablo (seión 2.1), de modo que el diagrama de fases de los es-tados fundamentales es muy distinto del aso de una red bidimensional in�nitade uniones, donde ω = f . Como onseuenia de esto puede esperarse que laesalera también presente algunas propiedades dinámias propias, que la di-ferenie de otras redes. En esta seión vamos a �jarnos en tres aspetos delomportamiento de la esalera uando es sometida a una orriente ontinua:las impliaiones dinámias de la transiión de Aubry estátia de los estadosfundamentales inonmensurados; la intensidad rítia de la esalera a distintosvalores del ampo magnétio; y el problema de las ondiiones iniiales.Conseuenias dinámias de la transiión de AubryDe la ontinuidad de la funión ωgs(f) se deriva la existenia de estados fun-damentales inonmensurados, aquellos para los uales ω es irraional. Dihosestados sufren una transiión de fase, la transiión de ruptura de analitiidado transiión de Aubry, a un ierto valor rítio (que depende del irraional
ω) del parámetro que desribe la anisotropía de la red, hc(ω). En partiular,en la seión 6.2 vimos que en el aso del número áureo (3 −

√
5)/2 ese valorde la anisotropía es hc ≃ 0,490. La transiión de Aubry distingue entre fasesinonmensuradas analítias (h < hc) y fases inonmensuradas no analítias
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Figura 8.7: Curvas IV de una fase inonmensurada en la esalera de uniones Josephsona distintos valores de la anisotropía de la red. Para esta fase hc ≃ 0,49(h > hc), dos regímenes estátios radialmente diferentes, y tiene una onse-uenia importante sobre la dinámia de las fases: la red de vórties de una faseinonmensurada analítia es deslizante (Ic = 0), mientras que no es deslizanteen el aso de una fase inonmensurada no analítia (Ic 6= 0). El deslizamientode los vórties produe un omportamiento resistivo en la red, de ahí que enel maro de la red de uniones Josephson la transiión de Aubry se reinterpretaomo una transiión superondutor-normal a temperatura ero.Usando el método desrito anteriormente (euaiones 8.4) hemos alulado,a distintos valores de h, las urvas araterístias intensidad-voltaje del estadofundamental ω = 13/34, aproximaión a la fase inonmensurada ω = (3 −√
5)/2, uando el sistema es alimentado por una orriente onstante: I(t) = Idc.El valor de f para el ual esa fase es estado fundamental, que ambia on h,es obtenido usando el método de poteniales efetivos. La �gura 8.7 presentaalgunas de estas urvas a distintos valores de h a ambos lados y en las eraníasde la transiión. Para valores bajos de h, la estrutura inonmensurada esdeslizante y la respuesta IV es asi lineal (h = 0 ⇒< V >= Idc). Por enima de

hc el estado inonmensurado está anlado y enontramos una orriente rítia
Ic no nula y una urva araterístia IV no lineal. El valor de la intensidadrítia para las estruturas inonmensuradas no analítias esala on h uando
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Figura 8.8: Ajuste de la intensidad de desanlaje (intensidad rítia) de una fase inon-mensurada por enima de la transiión de Aubry, a distintos valores de la anisotropíade la red, Ic ∼ (h− hc)
ξ

h → hc según Ic ∼ (h − hc)
ξ (ver �gura 8.8) donde hc ≃ 0,49 y ξ ≃ 2,75. Sinos basamos en la posible irrelevania de la no onvexidad de la interaiónen la determinaión de este exponente rítio, podría ser que una estimaiónmás preisa de este exponente diera un valor más próximo a ξ = 3,011 . . ., elenontrado por Aubry para el modelo Frenkel-Kontorova (ver seión 2.3).Intensidad rítia de la esalera a distintos valores del ampo externoMuy reientemente Hwang, Ryu y Stroud [116℄ han extendido los resultadossobre las propiedades de los estados fundamentales de la esalera de unionesJosephson en el límite de larga longitud de penetraión, para tratar las urvasaraterístias IV de la esalera. Ellos enuentran que uando una orrientees inyetada en la direión transversal de la esalera, la orriente rítia noambia de su valor a f = 0 hasta un valor del ampo igual fc1 ≃ 0,12.Este resultado, que di�ere de lo enontrado al estudiar redes bidimensiona-les de uniones Josephson, puede omprenderse de las onsideraiones sobre laestabilidad de la on�guraión on un sólo vórtie hehas en el apítulo 6. En elaso de la red bidimensional de uniones Josephson, a valores bajos del ampo



8.2. Dinámia en presenia de orrientes externas 185externo la on�guraión de fases de estado fundamental tiene una densidadde vórties que es diferente de ero y la existenia de vórties produe que laorriente rítia sea menor que la de la fase ω = 0. En la esalera sin embargola situaión es bastante diferente: a valores bajos de f el estado fundamentalde la esalera es la fase ω = 0 y, más aún, omo hemos desrito en 6.3, la on-�guraión on un sólo vórtie es inestable y la fase ω = 0 es el únio atratorestable de ualquier on�guraión iniial arbitraria. Conseuentemente, es deesperar que a valores bajos del ampo externo la orriente rítia de la esalerano ambie, al depender de la densidad de vórties. También hemos mostradoque el valor rítio del ampo para la estabilidad de la on�guraión on un só-lo vórtie es f vc = 0,1175±0,00065 para una esalera isótropa. Para valores delampo superiores a f vc diferentes on�guraiones de vórties son estables; demodo que on�guraiones iniiales arbitrarias relajan a alguna de las diferen-tes on�guraiones metaestables posibles, que pueden ser desritas omo redesirregulares de vórties. En esta situaión la orriente rítia está esenialmenteasoiada on la transiión de desanlaje de estas fases de vórties, que ourre aun valor menor de la orriente externa. Hwang, Ryu y Stroud dan un valor er-ano a 0,12, bastante próximo a nuestra prediión de f vc = 0,1175 ± 0,00065,pero no dan expliaión alguna del resultado.En la seión 7.3 vimos que uando la longitud de penetraión λ⊥ de la redderee, el valor de f vc también deree, y es ero uando λ⊥ = 1,812 ± 0,018.El diagrama de estabilidad que presentamos en el apítulo 7 (�gura 7.7), nospermite haer la siguiente onjetura sobre el omportamiento de la orrienterítia de la esalera de uniones Josephson uando los ampos induidos porlas orrientes son onsiderados: uando la longitud de penetraión deree, elrango de valores del ampo externo para los uales la orriente rítia no ambiatambién deree, y se anula uando λ⊥ = 1,812 ± 0,018. Esta onjetura estábasada en la asoiaión entre la orriente rítia de la esalera y la estabilidadde la on�guraión de un vórtie.La situaión desrita en los párrafos anteriores no se da para otros valoresposibles del ampo y otros estados fundamentales. Así, por ejemplo, uando
f = 1/2 el estado fundamental tiene densidad de vórties ω = 1/2 y existenmuhos otros estados metaestables posibles � en partiular, la fase sin vórtiestiene allí su límite de estabilidad �. Cuando se pretenda alular el valor de laorriente rítia de la red a partir de la simulaión de las urvas intensidad-voltaje hay que tener en uenta la posible dependenia de esta urva on lasondiiones iniiales. De este modo, en el aso totalmente frustrado, f = 1/2,el valor enontrado para la intensidad rítia de la red uando la on�guraióniniial es el estado fundamental, debe ser mayor que el enontrado en el asode que partamos de una on�guraión ω = 1/2 on un defeto (exeso de unvórtie o defeto de este), uya intensidad rítia está asoiada al desanlaje de
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Figura 8.9: Figura mostrando las urvas IV de la esalera de uniones Josephson uandola intensidad es onstante y a distintos valores de la frustraión. En ada aso laon�guraión iniial es una distribuión aleatoria de las fases. La �gura muestra omola intensidad rítia de la red se mantiene onstante e igual a 1,0 hasta un determinadovalor de la frustraión.este defeto que ourre a valores menores de la orriente externa. Hwang, Ryuy Stroud [116℄ también enuentran en sus simulaiones dos valores posibles dela intensidad rítia uando f = 1/2, que nosotros asoiamos a dos estadosiniiales diferentes: una red desordenada de vórties y el estado fundamental
1/2.La �gura 8.9 presenta el resultado de la simulaión de las urvas IV enuna esalera de uniones Josephson bajo intensidad onstante, y aluladas apartir de una on�guraión iniial de fases aleatorias y a distintos valores delampo externo. Se observa laramente la existenia de un esalón de Ic = 1,0a valores bajos de f y un valor de Ic muho menor para el resto de las urvasdel diagrama.Prinipales diferenias entre la dinámia de la red de uniones Jo-sephson y la dinámia del modelo Frenkel-KontorovaLas onsideraiones hehas en los párrafos anteriores nos onduen al pro-blema de la dependenia de las urvas intensidad-voltaje on respeto a lasondiiones iniiales de las fases en la esalera de uniones Josephson, y engeneral a señalar algunas de las diferenias y similitudes entre la dinámia



8.2. Dinámia en presenia de orrientes externas 187del modelo Frenkel-Kontorova [62℄ y la de la esalera. Podemos señalar trespuntos fundamentales de diferenia entre ambas dinámias (de�nidas por laseuaiones (3.1) y (8.2) respetivamente):En el modelo Frenkel-Kontorova, la esala de longitud que determina elvalor de ω a K = 0 (ver seión 2.1), γ, no interviene ni en las euaionesde equilibrio ni en las euaiones dinámias del sistema, de ahí que unestado fundamental es estable en todo el rango de valores de γ. En laesalera de uniones Josephson, el parámetro equivalente es la frustraión,
f , que aparee en las euaiones de equilibrio y de movimiento del siste-ma. Así, mientras que la veloidad media de la adena Frenkel-Kontorovadepende de la intensidad del potenial de anlaje y de la fuerza externa,
v̄ = f(F (t),K), el valor medio del voltaje entre los dos brazos de la es-alera depende del aoplamiento entre las islas superiores e inferiores, laorriente externa y el ampo magnétio, < V >= g(I(t),

Jy

Jx
, f).En la dinámia del modelo Frenkel-Kontorova el valor de ω está deter-minado por las ondiiones iniiales y es una onstante del movimiento(seión 3.1). Sin embargo, en la esalera de uniones Josephson, la den-sidad de vórties no es obligatoriamente una onstante del movimiento,omo se desprende del estudio de la estabilidad de las fases metaestablesa valores pequeños del ampo heho en la seión 6.3.La onvexidad de la interaión entre partíulas y la el aráter loal dela disipaión que arateriza la dinámia del modelo Frenkel-Kontorovapermite apliar la regla de Middleton (seión 2.1), uyo prinipal resul-tado es la uniidad de la urva v̄(F̄ ) para ualquier ampo de fuerzasque permita de�nir un valor de F̄ y v̄. Sin embargo, este resultado noes apliable al aso de la esalera de uniones Josephson, lo que onduea la posibilidad de obtener diferentes urvas < V > (Idc) para los mis-mos valores de los parámetros del sistema pero diferentes on�guraionesiniiales.
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