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Proélogo

Un conjunto importante de los sistemas que son estudiados por la Fisica
de la Materia Condensada, estan caracterizados por la competencia entre dife-
rentes escalas de longitud y de tiempo. De entre los resultados de estas compe-
tencias, podemos citar algunos fenémenos tan interesantes como la existencia
de fases moduladas en sélidos o los fendémenos dindmicos de sincronizaciéon de
frecuencias; todos ellos han sido en los dltimos anos, y son hoy, objeto del tra-
bajo tedrico y experimental de una parte de los fisicos de la Termodinamica,
la Materia Condensada y la Mecanica Estadistica.

El objetivo de este trabajo de Tesis Doctoral ha sido realizar un estudio
de diferentes estructuras espaciotemporales en sistemas macroscopicos. Estas
estructuras son fruto de los fenémenos de competencia entre escalas, que re-
sultan en una diversidad de transiciones de fase, fenémenos criticos y com-
portamientos complejos, algunos de los cuales son estudiados en esta memoria
(la transicion Conmensurada-Inconmensurada, la transicion de desanclaje, las
transiciones de Aubry estética y dindmica, la transicién de desincronizacion,
transiciones de estabilidad de fases moduladas, o fenémenos de relajaciéon len-
ta). Para llevar a cabo este estudio hemos escogido la cadena Frenkel-Kontorova
y una escalera de uniones Josephson. A lo largo de esta memoria nos mante-
nemos dentro de los limites de validez del tratamiento clésico del problema vy,
por lo tanto, mas alla de las ecuaciones de la Mecanica Cuantica que describen
el comportamiento de la materia y la energia a las escalas més pequenas. Asi
mismo, al considerar estos sistemas como macroscépicos los hemos estudiado
en el limite termodindmico de los mismos. Por ultimo, ambos sistemas son
discretos. Tener en cuenta esta discretitud es clave para entender un niimero
de resultados que no aparecen en las aproximaciones continuas a los sistemas.

Una segunda, y no por ello menos importante, caracteristica de la Fisica
de la que estamos hablando es la no linealidad presente en la descripcién ma-
tematica de todos estos fend6menos. Podriamos afirmar que, histéricamente, la
Fisica ha puesto su frontera en la linealidad. Por ello, materias de conocimiento
tales como la Sociologia, la Biologia o la Economia, por citar algunas de las
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mas representativas, han permanecido, y esto sigue siendo asi hoy en dia para
muchos, ajenas al interés de los fisicos y, sobre todo, fuera del alcance de sus
métodos. Si algo tienen en comun estas disciplinas, es la complejidad y la no li-
nealidad. La situaciéon que acabamos de describir estd cambiando rdpidamente
y de hecho, complejidad y no linealidad forman parte de un conjunto de con-
ceptos que son basicos para entender parte de la Fisica de este final de siglo.
De este modo, el creciente interés de la Fisica en problemas no lineales y los
logros de los métodos de andlisis que emplea deben ser los mejores avales para
la irrupcién de nuevas técnicas e ideas en los campos citados anteriormente.

Los sistemas estudiados a lo largo de esta memoria tienen la semilla de la
competicion entre escalas y la no linealidad; s6lo desde la comprension de estos
fen6menos a los niveles més basicos se pueden intentar logros mayores.

El modelo Frenkel-Kontorova ha sido estudiado durante mucho tiempo
como un modelo paradigmatico para la caracterizaciéon de fases moduladas.
Podemos separar dos aspectos fundamentales de nuestra aportacién al estu-
dio de este sistema. Primero el estudio de la dindmica disipativa del mismo,
especialmente bajo la accién de fuerzas alternas. Estas introducen una escala
temporal nueva en el sistema, escala que entra en competencia con la frecuencia
tipica del movimiento del mismo. Dicha competencia resulta en el fenémeno
de sincronizacion. Segundo, hemos realizado una visiéon integradora de las pro-
piedades de equilibrio y las propiedades dindmicas del sistema. Por esto, toda
la primera parte de esta memoria debe ser vista como un esfuerzo de revisiéon
e integracion de las principales propiedades de equilibrio y dinamicas no disi-
pativas del modelo Frenkel-Kontorova, dentro del marco de dos descripciones
opuestas y complementarias: la analitica frente a la fractal.

La segunda parte de esta memoria estudia un sistema experimental concreto
de la materia condensada: una red de uniones Josephson, con una distribucién
geométrica peculiar, la de una escalera. Las redes de uniones Josephson estan
entre aquellos sistemas fisicos donde todo el conjunto de conceptos de los que
estamos hablando pueden ser comprobados tedrica y experimentalmente del
mejor modo. Por ello, la literatura sobre el estudio de miltiples fendmenos
estaticos y dindmicos no lineales en redes de uniones Josephson es amplisima y
sigue creciendo hoy en dia. De entre las diferentes redes de uniones Josephson,
la escalera es un sistema particularmente interesante. Contiene los ingredien-
tes més representativos de la fisica de las redes de uniones Josephson y, por
su caracter casi unidimensional, es susceptible de un estudio mas riguroso.
Nosotros hemos realizado un estudio de las propiedades estéticas de la red en
dos aproximaciones distintas fisicamente relevantes, asi como de aquellas pro-
piedades de dindmica restringida que son resultado de su peculiar espacio de
configuraciones.
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Por ultimo, no puedo dejar de enumerar un conjunto de técnicas cuya
explicacion no he desarrollado explicitamente en la memoria, pero que han
sido fundamentales en distintos momentos del trabajo: son los métodos de
integracién numérica de sistemas deterministas y estocasticos de ecuaciones
diferenciales; la utilizacién del método de potenciales efectivos para el célculo
de diagramas de fases de estados fundamentales; el cilculo de exponentes de
Lyapunov, secciones de Poincaré y espectros de potencias; la biisqueda de
soluciones de equilibrio del sistema y el anélisis de estabilidad de las mismas;
y el anélisis de Floquet de la estabilidad de soluciones dindmicas periodicas.

Este libro es el resultado del trabajo de investigaciéon que he llevado a cabo
en el Departamento de Fisica de la Materia Condensada de la Universidad de
Zaragoza con un conjunto de excelentes cientificos y mejores personas a las que
quiero expresar mi agradecimiento.

Zaragoza, Marzo de 1996






Parte 1

Modelo Frenkel-Kontorova






Resumen de la primera parte

La primera parte de esta memoria recoge los avances mas recientes de la
teoria de la dindmica disipativa de las fases moduladas en el modelo
Frenkel-Kontorova. A nuestro juicio, las conclusiones méas importantes —
integradoras de las propiedades de equilibrio y dindmicas del modelo Frenkel-
Kontorova estdndar son las siguientes:

e Las modulaciones conmensuradas poseen una longitud de coherencia
finita, que estd directamente relacionada con el caracter discreto del grupo de
simetria de sus propiedades de invariancia. Las implicaciones fisicas de este
hecho son la capacidad de admitir defectos (defectibilidad) y la abundancia
de estados metaestables de energias arbitrariamente proximas (metaestabili-
dad).

e Las modulaciones inconmensuradas cerca del limite integrable (K =
0) son invariantes bajo transformaciones de un grupo de simetria continuo y
tienen una longitud de coherencia infinita. Por lo tanto, no son defectibles y el
paisaje de energias del espacio de configuraciones no presenta metaestabilidad.
Sin embargo, la situacion en las cercanias del limite anti-integrable (1/K —
0) es similar a la de las estructuras conmensuradas. El cambio entre ambos
regimenes no es suave, sino critico y estd descrito por una transiciéon de
Aubry. A un lado de la transicién de Aubry la descripcion de la modulacién
inconmensurada es analitica, mientras que al otro lado es no analitica, fractal
de hecho. De este modo, el término fractalidad como opuesto a analiticidad
es el recomendado. Ambas descripciones, la continua (integrable) y la fractal
(anti-integrable) tienen su propio dominio de validez y son complementarias.

e Fl juego entre la descripcidon continua y la fractal se extiende a la diné-
mica disipativa de las estructuras moduladas. Las estructuras conmensuradas
y las inconmensuradas no analiticas, bajo un campo de fuerzas constante evo-
lucionan hacia el dominio de validez de la descripcién continua. El grado de
defectibilidad y metaestabilidad decrece progresivamente conforme el campo
externo se incrementa, hasta que ocurre la transicién de desanclaje. Desde
ese momento es adecuada una descripcion continua, en la que desaparecen la
defectibilidad y la metaestabilidad.

e Por encima de la transicion de desanclaje hay un tinico atractor de la di-
namica disipativa, descrito por una funcién analitica unidimensional. La tran-
sicion de desanclaje es un fendémeno critico cuyo anélisis es reducible a una
bifurcaciéon saddle-node, una situacién mucho mas sencilla que la de la tran-
sicion de Aubry. Sin embargo, la transiciéon de Aubry aparece como el punto
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Figura C.1: Imagen que representa la transicion de Aubry como el punto final de

una linea de transiciones de desanclaje de las estructuras inconmensuradas.

final de la linea de transiciones de desanclaje de las estructuras inconmensu-
radas (figura C.1), esta es una perspectiva interesante nueva, no totalmente

Y

desarrollada.

e La inclusi6on de un campo de fuerzas periédico en la dindmica disipativa
de las fases moduladas introduce la ruptura de la invariancia continua bajo
traslacion temporal, que es entonces reemplazada por una invariancia discreta.
Entonces, en la descripciéon de la dindmica del sistema aparecen los conceptos
de movimiento resonante y sincronizacién. En un movimiento resonante
la frecuencia asociada con el desplazamiento de la estructura modulada esta
sincronizada a multiplos racionales de la frecuencia de forzado. Las estructu-
ras conmensuradas espacialmente moduladas, en el régimen resonante poseen
el cardcter de atractores estables de la dindmica ya que cualquier pequena
fluctuacion espacio-temporal relaja exponencialmente. El caracter discreto del
grupo de simetria del conjunto de los estados estacionarios da cabida a la exis-
tencia de metaestabilidad y defectibilidad. La variaciéon del valor medio de la
fuerza cambia la velocidad del movimiento y se produce una transicién de
desincronizacion a valores no resonantes de la velocidad o a nuevas resonan-
cias. Esta multiplicidad de fases resonantes estables de la dinamica puede ser
observada como resultado del desdoblamiento de la transiciéon de desanclaje a
fuerzas constantes (que entonces aparece como un punto multicritico).
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Figura C.2: Imagen que representa la transicion de Aubry dindmica como el punto

final de lineas de transiciones de desincronizacién en estructuras inconmensuradas.

e La transicion de desincronizacion esta caracterizada como una transicion
de periodicidad temporal a cuasiperiodicidad. Fenomenolégicamente, puede
describirse por medio de la generacién de estructuras coherentes, localizadas
y regularmente distribuidas en el tiempo, que llamamos instantones, y que
producen un incremento de la velocidad de las particulas. Cada instantén es
portador de una carga topolégica, cuyo origen es el caracter discreto del grupo
de transformaciones de simetria del estado estacionario resonante.

e Las estructuras inconmensuradas, cerca del limite continuo (integrable)
se mueven sin sincronizacion a los valores resonantes de la velocidad, ya que el
atractor mantiene una simetria continua. En este régimen analitico, los esta-
dos estacionarios son indefectibles y no hay lugar para la metaestabilidad. El
atractor de la dindmica esta descrito por una funcién hull bidimensional
analitica. El transito desde este comportamiento analitico al no analitico que
caracteriza el régimen anti-integrable estd marcado por una transicién de
Aubry dinadmica, por encima de la cual encontramos sincronizacién, defec-
tibilidad y metaestabilidad. La transiciéon de Aubry dinamica puede ser vista
como el punto final de lineas de transiciones de desincronizacién de las fases
inconmensuradas (figura C.2).

e Se ha estudiado la posibilidad de la supervivencia de estructuras me-
taestables como estados estacionarios de la dindmica disipativa del modelo
Frenkel-Kontorova. En el caso de un campo de fuerzas constante no ocurre tal
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supervivencia, dada la unicidad del estado estacionario final. Por el contrario,
cuando el sistema estd impulsado por un campo de fuerzas externas periddicas,
la sincronizacion del movimiento con la frecuencia de la fuerza posibilita, bajo
ciertas condiciones, el movimiento estable de estructuras metaestables.



Capitulo 1

Introduccion

1.1. Estructuras espacialmente moduladas

Estructuras espacialmente moduladas han sido observadas experimental-
mente en muchos sistemas fisicos |1, 2, 3]. En todos ellos el vector de onda
que caracteriza la modulacién cambia con parametros externos tales como la
temperatura, la presion o el campo magnético. En ocasiones este cambio es
continuo, pero a menudo antes de cambiar a otro valor el vector permanece
constante, e igual a un ntimero racional, a lo largo de un intervalo de valores
del parametro externo. A las modulaciones con vector de onda racional las
llamamos conmensuradas y a aquellas con vector de onda irracional, incon-
mensuradas.

El origen fisico de este comportamiento tan peculiar es la competicién entre
las distintas interacciones que dan cuenta de la energia libre del sistema. Uno
de los modelos mejor entendidos entre aquellos que presentan este tipo de
comportamiento es el modelo ANNNTI [1, 2| (axial next-nearest neighbour
Ising). Su estudio ha sido fundamental para entender el comportamiento de las
estructuras espacialmente moduladas. Es un modelo Ising ferromagnético con
interaccién antiferromagnética a segundos vecinos situados en una determinada
direccion z. La competicion entre la interaccion a primeros vecinos (J; > 0)
y la interaccién a segundos (Jo < 0), que depende de la temperatura, puede
estudiarse a través del siguiente hamiltoniano:

1
H = —§J0 Z Si,i5i 50 — J1 Z Si,iSit1,5 — J2 Z Si.jSi+2,5, (1.1)
ijj ij ij

donde 7 seniala planos perpendiculares al eje z mientras que 7 y j’ son espines
vecinos proximos. A temperatura cero, sélo son estados de equilibrio dos dis-
tribuciones de espines en la direccion z: (... + + + + + + + + ...) sl
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Figura 1.1: Diagrama de fases de campo medio del modelo ANNNI mostrando las
principales fases conmensuradas [1].

k=—Jo/J1 <1/2,y (... + + — — + + — — ...) si K> 1/2. Conforme T
aumenta el diagrama de fases se abre en una flor a partir del punto de coexis-
tencia de fases a temperatura cero, k = 1/2, flor cuyos pétalos se asocian a las
diferentes fases moduladas.

La espectacularidad de este diagrama de fases (figura 1.1) es caracteris-
tica de los muchos modelos diferentes de la Mecanica Estadistica para fases
moduladas. Dada la complejidad de incluso los méas simples de estos mode-
los, una aproximacion tipo Landau al problema puede dar las caracteristicas
fundamentales del comportamiento de equilibrio. Siguiendo a Griffiths [4], una
forma sensata de proceder es asumir la evidencia experimental de que la can-
tidad promedio M que estd modulada (la magnetizacion en el caso del modelo
ANNNI) es constante a lo largo de los planos perpendiculares a la modulacion,
y suponer una energia libre fenomenolégica de la forma:

F =Y [®1(M;) + ®o(My, Mjy1) + ®5(My, Mj1, Mjpo) + .., (1.2)
j

donde ®1, ®9, etc. ..son energias libres fenomenolégicas que dependen de algtn
modo de pardmetros intensivos como la temperatura, la presion o algin campo.
El promedio M; en cada plano puede ser tratado como una variable clasica y,
al estar ya incluidas en este promedio las fluctuaciones térmicas, es posible
determinar la modulacién en el equilibrio calculando el valor minimo de F
sobre todas las configuraciones posibles {M;}.

En esta aproximacion variacional resulta conveniente acudir a las posibili-
dades més simples de las energias libres fenomenologicas, @1, @5, etc. .. Cuando
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en (1.2) ®1(u) = ®1(u+1), Pa(uj,ujp1) #0y ®; = 0 para todo j > 2, se ob-
tiene la clase de modelos Frenkel-Kontorova, que pueden ser vistos como
la opci6on mas sencilla entre aquellos cuyo comportamiento no es trivial. El
modelo Frenkel-Kontorova estandar corresponde a la eleccion

Dy (u) = %2‘[1 — cos(27mu)],
(1.3)
Ba(u,v) = 30— u— )2,
Ambas contribuciones a la energia libre compiten para determinar la mo-
dulacion de la estructura {u;} de equilibrio, la solucién de este problema va-
riacional requirié de considerable genialidad |5, 6].

En el capitulo 2 presentamos un resumen de las propiedades més relevan-
tes del problema del estado fundamental del modelo Frenkel-Kontorova. Los
trabajos de Griffiths |4] y Selke |2] son dos excelentes trabajos de revision intro-
ductorios a este tema. Los lectores més ambiciosos, encontraran en las lecciones
de Aubry |5] una exposicion de las principales ideas y resultados. El resumen
de las propiedades de equilibrio del modelo Frenkel-Kontorova, que presenta-
mos en el capitulo 2, estd encaminado a proporcionar a los no especialistas las
nociones y definiciones bésicas que seran usadas posteriormente en los capitu-
los 3 y 4, que abordan la dinamica disipativa del modelo Frenkel-Kontorova
estandar.

1.2. Dinamica de estructuras espacialmente modula-
das

En los tltimos anos ha crecido el interés en el comportamiento dindmico
de las estructuras espacialmente moduladas cuando son sometidas a la accion
de campos de fuerzas |7]. Una muestra sencilla de este tipo de situacion es el
analisis de Prigodin y Samukhin [8] de la red de Abrikosov de vortices en una
pelicula superconductora de tipo II corrugada periédicamente y sometida a un
campo magnético perpendicular. En este sistema el periodo de la corrugacion
compite con la distancia natural entre vortices a ese valor del campo magné-
tico, lo que se traduce en distribuciones moduladas de los vortices. Al aplicar
corrientes externas en la direccién perpendicular a la corrugacién, la fuerza de
Lorentz tiende a desplazar la red de Abrikosov a lo largo de la direccion de la
corrugacioén, lo que plantea el problema de la dindmica de la red de voértices
sobre un potencial substrato periédico. Un analisis similar ha sido aplicado por
Burkov al caso de superconductores laminares de tipo II [9]. En ambas situa-
ciones puede argumentarse que el movimiento de los vortices es disipativo; esto
es, podemos despreciar los efectos inerciales [10].
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Siempre que pueda argumentarse la irrelevancia de la inercia en el sistema,
el limite disipativo de la dindmica es una aproximacién adecuada al problema.
Tal aproximacién estd justificada en muchas situaciones fisicas, como el trans-
porte en sistemas con una onda de densidad de carga en presencia de un campo
eléctrico, o la dindmica de muchas redes de uniones Josephson. El resto de este
capitulo de introduccién lo dedicaremos a las ondas de densidad de carga ya
que el interés en este fenémeno ha sido el principal impulso a los estudios de
la dinamica del modelo Frenkel-Kontorova, el objeto de esta primera parte de
la memoria. En la segunda parte de la misma estudiamos algunos aspectos
estaticos y dinamicos de redes de uniones Josephson.

1.2.1. Ondas de densidad de carga

En los ultimos 25 anos, la Fisica de la Materia Condensada ha prestado gran
atenciéon al fenémeno de las ondas de densidad de carga en sélidos. Predichas
previamente por la teoria, las propiedades de transporte anémalas observadas
en cadenas lineales de ciertos compuestos inorganicos fueron la evidencia ex-
perimental de un nuevo fenémeno de transporte colectivo, donde el mecanismo
de conduccién eléctrica deriva de las propiedades de un estado fundamental
peculiar, llamado onda de densidad de carga.

En este apartado no pretendemos realizar una revisiéon minuciosa de este
importante fenémeno. Las referencias |11, 12, 13, 14| son excelentes trabajos
de recopilaciéon sobre el tema, a los que el lector interesado se debe dirigir.
Nuestro dnimo es describir la fenomenologia asociada a la dindmica de las
ondas de densidad de carga en s6lidos, e introducir algunos de los modelos més
usados para estudiarla. Algunos de estos modelos estan relacionados con la
dinamica disipativa del modelo Frenkel-Kontorova, estudiada en los capitulos
3 v 4 de esta tesis.

Dinadmica de las ondas de densidad de carga

Peierls [15] mostré que un metal unidimensional acoplado a la red atomica
subyacente es inestable a bajas temperaturas y sufre una transicion de fase a
un estado no conductor. A causa de las interacciones electron-fonon, el estado
fundamental estd caracterizado por una distorsiéon periddica de la red acom-
panada de la apertura de un gap en el diagrama de bandas situado al nivel
de Fermi, lo que provoca un decrecimiento de la energia de los electrones del
sistema, decrecimiento que compite con el coste en energia elastica asociado a
la distorsiéon de la red. A bajas temperaturas la distorsién es energéticamente
ventajosa.
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El estado fundamental también esta caracterizado por un modo colectivo
formado por pares electron-hueco con un vector de ondas ¢ = 212:}:, y por una
modulacién de la densidad electronica de carga, la onda de densidad de
carga,

p() = po + p1 cos(2kpT + ), (1.4)

donde pg es la densidad media de electrones en el metal, p; la amplitud de
la onda y ¢ (la fase) describe la localizacion de esta con respecto a la red. El
periodo A de la modulacion esta relacionado con el vector de ondas de Fermi lzp,
A= %, y en la mayoria de los casos es inconmensurado con la red subyacente.
Mas adelante veremos que muchas de las propiedades dindmicas del sistema
pueden ser descritas en términos de la fase de la onda.

Las primeras evidencias experimentales de este fenémeno se encontraron
algunos anos después del trabajo de Peierls. Muchos materiales con una es-
tructura de bandas muy anisétropa a bajas temperaturas desarrollan una
onda de densidad de carga. Algunos ejemplos son los conductores organicos
TTF-TCNQ, algunos compuestos semiorganicos (KCP), compuestos inorga-
nicos con una estructura laminar (que poseen una onda de densidad de car-
ga bidimensional) y compuestos inorgénicos de cadena lineal (NbSes, TaSes,
Ky 3MoOs.etc...), los mas estudiados. Estos materiales sufren una transicion
de segundo orden de metal a aislante, que estd asociada con la aparicién de
distorsiones periddicas de la red, las cuales son en general inconmensuradas
con la red subyacente.

A temperaturas inferiores a la transicion de Peierls estos materiales de-
berian ser semiconductores y sus propiedades eléctricas estar asociadas a las
excitaciones a través del gap en la estructura de bandas. Sin embargo, en 1954
Frohlich [16] apunté que debido a la posible invariancia traslacional de los sis-
temas inconmensurados, el estado de la onda de densidad de carga es capaz
de portar una corriente continua sin resistencia. El estudio de la dindmica de
los modos colectivos muestra que en el sistema existe un modo cero traslacio-
nal. Este modo esté asociado con la fase de la onda y lleva una corriente que
resulta del movimiento traslacional del condensado de electrones mientras los
iones oscilan en torno sus posiciones de equilibrio. Por otro lado la relacion de
dispersién para la amplitud del modo presenta un gap, por lo que la mayoria de
las descripciones de la dindamica del modo colectivo estan hechas en términos de
la fase del condensado tan sélo, como ocurre en el caso de un superconductor.
En la ausencia de amortiguamiento, el condensado es un conductor perfecto
y las densidades de corriente jopw y de portadores n. son funciones de las
variaciones de la fase:

. ed ed
JCDW = . ; Ne = £

— (1.5)

ordr’
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Un concepto central para comprender la dindmica de la onda en este mar-
co teodrico es el del anclaje por impurezas. Todos los fen6menos de transporte
dependen crucialmente de las interacciones entre el modo colectivo y las im-
purezas y defectos de la red. Tales interacciones destruyen la invariancia tras-
lacional de la onda inconmensurada y conducen a un anclaje de la fase a la
red. Por esto, a valores muy pequenos del campo los experimentos sobre las
propiedades conductoras de una onda de densidad de carga, no revelan senales
de movimiento colectivo y tan s6lo se encuentra una contribucién 6hmica a
la conductividad (definida como el cociente j/FE, donde j es la densidad de
corriente total y F el campo eléctrico).

Una aproximacién teérica muy diferente a las ondas de densidad de carga,
en la que las impurezas no juegan un papel significativo, ha sido avanzada
recientemente por Aubry y sus colaboradores [17]. Estos autores, usando las
ideas del limite anti-integrable en hamiltonianos electrén-fonén llegan a una
caracterizacion rigurosa (para valores altos del acoplamiento electron-fonon)
de la onda como una red de bipolarones, cuyo anclaje es consecuencia de la
transicion de Aubry en el modelo. Esta prometedora perspectiva ain esté sien-
do desarrollada y, en particular, la dinamica de ondas bipolarénicas permanece
sin ser estudiada.

Las primeras observaciones de dindmica de ondas de densidad de carga fue-
ron hechas en los anos setenta [18, 19], cuando se estudiaron compuestos muy
anisotropos como Ko3Mo0O3, NbSes y TaS3. En estos trabajos se encontrd
una conductividad continua no lineal con un claro campo umbral. Por encima
de este campo umbral la onda de densidad de carga desliza en el cristal vy,
ademés de una contribucion 6hmica (debida a los electrones no condensados),
se encuentra una contribucién no lineal a la conductividad. Esta contribucién
es mayor que la primera y estd asociada a los electrones condensados. Los de-
talles sobre la conductividad no lineal cambian fuertemente como funcién de
la temperatura, las inhomogeneidades, el ntmero y extension de los centros de
impureza, el tamano y calidad de la muestra, etc. .. En muchos casos el desan-
claje de la onda de densidad de carga es bastante abrupto y esta acompanado
por un salto y efectos de histéresis, cuyo origen es usualmente atribuido a la
existencia de fuertes centros de anclaje en la muestra |20].

Uno de los hallazgos més espectaculares en este campo fue la detecciéon de
Fleming y Grimes en 1979 |21]| de oscilaciones en las corrientes dentro de la
regiéon no lineal de la conductividad. La frecuencia fundamental de tales osci-
laciones es proporcional a la corriente llevada por el movimiento colectivo y las
corrientes pueden ser resueltas en dos componentes: oscilaciones coherentes,
que generan un ruido de banda estrecha (narrow band noise); y oscilaciones
aleatorias, que generan un ruido de banda ancha (broad band noise). La detec-
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cién, origen y caracterizacion de ambas componentes ha sido objeto de especial
atencion en los estudios de la dindmica de ondas de densidad de carga.

Monceau et al. en 1980 |22| encontraron fendémenos de interferencia cuan-
do a la muestra se le aplica un campo alterno con una componente continua.
La curva intensidad-campo muestra peldanos en los que la corriente media de
la onda permanece constante frente a variaciones de la componente continua
del campo. Este fenoémeno es el resultado de la sincronizaciéon de la frecuencia
interna de la onda w,, asociada a las oscilaciones de la corriente, con la fre-
cuencia w del campo externo. Se encuentran peldanos armonicos (wy, /w entero)
y subharmonicos (w,/w fraccional).

Modelos de la dindmica de las ondas de densidad de carga

Han sido propuestos muchos modelos para explicar los distintos resultados
experimentales sobre el desanclaje y la dindmica de una onda de densidad de
carga. Sin embargo, el interés en todos ellos trasciende sus aplicaciones a los
fenémenos de transporte en ondas de densidad de carga, al constituirse en
sistema prototipo para el estudio de las propiedades dindmicas de sistemas de
muchos grados efectivos de libertad.

Podemos distinguir entre dos aproximaciones distintas, que difieren a nivel
microscopico: los modelos clasicos y los modelos de ttinel. Los primeros tratan
la onda como un medio elastico moviéndose sobre un potencial de anclaje
debido a las impurezas. Los modelos de tunel tratan al conductor como un
sistema cudntico macroscopico. La mayoria de los modelos asumen que la fase
del pardametro de orden es la tinica variable dindmica relevante y que el anclaje
surge del acoplamiento directo entre las inhomogeneidades y la fase.

El modelo fenomenol6gico mas sencillo de la dindmica de una onda de den-
sidad de carga es el modelo de una particula |23, 24]. En este modelo la fase
de la onda es tratada como una variable clésica bajo la accién de tres fuerzas
diferentes: a) el campo externo. b) Fuertes amortiguamientos, que producen
un término inercial despreciable. ¢) El efecto de anclaje de un potencial debido
a las impurezas, que es peridédico y por sencillez se asume sinusoidal. Siguiendo
esta descripcion

d
Icpw d—f =F —ksinp, (1.6)
donde F es el campo externo, k es la intensidad del potencial de anclaje y el
tiempo ha sido debidamente escalado.

A pesar de su sencillez, este modelo de un tnico grado de libertad es capaz
de reproducir algunas de las caracteristicas cualitativas del transporte de la
onda de densidad de carga:
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= La existencia de una conductividad no lineal con un campo umbral.

= La presencia de oscilaciones de corriente en respuesta a un campo conti-
nuo, con una frecuencia que es proporcional a la corriente media.

= Sincronizacién de fase en los armoénicos, en respuesta a campos eléctricos
alternos.

Junto con estos logros, el modelo de una particula presenta deficiencias cuali-
tativas en otros aspectos importantes; asi, la comprension de la transicion de
desanclaje o la explicacion de la existencia de peldanos subharmoénicos requie-
ren el estudio de modelos més sofisticados.

El modelo de tunel desarrollado por Bardeen |25, 26| esta basado en la
asunciéon de que los responsables del transporte del condensado son procesos de
tunel tipo Zener. El modelo ha podido explicar muchos resultados experimen-
tales. Siguiendo esta descripcion, y tras algunas suposiciones simplificadoras,
la dindmica de una onda de densidad de carga esta descrita por la ecuacion de
movimiento de una particula sobreamortiguada en un potencial substrato no
sinusoidal V' (0):

—cosf si—m/2 <0 <m/2 (mod 27)

cosf  sim/2<6<3m/2 (mod 27). (17)

V(0) x {
Este modelo de una tnica coordenada para la onda de densidad de carga mues-
tra un buen acuerdo cualitativo y cuantitativo con las principales caracteristi-
cas de transporte bajo campos continuos y/o alternos |27].

El primer modelo microscopico realista fue propuesto por Fukuyama y
Lee [28]. Estos autores desarrollaron, dentro del marco de una descripcion
Ginzburg-Landau, el hamiltoniano de una onda elastica inconmensurada de
densidad de carga (1.4), con una fase lentamente variable ¢(7) que interaccio-
na con las impurezas localizadas en posiciones aleatorias R} del substrato.

H = [ 7|5 (V6P = S Vo~ Rprcos@her+ )| . (18)
J

El primer término da la energia eldstica asociada con las distorsiones de la
fase, el segundo describe la interaccion de la onda de densidad de carga con el
potencial de anclaje, V(7 — R;) = V;6(7 — R;), debido a una impureza situada
en R;.

En la mayoria de las situaciones la dinamica de la onda de densidad de
carga estd fuertemente amortiguada, lo que permite despreciar la inercia de
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los modos colectivos. Los modelos también asumen que el acoplamiento de la
fase al campo eléctrico es lineal; entonces, la ecuaciéon dindmica para ésta se
deduce de

O0H nek
|0t neEl 1.
di [ 5o() 2kp} (19)

Las ecuaciones (1.8) y (1.9) definen un problema no lineal muy complejo
y para el cual no hay solucién analitica. Su estudio ha sido realizado usando
distintas aproximaciones (teorias de perturbaciones [29] y de campo medio [30])
y simulaciones numéricas, que se realizan discretizando la ecuacién continua.
Fisher [31] introdujo la siguiente version estandar de discretizacion del modelo
continuo clasico:

1
H=3 > Jiilei — 95)? =Y hycos(p; — B)), (1.10)
[és] J
d(,Dj o0H
— =———+F 1.11
TR P (111)

Aqui p; = cp(ﬁj) es el valor de la fase en el sitio de la impureza R}, que trata
fijar, con fuerza h;, la fase al valor 3;. La elasticidad esta representada por las
interacciones J;; entre fases en los sitios de impureza ﬁi, R}-. Observamos que
el caso de s6lo un centro de impurezas reproduce el modelo de una particula.
Los parametros que describen las impurezas, h; y (3;, son variables distribuidas
aleatoriamente.

Generalmente, se cree que el desorden congelado (quenched disorder) es
una caracteristica esencial en la descripciéon Fukuyama-Lee de la dindmica de
la onda de densidad de carga. Ciertamente, tiene importantes consecuencias en
algunos aspectos relacionados con la existencia y naturaleza de muchos esta-
dos metaestables o los efectos de histéresis por debajo del campo umbral. Sin
embargo, muchas de las propiedades del modelo son ciertamente reproducidas
si se asume h; = constante, y 3; = j5-, donde « es algiin nimero real. Bajo
estas asunciones el modelo Fukuyama-Lee se identifica con el modelo Frenkel-
Kontorova estandar, describiendo el pardmetro « el espaciado promedio. A este
respecto, los trabajos pioneros de Sneddon |32, 33| contribuyeron a fortalecer
el modelo Fukuyam-Lee discreto como el marco tedrico en el cual los resul-
tados experimentales de la dinamica de ondas de densidad de carga podian
ser satisfactoriamente entendidos. De este modo, el modelo Frenkel-Kontorova
comenz6 a interesar a los expertos en ondas de densidad de carga |34].

La caracterizaciéon de la onda de densidad de carga en las cercanias del
campo umbral y el desanclaje de ésta fueron discutidas por Fisher [30, 31] como
un fenémeno critico dindmico. El senial6 el fallo de la aproximacién perturbativa
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cerca del umbral y desarroll6 una teoria de campo medio, que es valida en el
limite de interacciones de alcance infinito entre las fases. Los resultados de
Fisher proporcionan cierta intuiciéon sobre la transicion de desanclaje en el
caso de interacciones de corto alcance, y son los precedentes directos de una
serie de trabajos sobre el desanclaje de las estructuras inconmensuradas del
modelo Frenkel-Kontorova [35] y el desanclaje de la onda de densidad de carga
con desorden congelado [36, 37].

La mayoria de la actividad teérica en la dindmica de la onda a campos
superiores al umbral estd centrada en las simulaciones numéricas del modelo
Fukuyama-Lee con desorden. Cuando la onda de densidad de carga es impulsa-
da por voltajes con componente alterna se obtienen sincronizaciones armoénicas
y subharmonicas de la corriente con la frecuencia externa [38]. El trabajo de
revision de Littlewood [39] estudia en profundidad el fenomeno de la sincro-
nizacién en ondas de densidad de carga. También, se han estudiado diversos
automatas celulares [40, 41|, que son disenados para imitar el comportamiento
dindmico del modelo Fukuyama-Lee discreto bajo fuerzas periddicas.

Maés recientemente Middleton [42, 43, 44| ha probado algunos resultados
rigurosos, que proporcionan una base firme para una comprensiéon teérica satis-
factoria de la dindmica disipativa de medios elasticos discretos en potenciales
de anclaje. En las secciones 3.1 y 3.2 consideraremos estos resultados cuidado-
samente.

Ya hemos senalado que la descripcion Fukuyama-Lee de la dindmica de la
onda de densidad de carga es esencialmente la dinamica disipativa del modelo
Frenkel-Kontorova con el ingrediente anadido de la aleatoriedad en el potencial
substrato. Aunque este ingrediente es importante, los avances en la teoria de la
dindmica de la cadena Frenkel-Kontorova han contribuido de modo significativo
a la teoria de la fisica de los sistemas con una onda de densidad de carga.
Reciprocamente, el interés en la dindmica de ondas de densidad de carga ha sido
siempre el principal impulso para los estudios dindmicos del modelo Frenkel-
Kontorova.

Sin embargo, existen efectos encontrados en ondas de densidad de carga que
no pueden ser entendidos en el marco de estos modelos clasicos. Muestras que
han sido deliberadamente desordenadas presentan un tipo de fenomenologia,
conocida como switching, que generalmente se asocia con las fluctuaciones de
la amplitud. Algunos modelos, que consideran los grados de libertad de la fase
y de la amplitud han conseguido reproducir estos efectos |45, 46]. Estos mode-
los, basados en una generalizacién del hamiltoniano Fukuyama-Lee, muestran
importantes diferencias con respecto la clase de modelos Frenkel-Kontorova.



Capitulo 2

Propiedades de equilibrio del
modelo Frenkel-Kontorova

2.1. Definiciones y propiedades basicas

Una imagen usual del modelo Frenkel-Kontorova, que proporciona una in-
tuicion mecénica 1til sobre el mismo, es la de una cadena lineal de particulas
sometidas a la acciéon de un potencial periédico y conectadas entre si por mue-
lles (ver figura 2.1). Sea wu; la posicion de la particula j, la energia potencial
total del sistema es

H = Z [V (uj) + Wiujpr — uj)], (2.1)

donde V' (u) es el potencial periodico (V(u+1) = V(u)) y W(Au) el potencial
del muelle, que depende de la distancia entre particulas vecinas. El modelo
Frenkel-Kontorova estandar esta definido por las siguientes funciones para
los potenciales:

V(u) = (2;{)2 [1 — cos(27mu)],

(2.2)
W(y) =5y — m)>

Aqui las unidades de longitud y energia son el periodo del potencial V' y la
constante elastica del muelle. Esta eleccién reduce el namero de parametros
relevantes en el modelo a dos: la intensidad K del potencial periédico y la
longitud natural del muelle, p. El potencial de interaccién entre las particu-
las favorece una separacion homogénea entre las mismas. Por el contrario, el
potencial periédico tiende a situarlas en sus minimos, favoreciendo por lo tan-
to una separacion nula o entera entre particulas. La competicién entre ambas
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Figura 2.1: La figura muestra una imagen sencilla del modelo Frenkel-Kontorova es-
tandar: un conjunto de atomos en una dimensién conectados por muelles y situados
en un potencial substrato periédico.

interacciones produce la frustracion del sistema también se habla de compe-
ticiéon entre escalas de longitud que es la caracteristica esencial del modelo y
se traduce en una fascinante complejidad de estructuras espacialmente modu-
ladas.

Aunque existe algin interés en sistemas finitos [47], lo normal es estudiar
las propiedades del modelo en el limite termodindmico, en el cual el niimero
de particulas tiende a co. Definimos una configuracion {u;} del modelo por
la sucesion de infinitos nimeros reales que dan las posiciones de las particulas.

Una configuracién de equilibrio es aquella para la que la fuerza total
sobre cada una de las particulas es nula. En tal caso, esa configuracion {u;} es
solucion del siguiente conjunto de ecuaciones,

g_Z Vi) + oW (uj1 — u%;; Wy —ui-1)] _ (=00 < j < 00).
(2.3)
Introducimos la tension p; del muelle situado a la izquierda de la particula
J
Py — 8W(uéu—] uj_l). (2.4)

Las ecuaciones de equilibrio de fuerzas (2.3) quedan entonces escritas de la
siguiente manera

!
pi+1 =pj + V' (u;); (2.5)
y en el caso de que exista una solucién tnica de w41 en la ecuacién
8W(Uj+1 - Uj) .
aUj+1

Pj+1= (2.6)

se cumple que las ecuaciones (2.5) y (2.6) definen sin ambigiiedad una aplica-
cion bidimensional T' del plano real en si mismo:

(wjt1,pj+1) = T(uj,p;). (2.7)
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Si las funciones V' y W tienen derivada continua y W es una funcién es-
trictamente convexa, entonces la aplicacién T estd bien definida, es continua,
preserva el area, tiene inversa 77! continua, y satisface la condicién de twist:

auj+1>
> 0. 2.8
< Wi ), 28

J

Las aplicaciones que preservan el area y cumplen la condicién de twist han
sido estudiadas en profundidad [48] por ser ejemplos de sistemas dindmicos
hamiltonianos que presentan un amplio conjunto de dinémicas posibles (del
movimiento regular al cadtico), y surgen en una gran variedad de contextos
fisicos distintos, desde la fisica de aceleradores a la de fluidos o la de proce-
sos quimicos. La teoria de estas aplicaciones esta bien desarrollada, ya que la
condicién de twist permite la prueba de importantes resultados de amplia reper-
cusion. El caso mejor estudiado es el de la aplicaciéon estandar, que corresponde
al problema del equilibrio en el modelo Frenkel-Kontorova estandar (2.2):

Pj+1 = pj + & sin(2mu;).
(2.9)
Ujr1 = Uy -{—pj + % Sin(27ruj).

Podemos ver que el parametro p no aparece en (2.9), por lo que, en el
modelo de Frenkel-Kontorova estdndar, la propiedad de ser una configuracién
de equilibrio es independiente de este parametro.

Muchas situaciones en la Fisica de la Materia Condensada requieren mo-
delos del tipo (2.1) que no satisfacen todas las condiciones necesarias para
asegurar la existencia de la aplicaciéon T'. En particular, muchos sistemas no
cumplen la condicién de la convexidad del potencial W. Esto es especialmente
frecuente en sistemas en los que aparecen espines. Aunque Sasaki y Griffiths
[49] han probado la equivalencia de ciertos modelos convexos y no convexos,
tal equivalencia no es de caracter general. A partir de ahora asumiremos que
en los sistemas que estudiamos la aplicacién T esta bien definida.

Partiendo de cualquier punto arbitrario (ug,pg) del plano real, las iteracio-
nes de Ty su inversa T~! producen una érbita de la aplicacién. Cualquier
orbita corresponde a una configuracion de equilibrio del modelo (2.1) y, re-
ciprocamente, cualquier configuraciéon de equilibrio del modelo tiene asociada
una orbita de la aplicacion (2.7). Las configuraciones de equilibrio pueden ser
fisicamente estables o inestables. La estabilidad fisica de una configuracion
{u;} implica que ningtin desplazamiento pequeno de las particulas disminuye
la energia del sistema, y se determina desarrollando la energia de la configu-
racion cercana {u; + 6;} (donde {d;} son desviaciones arbitrarias) hasta el
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segundo orden en las desviaciones :

(o 0,0 = H(fug)) + 3 =5 b, ZZ Cotidls
(2.10)

El segundo término de la derecha se anula, por ser {u;} una configuracion de
equilibrio. De este modo, la configuracion {u;} es estable si la forma cuadratica
definida por la matriz (de orden infinito) M({u;}) = {Mum}:

0% H ({u;})

M, . —
e ou, O0u,

(2.11)

es positiva o cero. Los valores propios de esta matriz son los cuadrados de las
frecuencias de las oscilaciones de pequena amplitud en torno a la configuracion
de equilibrio {u;} (asumiendo que las particulas son de masa uno). Como
consecuencia, la estabilidad fisica de la estructura es equivalente a la condicién
de que las frecuencias de estos fonones sean reales. Es importante indicar el
hecho de que en el modelo Frenkel-Kontorova estandar la estabilidad fisica de
las configuraciones de equilibrio no dependen del pardmetro pu.

Como fue senalado por Aubry [5, 50| y Coppersmith y Fisher [34], la nocion
de estabilidad fisica de una configuracién difiere de la nocién de estabilidad
dinamica de la 6rbita asociada a la aplicaciéon T. Que la forma cuadratica
M({u;}) sea estrictamente positiva implica un exponente de Lyapunov positi-
vo para la orbita correspondiente, y por lo tanto inestabilidad dindmica. Por
esto, entre todas las configuraciones de equilibrio estables, s6lo aquellas con un
modo fonén de frecuencia cero podrian corresponder a una o6rbita estable de
la aplicacion.

Es necesario tener cierto cuidado al hablar de energia de una configuracion,
ya que (2.1) contiene una suma infinita. Sin embargo, no hay ningun problema
en usar (2.1) para definir diferencias de energia entre configuraciones que sélo
difieren en un namero finito de las w;. Aubry [5| define una configuracién
de minima energia {u;} como aquella para la cual cualquier desplazamiento
arbitrario {d;} de un segmento finito de la configuracion produce siempre un
cambio de energia no negativo. Esta definicion incluye la propiedad de que las
configuraciones de minima energia son estados de equilibrio estable.

La energia media por particula e de una configuracion {u;} esta defi-
nida por el siguiente limite:
N-1

e= lim (uj) + Wu 2.12
wim M_Z 7+ W (i — ) (2.12)
siempre que este exista para cualquier par M < N. Es fécil ver que esto no
ocurre para todas las configuraciones imaginables {u;}. Sin embargo, las con-
figuraciones de minima energia tienen una energia media por particula e bien
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WWW ()

1 2 3 4 5 6 1 89 10 1112 13 1415
u'
AU AWATAWATAWAT AWAT AWARTH
12 3 45 6 7 8 9 1011 12 1314 15
Figura 2.2: Ejemplo de una transformacion o,,, (con 7 = 1 y m = —1) sobre un

estado {u;} de espaciado promedio w = 2/3. {u}} = {u;11 — 1}.

definida. Para evitar posible equivocos, es importante senalar que la energia
por particula de una configuracién de minima energia no es necesariamente el
minimo valor posible de e.

El espaciado promedio w de una configuracion, frecuentemente llamado
winding number es

W= (U —uy) = lim UM (2.13)

(N-M)—oco N — M ~
Aqui también se aplica la advertencia hecha al definir (2.12). Aubry [6] ha
probado que para los modelos convexos cada configuracién de minima energia
tiene un espaciado promedio bien definido y, a la inversa, para cada nimero
real w existe al menos una configuraciéon de minima energia con espaciado
promedio w. Pueden existir configuraciones de minima energia diferentes con
idéntico espaciado promedio. En este caso éstas también tienen un mismo valor
de energia por particula. Dicho de otro modo, la energia por particula de las
configuraciones de minima energia e(w) es una funcion bien definida y continua
del espaciado promedio. Esta funciéon también depende de los valores de los
parametros del modelo.

Cuando los potenciales V' 'y W en (2.1) no dependen del indice de particula
J, se dice que el modelo es homogéneo. Entonces, un cambio de etiqueta de las
particulas no cambia las propiedades fisicas de la configuracién. De igual ma-
nera, la periodicidad de V' y el hecho de que W dependa tan s6lo de distancias
relativas tiene como consecuencia la invariancia del modelo bajo traslaciones
enteras. Por esto, si {u;} es una configuracion de minima energia, la transfor-
macion oy, definida por

orm{uj} = {ujsr +m} = {u;} (2.14)

(r y m ntmeros enteros arbitrarios) da lugar a otra configuracion de minima
energia (ver figura 2.2).

Dadas dos configuraciones {u;} y {v;} decimos que una es menor que
la otra, {u;} < {v;}, cuando para todo j, u; < v;. Una configuracion {u;} es
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rotacionalmente ordenada |51] si para cualquier transformacion de simetria
16 U . .

Or,m, la configuracion transformada {u};} = 0y, {u;} es menor que {u;}, mayor

que ella, o ambas coinciden. Si w es el espaciado promedio de una configuracién

rotacionalmente ordenada {u;}, entonces se cumple que:

ormiu;} <{u;}  si rw+m <O.
(2.15)
ormi{u;} > {u;}  si rw+m>0.

Hacemos notar que en una configuracién arbitraria de minima energia con es-
paciado promedio w, la condicién rw + m = 0 no corresponde, en general,
a orm{uj} = {u;}. Las configuraciones de minima energfa son siempre ro-
tacionalmente ordenadas. Esta propiedad tiene importantes consecuencias; en
particular a partir de (2.15) podemos ver que una configuracién rotacional-
mente ordenada {u;}, para cualquier par de enteros j,r, cumple la siguiente
desigualdad:

| Wjgr —uj —Tw [< 1, (2.16)

la cual fija una cota restrictiva a las fluctuaciones en longitud de una porcién
finita de la configuracion.

Una configuracion {u;} es periédica si existe una transformacion oy,
bajo la cual es invariante; asi que, para todo 7,

Ujpr + M = uy. (2.17)

El espaciado promedio de una configuracién periédica es el ntimero racional

—-_m
w = i

Una configuracién {u;} se llama recurrente si existen sucesiones de trans-
formaciones o,.,,, con r — £o0, tales que o, ,m{u;} — {u;} en el sentido apro-
piado (topologia débil). La idea es que cualquier segmento de una configuracion
recurrente reaparece con precision arbitraria en otro lugar de la configuracion.
Obviamente, una configuraciéon periédica es recurrente.

Siguiendo a Aubry, un estado fundamental se define como una configu-
raciéon recurrente de minima energia. Para cada ntimero real w hay al menos
un estado fundamental con espaciado promedio w y la energia por particula
de este esta dada por la funcion €(w) definida anteriormente. Frecuentemente
se habla del estado fundamental correspondiente a unos valores determinados
de los parametros del modelo (e.g.: K y p en el modelo estandar). Esto debe
entenderse como la configuracién estado fundamental que cumple

e = mine(w), (2.18)

w

para esos valores de los parametros. El minimo ¢, que depende de los parame-
tros del modelo, define la energia del estado fundamental y el valor de w
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Figura 2.3: Diagrama de fases de los estados fundamentales del modelo Frenkel-
Kontorova estandar |4]. Cada punto (K, u) del diagrama esta caracterizado por el
valor del espaciado promedio w del estado fundamental. Los nameros de la figura in-
dican valores de w. S6lo hemos dibujado algunas fases conmensuradas sencillas, entre
dos cualquiera de ellas existen infinitas fases conmensuradas e inconmensuradas.

para el cual se da ese minimo es el espaciado promedio del estado fundamental,
que también depende de los parametros del modelo. La determinaciéon de la
configuracion estado fundamental a un valor determinado de los parametros
del modelo es un problema complicado. El método més eficiente para hacerla es
el método de los potenciales efectivos (también llamado minimization ei-
genvalue method), desarrollado por Griffiths [52, 53]. Este método esté basado
en la computacion de ciertas funciones, los potenciales efectivos, que contienen
toda la informacién relevante acerca de la relajacion de fluctuaciones locales
de la configuracién estado fundamental. Ademads del estado fundamental, el
método proporciona las disconmensuraciones elementales (definidas méas ade-
lante) y sus energias de creacion y de anclaje, asi como informacion importante
sobre las transiciones entre diferentes estados fundamentales. La posibilidad de
aplicar el método de los potenciales efectivos no se restringe a ningtn tipo par-
ticular de interacciones, por esto se ha convertido en el método mas usual para
calcular los diagramas de fase de estados fundamentales de los modelos clésicos
de sistemas con estructuras espacialmente moduladas [54]. Una presentacion
excelente de este método se encuentra en [4].

La figura 2.3 muestra el conocido diagrama de fases de los estados fun-
damentales del modelo Frenkel-Kontorova estandar. Este esta constituido por
regiones en el espacio de parametros (K ,u) que corresponden a un mismo va-
lor del espaciado promedio de la configuracion de estado fundamental. En la
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figura, por claridad, s6lo mostramos algunas de las regiones (también llama-
das “lenguas de Arnold”) del diagrama. Entre cualquiera dos de ellas hay un
nimero infinito de otras fases conmensuradas e inconmensuradas. La figura
2.4 muestra el espaciado promedio w del estado fundamental como funcién de
p cuando K = 1. Esta funcién es continua y posee peldanos para cada valor
racional de w, que corresponden a las lenguas de la figura 2.3. Esta funcién es
llamada “Escalera del Diablo”, aunque ya la conocian los mateméticos bajo el
nombre de “funcién de Cantor”. Se dice que una Escalera del Diablo es com-
pleta cuando la suma de las anchuras de los peldanos es la medida total; en
caso de que no sea asi la Escalera del Diablo es incompleta.

0.5

04t = -
03+ .

. _
02} - -
Ol .
o) 1 | | Il
0 0.1 02 03 04 05

1

Figura 2.4: w como funcion de p a K =1 [4]. Esta funcién, conocida como “Escalera
del Diablo”, es continua y tiene un escaléon a cada valor racional de w.
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2.2. Estados fundamentales conmensurados, discon-
mensuraciones elementales y transicion Conmen-
surada - Inconmensurada

Los estados fundamentales para los cuales el espaciado promedio es un
niumero racional se llaman conmensurados. Satisfacen la propiedad de que
si p y ¢ son numeros primos entre si y tales que w = g, entonces cualquier
estado conmensurado con el mismo espaciado promedio es invariante bajo la

transformacion oy _p:
Ujpqg — P = Uy (2.19)

para todo j. En otras palabras, cualquier estado fundamental conmensurado es
periddico con periodo el minimo compatible con el valor de w. Las estructuras
con el mismo valor de w pero periodicidad mayor no cumplen la propiedad
de orden rotacional que toda configuraciéon de minima energia debe satisfacer
(para un ejemplo, ver la figura 2.5); por esto, gracias a (2.19), con conocer las
posiciones {u;} (j = 1,...¢q) de ¢ particulas consecutivas de un estado funda-
mental conmensurado (la celda unidad) se conoce la configuracién completa.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
u'.
W\/WW (uj)
12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
V.
LT AWAWAT AT AWAWAT A T AWARTS
1 2 3 4 56 7 8 9 10 1112 13 14 15
2
WW\/WW vy
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Figura 2.5: La configuracion {u,} es un estado fundamental conmensurado de w = 2/3.
La existencia de una celda unidad se aprecia claramente. Esta estructura es invariante
bajo la transformacion o3 —o: {u}} = o3 2{u;} = {u;}. {v;} es una configuracién
de w = 2/3 con una celda unidad mayor. Se ve claramente que {v;} no satisface la
propiedad de orden rotacional: {v}} = o3 —2{v;} con vz < vy pero vy > vj.
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La celda unidad de un estado fundamental conmensurado puede ser deter-
minada a través de la minimizaciéon global de la energia de la misma, que es la
siguiente funcion de g variables:

q

{UJ}] )= Z (uj) + Wiujs1 — uy)] (2.20)
7j=1

donde ug41 = u; + p. En el caso del modelo Frenkel-Kontorova estandar (con
K # 0) este minimo es tnico, salvo traslaciones; pero, en general, pueden existir
dos 0 més minimos globales no equivalentes |55|. En algunos casos excepciona-
les el conjunto de minimos globales de (2.20) es un continuo. Un ejemplo trivial
de tal situaciéon es el caso K = 0 del modelo estdndar donde el fenémeno es
el resultado de la invariancia traslacional continua de la energia. Sin embargo,
Chou y Griffiths [52] han mostrado ejemplos no triviales en un modelo en el que
el potencial V' (u) es parabdlico a trozos, con signos alternos para la curvatura.

Por consiguiente, el conjunto G, de estados fundamentales conmensurados
con espaciado promedio w puede ser tanto discreto como continuo. En todo
caso, siempre esta bien ordenado; esto es, para dos configuraciones {u;}, {v;} €
Gu, se tiene que {u;} < {v;} o {v;} < {u;}. También, G, es invariante bajo el
grupo de transformaciones de simetria oy .

Vamos a considerar primeramente el caso excepcional de G, continuo. Sean
{u;j} v {v;} dos estados fundamentales arbitrarios de G, y asumamos que
{uj} < {v;} (la propiedad de orden), entonces siempre existe otro estado
fundamental {w;} entre ambos, {u;} < {w;} < {v;}. Consecuencia de esto es
que no es necesario aportar energia al sistema para desplazarlo: la configuraciéon
de estado fundamental es deslizante. En este caso, la matriz de estabilidad
lineal M({u;}) definida en (2.11) tiene un valor propio nulo.

En general, G, (w racional) es un conjunto discreto, por ello tiene sentido
hablar de estados fundamentales contiguos; esto es, con ningin otro estado
fundamental entre ellos. Como consecuencia, para conseguir un desplazamiento
de un estado fundamental es necesario superar una barrera de energfa: la confi-
guraciéon de estado fundamental estd anclada. Esa energia extra minima Epy
que debe ser proporcionada al estado fundamental para desplazarlo hasta el
estado fundamental contiguo es la barrera de energia de Peierls-Nabarro.
En general deberia distinguirse entre barreras de energia a izquierdas y a de-
rechas, pero en el modelo estdndar ambas coinciden.

Una magnitud que esta fuertemente relacionada con la barrera de energia
de Peierls-Nabarro es la fuerza de desanclaje, F,;. Asumamos la presencia
de un campo uniforme de fuerzas F', entonces las ecuaciones de equilibrio de
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fuerzas son:

OIW (1 — ug) + W(u; —uj1)]
f)uj

V' (uj) + —F=0. (2.21)
Sea {u;} un estado fundamental anclado de modo que es solucion del sistema
anterior con ¥ = 0  entonces, hasta un valor umbral del campo de fuerzas,
existe una continuacion unica del estado que es solucion de (2.21). Este valor
umbral es la fuerza de desanclaje Fy. Para valores de la fuerza por encima de
éste en el modelo de Frenkel-Kontorova estandar no ninguna existe solucién de
(2.21) con las condiciones de contorno impuestas por w.

Los estados fundamentales {u;} anclados tienen una longitud de cohe-
rencia finita, definida del siguiente modo: supongamos que la posicién de una
particula arbitraria n se fija a u, + d,, con §, pequeno, y el resto de las par-
ticulas relajan a una nueva configuracion de minima energia {u; + 0;} que es
compatible con esta restriccion. Entonces los desplazamientos se comportan
como:

5; ~ exp [—M] (2.22)
§

(ver figura 2.6). La longitud de coherencia £ es llamada en ocasiones “inverso

del exponente de Lyapunov”, porque ! es el exponente de Lyapunov de la

orbita de la aplicacion T asociada al estado anclado {u;}. En este caso, el cero

no pertenece al espectro de la matriz de estabilidad lineal M({u;}) de una

configuracion anclada.

Si el conjunto G, es continuo  estado fundamental deslizante | los estados
fundamentales son las tnicas configuraciones de minima energia de espaciado
promedio w. Contrariamente, cuando G,, es un conjunto discreto existen confi-
guraciones de minima energia con espaciado promedio w que no son recurrentes.
Estas son llamadas disconmensuraciones elementales. Dados dos estados funda-
mentales contiguos en G, {u;} < {v;}, una disconmensuracién elemental
avanzada es una configuraciéon de minima energia {fw;-r}, tal que

wi —wu; con j— —o0
i ] j 9
(2.23)
w — v, con j — 00
J J J ’
Una disconmensuraciéon elemental retardada {w]_} es una configuraciéon
de minima energfa, tal que

wj_ —w;  con j — —00,
(2.24)

w; —u; o con j — oo.
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Figura 2.6: Hemos perturbado la configuracion {u;} del estado fundamental de w =
1/2 (circulos con cruz), desplazando la particula cero, que es fijada a ug + dg (5o =
—0,3). El resto de la cadena relaja a una nueva configuracion {u; + d;} (circulos en
blanco) cuyos desplazamientos se comportan segun: §; ~ e /€ (en este caso & ~ 1,0).
La existencia de una longitud de coherencia finita est4 asociada al caracter anclado
de la configuracion.

Por sencillez, vamos a asumir que (2.20) tiene un tnico minimo global, salvo
traslaciones, como ocurre en el modelo Frenkel-Kontorova estandar. Enton-
ces, el conjunto G, esta formado por todas las configuraciones transformadas,
ormiu;}, de un estado fundamental {u;} cualquiera de G,. En tal caso una
disconmensuracion elemental avanzada (retardada) consiste en una expansion
(compresion) localizada de la configuracion de estado fundamental (figura 2.7).
El exceso de longitud A de la disconmensuracion elemental se define como la
cantidad media en la cual wy —wps (M < N) en la disconmensuracion excede
a la cantidad correspondiente uy — uys en el estado fundamental en el limite
(N — M) — oo. Esto es el desplazamiento promedio por particula, (v; — u;),
entre estados fundamentales contiguos. Si w = £ (p y ¢ ntimeros primos entre

q
si), una disconmensuracion elemental avanzada (atrasada) tiene un exceso de



2.2. Estados fundamentales conmensurados, DCs elementales y transicion C-IC 29
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Figura 2.7: Ejemplos de disconmensuraciones elementales. {u;} es un estado funda-
mental con w = 2/3 and {w;r}({w]_}) una disconmensuracion adelantada (retardada)
que tiende a {u;} cuando j tiende a —co. Cuando j tiende a +oo, {wj} tiende a un
estado fundamental {u}} que es contiguo a {u;}, con {u;} < {u}}. Cuando j tiende
a 400, {w; } tiende a un estado fundamental {u?} contiguo a {u;} con {u;} > {u3}.

longitud A = +% (—%). Este resultado es facil de obtener: el desplazamiento
medio por particula producido por la transformacion o, es rw +m = rptmg
Si p y ¢ son primos entre si, existen enteros r y m tales que rp +mg = 1 (el
menor entero positivo) y por lo tanto el desplazamiento medio por particula

entre estados fundamentales contiguos es j:%.

Una variable conveniente para representar disconmensuraciones es la fase
relativa local. La sucesion {¢;} de fases relativas locales que corresponde a
la disconmensuracién {w$} (o = +, —) esta definida por:

1.
wj = P E (Wi — ujpi)- (2.25)

=0
Para disconmensuraciones avanzadas esta sucesion tiende a cero cuando j —
—coyaA= % cuando j — 00y, como se aprecia en la figura 2.8, es esencial-

mente constante excepto en una regiéon localizada donde adquiere forma de s
y que coincide con la expansién localizada mencionada anteriormente.

El tamano de la regiéon donde la disconmensuracion es apreciablemente
distinta del estado fundamental, esto es, la anchura de la disconmensuracion,
es del orden de la longitud de coherencia €. Es natural definir como centro de
la disconmensuracién el indice de la particula para la cual la desviacién con
respecto el estado fundamental es maxima, haciendo uso de alguna convencién
si esta definicién fuese ambigua.

Aunque las transformaciones oy _j, (con [ un entero arbitrario) dejan in-
variantes a los estados fundamentales de G,,, producen un desplazamiento del
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(a)
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Figura 2.8: Sucesion de fases relativas locales (¢;) de una disconmensuracién avanzada
(a) y una retardada (b) sobre un estado fundamental de w = 2/3 (circulos en negro).
El exceso de longitud A de la disconmensuracion elemental es —i—% para la avanzada
y —% para la retardada.
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Figura 2.9: La imagen muestra el efecto de una transformacién de simetria o4,
sobre disconmensuraciones elementales. Representamos la fase relativa local de cada
configuracién. Aqui w = p/q¢ = 2/3 y | = 6. Vemos que el efecto de o15,_12 es
un desplazamiento hacia atras del centro de la disconmensuracion que es igual a 6
periodos del estado fundamental conmensurado, lo que, en este caso, corresponde a
12 periodos del potencial substrato o 18 particulas de la configuracién.
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Figura 2.10: Energia de creacion e de los dos tipos de disconmensuraciones elementales
a valores u interiores a una lengua conmensurada. A un cierto valor de i esta energia se
hace negativa y entonces tiene lugar una transicion Conmensurada-Inconmensurada,
lo que cambia el valor del espaciado promedio del estado fundamental.

centro de las disconmensuraciones elementales (ver figura 2.9) que es igual a
—lg (—Ip en unidades de longitud). Al ser [ un numero finito, s6lo un na-
mero finito de particulas sufren un cambio no despreciable en su posicién. El
desplazamiento total de la posicion de las particulas que corresponde a este des-
plazamiento relativo de la disconmensuracion avanzada (retardada) es I(—I).
El desplazamiento minimo es el de | I |= 1 y la minima energia extra que es
necesario proporcionar a una disconmensuracién para desplazarla a la configu-
raciéon contigua es la “barrera de Peierls-Nabarro” o energia de anclaje de la
disconmensuracion (ver |56| para una definicion precisa).

La energia de creacidn de la disconmensuracién es la diferencia entre la
energia de la disconmensuracion y la del estado fundamental conmensurado,
promediada de la manera adecuada sobre la celda unidad. En el caso de una
configuraciéon que contenga dos disconmensuraciones superpuestas a un estado
fundamental conmensurado, la diferencia de energia con el estado fundamen-
tal es entendida como la suma de las energias de las disconmensuraciones y
la energia de interaccion [56, 57, 58|. Si ambas disconmensuraciones son
de un mismo tipo la energia de interaccién decrece con la distancia entre sus
centros y la interaccion es repulsiva. La interaccion es atractiva entre discon-
mensuraciones de diferente tipo. Es importante senalar que una configuracién
que contiene dos disconmensuraciones nunca es una configuracién de minima
energia, ya que su energia siempre puede ser disminuida variando la distancia
entre las disconmensuraciones. Las tnicas configuraciones de minima energia
para un valor racional de espaciado promedio w son los estados fundamentales
conmensurados y sus disconmensuraciones elementales.
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Figura 2.11: En el borde de una transicion C-IC la nueva estructura puede verse
como un conjunto de disconmensuraciones sobre la anterior. La figura muestra la
celda unidad del estado fundamental con w = 26/49, que puede ser visto como tres
disconmensuraciones avanzadas sobre la configuracion de w = 1/2. Hemos usado la
fase relativa local (2.25), con la estructura w = 1/2 como referencia. El uso de la
fase relativa local permite comparar de manera simple dos configuraciones diferentes,
con una de ellas, que tiene que ser periodica para tener un valor de ¢ en (2.25)
bien definido, usada como referencia. Nétese que igualmente podriamos haber elegido
representar la fase relativa local del estado con w = 1/2 y usar la configuraciéon con
w = 26/49 como referencia.

Las transiciones que ocurren en los extremos de las lenguas del diagrama
de fases de estados fundamentales del modelo Frenkel-Kontorova (figura 2.3)
son llamadas transiciones Conmensurada-Inconmensurada y pueden en-
tenderse como producidas por disconmensuraciones. Sean los parametros K
y p los correspondientes a un punto en el interior de una lengua asociada a
un racional w. Allf la energia de creacién de los dos tipos de disconmensu-
raciones elementales es estrictamente positiva y crece (decrece) linealmente
con p para una disconmensuracion retardada (avanzada), ver figura 2.10. Mas
alla del valor de puc—jc para el cual la energia de creacién correspondiente se
anula, entran en competencia dos efectos: la energia para la creacién de una
disconmensuracion (negativa), que favorece la formacion de tantas como sea
posible; y la interaccién repulsiva entre ellas, que favorece una densidad de
disconmensuraciones tan baja como sea posible. El compromiso entre ambas
tendencias determina la estructura del nuevo estado fundamental en las cerca-
nias de uc—yc, que puede ser visto como un conjunto de disconmensuraciones
superpuestas al estado fundamental anterior (figura 2.11). Una discusion auto-
rizada sobre esta util imagen de la transicion Conmensurada-Inconmensurada
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en el modelo Frenkel-Kontorova puede encontrarse en el articulo de revision
de Griffiths [4]. Alli se deduce el siguiente comportamiento para el espaciado
promedio de los estados fundamentales en la transicién,

|lw—we | ~—n|p—pcrc )~ (2.26)

La creacion de “distorsiones” localizadas es un mecanismo conocido de las tran-
siciones de fase en sistemas modulados [1, 2|, hay una amplia literatura sobre la
aplicacion de estas ideas al andlisis de transiciones de fase en modelos no con-
vexos como el modelo ANNNI, reloj quiral y modelo XY quiral |59, 60, 61, 62].

2.3. [Estados fundamentales inconmensurados y tran-
sicion de Aubry (TBA)

Llamamos estados fundamentales inconmensurados a aquellos cuyo es-
paciado promedio w es un nimero irracional. Estos estados fundamentales son
los limites de sucesiones de estados fundamentales conmensurados cuyo espa-
ciado promedio tiende a algtin valor irracional. La propiedad méas importante
de los estados fundamentales inconmensurados deriva de la propiedad de orden
rotacional: es la existencia [5, 6] de una funcién hull f,(x) (ver figuras 2.12 y
2.13) que da la configuracion de estado fundamental. Se puede demostrar que
esta funciéon hull tiene las siguientes propiedades:

1. La funcion f,(z) es estrictamente creciente.

2. Cumple que
fo(l+2) =1+ fu(z) (2.27)

0, equivalentemente, la funcion g, (z) = f,(x) —x es periodica de periodo
la unidad.

3. Si es continua, para todo real a la configuracion {u;} definida como
w5 = fulj + a) (2.28)

es una configuraciéon de estado fundamental, y a su vez cualquier confi-
guraciéon estado fundamental con espaciado promedio w es de la forma
(2.28).

4. Si f, es discontinua en algin punto xg, lo es en un conjunto numerable
infinito de puntos: x = xg +m + rw, (r y m enteros arbitrarios). En este
caso es posible definir la versiéon continua a derechas de f,:

f:(l‘) = inf fw(y)v (2'29)

y>x
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Figura 2.12: Los estados fundamentales inconmensurados del modelo Frenkel-
Kontorova estdndar estan descritos por una funcién hull continua f,,(z) cuando K
esta por debajo del punto de la transicion de Aubry. Aqui empleamos una estructu-
ra con w = 144/233 como una buena aproximacién al irracional @ En la figura
K=07<K.~097y f,(x) se representa méd1.

y la versiéon continua a izquierdas:

o () = sup fu(y). (2.30)

y<wz
Entonces, cualquier estado fundamental {u;} es de la forma
uj = fF(jw+ ) (2.31)
o de la forma
uj = fo, (jw+ ) (2.32)

para algin valor de «; y reciprocamente, para cualquier «, las confi-
guraciones (2.31) y (2.32) son estados fundamentales. Notese que para
la mayoria de los valores de « (todos excepto un conjunto numerable
infinito) f,(a) es continua, de modo que (2.31) y (2.32) coinciden.

5. La funcion hull f,, es tnica (con tal que se considere fI y f como las
versiones continua a derechas y a izquierdas de f,,).
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Figura 2.13: Los estados fundamentales inconmensurados del modelo Frenkel-
Kontorova estandar estan descritos por una funcién hull discontinua f,(z) cuando
K esta por encima del punto de la transicién de Aubry. El dibujo es similar al de la
figura 2.12, ahora K = 1,5 > K.

Si la funcion hull es continua (figura 2.12), el conjunto de estados funda-
mentales G, con espaciado promedio w es continuo y el estado fundamental es
deslizante. En este caso, la 6rbita de la aplicacion estandar asociada al estado
fundamental es densa en una curva analitica, llamada “toro de KAM”. La exis-
tencia de estas curvas estd predicha por el conocido teorema de “Kolmogorov-
Arnold-Moser” para valores de K suficientemente bajos y para valores irracio-
nales de espaciado promedio w que satisfagan una condicion (diofantica) que
resulta ser satisfecha por la mayoria de los irracionales |54].

Las estructuras inconmensuradas analiticas (deslizantes) tienen una ener-
gia de Peierls-Nabarro igual a cero y fuerza de desanclaje nula. El espectro
de la matriz de estabilidad lineal M({u;}) tiene un valor propio nulo (figura
2.14) y la longitud de coherencia diverge; la respuesta a fluctuaciones loca-
les es un reacomodamiento del total de la cadena. De modo equivalente, para
cualquier posicién hay un estado fundamental con una particula en esa posi-
cion particular (figura 2.15). El efecto del potencial V' (u) es tan solo el de una
leve modulaciéon periddica en las posiciones de las particulas con respecto a
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Figura 2.14: La figura muestra el espectro de valores propios del estado fundamental
con w = 144/233 usado como aproximacion de un estado fundamental inconmensu-
rado a ambos lados de la transicion de Aubry: K = 1,5 > K, para los tridngulos y
K = 0,7 < K, para los circulos. En pequeno se muestra claramente la existencia de
un valor propio nulo por debajo de la transicion, que refleja el caracter deslizante de
la estructura inconmensurada a ese valor de K. Por encima de la transicion de Aubry
el espectro es muy similar al de las estructuras conmensuradas, existe un gap y la
estructura esta anclada al potencial substrato.
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Figura 2.15: Un segmento de un estado fundamental inconmensurado a ambos lados de
la transicion de Aubry. Si K < K, la funcion hull es continua e invertible (ver la figura
2.12). A consecuencia de esto cualquier valor posible de u puede describir la posicion
de una particula del estado fundamental. Cuando K > K. existen discontinuidades
en la funcion hull. El mayor gap de f(z) se abre en torno f = 0,5 (ver figura 2.13);
que corresponde a los maximos del potencial substrato. (a) muestra un segmento de
un estado fundamental inconmensurado deslizante, en el que la particula i ocupa una
posicién que es un méaximo del potencial V. (b) muestra la situaciéon cuando K esta
por encima de la transicion de Aubry, la particula i ha caido hacia uno de los valles
vecinos y ninguna particula del estado fundamental ocupa alguno de los maximos.
La energia necesaria para sobrepasar tales maximos del potencial es la barrera de
Peierls-Nabarro.

la configuracion uniformemente espaciada {jw + a}, que es la configuracion
de equilibrio en ausencia de V' (u). A pesar de que V(u) rompe la invariancia
continua traslacional de la energia, las estructuras inconmensuradas analiticas
mantienen, en cierto sentido, esta invariancia.

Intuitivamente parece claro que las estructuras inconmensuradas analiticas
no pueden existir cuando el potencial V(u) es mucho mayor que el potencial
de interaccion entre las particulas. Por ejemplo, si se piensa en una particula
situada en la cima de un pozo de potencial, a valores pequenos del parametro
K si la particula de la cima es desplazada ligeramente la energia elastica de
los vecinos crece méas rapidamente de lo que V(u) disminuye. Sin embargo,
a valores suficientemente altos de K la distancia entre particulas necesaria
para contrarrestar este decrecimiento violaria las restricciones impuestas por
la propiedad de orden rotacional (ver (2.16) con r = 1). De este modo, hay
un intervalo en torno a la cima donde no puede localizarse ninguna particula
de un estado fundamental inconmensurado (figuras 2.13 y 2.15) y la funcion
hull no puede ser continua. Este argumento puede usarse para dar una cota
cuantitativa al valor de K por encima del cual no puede darse ningin estado
fundamental inconmensurado analitico. La érbita de la aplicacién estandar
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asociada a un estado fundamental inconmensurado y no analitico es densa en
un conjunto invariante con la estructura de un conjunto de Cantor, usualmente
llamado “cantorus”.

El valor del parametro K al cual un estado fundamental inconmensurado
se hace no analitico depende del espaciado promedio irracional w. Este va-
lor critico K.(w) es el punto de frontera entre dos regimenes en los cuales
las estructuras inconmensuradas exhiben propiedades fisicas drasticamente di-
ferentes. Para K > K (w), la estructura inconmensurada es anclada. Por lo
tanto, tiene un valor no nulo de energia de Peierls-Nabarro y fuerza de de-
sanclaje, una longitud de coherencia finita y el cero no pertenece al espectro
de su matriz de estabilidad lineal (figura 2.14). El elemento distintivo de esta
transicion es el cambio de la funcién hull de analitica a no analitica, por ello
Aubry la ha llamado transiciéon por ruptura de analiticidad (TBA, del
inglés transition by breaking of analyticity o del francés transition par brisure
de l’analiticité), un término en cierto modo bastante técnico. Aunque Coppers-
mith y Fisher |34] usaron “transicion de anclaje” es mas adecuado el empleo
de este término para la “transicién de desanclaje” que sufren las estructuras
conmensuradas y las inconmensuradas no analiticas al valor de la fuerza de
desanclaje Fy. Villain [63] ha sugerido el término transicion de Aubry, que
es el que nosotros adoptaremos aqui.

El valor de K.(w) depende esencialmente de las propiedades aritméticas

del irracional w y es maximo para la media aurea ¢ = @ (v su inverso). La
mejor estimacion de K.(s) = 0,971635406 ha sido obtenida por MacKay [64].

La caracterizaciéon de la transicion de Aubry como un fenémeno critico,
mediante la determinacién numérica de los exponentes de escalado para
diversas cantidades criticas, ha sido hecha por Coppersmith y Fisher |34], Pey-
rard y Aubry [65], de Seze y Aubry [66] y Aubry y Quemerais |67|. Ellos
utilizan una sucesién de estados fundamentales conmensurados con espaciados
promedios que se aproximan al inverso de la media durea para calcular nu-
meéricamente las cantidades criticas de la estructura inconmensurada. MacKay
[64, 68] desarrolld una aproximacion usando el método de renormalizacion (ver
también el trabajo de Kadanoff [69] y Shenker y Kadanoff [70]), que da las me-
jores estimaciones para los exponentes de escalado en la transicion de Aubry
para los irracionales aureos.

= La longitud de coherencia ¢ es finita para estructuras inconmensuradas
no analiticas y diverge en la transicion de Aubry;

§K)~(K—-K.)™",  v~0,9874624. (2.33)

= La energia de la barrera de Peierls-Nabarro Epy es positiva para estruc-
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turas ancladas y se anula a K_:

Epn(K) ~ (K — K.)¥, 1 ~3,0117222. (2.34)

= La fuerza de desanclaje, Fy, escala segin
FyK) ~ (K — K.Y, ¢ ~30117222. (2.35)

Ver que 1)’ = 9. Esta relacion de escalado puede ser justificada en base a
consideraciones fisicas ya que el trabajo hecho por la fuerza de desanclaje
para superar la barrera de Peierls-Nabarro debe ser del orden de Epy.

= Fl gap de fonones, Q,,;, es la raiz cuadrada positiva del menor valor
propio de la matriz de estabilidad lineal M({u;}). Se comporta como:

Qnin(K) ~ (K — K)X,  x =~ 1,0268803. (2.36)

» En el régimen no analitico, el mayor gap, Ay, en la funcién hull esté
centrado en torno a la posicion de maximo del potencial V(u) y se anula
en la transicion de Aubry:

Ap(K) ~ (K —K.)°, o ~0,7120835. (2.37)

Mackay llamé cantidades supercriticas a las expuestas anteriormente,
ya que ellas valen cero cuando K < K., y por lo tanto son de interés en
el régimen no analitico. Cantidades subcriticas son aquellas de interés en
el régimen analitico. Una de ellas es la constante elastica o inverso de la
compresibilidad. Si w(u) es el espaciado promedio del estado fundamental a un
valor fijo de K (figura 2.4), la constante elastica C puede definirse como:

C = <g_Z>K, (2.38)

si la derivada existe. Obsérvese que para cualquier valor racional de w hay un
intervalo de valores de p donde w(p) no cambia, de modo que la compresi-
bilidad de los estados conmensurados es nula y la constante eldstica no esta
definida. A K =0, w(p) = u, y la constante elastica es C' = 1. Para un estado
fundamental inconmensurado analitico la constante elastica decrece con K y
se anula en el régimen no analitico. Para K > K.(¢), cuando las estructuras
inconmensuradas son todas no analiticas, la escalera del diablo es completa;
esto es, w(u) tiene pendiente cero en todo punto, o lo que es lo mismo, los es-
tados fundamentales inconmensurados tienen medida cero en el eje p, aunque
tienen medida completa en el eje w.

Otra cantidad subcritica es la viscosidad efectiva I'. Si se aplica un campo
constante de fuerzas a una estructura inconmensurada analitica en la presencia
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de un medio de amortiguamiento viscoso, alcanza un estado estacionario de
movimiento caracterizado por una velocidad media v. Entonces, la viscosidad
efectiva se define como:

F
I = lfm —, (2.39)
v—0 v

y puede demostrarse que es proporcional al valor medio del cuadrado de la
derivada de la funcion hull (f').

Para irracionales dureos, el comportamiento de estas cantidades subcriticas
en la transicion de Aubry ha sido determinado por de Seze y Aubry [66] y
MacKay [64, 68|:

= La constante elastica se anula en la transicién de Aubry:

C(K)~ (K,—K),  (~0,049328. (2.40)

= La viscosidad efectiva crece con K, y diverge en la transiciéon de Aubry:
I'(K) ~ (K. — K)™", 1 ~0,029500. (2.41)

Por ultimo, los exponentes criticos satisfacen las siguientes relaciones de

escalado:
2x+v=n+1,
(2.42)

(= — 3v.

2.4. Defectos, interfases, estados metaestables y li-
mite anti-integrable

Una propiedad caracteristica de los estados anclados es su defectibilidad,;
con ello queremos decir que admiten defectos como configuraciones fisicamen-
te estables. La configuracion {u;} es un defecto en la configuracion de referencia
{u;} si existen enteros n y m, tales que

u; — U si j— —o0
(2.43)

' . .
Uj = Ujpp +M 81 ) — 00

En el caso de que los dos enteros r y m sean iguales a cero conviene decir
/ o .

que {uj} es un defecto respecto de {u;} solo si ambas configuraciones son

diferentes.

En el modelo de Frenkel-Kontorova estandar las disconmensuraciones ele-
mentales (figuras 2.7 y 2.8) son ejemplos de defectos en relacion con estados
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Figura 2.16: Ejemplo de una interfase entre dos estados conmensurados. La figura su-
perior muestra la interfase usando una representacién del potencial; la inferior lo hace
en términos de la fase relativa local con una estructura de w = 1/2 como referencia.

fundamentales conmensurados. Son especiales por ser configuraciones de mi-
nima energia, y ningtin otro defecto relativo a los estados fundamentales con-
mensurados cumple esta propiedad.

Una interfase (figura 2.16) entre dos configuraciones {u;} y {v;} es una
configuracion {w;} tal que:

wj —u; si j— —00
(2.44)
wj —wv; st j— oo.

Se puede ver que un defecto, definido segin (2.43), es un caso particular de
interfase entre dos configuraciones {u;} y {v;} relacionadas por una transfor-
macion de simetria oy ,.

El exceso de longitud, A, de un defecto arbitrario del mismo modo que
el exceso de longitud de una disconmensuracion elementales (ver seccion 2.2).

Si la configuracion de referencia {u;} tiene un espaciado promedio w, el exceso
de longitud del defecto (2.43) es

A=rw+m. (2.45)

Muchas veces es conveniente pensar en un defecto como el agregado de
defectos mas simples (ver figura 2.17). El exceso de longitud del defecto es
entonces la suma de los excesos de longitud de sus componentes. Si la configu-
racion de referencia es un estado fundamental conmensurado, entonces lo més
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Figura 2.17: La figura muestra una estructura de w = 1/2 con defectos. En este caso
tal configuracién es facilmente imaginable si se describe en términos de la agregacién
de disconmensuraciones elementales.

natural es ver el defecto como el agregado de disconmensuraciones elementales.
Si el defecto es una configuracion fisicamente estable su estabilidad esta debida
a las barreras de Peierls-Nabarro de las disconmensuraciones elementales, que
evitan que los defectos se separen o aniquilen.

Diremos que una configuracion {u;} es un estado metaestable si es fisi-
camente estable pero no es una configuraciéon de minima energia. La existencia
en el modelo Frenkel-Kontorova de muchos estados metaestables es conocida
y estad fisicamente entendida, desde hace tiempo. Valiéndose de un andlisis
perturbativo en el parametro %, Coppersmith [40] ha dado evidencias convin-
centes de la existencia de estados metaestables, cuyo niimero crece al menos
exponencialmente con el tamano del sistema. Esta aproximacion puede conside-
rarse precursora del concepto de anti-integrabilidad introducido por Aubry
y desarrollado por Aubry y otros |71, 72, 73, 74]; concepto que ha resultado ser
de gran utilidad en la prueba de un buen ntimero de teoremas mateméticos, no
solo en el modelo Frenkel-Kontorova, sino también en modelos de interaccién
electron-fonon [17, 75|, sistemas dindmicos hamiltonianos de muchos cuerpos
con oscilaciones localizadas (breathers) [74, 76], y otros sistemas no lineales.

Un modelo es anti-integrable cuando la energia (2.1) es separable, esto es,
puede escribirse como:

H=> V(). (2.46)
j

Si la energia (2.1) estd escalada a la intensidad del potencial V' (u), el li-
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mite anti-integrable del modelo Frenkel-Kontorova corresponde al limite de

constante elastica de los muelles igual a cero (particulas no interaccionantes)

% — 0. Las configuraciones de equilibrio {uj” } del modelo Frenkel-Kontorova

estandar en el limite anti-integrable estdn dadas por
ar_ 1

U = 5my (2.47)
donde {m;} es una sucesion arbitraria de enteros. Bajo algunas condiciones
técnicas sobre la sucesion {m;}, no muy restrictivas, puede probarse que para
valores suficientemente altos del parametro K hay una tnica configuraciéon de
equilibrio estable {u;}. Esta es continuacion de la configuracion anti-integrable
estable {uju} Como las condiciones técnicas sobre las sucesiones {m;} no ex-
cluyen las sucesiones caoticas, puede concluirse la existencia de estados me-
taestables caoticos a valores altos de K en el modelo Frenkel-Kontorova [72].
Otros resultados rigurosos interesantes son obtenidos a partir de la idea del
limite anti-integrable, por ejemplo la completitud de la Escalera del Diablo
[71] y la caracterizacion de la funcion hull de los estados fundamentales incon-
mensurados no analiticos como medida puramente discreta [73].

Como ejemplos sencillos de estructuras metaestables, sobre las que trata-
remos més adelante en el capitulo 4, consideraremos los siguientes tipos:

1. Si una configuraciéon estable consiste en una estructura conmensurada de
espaciado promedio wy = z—g sobre la que se superpone un conjunto de
disconmensuraciones elementales del mismo tipo, su espaciado promedio
esta dado por

w = wp + cA (2.48)

donde c es el inverso del nimero medio de particulas entre disconmen-
suraciones contiguas (la densidad), y A es el exceso de longitud de cada
una de ellas. Si el espaciado entre disconmensuraciones es regular, ésta es
una descripcion fenomenoldgica correcta de un estado fundamental de es-
paciado promedio w, siempre que la densidad sea baja, ¢ <« 1. Pero si las
disconmensuraciones no estdn separadas regularmente, la estructura es
metaestable. A estas estructuras las llamaremos estructuras metaestables
de tipo I (ver figura 2.18).

2. Supongamos que la red de disconmensuraciones contiene un niimero igual
de disconmensuraciones avanzadas y retardadas. En este caso el espacia-
do promedio de la estructura es wp, el mismo que el del estado funda-
mental subyacente. Esta es la estructura metaestable que llamaremos de
tipo II (figura 2.19).

3. Las estructuras metaestables de tipo III (figura 2.20) estan formadas
por dos bloques de estados fundamentales conmensurados de espaciados
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promedios diferentes, wi y ws, separados por la interfase apropiada. Si A
denota la proporcién, medida en unidades de longitud, de la primera es-
tructura conmensurada, el espaciado promedio w del estado metaestable
es

1 1—
12, 1-2 (2.49)
w

w1 w2

Figura 2.18: Un ejemplo de las estructura metaestables de tipo I a las que se refiere el
texto. Aqui hemos introducido disconmensuraciones elementales avanzadas (A = —l—%)
con una densidad ¢ = 1/29 en un estado fundamental de w = 1/2. Tales disconmensu-
raciones no estin regularmente espaciadas, por ello el resultado es una configuracién
metaestable. Por claridad, mostramos dos periodos (58 x 2 particulas) de la estructura

metaestable.
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0.5

0.0¢

Figura 2.19: Fase relativa local de una estructura metaestable de tipo II. La estructura
tiene una celda unidad de 60 particulas que ocupan 30 periodos del potencial substrato
y contiene dos disconmensuraciones de signo opuesto. Mostramos dos periodos de tal
celda unidad.

Figura 2.20: Las estructura metaestable de tipo III estan formadas por bloques de
estados fundamentales de diferente espaciado promedio w. Mostramos dos periodos
(45 x 2 particulas) de una configuracion de w = 2/3 formada por 30 particulas distri-
buidas segin un estado de w = 1/2 y 15 siguiendo la sucesion de un estado con w = 1.
Representamos la variable fase relativa local con el estado fundamental de w = 1/2
como configuracién de referencia.






Capitulo 3

Dinamica disipativa del modelo
Frenkel-Kontorova bajo fuerzas
constantes

Este capitulo discute el comportamiento dinamico, en el limite disipativo
(sobreamortiguado), del modelo Frenkel-Kontorova bajo la accion de un campo
de fuerzas constante. Primero introduciremos algunas caracteristicas y propie-
dades generales que son también validas en el caso de fuerzas que varian en
el tiempo. Prestaremos especial atencion a la regla “prohibido adelantar”
(no-passing) de Middleton, ya que esta propiedad sencilla es la base de casi
todos los resultados que siguen. En 3.2 nos centraremos en la caracterizacion
del comportamiento de las configuraciones moviéndose bajo fuerzas constantes
y llegaremos a mostrar la existencia de una funcion hull dindmica que describe
el conjunto de estados estacionarios posibles. Aunque esta seccién es bastante
técnica, hemos intentado evitar en lo posible aquellos detalles que pudieran
desviar la atencién de las ideas principales de la derivacion, que son simples e
intuitivas. Finalmente, en 3.3 discutimos la transicién de desanclaje, un tema
de gran interés fisico. Haciendo uso de técnicas no muy sofisticadas, en el mo-
delo Frenkel-Kontorova es posible llevar a cabo una caracterizaciéon precisa de
algunos de los aspectos de este fenémeno critico dinamico.
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3.1. Propiedades basicas de la dinamica disipativa:
regla “prohibido adelantar” de Middleton y sus
consecuencias

Consideremos un campo uniforme de fuerzas, posiblemente dependiente
del tiempo, F'(t) actuando en el sistema Frenkel-Kontorova en presencia de un
medio de amortiguamiento fuertemente viscoso, de tal modo que las particu-
las pueden considerarse sin inercia. En el limite disipativo las ecuaciones del
movimiento son las siguientes:

K
Uj = Ujq1 + Uj—1 — 2uj — o sin(2ru;) + F(t) (oo <j<o0), (3.1)

donde {u;(t)} es la configuracion dependiente del tiempo de las posiciones de
las particulas y, al modo usual, el punto sobre la variable significa su derivada
temporal. A cada configuracion de condiciones iniciales {u;(tp)} le corresponde
una solucion {u;(t)}.

La configuracién de condiciones iniciales fija el espaciado promedio w, que
permanece constante conforme el tiempo evoluciona. Si la configuracion de
condiciones iniciales es periodica,

{ujrr(to) +m} = {u;(to)}, (3.2)
entonces la correspondiente solucion {u;(t)} permanece periodica en el tiempo.

Utilizaremos la siguiente propiedad de simetria de las ecuaciones del mo-
vimiento (3.1): si {u;(t)} es la solucion de (3.1) que corresponde a la confi-
guracion {u;(tp)} de condiciones iniciales y 7,m son enteros arbitrarios, en-
tonces o, {u;(t)} (2.14) es la solucién que corresponde a la configuracion
orm{u;(to)} de condiciones iniciales.

El resultado general méas importante sobre las ecuaciones de movimiento
(3.1) es, sin lugar a dudas, la regla “prohibido adelantar” de Middleton
[36, 42, 43, 44|. Esta regla establece que la dindmica preserva la relacion de
orden parcial (ver seccion 2.1) entre configuraciones de condiciones iniciales;
esto es, si {u;(to)} < {vj(to)}, entonces {u;(t)} < {v;(t)} para todo t > to.
Este resultado, reminiscente de las propiedades de orden del problema de equi-
librio ya era conocido por algunos mateméticos, ver por ejemplo [77, 78, 79].
La propiedad de orden es, como en el problema del equilibrio, una consecuen-
cia de la convexidad del potencial entre las particulas y no es cierta en el caso
general de interacciones no convexas. Sin embargo, siempre que esta se pueda
asegurar, la regla es una propiedad muy ttil para el anélisis del sistema.

En vez de una derivacién formal del resultado, introduciremos el siguiente
argumento que abunda de modo intuitivo en los fundamentos fisicos de la regla.
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o v (t*)

0
8/ u, ()

J
Figura 3.1: La imagen presenta una representacion simple de la regla “prohibido ade-
lantar”. Inicialmente, ¢t = to, {u;(t0)} < {v;(fo)}. La figura muestra la situacién
cuando t = t* > to, el primer momento en el cual alguna particula de {u;} alcanza a
una de {v;}. Entonces u;+ ~ v;» y la dindmica est4 dominada por la convexidad de la
interacci6n entre las particulas ((wj«—1—2uj +uj 1) < (vj+—1 —2v;+ +v;-41)) lo que
conduce a u;+(t*) < 0+ (t*), de modo que las configuraciones se alejan sin cruzarse.

Supongamos que esta no se cumple, y llamemos t* al primer instante en el que
una particula j* de la configuracion “menor” {u;}, alcanza a la particula j* de
la “mayor” {v;(t)}; esto es:

(ver figura 3.1). A partir de las ecuaciones de movimiento es sencillo obtener
la siguiente desigualdad para la velocidad relativa:

e () — i3+ () = e 1 (%) — 0o () + o1 () — vyt () < 0

que impide el cruce de las configuraciones. Los dos ingredientes esenciales del
argumento son los siguientes: primero, el caricter disipativo de la dinamica
(ausencia de inercia), causante de que las velocidades estén determinadas tni-
camente por las fuerzas. Segundo, la convexidad de la interaccién entre las
particulas (armoénica en este caso), que determina el signo para la velocidad
relativa en la ecuaciéon anterior. El argumento no hace uso de ninguna de las
propiedades de simetria de las ecuaciones de movimiento, asi que la validez de

la regla alcanza a los casos de potenciales substrato que no sean periédicos.
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Figura 3.2: Se puede demostrar que W (t) = max;{u;(t) — jw} — min;{u;(t) — jw}.
W(t) (3.3) es una medida de las desviaciones de la configuracion {u;(¢)} respecto a
la “red promedio” u; = jw.

El enunciado de la regla puede hacerse mas fuerte, en el sentido siguiente:
si para todo j, u;(to) < vj(to) y ambas configuraciones no coinciden asint6ti-
camente en 7 — oo ni en j — —o00, entonces para cualquier tiempo posterior
t > to, {u;(t)} < {v;(t)}. En otras palabras, si dos configuraciones iniciales se
tocan una a otra en algin punto — pero sin cruzarse — ellas se separaran més
tarde. Para llegar a este enunciado mas fuerte es necesario considerar derivadas
temporales de mayor orden en las diferencias u;(t) — v;(t) [42].

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata de la aplicaciéon de
la regla de Middleton al caso de potencial substrato V(u) perioédico: una con-
figuracion de condiciones iniciales rotacionalmente ordenada (ver seccion 2.1)
permanece rotacionalmente ordenada en el tiempo.

Definimos la anchura W (t) de una configuracion {u;(t)} de espaciado
promedio w del siguiente modo,

W (t) = sup (| wjr(t) —u;(t) —rw [); (3.3)
7T
esto es, la desviacion méaxima de la longitud de un segmento finito de la configu-
racion respecto de la longitud promedio (ver la figura 3.2). Puede considerarse
que es una manera simple de medir el grado de regularidad espacial de una
configuraciéon. A partir de la ecuacion (2.16) vemos que la anchura de una
configuracion rotacionalmente ordenada es W (t) < 1.

Una consecuencia sencilla de la regla “prohibido adelantar” es que si una
configuracién de condiciones iniciales {u;(tp)} tiene una anchura acotada, en-
tonces la solucion {u;(t)} tendra una anchura acotada para todo ¢t > tg (y siem-
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pre es posible acotar superior e inferiormente la configuracién, por medio de
configuraciones rotacionalmente ordenadas relacionadas por una transforma-
cion de simetria). Dicho de otro modo, podemos afirmar que bajo la dindmica
(3.1) una estructura no evoluciona hacia menos regularidad, o més rugosidad,
de la que ya posee. La convexidad y la disipacién suavizan cualquier incremento
de la complejidad espacial del sistema.

Sea v(t) la velocidad instantanea media de una solucion {u;(t)}

. , 1 .
v(t) = (4(t)) = lim N Z aj(t). (3.4)

L to+T
5 =000 = lim l/ o(t)dt = T, (0. (3.5)

El resultado méas importante que se obtiene a a partir de la regla “prohibido
adelantar” de Middleton es la unicidad de la velocidad media v de todas las
configuraciones con un mismo espaciado promedio w. Consideremos dos confi-
guraciones de condiciones iniciales {u;(to)} y {v;(t0)}, con un mismo espacia-
do promedio w, ambas con anchuras acotadas, y tales que {u;(to)} < {v;(to)}.
Gracias a estas dos ultimas propiedades siempre es posible encontrar un par de
enteros (r,m) tales que {u}(to)} = orm{u;(to)} > {vj(to)}. Entonces, como
consecuencia de la regla, para todo t > ¢

{uj ()} <{o; ()} < {uj(®)}

concluyéndose que la velocidad media ¢ de las dos soluciones es la misma.
En este razonamiento hemos asumido que la fuerza externa F'(t) se comporta
razonablemente bien, de modo que la velocidad media de una configuracién
esté bien definida. También es necesario fijar un valor del espaciado promedio
w, ya que configuraciones de espaciado promedio diferentes tienen en general
valores diferentes para la velocidad media, para el mismo valor del resto de los
parametros

3.2. Caracterizacién del régimen deslizante: funcién
hull dinAmica

Hasta ahora no hemos asumido ninguna forma particular para la funcién
F(t), asi que los resultados expuestos anteriormente son de caracter general.
De aqui en adelante y a lo largo de este capitulo asumiremos que el campo de
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Figura 3.3: Ejemplo de la curva o(F) de un estado fundamental conmensurado de
w=3/5. K =40, alli la fuerza de desanclaje es F; ~ 0,191.

fuerzas es una constante F' > 0. En este caso el miembro derecho de la ecua-
cion (3.1) no depende explicitamente del tiempo. Esto incrementa el grupo de
transformaciones de simetria de las ecuaciones del movimiento, incorporando
la invariancia bajo traslacién temporal. Sean r y m enteros arbitrarios y 7 un
nimero real; definimos la transformacioén o, ,, » por:

rmr{uj(0)} = {ujar(t — 7) + m} = {uj(t)} (3.6)

Si {u;(t)} es la solucion que corresponde a las condiciones iniciales {u;(to)}

Y

entonces o, m r{u;(t)} es la solucion que corresponde a las condiciones iniciales
Ur,m,ﬂ-{uj (tO)}-

En el capitulo anterior introdujimos la nocién de fuerza de desanclaje Fy
de los estados fundamentales no analiticos, como el valor umbral de la fuerza
para el cual existe una solucion estatica (i; = 0, para todo j) de (3.1), que es
la continuaciéon tunica de la configuracion de estado fundamental (F' = 0). La
unicidad de la velocidad media v, fijado el valor de w, asegura que para F' < Fy
toda solucion{u;(t)} de las ecuaciones del movimiento tiene velocidad media
nula (siempre que, como pide la regla, la configuracion de condiciones iniciales
tenga anchura acotada). Asimismo, en el modelo Frenkel-Kontorova estandar
no existen soluciones estéticas de (3.1) para fuerzas externas superiores a la
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de desanclaje. F; separa dos regimenes dinamicos diferenciados, el régimen
anclado (F < F,) y el régimen deslizante (F' > Fy), ver figura 3.3.

No toda solucion {u;(t)} del régimen anclado es estatica (velocidad cero
para todas las particulas). Como ejemplo de esta afirmacion aparentemente pa-
radojica consideremos como condicién inicial una disconmensuracién elemental
en un estado fundamental de espaciado promedio w, y una fuerza externa por
debajo de la de desanclaje, Fy, del estado fundamental pero superior a la fuer-
za de desanclaje de la disconmensuraciéon que, como veremos mas adelante, es
siempre menor que Fy. La solucién que corresponde a esta condicién inicial es
una disconmensuracién moviéndose y que no para nunca. De todos modos, la
velocidad media es ¥ = 0, ya que sélo un nimero microscépico de particulas
contribuyen en cualquier tiempo al promedio de la velocidad. Esta solucion es-
t4 acotada superiormente por alguna soluciéon estatica a la que nunca cruzaré
(ver figura 3.4).

Siempre que se cumplan algunas condiciones técnicas, no muy restrictivas,
se puede demostrar que, en el régimen deslizante, la solucién de las ecuaciones
del movimiento es asintéticamente tinica salvo translaciones temporales.
Esto fue deducido a partir de las observaciones numeéricas |30, 35, 39|, pero
Middleton [42, 44] ha mostrado una derivacion rigurosa para el caso de sistemas
finitos; derivaciéon que puede ser facilmente extendida a sistemas infinitos. La
idea de la prueba es muy simple y proporciona un buen ejemplo de la aplicaciéon
de la regla de Middleton: primero es necesario construir una solucién para la
cual las velocidades de todas las particulas sean siempre positivas, entonces esta
solucion es empleada para acotar superior e inferiormente cualquier solucién
arbitraria; y finalmente se demuestra que esas cotas se aproximan mutuamente
cuando t — o0.

Para construir una solucién con velocidades positivas tomamos como con-
dicién inicial el estado fundamental {u?(to)} de espaciado promedio w. A t =t
la fuerza neta sobre cada particula es el campo externo F' > 0 y entonces para
todo 7, u;’(to) > (. Usando un argumento similar al empleado anteriormen-
te para la regla “prohibido adelantar”, pero ahora aplicado a las velocidades,
es facil ver que para cualquier tiempo posterior ¢ > ty todas las velocidades
u;’(t) permanecen positivas. A partir de {ui’(t)} podemos definir una fami-
lia uniparamétrica bien ordenada de configuraciones: {w?(t)} = {u}(s + 1)}

(s >0, t>tp). Para todo t > ¢

{wj.l(t)} < {qu2 ()} siysolosi s1 < so.

Dada cualquier configuracion arbitraria de condiciones iniciales {u;(to)}
con espaciado promedio w y anchura acotada, siempre es posible elegir (usan-
do la transformacién o, ,, apropiada) la configuraciéon estado fundamental
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Figura 3.4: La figura muestra una solucién de velocidad media o = 0 pero con al-
gunas velocidades locales no nulas. Los circulos en negro marcan posiciones de las
particulas de una disconmensuracion retardada de w = 1. Los circulos en blanco son
las posiciones del estado fundamental de w = 1. Mostramos, en tres instantes distin-
tos t, < tp < t., la porcion de la configuracion que contiene a la disconmensuraciéon
y usamos dos representaciones: {u;(¢)} en (a) y ¢;(t) en (b). La fuerza externa es
mayor que la fuerza de desanclaje de la disconmensuracién pero menor que la fuerza
de desanclaje de la fase w = 1, de modo que v = 0.
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{wjr+(t)(t)}

{u,0}
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fw" %0}

{uit + A)}

w0}

{wj’+(t+‘”(t+ A)}
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Figura 3.5: La figura es una imagen sencilla de la discusion que conduce a la unicidad
asintotica de las soluciones moviles bajo fuerzas constantes. Usamos la variable fase
relativa local de la configuracion. {w3(t)} es la familia continua bien ordenada de con-
figuraciones que sirve para acotar {u;(t)}. La figura superior muestra una situacién
posible a un tiempo ¢t. Como consecuencia de la version fuerte de la regla “prohibido
adelantar”, {u;(t)} se aparta de sus cotas y evoluciona a {u,(t + A)} (figura inter-

media). En ese instante, dos nuevas configuraciones acotan la configuracion (figura
inferior).
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{u(to)} de la construccion anterior tal que {u}(to)} < {u;(to)}. Entonces,
estd asegurado que las siguientes funciones del tiempo estdn bien definidas
para todo t > tg:

(1) = inf {s | {w3 ()} > {u;(0)}},

= (t) = sup {s | {wi ()} < {u;(1)} }

Debido a la propiedad de buen orden de la familia {wj(t)}, tenemos que

+ —
77(t) < 77(t). A cada tiempo t > to, las configuraciones {w; ®) )}y {w; ®) (t)}
son, respectivamente, las mejores cotas inferior y superior de {u;(¢)} dentro de
la familia: .
—(t t
{w] V) < {u(0)} < {w] V1))
(fig. 3.5). Como consecuencia de la version fuerte de la regla “prohibido ade-
lantar”, se sigue que 77 (t) es una funcion monétona decreciente del tiempo
y 77 (t) es una funcién monoétona creciente del tiempo. Como 77 (¢) < 77 (¢),
existe el siguiente limite

lim (7’"’ (t)—1" (t))

t—o0
y este limite debe ser necesariamente igual a cero, cualquier otro valor es ex-
cluido por la versiéon fuerte de la regla. La conclusiéon es que existe un limite
T = lmy 0o 77 () = limy_oo 7 (%), tal que para todo 7,
lim [u;(t) — wi(t)] =0, (3.7)

t—o0 J

lo que establece la unicidad asinté6tica de la solucién salvo translaciones tem-
porales.

En el argumento hemos necesitado asumir dos condiciones técnicas sobre la,
de otro modo arbitraria, solucién {u;(t)}: anchura acotada (ya mencionada)
y exceso de longitud cero. La segunda condicién asegura la aplicabilidad de
la regla “prohibido adelantar” fuerte en los Gltimos pasos del argumento. Para
ver esto, basta pensar en una disconmensuracién elemental como condicion
inicial, {u;(to)}; en este caso las configuraciones que acotan son asintéticas a
izquierda o derecha a la configuraciéon, mévil, de la disconmensuraciéon y esto
nos impide la aplicacion de la version fuerte de la regla. De hecho, en este caso la
solucién permanece acotada por dos elementos distintos de la familia. A partir
de este ejemplo resulta clara la necesidad de imponer cuando se trabaja en
el limite termodindmico alguna restriccion a las condiciones de contorno de la
configuraciéon arbitraria. No estamos seguros de que imponer exceso de longitud
cero sea la asuncién menos restrictiva, pero asegura la unicidad asintética.

Debido al procedimiento usado para construir la familia {wj;(¢)}, el tnico,
salvo traslaciones temporales, estado estacionario la solucién asintética
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es rotacionalmente ordenado, y todas las particulas tienen velocidad positiva
en cualquier instante de tiempo.

Sea {u;(t)} una solucion de estado estacionario y r un entero arbitrario.
Debido a que {u;4r(t)} es también una soluciéon de estado estacionario, existe
algan 7 tal que para todo t {ujir(t)} = {u;j(t + 7)}. La velocidad media
instantanea v(t) es entonces periodica con periodo 7 (o menor), y a partir de
las siguientes igualdades

o7 = (uj(t +7) — ui(t)) = (uj4r(t) — ui(t)) = rw

se concluye que:

rw

{uj+r <t - ?)} = {u;(t)} para todo t. (3.8)

Del mismo modo se deriva el siguiente resultado para cualquier soluciéon de
estado estacionario {u;(t)}, y cualquier entero m:

{uj (t - %) + m} = {u;(t)} para todot. (3.9)

Ambos resultados (3.8) y (3.9) son condensados en el siguiente enunciado: si
r y m son nimeros enteros arbitrarios, cualquier soluciéon de estado estacionario
{u;(t)} de espaciado promedio w y velocidad media ¥ es invariante bajo la
transformacion o, rotm:

v

Jr,m,%{uﬂl(t)} = {u;(t)} para todo t. (3.10)

Dada una solucion de estado estacionario {u;(t)}, asignemos al real x el
valor f(z) = u;(t), donde = jw + 0t. Debido a la propiedad (3.8) el namero
f(x) es tnico para cada valor de z, de modo que f(z) es una funciéon real uni-
vocamente definida. A partir de (3.9) vemos que f(z+1) = 1+ f(z), para todo
x; ademas f(z) es una funcion analitica y monotona creciente. De la unicidad
del estado estacionario concluimos que para cualquier estado estacionario dado
{v;(t)} existe un nimero real a tal que

vj(t) = f(jw+ 0t +«) paratodojyt (3.11)

y reciprocamente, para cualquier real a, (3.11) define una solucion de estado
estacionario. La existencia de la funcién hull dinamica f(x) (ver figura
3.6) resume todas las propiedades de los estados estacionarios en el régimen
deslizante, mencionadas anteriormente.

Sneddon [32] y Coppersmith y Fisher [35] han dado las primeras evidencias
numéricas sobre la existencia de una funciéon hull analitica que describe el



58 Capitulo 3. Dindmica disipativa del modelo FK bajo fuerzas constantes

g(x)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X

Figura 3.6: Ejemplo de una funciéon hull dindmica (3.11). Hemos dibujado g(z) =
f(z) — x, que cumple g(xz + 1) = g(x). Se ha usado el estado conmensurado con
espaciado promedio w = 3/5 con K =20y F = 0,3. En este caso v ~ 0,263358.

estado estacionario en el régimen deslizante de una estructura inconmensurada
impulsada por una fuerza constante y en el caso disipativo. Sin embargo, como
hemos visto, este resultado se deriva tanto para las estructuras conmensuradas
como para las inconmensuradas, a partir de las propiedades de invariancia
de las ecuaciones del movimiento (3.1) y la aplicacion de la regla “prohibido
adelantar” de Midddleton.

El comportamiento de la velocidad instantdnea media de los estados es-
tacionarios también se obtiene facilmente a partir de las propiedades de la
funcién hull dindmica: para una estructura conmensurada con w = % (pyaq
primos entre si) v(t) es una funciéon periodica de periodo q—ll_) (fig. 3.7). Para una
estructura inconmensurada v(t) = ¢ es una constante.

Es importante remarcar que en el régimen deslizante el conjunto de estados
estacionarios forma un continuo. Como analizaremos en la siguiente seccion,
esto causa que las estructuras deslizantes sometidas a fuerzas constantes no
admitan defectos.
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Figura 3.7: Funcién v(¢) de una estructura conmensurada donde se aprecian clara-
mente las oscilaciones de la velocidad (las oscilaciones de corriente de las ondas de
densidad de carga o las oscilaciones de voltaje de las redes de uniones Josephson).
Aqui w = 3/5, K =20, F = 0,3y 9 ~ 0,263358. El periodo de las oscilaciones es
T=L1~0,759.

qu

3.3. La transicién de desanclaje

El problema general del desanclaje de un medio elastico extenso sometido
a una fuerza externa y la accién de un potencial substrato es de gran interés en
muchas situaciones fisicas: mojado (dinamica de lineas de contacto), dindmica
de interfases en medios porosos, transporte de ondas de densidad de carga o la
transicion resistiva en superconductores de tipo II, por mencionar alguno de
ellos. En la mayoria de estos sistemas fisicos el potencial substrato est4 descrito
de mejor manera por un desorden congelado, y por ello la caracterizacién de
este nuevo tipo de fendmenos criticos (transicion de desanclaje) requiere
el uso de algunas técnicas [37, 80] que son bastante diferentes de las utiliza-
das aqui, donde el potencial substrato es una funcién periédica. Los lectores
interesados podrian comenzar por los procedimientos basicos de estas técnicas
descritos en el reciente libro de Barabasi y Stanley [81], y por las referencias
que contiene.

Primero consideraremos el caso mas sencillo y revelador, de la transicion
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de desanclaje de una tnica particula, para después avanzar hacia los casos més
complejos de las estructuras conmensuradas e inconmensuradas. La transicion
de desanclaje es un ejemplo de bifurcacién saddle-node, un concepto basico
dentro de la teoria de sistemas dinamicos de pocos grados de libertad. Vere-
mos que en el caso de las fases inconmensuradas, un caso de infinitos grados
de libertad, el exponente para la velocidad media en el desanclaje difiere del
exponente de los sistemas conmensurados, con un nimero finito de grados de
libertad. Finalmente, consideraremos la transiciéon de desanclaje de disconmen-
suraciones y su dindmica cerca del valor de la fuerza para la transicion de la
estructura conmensurada subyacente.

3.3.1. Desanclaje del sistema de una particula

Es instructivo analizar la transicién de desanclaje en la situacién mas sim-
ple, aquella en la cual el espaciado promedio w es un nimero entero, en la que
el problema se reduce al de un sistema de una particula, cuya ecuaciéon del

movimiento es
w=—V'(u) + F, (3.12)

donde V(u) = V(u+1) es el potencial substrato periodico, que hemos asumido
que es una funcién analitica. La fuerza de desanclaje, Fy, viene dada por la
pendiente maxima de V(u):

Fy=maxV'(u) = V'(ug) (3.13)

Por sencillez, asumiremos que hay un s6lo méximo local ug de V/(u) por perio-
do. Para valores de la fuerza por debajo del valor de desanclaje, 0 < F' < Fy,
hay dos soluciones estaticas (4 = 0) de (3.12) por periodo (ver la figura 3.8):
una es estable, ugs (V" (us) > 0), y es un atractor para las trayectorias del sis-
tema que comienzan en un intervalo finito del espacio unidimensional de fases.
La otra solucion estética u, es inestable (V" (u,) < 0) y cualquier trayectoria
que comience en sus cercanias acaba alejandose de él. wu, es la frontera que
separa las bases de atraccién de los atractores ugs y us + 1. Toda trayectoria

del sistema converge a alguno de los atractores equivalentes cuando ¢ — oo,
t
u(t) — us ox exp (——/> (3.14)
T

donde el tiempo de relajacion 7/ es [V (ug)] 7t

Conforme incrementamos F, ugs(F) y u,(F) se aproximan al valor ug y
cuando F' = Fjy el sistema sufre una bifurcaciéon saddle-node, por encima de la
cual no pervive ninguna solucién estatica. Suficientemente cerca de la bifurca-
cion la solucion estatica estable ug(F') se comporta segin

us(F) — ug ~ (Fy — F)2 (3.15)
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Figura 3.8: Transicion de desanclaje del sistema de una particula. Dibujamos la fun-
cion & = h(u) = —sin(2ru) + F a tres valores distintos de la fuerza externa. Para
valores bajos de F' existen dos soluciones con @ = 0. Esta situacién es la mostrada
en la imagen superior, alli la solucion de la izquierda es estable y la de la derecha
inestable. Cuando F' = Fy la solucion es tnica y estd asociada con el valor maximo
de F = sin(2mu); que en este caso es F'= Fy = 1,0 (cuando u = 1/4). A valores de la
fuerza F > F,; no hay soluciones estaticas de la ecuacion.



62 Capitulo 3. Dindmica disipativa del modelo FK bajo fuerzas constantes

5 ] T L L] H
2 ;/(t)
4t 4
-
~— 3 = -
]
2F 4
1 1 " 1 . 1 " 1 M 1
100 150 200 250 300
tiempo

Figura 3.9: El movimiento de la particula justo por encima de la transiciéon de desan-
claje es del tipo “pegar y deslizar”. El tiempo de pegado 7 diverge cuando F' tiende a
F,;. Al igual que en el caso de la figura 3.7 v(t) es una funcion periodica y © = % En
esta ocasion Fy; =1y (F — F;) = 0,0001.

(asumiendo la situacion genérica de V" (ug) distinto de cero). Entonces, el
tiempo de relajacion 7/ diverge en la transicion de desanclaje:

7~ (Fy—F)2. (3.16)

Por encima de la transicién, y para valores del campo de fuerzas cercanos a
Fy, las trayectorias del sistema pasan la mayor parte del tiempo en las cercanias
de ug, donde la velocidad de las particula es cercana a cero (ver figura 3.9).

Desarrollando V'(u) en torno al “punto de pegado” ug se tiene que el tiempo
7 empleado en las cercanias de este punto diverge segin

u0+(5
T:/ (P Ept. (3.17)
ug—o6 U

En consecuencia, en la transicién de desanclaje la velocidad media v tiende
a Cero como
1
voc T~ (F = Fy)o. (3.18)
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Para valores del campo de fuerzas ligeramente superiores Fy el movimiento
es una sucesion de pasos de “pegar y deslizar”, con un tiempo de pegado que di-
verge conforme nos aproximamos a la transicién, y un tiempo de deslizamiento
que es del orden de la unidad (figura 3.9).

La transicion de desanclaje del sistema de una particula (w entero) se ca-
racteriza por dos tiempos caracteristicos: 7/ (por debajo de la transicion) y 7
(por encima de esta), divergiendo ambos con un exponente p = % Este valor
es consecuencia de la analiticidad del potencial substrato periédico en el punto
de pendiente maxima ug.

3.3.2. Estructuras conmensuradas

Para valores racionales de espaciado promedio w = g, el problema se reduce
al de un sistema con un nimero finito, g, de grados de libertad. Por debajo de
la transiciéon de desanclaje, la configuracion estatica estable {uj} (j=1,...,q)
se aproxima a la configuracion marginalmente estable {ug} cuando F' — F .
El menor valor propio, Ag, de la matriz de estabilidad lineal (2.11) M({u})
determina el tiempo de relajacion 7 de trayectorias del sistema que convergen
a la configuracion estatica {uj} Como en el sistema de una dnica particula,
la asuncién de la analiticidad del potencial substrato conduce a un comporta-
miento de Ag de raiz cuadrada cuando F' — F):

Ao ~ (Fy— F)z, (3.19)
y el tiempo caracteristico 7’ en la transicién de desanclaje diverge,

En el régimen deslizante, la existencia de una funcion hull dindmica, f(z),
permite el anélisis de la transicién de desanclaje de una estructura conmensu-
rada en términos de un dnico grado de libertad:

@ = h(u) (3.21)

donde h(u) = vf'(z) y x = f~!(u). La monotonia de la funcién hull dindmica
asegura la existencia de la inversa f~!. La configuracién h(u) es una funciéon
periodica h(u + 1) = h(u) y, en las cercanias de la transicion, tiene ¢ minimos
locales por periodo (figura 3.10), asociados a las posiciones de las particulas
{ug} (j = 1,...,q) de la configuracion estatica en el umbral F' = Fj. Cerca
de la transicion de desanclaje (F' — F; < 1) el movimiento de las particulas
es lento en la proximidad de estas posiciones y la analiticidad de h(u) asegura

que el tiempo de pegado 7 diverge segiin

7~ (F—Fy) 2. (3.22)
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(3=

Figura 3.10: Esta figura es anéloga a la figura 3.8 cuando w = 3/5 (por claridad,
usamos escala logaritmica en el eje y). La funcion @ = h(u) (3.21) estd directamente
relacionada con la funcién hull dinamica, @ = of (f~*(u)), de modo que conserva
toda la informacién bésica del régimen deslizante. h(u) desarrolla algunos minimos
conforme F' se acerca a Fy, ver detalles en el texto. Dibujamos h(u) para cuatro
valores distintos de F' superiores a la fuerza de desanclaje. K = 2,0 y Fz ~ 0,026908.

Por lo tanto, cerca de la transiciéon de desanclaje, la velocidad media de una
estructura conmensurada se comporta como

o~ (qgr)"t ~ (F — Fy)2. (3.23)

Justo por encima de la transicion, el avance de un periodo de la estructura
conmensurada esta caracterizado por la existencia de q intervalos de tiempo,
de velocidad casi nula de las particulas, que divergen. Estos intervalos alternan
con intervalos muy cortos de deslizamiento durante los que una particula de
cada celda unidad supera un méximo del potencial y la posiciéon del centro de
masas de la celda unidad avanza 1/q. Esto es un ejemplo de lo que en lengua-
je de la teoria de sistemas dindmicos no lineales se conoce por intermitencia
de tipo I |82, 83]. En este caso, el comportamiento intermitente es completa-
mente regular y el movimiento del sistema periddico. Como es de esperar, y
encontramos numéricamente, la intermitencia es empujada por el vector propio
M({ug}) asociado al valor propio nulo (ver figura 3.11): esto es, el responsable
de la inestabilidad (lineal) de la configuracion estatica umbral en el desancla-
je. Esta es una ilustracion reveladora de como el andlisis de estabilidad lineal
puede proporcionar informacién ttil en problemas no lineales.
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Figura 3.11: {«7"""} es el vector propio asociado al menor valor propio de M({u$}),
donde {u$} es la tnica configuracion estética a F' = F;. Justo por encima de la fuerza
de desanclaje el movimiento es intermitente (ver la figura 3.9) y las intermitencias son
impulsadas por este vector propio. La figura también muestra que las velocidades de
las particulas 4; durante los tiempos de “pegado” estan distribuidas segin este vector
propio. (w=3/5, K =20y F — F; ~0,0001).

3.3.3. Estructuras inconmensuradas

La dindmica disipativa de las estructura inconmensuradas por debajo de la
transicion de Aubry (régimen no anclado) carece de transicion de desanclaje.
Bajo cualquier campo de fuerzas F' > 0 la estructura inconmensurada se mueve
con velocidad instantanea media constante v(t) = v oc F' [35].

La transiciéon de desanclaje de configuraciones inconmensuradas en el régi-
men no analitico (anclado) ha sido estudiada numéricamente por Coppersmith
y Fisher |35, 40|. Este problema tiene un nimero infinito de grados de libertad
y, a priori, no se puede excluir un exponente critico para la velocidad media
en la transicion distinto de aquel del sistema de una particula.

Por debajo de la transicion de desanclaje la herramienta clave es el anéli-
sis de estabilidad lineal de las soluciones estaticas rotacionalmente ordenadas.
Nos podemos acercar al limite inconmensurado a través del estudio de una
sucesion de sistemas conmensurados con espaciados promedio w, que sea la

aproximacién racional 6ptima al ntimero irracional deseado w. Es tradicional

_ V541
=2

elegir la media durea ¢ , cuya mejor aproximacion racional esta formada

8 13 21 34
57 82137210
Como observaron Coppersmith y Fisher, el valor de la fuerza de desanclaje Fy

por cocientes de nameros de Fibonacci consecutivos: w, = ...

es bastante insensible al aproximante usado, siempre que el valor del pardmetro



66 Capitulo 3. Dindmica disipativa del modelo FK bajo fuerzas constantes

E e
IOOE M E
] ® o eooo ]
[ ]
10! 3 PSS :
< ] trorn ]
10-2 E_ _5
i BEE ]
b S & & |
10’3 R OB ORR E
e F=0
A a5% e F=0.023620 ]
10" g F = 0.0236202 .
o o a F =0.023620235
o F =0.0236202364

10—5 . S | . I | .

1 10 100

Figura 3.12: Espectro de valores propios {A;} de M({u}}) para el aproximante
w = 144/233 al inverso de la media aurea y a diferentes valores de la fuerza externa.
Las estructuras inconmensuradas ancladas se comportan de modo diferente a las con-
mensuradas por causa de la existencia de una densidad finita de valores propios que
en la transicion de desanclaje tienden a cero (K = 2,0 > K.y F; ~ 0,0236202364).
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Figura 3.13: El menor de los valores propios de la matriz de estabilidad lineal (ver
figura 3.12) de las estructuras inconmensuradas ancladas se aproxima a cero cuando
F — Fy con un exponente p = 1/2. Hemos confirmado numéricamente este compor-
tamiento, obteniendo p ~ 0,497, valor muy cercano al esperado.

K del modelo no sea muy cercano al valor critico de la transicién de Aubry

K.(s).

La figura 3.12 representa los valores propios de la matriz de estabilidad
144

lineal M({u3}) (para el aproximante w, = 333 al inverso de la media aurea),
a diferentes valores del campo de fuerzas cerca de la transicién de desanclaje.
Como ocurre para el caso conmensurado, el menor de los valores propios tiende
a cero con exponente 1 = 1/2 cuando F se acerca a F); (ver la figura 3.13), pero
en esta ocasion cuando nos aproximamos a la transicion existe una distribuciéon
de vectores propios con valores propios tendiendo a cero (modos blandos).
Estos modos blandos estdn muy localizados (ver figura 3.14), y corresponden a
particulas a punto de saltar sobre un maximo del potencial y a sus vecinas mas
proximas. La existencia de una densidad finita de modos blandos localizados
es reflejo del caracter recurrente (cuasiperiodico, de hecho) de la estructura.
Coppersmith y Fisher [35] conjeturaron la siguiente forma de escalado para los

valores propios de M({u;}):

MmWQ—FWDGEg%W>, (3.24)
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Figura 3.14: Representacion de los vectores propios {xé} asociados con los tres valores
propios menores de la matriz de estabilidad cuando F' ~ Fj (ver figura 3.12). Estos
modos estan altamente localizados.

donde la funcién de escalado D seria suave e invariante bajo cambios discretos
de escala, aunque no continua. El exponente ¢’ describiria entonces la densidad
de modos blandos. El exponente p = 1/2 es independiente del parametro K
(siempre que estemos por encima de la transicion de Aubry) y del espaciado
promedio irracional w; sin embargo, el exponente ¢’ podria muy plausible-
mente depender de ambos pardmetros K y w. Importantes limitaciones en la
precision numérica de las rutinas de diagonalizacién en las cercanias de la tran-
sicion, impiden una determinacion directa satisfactoria de §’. Haciendo algunas
asunciones, Coppersmith y Fisher dan una estimaciéon indirecta del valor de
4§’ >~ 1/6 para irracionales aureos y K = 4.

Por encima de la transicion de desanclaje el anélisis se reduce al de la
ecuacion de una variable (3.21), debido a la existencia de una funcion hull
f(x) monotona y analitica. Al igual que en el caso conmensurado la funcion
h(u) (figura 3.15) presenta minimos locales con valores que se aproximan a
cero linealmente en F' — F;. Entonces, asociado a cada minimo local de h(u),
hay un tiempo de pegado que diverge con (F — F;)'/2. El punto importante
de diferencia con el caso conmensurado es que ahora el numero de minimos
locales involucrados en la transicién diverge cuando F' — Fj segiin

(F — Fy)~°. (3.25)
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Figura 3.15: Figura andloga a 3.8 y 3.10 calculada para una configuracién de w =
144/233 (K = 2,0y Fyq ~ 0,023620). La funcion @ = h(u) en el caso de las estructuras

inconmensuradas ancladas desarrolla un niimero de minimos que diverge cuando F'
tiende a Fy.

Hablando de un modo intuitivo, podriamos decir que el niimero de minimos
locales de h(u) corresponde a las posiciones de las particulas de la configuracion
inconmensurada estética {ug} en la transicion. Como esas posiciones estan
més uniformemente distribuidas cuando K es més cercano a la transicion de
Aubry, uno espera que el exponente § crezca conforme K decrece. Las mismas

consideraciones conducen a esperar que § sea mayor para irracionales aureos.

El comportamiento de la velocidad media ¥ de una estructura inconmen-

surada en la transicion de desanclaje (ver figura 3.16) se caracteriza por el
exponente critico ¢

7~ (F—Fy)°. (3.26)

Los argumentos de los parrafos precedentes conducen a la siguiente relacion:

C=p+9o (3.27)

con ;4 = 1/2 y § dependiente de K y w. Es de esperar que, conforme K se
aproxima a la transicion de Aubry, § tienda de forma monotona al valor 1/2,
que es consistente con el comportamiento lineal (v o< F) de la velocidad media
de las estructuras conmensuradas por debajo de la transicién de Aubry. Segin
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Figura 3.16: Velocidad media de una fase inconmensurada no analitica. La velocidad
tiende a cero cuando F' — Fj con un exponente ( que difiere del caso conmensurado
y depende de K. Aqui K = 2,0.

esto, puede conjeturarse la siguiente desigualdad:
1/2< ¢ < 1. (3.28)

Las estimaciones numéricas de ¢ a diferentes valores de K son compatibles con
esta conjetura.

Prigodin y Samukhin [8] estudiaron la transicion de desanclaje de estructu-
ras conmensuradas e inconmensuradas en un modelo Frenkel-Kontorova con-
vexo con el siguiente potencial substrato:

V() = g [u ~nt <u + %)] : (3.29)

donde Int(z) es la parte entera de x. El problema del estado fundamental de es-
te modelo fue resuelto de manera exacta por Aubry [84]. Las no analiticidades
del potencial substrato (3.29) causan que todas las estructuras inconmensu-
radas estén ancladas para todo K > 0. Mas adn, el comportamiento de la
velocidad media cerca de la transicién de desanclaje estd dominado por esas
no analiticidades, de modo que difiere substancialmente del analizado a lo largo
de los parrafos anteriores. Por otro lado, el hecho de que el potencial substrato



3.3. La transicién de desanclaje 71

sea parabolico a trozos permite hacer un anélisis exacto de la transicién, como
ocurre para el problema del estado fundamental.

3.3.4. Disconmensuraciones

En la seccién 3.2 hemos mencionado brevemente algin aspecto referente
al movimiento de disconmensuraciones. El tema es interesante por si mismo y
merecedor de alguna atencion ya que, desde un punto de vista fisico, la com-
prension fenomenolégica de las estructuras espacialmente moduladas descansa
en el concepto de disconmensuracion.

Primeramente introduciremos la nocién, v, de velocidad relativa a la es-
tructura conmensurada subyacente, de una disconmensuracién elemental. Con-
sideremos una configuracion de disconmensuracién elemental {w;}, y asuma-
mos que a un tiempo t = tg esta centrada en la particula jo. Si en algin tiempo
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12 345 67 89 1011 1213 1415 1617 1819

(Y YaVaWa e e W "Nty
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Figura 3.17: El concepto de la velocidad relativa de una disconmensuraciéon es muy
util para el anéalisis del movimiento de estas configuraciones. Se entiende facilmente
como el avance (retraso) de la disconmensuracion medido en nimero de particulas por
unidad de tiempo. La figura muestra dos imagenes de una disconmensuracién retarda-
da moviéndose sobre la fase de w = 1/2 anclada. En la imagen, la disconmensuracion
ha avanzado 14 particulas de (a) a (b). De este modo ¢ = 14/(ty — t,).
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Figura 3.18: Espectro de valores propios {A;} de M({u}}) para una disconmensura-
cion elemental a la fuerza de desanclaje de la disconmensuracion. Tan s6lo uno de los
valores propios tiende a cero, una situacién que es similar a la de las fases conmen-
suradas. Hemos empleado una configuracion de w = 100/101, como aproximacion a
una disconmensuracion retardada, y K = 4,0 (Fy ~ 0,194813191).

posterior t = tg + 7 la configuraciéon estd relacionada con la inicial por medio
de algiin cambio de etiqueta de las particulas y alguna traslacién espacial en-
tera, y el centro de la disconmensuracién es ahora la particula jo+ N, entonces
diremos que la velocidad relativa (media) o de la disconmensuracion es:

U= E (3.30)

T

Dicho de otro modo, la velocidad relativa es definida como el avance, medido en
ntamero de particulas por unidad de tiempo, de la disconmensuracion (ver figura
3.17). Puede verse que esta definicion requiere la periodicidad del movimiento.
El desplazamiento total de la estructura, que resulta del movimiento de una
disconmensuracion elemental de velocidad relativa ¥ y exceso de longitud A
(ver seccion 2.2) durante un intervalo de tiempo 7, es —o7A. El signo del
desplazamiento refleja el hecho de que el movimiento de una disconmensuracion
avanzada (retardada) con © > 0 conlleva un movimiento hacia atras (adelante)
de las particulas.

La fuerza de desanclaje, Fy, de una disconmensuracion elemental {w;}, es
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Figura 3.19: El menor de los valores propios de una disconmensuraciéon elemental
(ver la figura 3.17) a la fuerza de desanclaje corresponde a un vector propio {x;’”"}
que esta localizado en el centro de la disconmensuraciéon. Este es el tinico modo que
participa en el desanclaje de la disconmensuracién.

menor que la fuerza de desanclaje, F?, de la estructura conmensurada sub-
yacente, {u;}. Para valores del campo de fuerzas F' < Fy; existe una solucion
estatica {w]s} a las ecuaciones (3.1) del movimiento, que es continuaciéon de
la disconmensuracién elemental a F' = 0. La figura 3.18 muestra un ejemplo
tipico del espectro de la matriz de estabilidad lineal M({w3}). El menor de los
valores propios, Ag, corresponde a un vector propio que esta localizado expo-
nencialmente en el centro de la disconmensuracion (ver figura 3.19). Conforme
F — F;, nos acercamos a una bifurcacion de saddle-node y el menor de los
valores propios tiende a cero,

Ao ~ (Fy — F)z. (3.31)

Fisicamente, la naturaleza localizada del modo desestabilizador puede ser en-
tendida a partir del hecho que Fj; < F[g y del valor finito de la longitud de cohe-
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Figura 3.20: Estimacion numérica del exponente critico de la velocidad relativa v de
la disconmensuracion elemental, p = 1/2.

rencia de la estructura conmensurada, que evita una participacién macroscopi-
ca en la inestabilidad. Suficientemente lejos del centro de la disconmensuracion,
las particulas permanecen esencialmente ajenas a la inestabilidad.

En el desanclaje de la disconmensuracion participa un tinico modo, por ello
el exponente critico para la velocidad relativa ¢ es p = 1/2,

o~ (F — Fy)e. (3.32)

Las estimaciones numéricas del exponente son totalmente consistentes con esta
prediccion (ver figura 3.20).

Para valores del campo de fuerzas superiores al desanclaje de la discon-
mensuracién, pero aun inferiores al desanclaje de la estructura conmensurada
subyacente, el movimiento puede ser descrito como una disconmensuraciéon mo-
vil con velocidad relativa ¥ sobre la configuracion conmensurada estatica (ver
figura 3.21). La velocidad media de la estructura es © = 0, ya que el desplaza-
miento total por unidad de tiempo, —9A, es una cantidad microscopica.

Una sucesion de disconmensuraciones del mismo tipo, regularmente espa-
ciadas, con una densidad pequena ¢ < 1 y sobre un estado conmensurado de
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Figura 3.21: Imagen tridimensional de la fase relativa local de una disconmensuracion
movil cuando F; < F < FY. La velocidad media de la estructura es v = 0, pero no
todas las particulas tienen velocidad cero. Esta situacién es similar a la mostrada en
las figuras 3.4 y 3.17.

espaciado promedio wy, es una descripciéon adecuada del estado fundamental
de espaciado promedio w = wy + cA (2.48). Dado el caracter localizado del
modo de desanclaje de una tinica disconmensuracion es de esperar que la fuer-
za de desanclaje de la estructura anterior tenga lugar para valores de la fuerza
cercanos al valor de la fuerza de desanclaje, Fy, de la disconmensuraciéon. Tam-
bién es de esperar que cuando Fy; < F < FC? el movimiento de la estructura
esté descrito por una red regular de disconmensuraciones moéviles con velocidad
relativa ¥, moviéndose sobre una estructura estatica con espaciado promedio
wp. La base fisica para que esta descripcion sea valida es que la longitud de
coherencia £ de la estructura estatica subyacente sea suficientemente pequenia
en comparacién con el espaciado entre disconmensuraciones

(<t (3.33)

entonces el comportamiento de cada disconmensuraciéon no estd influenciado
por la presencia de las otras, de modo que la velocidad relativa de cada una de
ellas coincide con la de la disconmensuracion elemental aislada. En este caso
la velocidad media v de la estructura conmensurada de espaciado promedio w
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Figura 3.22: Las estimaciones numéricas sobre el comportamiento de disconmensu-
raciones elementales son hechas por medio de simulaciones de la dindmica de fases
conmensuradas de w = wg + ¢A donde la concentracion c¢ es pequena. La figura mues-
tra la velocidad relativa © de la disconmensuracion, calculada usando tres valores
distintos de ¢ (%7 ﬁ y ﬁ) y una disconmensuracion retardada con A = —1. Las
tres curvas colapsan perfectamente, lo que da validez a las estimaciones numéricas de

. Ahora K = 4,0, Fy ~ 0,1948 y F? ~ 0,6366.

(=wo+cA) es
U= —cvA, (3.34)

Estas expectativas son confirmadas totalmente por los datos numéricos mos-
trados en la figura 3.22.

Cuando F tiende a F?, la longitud de coherencia ¢ de la estructura conmen-
surada subyacente crece diverge en FC?, donde el valor propio mas pequeno
de la matriz de estabilidad lineal de la estructura conmensurada se hace cero
— y llega un momento en el que la anchura de cada disconmensuracion es del
orden del espaciado entre ellas, sus interacciones ya no pueden ser despreciadas
y la imagen anterior, basada en disconmensuraciones casi no interaccionantes,
deja de ser valida.

Volviendo al caso de una tinica disconmensuracion, su anchura diverge en
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Figura 3.23: La imagen capta cuatros instantaneas del transitorio del movimiento
de una disconmensuracion para valores de la fuerza superiores a los de la transicion
de desanclaje de la estructura conmensurada subyacente, F' > F,. La estructura es
ahora deslizante y defectible. Se observa como la disconmensuracién, inicialmente
localizada, se ensancha paulatinamente y finalmente se disuelve en el espacio cuando
t — o0. Usamos F' = 0,8 y una configuracion de w = 1000/1001.



78 Capitulo 3. Dindmica disipativa del modelo FK bajo fuerzas constantes

la transicién de desanclaje de la estructura conmensurada. En otras palabras,
la estructura conmensurada es entonces indefectible. La evolucién temporal de
una disconmensuracion elemental bajo la accién de un campo de fuerzas cons-
tante y por encima de la fuerza de desanclaje de la estructura conmensurada
subyacente, muestra un continuo ensanchamiento (figura 3.23) de la discon-
mensuracion. El exceso en longitud, que inicialmente esta concentrado en una
regiéon pequena, finalmente se disuelve en todo el espacio.

De nuevo, como hemos discutido al estudiar la transiciéon de Aubry, encon-
tramos una conexién fuerte entre anclado y defectibilidad. El mejor modo
de comprender la relacién entre ambos conceptos es darse cuenta de que los
dos son consecuencia del cardcter discreto del conjunto de configuraciones re-
levantes (los estados fundamentales y otras configuraciones estéticas que sean
estables bajo un campo de fuerzas constante). Y contrariamente, debido al
caracter continuo del conjunto de estados estacionarios, las estructuras desli-
zantes, tanto las conmensuradas como las inconmensuradas, son indefectibles
bajo fuerzas constantes.



Capitulo 4

Dinamica disipativa del modelo
Frenkel-Kontorova bajo fuerzas
alternas

En este capitulo vamos a considerar la dindmica disipativa del modelo
Frenkel-Kontorova impulsado por un campo de fuerzas periodico: F(t) = F(t+
T). Las ecuaciones de movimiento del sistema,

K
Uj = ujy1 + uj—1 — 2uj — o sin(27mu;) + F(t), (4.1)

tienen la siguiente simetrfa: si {u;(t)} es la solucién de (4.1) que corresponde
a la configuracion de condiciones iniciales {u;(tp)}, entonces la configuracion
Or.m,s{u;j(t)}, definida por:

remelus® = {user (£ 2 ) 4. (12)

es la solucién que corresponde a la configuracién de condiciones iniciales defini-
da por o, s{u;(to)}. En la definicion de oy, s, (7, m, s) forman una tripleta de
ntmeros enteros arbitrarios y vg = 77! es la frecuencia de la fuerza periodica
E(t).

Decimos que {u;(t)} es una solucién resonante de las ecuaciones de mo-
vimiento si es invariante bajo alguna operacion de simetria oy, s:

{uj )} = orm,s{u; (@)} (4.3)

Se puede deducir facilmente que la velocidad media de una solucién resonante
siempre puede ser escrita de la forma siguiente:

E:rw—i-m (4.4)

140) S
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donde w es el espaciado promedio y (r,m,s) la tripleta de invariancia de
la solucion. Para una velocidad resonante (4.4) dada, la tripleta de inva-
riancia no es tnica. Si w es un nimero irracional existe una tnica tripleta, que
llamaremos tripleta minimal, con la propiedad de que 7, m y s no tienen
factores comunes. Para un valor racional de w = p/q (p y ¢ primos entre si),
una tripleta (r,m,s) es minimal si cumple que rp + mq y s no tienen facto-
res comunes, pero esta condicién no fija la tripleta de manera unica, ya que
(r' =r+1lq, m"=m —Ip, s) con [ cualquier entero también es minimal. Sin
embargo, esta condicién si que determina de manera tnica el valor del ente-
ro s de la tripleta minimal. Entonces, podemos hablar sin ambigiiedad de los
siguientes términos: una velocidad resonante es llamada arménica si s = 1
y subharménica siempre que s > 1, para tripletas minimales. Por ultimo,
diremos que un estado estacionario es minimalmente invariante o de inva-
riancia minimal cuando sea invariante bajo una operacion de simetria (4.2)
con (r,m,s) una tripleta minimal.

Un resultado bien conocido de la teoria de osciladores no lineales es la
estabilidad estructural (esto es, robustez frente a cambios paramétricos)
del fenémeno de sincronizaciéon (mode-locking o phase-locking). Basandonos
en este resultado es de esperar que las soluciones resonantes (4.3), las cuales
estan sincronizadas con la fuerza externa, posean alguna robustez, de modo
que la velocidad media a valores resonantes no cambie frente a cambios en el
valor medio de la fuerza impulsora.

Buscando ganar intuicién en el problema de la sincronizacién en el modelo
Frenkel-Kontorova impulsado por fuerza peridédicas, vamos a considerar el caso
particular de una fuerza pulsada, que permite un analisis simple del fen6meno.
Seguin este anélisis, las estructuras inconmensuradas por debajo de la tran-
sicibn de Aubry no muestran sincronizaciéon; sin embargo, por encima de la
transicién la sincronizacién es predicha, y encontrada mediante simulaciones
numeéricas. En 4.2 estudiamos la sincronizacion de las estructuras conmensura-
das sometidas a la accién de un campo de fuerzas sinusoidal. La transiciéon de
desincronizaciéon se caracteriza como una bifurcaciéon saddle-node y se pre-
senta una imagen fenomenolbgica del mecanismo de desincronizacién. En 4.3
estudiamos la dindmica de las estructuras inconmensuradas bajo una fuerza
periodica y, en particular, discutimos la existencia de una transiciéon de Aubry
dindmica. Por debajo de esta transicion, el estado estacionario es descrito por
una funcién hull analitica bidimensional y no hay sincronizaciéon. Por encima
de la transicion de Aubry dindmica, que ocurre a un valor de la fuerza del
potencial que depende de la velocidad resonante, aparece la sincronizacion de
la dindmica a valores resonantes de la velocidad media y ya no es posible una
descripcion analitica del estado estacionario. Por dltimo, en 4.4 analizamos las
cuestiones de la defectibilidad y la metaestabilidad de estructuras resonantes.
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Figura 4.1: Cuando un estado conmensurado (w = p/q) es impulsado por una fuerza
periddica pulsada, los unicos valores posibles de ¥ son los dados por o = n(vy/q),
donde n es un entero. Hemos calculado 9(F') para el estado w = 2/3 a K = 2,0 y bajo
la fuerza periodica definida en (4.5) (ton =1y tors = 20).

4.1. Pulsos

En esta seccién vamos a considerar el caso de un campo de fuerzas uniforme
y periodico F(t) consistente en un conjunto de pulsos de duracion t,, seguidos
de intervalos de tiempo de fuerza nula y duracion ¢y,

F si 0<t<ton,
F(t)=4 0 Si ton <t < ton + to =T, (4.5)

F(t—T) si t>T.

Para simplificar el anélisis posterior, es conveniente asumir que tog es sufi-
cientemente largo, de modo que durante este tiempo el sistema tiene tiempo
para relajar a alguna configuraciéon estatica estable antes de que el nuevo pulso
aparezca. Como F'(t) es constante a trozos podremos utilizar algunos de los
resultados obtenidos en el capitulo anterior.

Algunos autores [38, 40, 85, 86] han considerado la dindmica disipativa, ba-
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jo este tipo de fuerzas, de una cadena de osciladores acoplados arménicamente
y situados en un potencial substrato desordenado. La aleatoriedad del poten-
cial substrato genera diferencias importantes en el comportamiento dindmico
de este sistema con respecto al del modelo Frenkel-Kontorova; sin embargo, al-
gunos comparten ciertas fenomenologias, como la existencia de sincronizacion.

Sabemos que, para un determinado valor del espaciado promedio de una
configuracioén, la velocidad media ¥ es independiente de las condiciones inicia-
les elegidas, lo que nos da total libertad a la hora de realizar esta eleccion,
siempre que nos restrinjamos al analisis de ¥. Primero estudiaremos el caso de
las estructuras conmensuradas. Elijamos como condiciones iniciales un estado
fundamental {u;} de espaciado promedio w = p/q (p y g primos entre si). Si
F < F; (donde Fj es la fuerza de desanclaje de la estructura) cuando el pulso
finalice, la configuracion relajara a las condiciones iniciales y la velocidad me-
dia serd v = 0. Este serd también el caso de F' > F; pero sin que to, sea lo
suficientemente grande como para llevar la configuracién fuera de la base de
atraccion (en el correspondiente espacio de fases g-dimensional a fuerza cero)
del estado fundamental inicial.

Siempre que F' > Fj; y to, sea suficientemente largo, el sistema relajara
a alguna configuracién estable diferente, {uj} durante el intervalo tog. En
el modelo Frenkel-Kontorova estandar esa configuracion, {uj}, debe ser de la
forma:

{uj} = {ujqr +m} (4.6)
con 7 y m enteros. Esto es consecuencia de que la dinamica conserva el orden
rotacional y de la unicidad, salvo operaciones de simetria, del estado funda-
mental. Por esto, el desplazamiento total por particula durante un periodo T
de la fuerza externa es rw + m y la velocidad media es necesariamente la de
una resonancia armonica, ~

Y —rwtm (4.7)
Yo

donde vy = T~ es la frecuencia de la fuerza externa. Podemos concluir que
la velocidad media de las estructuras conmensuradas sometidas a pulsos del
tipo (4.5) s6lo puede tomar valores dentro del conjunto discreto definido por
(4.7). La figura 4.1 muestra un ejemplo de ¥ como funcién de F' para un
estado conmensurado con espaciado promedio w = 2/3. Vemos que 0(F) es
una funcién no decreciente y constante a valores de la velocidad separados

por:
1 1
—AD = —. (4.8)
Yo q

Entre las discontinuidades la velocidad media permanece localizada a valores

resonantes armonicos. Ningun otro valor de la velocidad (ni siquiera resonancias

subharmonicas) es posible.
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Figura 4.2: La figura es un diagrama de un espacio de fases g-dimensional dividido en
las bases de atraccion asociadas a cada estado fundamental. La sincronizacién bajo
una fuerza pulsada se entiende facilmente en esta descripcion.

Resulta muy productivo estudiar esta sincronizacién dindmica dentro del
marco del espacio de fases g-dimensional de las estructuras conmensuradas,
que puede imaginarse dividido en las bases de atracciéon de cada uno de los
estados fundamentales (figura 4.2). Durante un pulso de fuerza F} el sistema
describe una cierta trayectoria en el espacio de fases. Cuando el pulso finaliza
el sistema relaja al estado fundamental asociado a la base de atracciéon a la que
el iltimo punto de la trayectoria pertenece, digamos que es {uj} Consideremos
ahora una fuerza diferente F5 muy cercana a Fi; entonces el punto final de la
trayectoria a t = t,, pertenece a la misma base de atraccién que el punto del
caso F1, y la velocidad media no cambia v(F) = 0(F2). El punto esencial en
el argumento es que la trayectoria bajo la fuerza constante pasa una cantidad
finita de tiempo en cada una de las bases de atracciéon. Esto es posible s6lo
si el conjunto de estados fundamentales G, es discreto. En el caso de G,
continuo, la variedad estable de cada estado fundamental es (q-1)-dimensional,
de modo que 9(F') debe ser una funcién estrictamente creciente y no se observa
sincronizacién dindmica alguna bajo pulsos.

Consideremos una estructura inconmensurada por debajo de la transicién
de Aubry. El conjunto de estados fundamentales es un continuo y, aunque el
espacio de fases es infinito dimensional, es de esperar, basdndonos en el argu-
mento expuesto en el parrafo anterior, que en este caso no aparezca ninguna
sincronizacion. Esto es plenamente confirmado por las simulaciones numéricas,

ver figura 4.3 (a).

Por encima de la transicién de Aubry la situacién es muy diferente. Restrin-
giendo el andlisis a las proximidades de un estado fundamental, sabemos que
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Figura 4.3: El caso de la figura 4.1 para una estructura inconmensurada. Tales estados
se comportan de modo diferente a ambos lados de la transicion de Aubry. (a) K =
0,1 < K., no hay sincronizacion; (b) K = 4,0 > K, s6lo se encuentran velocidades
resonantes. En las simulaciones hemos usado el aproximante w = 34/55 a la media
aurea.

todos los valores propios de la matriz de estabilidad lineal de la configuracion
estado fundamental son positivos. Esto refleja que cada estado fundamental es
un punto interior de su base de atraccién (en otras palabras, esta rodeado en
todas las direcciones por su base de atraccion) y por lo tanto cada trayecto-
ria emplea una cantidad finita de tiempo en cruzar esta region del espacio de
fases. La conclusion es para una estructura inconmensurada por encima de la
transicion de Aubry se debe observar sincronizacion en la curva o(F) (figura

4.3(b)).

La transicion de Aubry, que desde el punto de vista del problema del equi-
librio separa dos regimenes fisicos distintos de las estructuras inconmensuradas
(anclaje y defectibilidad frente a deslizamiento e indefectibilidad), se muestra
como la frontera entre dos regimenes dindmicos diferentes cuando una estruc-
tura inconmensurada es impulsada por pulsos del tipo (4.5). Por debajo de la
transicion de Aubry la velocidad media, v, es una funciéon mondtona estricta-
mente creciente de la intensidad de los pulsos, F'. Por el contrario, por encima
de la transicion de Aubry aparece sincronizacion y o(F') es una escalera: existen
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intervalos finitos de valores de la fuerza F' para los cuales la velocidad media
permanece constante e igual a un valor resonante.

4.2. Estructuras conmensuradas impulsadas por una
fuerza sinusoidal. Transicion de desincronizacion.

En lo que sigue vamos a asumir que el campo peridédico homogéneo de
fuerzas F'(t) en (4.1) es del siguiente tipo:

F(t) = F + F,. cos(2mvpt). (4.9)

En la ausencia de potencial substrato (K = 0) la solucién para cualquier

configuracion arbitraria de condiciones iniciales, independientemente del valor
del espaciado promedio, converge al estado estacionario:

uj(t) = jw + vt + o+ Fac sin(2mvpt) (4.10)
27TVO

donde « es una fase arbitraria (el sistema tiene invariancia traslacional) y o = F

es la velocidad media. En este caso, en el cual no hay no linealidad, el movi-

miento es simplemente una superposicién del movimiento uniforme causado

por F'y las oscilaciones impuestas por la fuerza alterna.

Cuando K > 0, hay dos escalas de frecuencia que compiten: el inverso (1)
del periodo de la fuerza externa y la frecuencia caracteristica (1/v) asociada al
movimiento de la cadena, impulsada por una fuerza de valor medio F, sobre el
potencial substrato peridédico. La competencia entre las dos frecuencias puede
resultar en fenémenos de sincronizacion.

A valores enteros del espaciado promedio w, el problema se reduce a la
ecuacion del movimiento de una sola particula

K _
i = ——sin(2mu) + F + Foc cos(2mpt). (4.11)
s

Los primeros estudios numéricos [87] sobre esta ecuaciéon mostraron que
la velocidad media ©(F') presenta sincronizaciéon para resonancias armonicas
y subharmonicas. Por el contrario, los calculos mediante simulaciones analé-
gicas [88, 89| revelaron peldafios armoénicos pero no peldanos subharmonicos.
La situacion fue clarificada por Renné y Polder [90] quienes transformaron la
ecuacion (4.11) en una ecuacion diferencial lineal de segundo orden de coefi-
cientes periédicos, a partir de la cual se encontré la existencia de arménicos y
la ausencia de subharmonicos. Waldram y Wu [91] llegaron al mismo resultado

usando una técnica de aplicacién estroboscopica.
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Figura 4.4: Ejemplo de la escalera 9(F) de una fase conmensurada bajo una fuerza
externa sinusoidal (F,. = 0,2, vy = 0,2). La resolucién de (a) sélo permite apreciar
peldanos harmonicos. En pequeio, en (b) mostramos un peldafio subharmonico (s =
2), (w=1/2y K = 4,0).

Para los casos de valores racionales no enteros de w, Inui and Doniach [92]
han dado algunas evidencias y argumentos de plausibilidad para la existencia
de peldanos subharmoénicos. Hemos comprobado cuidadosamente este punto
[93] para varios valores racionales diferentes de w y siempre hemos encontrado
evidencias numeéricas de peldanos subharmoénicos (asi como la no existencia de
subharmonicos para valores enteros de w). La figura 4.4 representa un ejem-
plo de la escalera, #(F), de una estructura conmensurada. Asimismo, hemos
senalado (93] que el calculo del mayor exponente de Lyapunov del estado es-
tacionario revela del modo mas sensible la existencia de subharmoénicos. El
exponente de Lyapunov tiene valores negativos en los peldafios y va a cero en
los extremos de estos. Un exponente de Lyapunov negativo de una trayecto-
ria {u;(t)} refleja que la trayectoria es dindmicamente estable; esto es, que
para tiempos grandes las pequenas desviaciones {du;(t)} de la trayectoria en
promedio decaen exponencialmente [82]. La figura 4.5 muestra la variacion del
mayor exponente de Lyapunov A con la fuerza externa F en el caso de una fase
conmensurada; claramente se aprecian muchos subharmoénicos como pequenos
picos en la curva.

Los estudios numéricos avalan la existencia de sincronizacién armonica y
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Figura 4.5: El exponente de Lyapunov es el modo mas sensible de detectar la existencia
de resonancias subharmoénicas. Los valores de F' se han elegido entre el primer y el
segundo peldano no nulos de la figura 4.4 (a).

subharmonica en la dinamica de las estructuras conmensuradas (con espaciado
promedio no entero) impulsadas por fuerzas periddicas. Sin embargo, los estu-
dios numeéricos son probablemente incapaces de dar una respuesta definitiva a
si hay peldafios para todas las resonancias subharmonicas (de modo que v(F)
sea una Escalera del Diablo) vy, si este fuera el caso, si la Escalera del Diablo

es completa o incompleta.

La transicién de desincronizaciéon puede ser caracterizada como un
fenémeno critico dindmico de un modo muy parecido al utilizado para la tran-
sicion de desanclaje. De hecho, como veremos, ambas transiciones muestran
muchas similitudes. Nuestro trabajo [93] es un intento numérico de caracteri-
zar la transiciéon de desincronizacion, centrdndonos en los mecanismos de esta.

Dada la unicidad, para unos parametros fijos, de la velocidad media, es po-
sible elegir cualquier condicion inicial para determinar . Con este fin, la elec-
cion mas eficiente es cualquier configuracion rotacionalmente ordenada (por
ejemplo un estado fundamental o una configuracion equiespaciada) de ¢ po-
siciones distribuidas a lo largo de p pozos del potencial substrato (w = p/q).
Entonces, imponiendo condiciones de contorno periddicas, integramos numé-
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ricamente las ecuaciones del movimiento usando Runge-Kutta o algin otro
método y desechamos el transitorio inicial a la hora de calcular los promedios.
Debe observarse que la conservacion del orden rotacional implica que la aproxi-
maciéon numeérica al estado estacionario es, para todo tiempo, rotacionalmente
ordenada.

En un peldano el estado estacionario obtenido numéricamente a partir de
una condicién inicial rotacionalmente ordenada, es siempre resonante; esto es,
invariante bajo una transformacion de simetria o, ,, s con r, m y s cumplien-
do (4.4). Como la tripleta (r,m,s) asociada a una velocidad resonante no es
unica, surge la pregunta de si la transformaciéon de invariancia de la solucion
obtenida es 0 no minimal (sin tener rp 4+ mgq y s factores comunes). Las obser-
vaciones numéricas indican que en general hay muchos estados estacionarios
rotacionalmente ordenados asociados a diferentes transformaciones de inva-
riancia, aunque en la mayoria de los casos lo méas facil es encontrar el estado
estacionario rotacionalmente ordenado asociado a una tripleta minimal (el es-
tado minimalmente invariante). Debe senalarse que, aunque para un estado
resonante, cuando w es racional, hay un conjunto numerable infinito de triple-
tas minimales, un estado estacionario espacialmente periddico que es invariante
bajo una transformacién minimal, necesariamente lo es bajo todas ellas. Més
aun, numéricamente también observamos que el rango (intervalo de valores de
F) de existencia de estados estacionarios rotacionalmente ordenados asociados
a transformaciones de invariancia no minimales es menor que el intervalo de
sincronizacién, que coincide con el rango de existencia del estado estacionario
invariante bajo el conjunto de transformaciones de invariancia minimales. Cer-
ca de la transicion de desincronizacion, parece ser que sélo persiste el estado
estacionario resonante minimalmente invariante.

La teoria de Floquet [82] del anélisis de estabilidad de soluciones pe-
riédicas de flujos puede ser utilizada para analizar la estabilidad de los esta-
dos estacionarios resonantes. Asumamos que una solucién resonante particular
{u?(t)}, de espaciado promedio w = p/q, es invariante bajo la transformacion

Orm,s-

{u%r (t— u%) +m}q = {0}, (4.12)

j=1

Linealizando las ecuaciones del movimiento en torno a la solucion {u?(t)}, se
encuentra que una condicion inicial {u? (to)+m;(to)} (con {n;(to)} infinitesimal)
cambia tras s periodos de la fuerza (At = s/1p) a:

{uj 1 (to) +m}i_y + PM{n;(to) }]_, (4.13)

donde M es la matriz de las ecuaciones del movimiento linealizadas integradas
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Figura 4.6: Valores propios de la matriz de Floquet de una solucién resonante a cuatro
valores de F' (w = 3/5 y 9/1p = 1/5) El mayor de los valores propios tiende a +1
cuando F' — F,, donde tiene lugar una bifurcaciéon saddle-node

s periodos, y P es la matriz de permutaciones ciclicas:

P = {0} con l(j)=j+r médgq . (4.14)

El problema de la estabilidad lineal de una solucién resonante se reduce de
este modo al estudio de los valores propios de la matriz de Floquet

Q = PM. (4.15)

Los valores propios de la matriz Q son independientes de la eleccion de t.
La solucion resonante {u?(t)} es linealmente estable si todos los valores propios
estan localizados dentro del circulo unidad del plano complejo. La inestabilidad
de la solucion resonante ocurre al valor de F' para el cual alguno de los valores
propios cruza el circulo unidad.

La figura 4.6 muestra los valores propios de la matriz de Floquet de una
soluciéon resonante minimalmente invariante, a distintos valores del valor medio
de la fuerza F', cuando ésta se aproxima a la transiciéon de desincronizacion.

Cuando nos acercamos a la transiciéon desde la zona sincronizada, uno de
los valores propios, Ag, de la matriz de Floquet de la solucién resonante mini-
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Figura 4.7: La figura muestra el exponente de Lyapunov de dos estados estaciona-

rios ({ujb(t)}) rotacionalmente ordenados con espaciado promedio w = 13/21. El
exponente se ha calculado a partir del mayor valor propio de la matriz de Floquet
(ecuaciones (4.15) y (4.16)). Para el caso estudiado /vy = 9/21. El estado estacio-
nario minimalmente invariante o_g 6 1{u§(t)} = {uf(t)} (s = 1) es estable en todo el
peldano (a). Estados estacionarios de invariancia no minimal muestran un rango de
estabilidad menor, caso (b), donde o3 1 o{ub(t)} = {ub(t)} (s = 2).

malmente invariante, cruza el circulo unidad por (41); entonces, acontece una
bifurcacion de saddle-node (ver la figura 4.6). El tiempo de relajacion desde
trayectoria cercanas a la solucion resonante, 7/, diverge, cuando nos aproxima-
mos a la transicion, con un exponente 1/2, que es el caracteristico de este tipo
de bifurcacion:

7~ —(In(ReAg)) ™  ~ | F— E, |71/? (4.16)

donde F,, es el valor de F' al cual se da la transiciéon de desincronizacion. El
tiempo de relajacion 7 es de hecho el inverso del exponente de Lyapunov de
las trayectorias resonantes minimalmente invariantes.

La pérdida de estabilidad de los estados estacionarios resonantes no mi-
nimalmente invariantes es anterior a la transicién de desincronizacién, como
puede apreciarse en la figura 4.7.

En la transicién de desincronizacion la mayoria de los valores propios de la
matriz de Floquet del estado estacionario resonante permanecen en el interior
del circulo unidad. Por ello, es de esperar que en la regiéon donde el movimiento
no es resonante, pero suficientemente cerca del punto de transicién, la regién del
espacio de fases donde se encontraba el estado estacionario resonante, todavia
sea un atractor de las trayectorias cercanas, que después de algtin tiempo de
“pegado”; escapan siguiendo el vector propio desestabilizador de la matriz de
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Figura 4.8: Secciones de Poincaré a t = ¢y +n/vy del estado estacionario con w = 1/2
a ambos lados de la transicién de desincronizacion (F,, ~ 0,30047). (a) F = 0,3006,
estado no resonante;(b) F' = 0,3004 estado resonante.

Floquet. Estas asunciones son confirmadas por el analisis de las soluciones no
resonantes en las cercanias de la transicién de desincronizacién:

s La figura 4.8 muestra la seccion de Poincaré (para un intervalo temporal
entre secciones de Vo_l) de trayectorias a ambos lados de la transicion;
la trayectoria no resonante (a), que tiene la topologia de un circulo,
permanece durante intervalos largos de tiempo en las cercanias del ciclo
periodico resonante (b).

» La figura 4.9 muestra la velocidad instantanea media v(t) de trayectoria
a ambos lados de la transicién; en el caso de trayectoria no resonantes
(a), durante intervalos largos de tiempo, v(t) es indistinguible de (b) (tra-
yectoria resonante), pero esos intervalos son interrumpidos por disturbios
(intermitencias) de corta duracion, después de los cuales se recuperan
las oscilaciones resonantes.

» El espectro de potencias de la velocidad media v(t) (figura 4.10) de la
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Figura 4.9: Velocidad instantanea v(t) a ambos lados de la transicion de desincroni-
zacion.
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Figura 4.10: Espectro de potencias de la velocidad instantanea v(t) de un estado no
resonante (fig. 4.9 (a)).

trayectoria no resonante muestra picos a valores de la frecuencia que
son combinaciones enteras de dos frecuencias: vy/s (que corresponde a
las resonancias) y v que corresponde a los intervalos de tiempo entre
intermitencias (que aparecen peri6dicamente).

El comportamiento intermitente es una caracteristica bien conocida de
los sistemas dinamicos no lineales en las cercanias de bifurcaciones saddle-node
(intermitencia de tipo I [83]). A diferencia del comportamiento observado en
la transicién intermitente a la turbulencia en fluidos convectivos o al caos en
algunos sistemas dinamicos no lineales disipativos de pocos grados de libertad,
las intermitencias en este sistema conducen a un atractor cuasiperiddico.

Llamemos z(t) a la posicién a tiempo t del centro de masas (centroide)
de una celda unidad de la estructura {u;(t)}, calculado respecto a un sistema
inercial moviéndose con velocidad constante e igual a la velocidad resonante
Ustep = Vo(rw +m)/s, con (r, m, s) una tripleta minimal:

2(t) =q " D> ui(t)| — Ustept- (4.17)
j=1
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Figura 4.11: Trayectoria del centroide z(¢) de un estado conmensurado no resonan-
te (linea de puntos). Los instantones aparecen como saltos en la figura. Las lineas
continuas corresponden a varios estados estacionarios resonantes.

., .. ) . 1
Para una solucién resonante minimalmente invariante, {uj P z(t) es una
funcion periodica de periodo s/vy y valor medio Z. Cualquier transformacion
. , . . t . .
de simetria arbitraria, o,/ g, sobre {uj P} genera otro estado estacionario

!
.. . . t . .
resonante minimalmente invariante {u; "} cuyo centroide 2'(t) tiene un valor
medio 2/, tal que

Ar’,m’,s’ = (LT/ — T = T‘/u) —|— m/ — T)Stepsl/VO' (418)

Entonces, el minimo valor positivo de A,/ o es (¢gs)~!. La figura 4.11 mues-
tra la funcién x(t) de varios estados estacionarios resonantes minimalmente
invariantes en las cercanias de la transiciéon de desincronizaciéon y también de
una trayectoria no resonante calculada muy cerca de F,. Como puede verse,
cada intermitencia lleva a la trayectoria no resonante de una solucién resonante
a la contigua, lo que produce un incremento discreto, de valor (¢s)~!, en Z.
Esta caracteristica, unida al hecho de que las intermitencias estan localizadas
en el tiempo, motivé que Falo et al. [93] las llamaran instantones. Si v~! es
el intervalo temporal entre instantones, la velocidad media de la trayectoria no
resonante es:

| 0 — Tstep | = v(gs) ™t (4.19)
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La caracterizacion de la transicion de desincronizacién como una bifur-

cacion de saddle-node, conlleva que el tiempo caracteristico v=!

~1/2

(tiempo de
“pegado” a una resonancia cercana) diverge, | F' — F, | , cuando nos apro-

ximamos a la transiciéon desde el lado de la no resonancia y, por lo tanto,

| 0 — Dstep | ~ | F — Fy |2 (4.20)

La descripcion de las trayectorias cuasiperiddicas no resonantes en las cer-
canias de la transicion de desincronizacion como una distribucion (temporal)
regular de instantones superpuestos a la trayectoria resonante cercana, es simi-
lar a la descripcion fenomenolégica de las estructuras inconmensuradas como
una distribucion (espacial) regular de disconmensuraciones cada una de las
cuales porta un exceso de longitud discreto. La analogia, sin embargo, no debe
ensombrecer una diferencia importante entre ambas situaciones. La transicion
Conmensurada-Inconmensurada no se reduce a una bifurcaciéon de saddle-node.
Las estructuras conmensuradas persisten, y son estables, después de la tran-
sicion. Por el contrario, tras una transicion de desincronizacién, que es una
bifurcaciéon de saddle-node, los estados estacionarios resonantes desaparecen.
También, el comportamiento de escalado del espaciado promedio w de los esta-
dos fundamentales, en la transicion Conmensurada-Inconmensurada (2.26), es

distinto del escalado de la velocidad media en la transicién de desincronizacién
(4.20).

4.3. Estructuras inconmensuradas impulsadas por fuer-
zas sinusoidales. Transicién de Aubry dinAmica

Floria y Falo [94] han estudiado numéricamente el comportamiento dina-
mico de las estructuras inconmensuradas del modelo Frenkel-Kontorova, im-
pulsadas por fuerzas sinusoidales (4.9). Ellos escogieron el nimero irracional
¢ ' = (v/5—1)/2, el inverso de la media durea, como valor del espaciado pro-
medio w para realizar sus estudios. Observaron la convergencia de la funcion
o(F) al aumentar el orden de las aproximaciones racionales al irracional de
interés. Finalmente, de la aproximacion 21/34 en adelante las diferencias ob-
servadas eran del orden de la precision numérica del célculo. La figura 4.12
resume los resultados obtenidos, cuando F,. = 0,2 y 1y = 0,2, de la velocidad
media, 9(F), en el plano (K, F).

Para valores pequenos de la intensidad del potencial substrato, K, la velo-
cidad media es una funcién creciente del valor medio de la fuerza externa:

voc F (4.21)
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Figura 4.12: Diagrama de fases en el plano (K, F) de varios estados estacionarios de
una fase inconmensurada bajo una fuerza periddica sinusoidal (F,. = 0,2y vy = 0,2).
Las tripletas (r,m,s) caracterizan los valores resonantes de la velocidad a los cuales
ocurren los peldanos.

(ver figura 4.13(a)). En este régimen, en el que no se observan intervalos de
estabilidad para las velocidades resonantes, a cualquier valor de la velocidad

media las trayectoria calculadas pueden expresarse en términos de una funciéon
hull bidimensional f(z,y) (ver figura 4.14 (a)):

uj(t) = f(jw + vt + o, wt + ) (4.22)

donde « y 3 son fases arbitrarias. La funcion f(z,y) es periodica con periodo
1 en la segunda variable y periédica a trozos en la variable x:

fle+ly+1)=fle+ Ly =1+ f(z,y) (4.23)
0, lo que es lo mismo, la funciéon g(x,y) definida por:
9(@,y) = f(z,y) —= (4.24)

es periddica en ambas variables.

La funcion hull dinamica f(z,y) cambia de modo continuo con los paréame-
tros K, F, Foc y 10, y en particular cuando K — 0, f(x,y) tiende a

F,
Oz,y) =z + 27:;0 sin(2my) (4.25)
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Figura 4.13: Velocidad media o(F') de una fase inconmensurada a tres valores distintos
de K. (a) K=14, (b) K=28y (¢) K =4,0.

que es la solucién analitica a K = 0 (4.10). Dicho de un modo simple: el efecto
de un potencial substrato periddico suficientemente pequeno en el movimiento,
bajo fuerzas alternas, de las estructuras inconmensuradas, es una modulaciéon
suave (figura 4.14 (a)) de la solucion en el limite integrable.

Conforme K crece, la funcion o(F) comienza a desarrollar peldanos a los
valores resonantes de la velocidad (4.4), ver figuras 4.13(a) y (b). Las observa-
ciones numéricas dan el resultado de que para cada velocidad resonante existe
un valor critico de la intensidad del potencial, K¢ (), por encima del cual hay
un intervalo de valores de F para los cuales la solucién estacionaria tiene el
mismo valor medio de velocidad, que es igual al valor resonante. Floria y Falo
[94] también observaron que a cada valor de K¢ () la funcion hull dinamica
correspondiente f(z,y) pasa a ser no analitica, figura 4.14 (b), con infinitas
fallas a lo largo de la direccion (0, 19) en el plano z-y. Obsérvese que las posi-
ciones de las particulas, u;(t), son funciones analiticas del tiempo, asi que la
funcién hull dindmica debe ser analitica a lo largo de la direccién temporal.

La transicion que ocurre a K¢ (0) es una transiciéon de Aubry dina-
mica, y separa dos regimenes fisicos distintos. Por debajo de la transicion, el
estado estacionario parece ser unico, salvo transformaciones de simetria (4.2)
y existe una funcion hull analitica f(x,y), dependiente de los parametros del
sistema, que describe la solucion del estado estacionario (figura 4.14 (a)). Por
encima de la transicion de Aubry dindmica observamos que en los peldanos
existe una multiplicidad de soluciones resonantes con diferentes propiedades
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Figura 4.14: Funcién hull bidimensional g(z,y) que describe el movimiento de una
estructura inconmensurada a la velocidad asociada a la tripleta (r,m,s) = (—1,1,1)
a ambos lados de la transicion de Aubry dindmica: (a) K =14, (b) K =4,0.
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de invariancia, y que el estado estacionario resonante invariante minimal esta
descrito por una funcion hull dindmica que no es analitica (figura 4.14 (b)).

Asi como la transicion de Aubry estatica es el punto de frontera entre las
estructuras inconmensuradas ancladas y deslizantes, a cada valor resonante
de la velocidad media, la transicion de Aubry dindmica separa el régimen de
sincronizacion (peldafios en la funcion o(F')), caracterizado por la robustez de
la velocidad media frente a pequefios cambios en F', del régimen no sincronizado

de las estructuras inconmensuradas.

Desde esta perspectiva, el resultado presentado en la secciéon 4.1 sobre el
movimiento de las estructuras inconmensuradas bajo pulsos, es visto como
un caso limite de las fuerzas periddicas, para el cual la transicion de Aubry
dindmica ocurre, para todas las resonancias, a un tinico valor de K, que coincide
con el valor de K de la transiciéon de Aubry estética.

El analisis de Floquet de una soluciéon inconmensurada resonante, a valores
de K por debajo de la transicion de Aubry dindmica, muestra que el espectro
de valores propios de la matriz de Floquet posee un valor propio igual a (+1).
Por encima de la transicion, sin embargo, y para valores de F' en el interior de
un peldano, todos los valores propios de la matriz de Floquet se encuentran lo-
calizados en el interior del circulo unidad del plano complejo, de manera que las
perturbaciones de la trayectoria en un instante dado, decaen exponencialmente
en las resonancias (tienen un exponente de Lyapunov negativo).

La caracterizacion de la transicién de Aubry dindmica como fenémeno cri-
tico no esté totalmente completada. La abundancia de parametros y los limites
en la precision numérica, hacen que éste no sea un asunto trivial desde el punto
de vista de una aproximacién numérica al problema. Podemos mostrar algunos
resultados preliminares sobre tres cantidades supercriticas; esto es, cantida-
des que son distintas de cero por encima de la transiciéon y se anulan en la
transicion.

» La anchura de los peldafios de resonancias, AF, tiende a cero cuando
K — K/, (v) con una ley potencial:
AF ~ (K — Kc(0))Y. (4.26)
= El mayor gap de la funcion hull dinamica (a lo largo del peldano de
resonancia), Ay, escala segin:
Af~ (K —Keo(v))°. (4.27)

» El mayor de los exponentes de Lyapunov (logaritmo de la mayor parte
real de entre los valores propios de la matriz de Floquet), Apax, se anula
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en la transicion de Aubry dindmica:

Amax ~ (K - KC(Q_}))X‘ (428)

La tabla muestra, para varias resonancias, las estimaciones numéricas de
los exponentes criticos y el valor de K¢ (v) (Fac = 0,2 y 19 = 0,2).

(r,m,s) (0,0,1) (2,-1,1) (-1,1,1) (1,0,1) (0,1,1)
AF | Kc 2.30 1.90 1.42 1.54 1.94
o 1.99 1.91 2.02 1.72 1.50
A; | Ke 2.28 1.97 1.44 1.55 1.82
o 0.35 0.26 0.43 0.39 0.48
Amae | Kc 2.25 1.84 1.39 1.51 1.83
B% 1.93 1.56 1.49 1.31 1.34

Hemos visto que existen puntos de similitud entre la transiciéon de desan-
claje de las estructuras conmensuradas bajo la accion de fuerzas constantes y
la transicion de desincronizacién de los estados estacionarios conmensurados
resonantes bajo la accion de fuerzas periddicas. Ademaés, esté el hecho de que el
desanclaje de las estructuras inconmensuradas manifiesta diferencias notables
con respecto al caso conmensurado. Por esto, es de esperar que la desincroni-
zacion de las soluciones inconmensuradas resonantes podria mostrar algunas
caracteristicas nuevas.

La figura 4.15 muestra los valores propios de la matriz de Floquet de un
estado estacionario inconmensurado resonante para varios valores del valor me-
dio de la fuerza, cercanos al valor de desincronizaciéon F,. Como ocurre en el
caso conmensurado cuando F' — F, el mayor (en mo6dulo) valor propio de la
matriz de Floquet es real y tiende a (41) con exponente 1/2 (ver figuras 4.15
y 4.16). Sin embargo, en esta ocasiéon encontramos una distribucion de valores
propios que se aproximan a (41), cuyos correspondientes vectores propios son
muy localizados (figura 4.17). Es de esperar que la densidad finita de modos
blandos localizados escale con algiin exponente que, posiblemente, depende de
los valores de los parametros del modelo. Desafortunadamente, las limitacio-
nes en cuanto a la precision numérica impiden una estimacién directa de tal
exponente.

El anélisis de la transicion de desincronizaciéon hecho desde el lado no reso-
nante presenta el mismo tipo de dificultades que las encontradas en el analisis
de la transicion de desanclaje de las estructuras inconmensuradas: aunque el
tiempo de pegado a resonancias proximas diverge con exponente 1/2 (bifur-
cacion de saddle-node), el namero de estados resonantes que la trayectoria no
resonante tiene que visitar para cualquier desplazamiento finito (relativo al
sistema de referencia que se mueve a la velocidad resonante) diverge con algin
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Figura 4.15: La figura (a) muestra los valores propios de la matriz de Floquet de la
fase w = 55/89 usada como aproximacion a un caso inconmensurado. En la transicion
de desincronizacion existe una densidad finita de valores propios que cruzan el circulo

unidad por +1. La figura (b) muestra la parte real del mayor de los valores propios
cerca del valor de la fuerza al cual ocurre la transicién.
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Figura 4.16: Hemos calculado el exponente de Lyapunov, A, a partir del mayor valor
propio, Ag, de la matriz de Floquet. Cuando Ay — +1), con exponente 1/2, A — 0,
con el mismo exponente.

exponente § que seguramente depende de los valores de los pardmetros del
modelo. De este modo la velocidad media de una estructura inconmensurada
en la transicién de desincronizacién escala segin:

U — Usep | ~ | F — F, |29 (4.29)

Estimaciones numeéricas no muy precisas del exponente § a distintos reso-
nancias y valores de K, parecen indicar que 0 < § < 1/2, asi como su caréacter
no universal.

Tanto la transiciéon de desanclaje como la de desincronizacién son ejemplos
de bifurcaciones saddle-node, que en el caso de un ntimero finito de grados de
libertad (conmensurado) estan caracterizadas por un exponente 1/2 para la
velocidad media. En los dos casos el paso al limite inconmensurado (continuo)
cambia este exponente critico. Por ultimo, en el caso inconmensurado, cuando
variamos el parametro K cada transicién finaliza en una transiciéon de Aubry,
por debajo de la cual tanto el anclaje como la sincronizacién desaparecen.
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Figura 4.17: Los vectores propios {xé} asociados con el mayor valor propio de la

matriz de Floquet estén localizados. La figura muestra uno de ellos, calculado para
F =0,2242 en la figura 4.15.

4.4. Disconmensuraciones, sincronizacién y metaes-
tabilidad dinamica

En la seccién 3.2.4 discutimos el comportamiento dinamico de las discon-
mensuraciones elementales impulsadas por fuerzas constantes. Para valores del
campo de fuerzas inferiores a la transicion de desanclaje de la estructura con-
mensurada subyacente, pero superiores a la fuerza de desanclaje de la discon-
mensuracion, ésta se mueve con alguna velocidad relativa 9(F') determinada
por el valor F' de la fuerza. A partir de la regla “prohibido adelantar” es fécil
obtener la unicidad de esa velocidad relativa. También hemos visto que para
valores del campo de fuerzas por encima de la fuerza de desanclaje de la es-
tructura conmensurada subyacente, asintdticamente, las disconmensuraciones
elementales desaparecen: como consecuencia del caracter continuo del conjunto
de soluciones estacionarias deslizantes las estructuras conmensuradas deslizan-
tes son indefectibles, un resultado que esta en la base de la existencia de una
funcion hull dindmica analitica f(z) (3.11).

Como vamos a ver, la situacion es muy diferente [95] cuando la cadena de
Frenkel-Kontorova es impulsada por fuerzas peridédicas. Al comienzo del capi-
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time
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Figura 4.18: Fase relativa local de una disconmensuracion elemental de A = —1/2.

K =40, F,o =02, 19 = 0,2 y F' = 0,26; la estructura subyacente, w = 1/2, se
mueve con velocidad resonante /vy = 1/2 (ver la figura 4.4). La disconmensuracion
se mueve con velocidad relativa o/vy = +1 (ver figura 4.20). Mostramos ¢;(t) a
valores de t = tg + n/vp.

tulo senalamos que el conjunto de los estados estacionarios de una estructura
conmensurada moviéndose a una velocidad resonante es discreto. Este hecho
es basico para sostener el siguiente argumento, que proporciona un modo de
justificar la estabilidad de disconmensuraciones en estructuras conmensuradas
que se mueven bajo la accion de una fuerza periddica: sea {u;(t)} un estado
estacionario resonante de invariancia minimal (que corresponde a algin va-
lor de F en el interior de una resonancia) con espaciado promedio w = p/q
(p y q primos entre si) y velocidad media resonante Ugtep = (rw + m)/s, la
cual, por sencillez asumiremos que es un armonico, s = 1. Sea {u(t)} el es-
tado estacionario resonante minimalmente invariante contiguo, de modo que
2/ — % = 1/q, donde Z se defini tras (4.17). Preparemos una configuracion
{w;(tp)} de condiciones iniciales tal que

wj(to) = u;(to) si j < jo,
(4.30)
wj(to) = wj(to) si j = Jo;

de modo que la configuracién de condiciones iniciales es cercana a una discon-
mensuraciéon elemental en una estructura conmensurada. Dada la estabilidad
de los estados estacionarios resonantes, se espera que para todo j < jp la
solucion {w;(t)} no difiera sustancialmente del estado estacionario resonante
{u;j(t)}, y que para j > jo, {w;(t)} permanezca esencialmente igual a {u’(t)}.
En otras palabras, la robustez de las soluciones resonantes podria, en principio,



4.4. Disconmensuraciones, sincronizacién y metaestabilidad dindmica 105

0.00
0]

-0.20

Figura 4.19: Las disconmensuraciones de exceso de longitud 1/(gs) tan sélo son po-
sibles como estados estacionarios moviles. La figura muestra una disconmensuracion
sobre un estado conmensurado de w = 1/2 y resonante con s = 2 (ver figura 4.4(b));
K =40, Fo,o = 02, vy = 0,2 y F = 0,306625). Dibujamos ¢;(t) a valores de
t =19 + 2n/vo.

mantener el exceso de longitud 1/¢ (que inicialmente se concentra en jg) en una
regiéon localizada que, por otro lado, podria moverse respecto a la solucién con-
mensurada con velocidad relativa v. La consecuencia es que, dada la discretitud
del conjunto de soluciones resonantes los estados estacionarios resonantes son
defectibles. Esta conclusion es confirmada plenamente por las simulaciones
numéricas. La figura 4.18 muestra el movimiento de una disconmensuracion
elemental de espaciado promedio w = 1/2 en el interior de la resonancia de
velocidad Ugtep/10 = 1/2. La disconmensuracién permanece localizada en el
espacio.

Las disconmensuraciones elementales estiticas en estructuras conmensura-
das de espaciado promedio w = p/q (p y ¢ primos entre si), tienen un exceso
de longitud de 1/g, siendo esta cantidad el menor exceso de longitud positivo
que un defecto estatico puede poseer. Sin embargo, las disconmensuraciones
en estados conmensurados estacionarios resonantes pueden tener un exceso de
longitud menor que 1/g: en el caso de una resonancia subharmonica, s > 1,
el minimo exceso de longitud positivo es 1/(¢gs) < 1/q. La figura 4.19 mues-
tra un ejemplo de este interesante tipo de disconmensuraciones, que no tienen
equivalente estatico.

Consideremos una solucién resonante de un estado con una disconmensu-
racion elemental. A valores bajos de la intensidad K del potencial, la velocidad
relativa o de la disconmensuraciéon cambia suavemente como funcion de F' (ver
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Figura 4.20: (F)/vo en el caso de una disconmensuracién retardada a dos valores
de K. (a) K =1 (caso de bajo K), ¥ no es resonante. (b) K = 4 (caso de alto K),
¥ es resonante. La estructura subyacente es una fase de wy = 1/2 que se mueve en
un estado resonante. En (b) los peldafios impares (0/vy = ... — 2,0,2,...) correspon-
den a subharmoénicos del movimiento de la disconmensuracién; aunque existen, no se

aprecian bien en la figura. Como de costumbre F,. = 0,2 y vy = 0,2.
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Figura 4.21: Curva caracteristica, 9(F), de dos estructuras distintas definidas con
w=1/2yw=06/11. (K =4,0, Fsc =0,2,19 = 0,2).

la figura 4.20) y no aparece sincronizacion alguna. Sin embargo, por encima de
algtin valor critico de K, v se sincroniza a valores que son resonantes con la
frecuencia vy de la fuerza externa:

LA (4.31)

140) S
y el estado estacionario correspondiente, {w;(t)}, es invariante bajo una trans-
formacion particular o, s de invariancia del estado estacionario conmensura-
do subyacente {u;(t)}. Para ser mas concreto, si (19, mo, So) es una tripleta mi-
nimal asociada a {u;(t)}, entonces r y s en (4.31) tienen la forma r = kro —ng,
s = ksg , con k y n enteros, y entonces {w;(t)} es invariante bajo la transforma-
cién oy, s con m = kmg + np. En los valores resonantes de v los movimientos
relativos de la disconmensuracién y de la estructura conmensurada subyacente
estan sincronizados. Esta sincronizacion es estructuralmente estable, robusta
frente a fluctuaciones de los pardmetros.

Una configuraciéon que esté formada por una estructura conmensurada de
espaciado promedio w, moviéndose con velocidad media 7y, y una densidad c
de disconmensuraciones de velocidad relativa ¥ y exceso de longitud A, tiene
una velocidad media v:

U = Uy — VCA. (4.32)

En la figura 4.21 mostramos la funcion o(F') en el caso de dos estructuras
conmensuradas diferentes de w = 1/2 y w = 6/11, respectivamente. La tulti-
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ma puede verse como una red de disconmensuraciones elementales avanzadas
con densidad ¢ = 1/11 sobre la configuracién conmensurada més simple de
w = 1/2. Incluso para este, no muy bajo, valor de la concentracién de las
disconmensuraciones, la velocidad (4.32) ajusta exactamente en los peldanos
observados.

Ya que la defectibilidad es la condicién necesaria para tener metaestabili-
dad, se espera que en el régimen resonante del movimiento haya una gran ri-
queza de atractores estables diferentes. De hecho, ya hemos mencionado que se
observan muchos estados estacionarios resonantes rotacionalmente ordenados
los cuales corresponden a diferentes transformaciones de invariancia. También
se observan atractores estables que no son rotacionalmente ordenados. Para
ilustrar este punto, en los parrafos siguientes analizaremos la estabilidad de
los tres tipos de configuraciones metaestables que fueron introducidos en la
seccion 2.4.

Tomemos una estructura metaestable de tipo Iy fijemos F' (y el resto de
los parametros del modelo) a un valor “bien en el interior” de uno de los in-
tervalos de sincronizacién de la velocidad de la disconmensuracion 9. Como
el espaciado entre las disconmensuraciones es irregular, la configuracién de
particulas en la disconmensuracion es ligeramente diferente del caso de una
estructura con disconmensuraciones regularmente espaciadas; sin embargo, ya
que estas desviaciones son suficientemente pequenas y gracias a que el valor de
F esta centrado en el intervalo de sincronizacién (no cerca de los extremos),
cada disconmensuracion individual se mueve, sin deshacerse, con el mismo va-
lor resonante de la velocidad. Esto es lo que debe esperarse basandonos en la
robustez del fenémeno de sincronizacién. El movimiento sincronizado de las
disconmensuraciones sobre el substrato conmensurado, asegura que los espa-
ciados irregulares entre las disconmensuraciones son preservados en la evolu-
cion temporal y, por lo tanto, la estructura metaestable sobrevive como una
configuraciéon metaestable que se mueve y no relaja a una red regular de dis-
conmensuraciones moéviles. La figura 4.22 muestra un ejemplo del movimiento
estable de una estructura de tipo I. Cuando la fuerza externa F se ajusta fuera
del intervalo de resonancia de la velocidad relativa de la disconmensuracion, la
estructura evoluciona a una red regular de disconmensuraciones. Sin embargo,
tal relajacion puede ser extremadamente lenta.

El movimiento estable de las estructura metaestables de tipo II requiere la
condiciéon de que las velocidades v, y U3 de las disconmensuraciones avanzada y
retardada, relativas a la estructura conmensurada subyacente, tengan el mismo
valor 9, = T, en algtn intervalo finito de F. Con esta condicién, la situacion
es muy similar al caso de las estructuras de tipo I analizado en el parrafo ante-
rior, en el sentido de que el movimiento resonante de las disconmensuraciones
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Figura 4.22: Estado estacionario mévil de la estructura metaestable de tipo I. Esta
formado por disconmensuraciones elementales con A = +1/2 y una concentracion
¢ = 3/53. Aqui Ty/vy = 1/2 y ©/vg = 25/53 de modo que 0/vyg = 1 (ver ecuacion
(4.32)).

preservara la distribucion inicial de disconmensuraciones separadas. La figura
4.23 (a) muestra un ejemplo de una estructura metaestable de tipo II movién-
dose. En la figura 4.23 (b) el valor de I se fijo fuera del intervalo comin de
resonancia, y el par de disconmensuraciones se aniquilan.

Finalmente, consideramos una estructura metaestables de tipo I1I, formada
por bloques de espaciados promedio w; y wa, de modo que el espaciado prome-
dio de la estructura total viene dado por (2.49), donde X es la proporciéon (en
longitud) de la fase wy. Sean v, v1 y v9 las velocidades medias asociadas a w, wy
y we respectivamente (darse cuenta de que fijos los parametros del sistema, v
es una funcion tnica de w [44]). Para que sea posible el movimiento estable de
la estructura metaestable, es necesario que la siguiente condicién cinematica

e (4.33)

€l
HE |
&
[\]

se cumpla para algtn intervalo finito de valores de F' de resonancia comin para
las tres velocidades. Siempre que la anchura de las interfases sea mucho menor
que la separacion entre ellas, y que el valor de F' se encuentre localizado en el
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®;(t)

®;(t)

Figura 4.23: Estructura metaestable mévil de tipo II. Consiste en dos disconmensura-
ciones opuestas en una estructura de wg = 2/3. (a) F' = 0,18, a este valor de la fuerza
externa v es la misma para las dos disconmensuraciones, resultando una estructura

estable. (b) F' = 0,164, cada disconmensuracién se mueve con un valor diferente de 7,
de modo que se aniquilan.
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interior del intervalo de resonancia comun, la robustez del estado estacionario
movil sincronizado de cada uno de los bloques evita la difusion de las interfases;
éstas mantienen su separacion mientras se mueven con velocidad media ¥y

1 1\ '/®m @
Dint = <— - —) (—1 - —2> : (4.34)
w1 w2 w1 w2

Para obtener este tltimo resultado es ttil darse cuenta de que cuando la es-
tructura se mueve las particulas van pasando de una fase a otra. El niimero
medio de particulas que cruzan la interfase en una unidad de tiempo (densidad
x velocidad relativa) puede expresarse como:

w1 (01 — Vi) = wo (D2 — Ve (4.35)

y a partir de esta ecuacion de continuidad se obtiene v;,,; (4.34).

Las figuras 4.24 (a), (b) y (¢) muestran ejemplos del movimiento estable e
inestable de estructuras metaestables de tipo III. En el caso (b) la estructura
metaestable relaja a otra estructura metaestable diferente. En (c) el estado
estacionario es la estructura homogénea.

Aunque los estudios numéricos se restringen a los casos de configuraciones
metaestable periddicas, los argumentos de plausibilidad dados aqui también
se aplican a los casos de redes espacialmente cadticas de disconmensuraciones
o de interfases; esto permite afirmar que en la dinamica disipativa del mo-
delo Frenkel-Kontorova con interaccién convexa entre las particulas, pueden
observarse configuraciones estables espacialmente cadticas.
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Figura 4.24: Tres evoluciones diferentes para una mismas condiciones iniciales de una
estructura metaestable de tipo III. (a) La configuracion inicial pervive como estado
estacionario. (b) La configuracién inicial relaja a una nueva estructura metaestable de
tipo III, que permanece como estado estacionario. (c) El estado relaja a una estructura
regular movil. La condicion inicial estd definida por: wy = 1/2,we = 1, A = 32/52 (ver

(4.33)). (a)F = 0,19, (b)F = 0,22, (c)F = 0,225. En esta figura se representa la fase
relativa local donde la estructura conmensurada de referencia que se elige es wg = 1/2.
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Parte 11

La escalera de uniones
Josephson






Resumen de la segunda parte

La segunda parte de esta memoria esta dedicada al estudio de un tipo de
configuracion de red de uniones Josephson conocida como escalera de unio-
nes Josephson. Nuestro principal objetivo ha sido poner de manifiesto las
diferencias principales entre la escalera y las redes bidimensionales de uniones
Josephson, por un lado, y la escalera y el modelo Frenkel-Kontorova por otro.
El interés en las redes de uniones Josephson esta impulsado por la disponibili-
dad de técnicas de fabricacion de redes de cualquier tamano y geometria. Por
ello, la escalera de uniones Josephson es un sistema donde una rica fenome-
nologia de sucesos pueden ser tedrica y experimentalmente estudiados de una
manera controlada. Podriamos aventurarnos a indicar que las redes de uniones
Josephson son excelentes “bancos de pruebas” para la Fisica no lineal.

e Hemos demostrado la equivalencia rigurosa entre el problema del estado
fundamental del modelo Fenkel-Kontorova y la red de uniones Josephson en
el limite de despreciar campos autoinducidos (A; — 00). En contraste con la
red bidimensional de uniones Josephson, en la escalera la densidad de vortices
del estado fundamental como funcién del campo externo es una Escalera del
Diablo, con un peldano a cada valor racional de esta densidad. Existen estados
fundamentales inconmensurados (con densidad de vortices irracional), que son
descritos por una funcién hull. Esta funcién, al igual que en el modelo Frenkel-
Kontorova, sufre una transicién por ruptura de analiticidad, o transicién de
Aubry, a un valor determinado de la anisotropia de la red.

e Aunque las propiedades de equilibrio de la escalera de uniones Josephson
son las del modelo Frenkel-Kontorova con interacciones convexas, esta equiva-
lencia no se prolonga a la dinamica de la red. Asi, por ejemplo, la dinamica de
la escalera bajo corrientes continuas no muestra, en general, una curva tnica
de intensidad frente a voltaje, como ocurre para el modelo convexo.

e Fn la escalera de uniones Josephson, a diferencia del modelo Frenkel-
Kontorova, un estado fundamental no es estable en todo el rango posible de
valores de la frustracién del sistema. En particular, hemos visto que a valores
pequenos del campo la disconmensuracion elemental del estado con densidad
de vortices igual a cero es inestable, y de la inestabilidad de esta se deriva
la inestabilidad del resto de configuraciones de minima energia del sistema,
excepto el estado fundamental. La inestabilidad de esta disconmensuracion
estd relacionada con la no convexidad del potencial de interaccion entre las
fases en islas superconductoras vecinas en la red.

e En el caso de considerar los campos inducidos por las corrientes supercon-
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ductoras (A finito), el diagrama de fases de los estados fundamentales es cua-
litativamente similar al encontrado en el limite de despreciar estos campos: una
Escalera del Diablo describe la variaciéon de la densidad de vortices del estado
fundamental frente al campo externo. Sin embargo, la inclusién de los campos
magnéticos inducidos dificulta el establecimiento de una equivalencia rigurosa
entre el modelo de la escalera de uniones Josephson y el Frenkel-Kontorova.
Este punto va méas alla del objetivo de nuestro trabajo y permanece como una
cuestion abierta en espera de futuras investigaciones.

e La introducciéon de los efectos de apantallamiento del campo nos permi-
ten estudiar la variacién continua del comportamiento del sistema entre dos
regimenes magnéticos diferentes. En el limite A — oo todo el campo magné-
tico externo penetra la red, de modo que no hay apantallamiento. En el limite
A1 — oo encontramos que el flujo total de campo a través de una celda de la
escalera es nulo en aquellas celdas con vorticidad nula e igual a un cuanto de
flujo en aquellas celdas con vorticidad igual a uno.

e Al analizar la estabilidad de algunas fases metaestables simples encontra-
mos que los campos de apantallamiento incrementan los intervalos de estabi-
lidad. Cuando el campo es nulo, existe un valor de la longitud de penetraciéon
por encima del cual s6lo el estado fundamental, de densidad de vortices igual a
cero, es estable. Esto nos ha permitido hacer una conjetura sobre las corrientes
criticas de la escalera de uniones Josephson cuando los campos inducidos se
tienen en cuenta.

e En el limite A\| — oo hemos estudiado la aproximaciéon dinamica de la
escalera de uniones Josephson al equilibrio y en presencia de temperatura, en-
contrando relajacidon lenta aunque en el sistema no existe ningtin desorden
estructural. Esta dindmica vitrea es tipica de sistemas cuyo paisaje de ener-
gias en el espacio de configuraciones se caracteriza por la existencia de una
multiplicidad de estados metaestables desconectados dindmicamente, lo que
conduce a una dindmica restringida del sistema.



Capitulo 5

Introduccion

5.1. El efecto Josephson

Desde el descubrimiento del efecto Josephson, una parte importante de las
investigaciones sobre superconductividad, se han concentrado en el estudio y
aplicaciones de este efecto en diversos tipos de sistemas. Hoy dia el tema sigue

suscitando un enorme interés!.

A comienzos de los anos sesenta B.D. Josephson establecié una teoria feno-
menolégica sobre la superconductividad en metales separados por una barrera
fina de material aislante |1, 2, 3|. La teoria predice la existencia de corrientes
estacionarias a través de la unioén con voltaje cero. El origen de estas corrien-
tes superconductoras es el tinel directo del condensado de pares de electrones
entre las superficies de Fermi de los dos metales. Resultado de la teoria es que
dichas corrientes son una funcién perioédica de la diferencia invariante gauge de
la fase del parametro de orden superconductor a ambos lados de la barrera, .

En los problemas de no equilibrio la dependencia temporal de ¢ esta re-
lacionada directamente con la diferencia de potencial entre ambos lados de la
unién, lo que se traduce en una corriente superconductora alterna. Las rela-
ciones Josephson basicas para la intensidad y el voltaje a través de la unién

son:
Is = I. seny, (5.1)
h dy
= ——, 9.2
2e dt (52)

Donde I. es la corriente superconductora maxima que, a voltaje cero, la

! Clara prueba de esto es, por ejemplo, el altisimo nimero de comunicaciones sobre temas
relacionados con el efecto Josephson presentadas en el March Meeting de la APS de este afio
1996.
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uniéon puede soportar, en ausencia de fluctuaciones térmicas.

Una derivacién sencilla de dichas relaciones, extraidas del libro de Feymann
4], es la siguiente: sea 1; = /p;e® (i = 1,2) la funcién de onda del estado
superconductor en cada lado de la unién. En ausencia de campo magnético
ambas funciones estan relacionadas por las siguientes ecuaciones:

O = U+ Kby (5.3)
m% = Uyy + Kty (5.4)

donde K da cuenta de la amplitud del acoplamiento entre ambos lados. Supon-
gamos ademés que conectamos la unién a una diferencia de potencial V' con lo
que, fijando adecuadamente el cero de la energia, Uy = ¢V /2 y Uy = —qV/2,
con q = 2e. Llevando v y 12 a las ecuaciones anteriores obtenemos la corriente
que fluye del lado 1 al 2, que es p1 = —p9,

2K

J = T\/Plpz sengy, (5.5)
con ¢ = 65 — 01, y que la diferencia de potencial
h
V=—¢. 5.6
5, P (5.6)

Ademés podemos calcular la energia asociada a cada unién [5]: en un supercon-
ductor el niimero de ocupacién y la fase son variables canénicas conjugadas,
de ahi que satisfacen la siguiente relaciéon de incertidumbre

ANAG > 1 (5.7)

Como en el superconductor N ~ 10?0 y ATN ~ N~12 ~ 10710 entonces Af ~
1071 y podemos tomar hf y N como variables semiclasicas conjugadas y
cumplen las ecuaciones del movimiento

00 OH ON 10H

= = - = 5.8
ot~ oN Y ot ~hoe 58
De este modo la energia (Hi2) asociada a la uniéon se deduce de
i . _8N1 . ONy . _18H12 . 18[{12 . 18H12 (5 9)
2¢ Ot Ot  h 0%  h Oy h Oy '
siendo Bl
His(p) = cte. — 2—60 cosy (5.10)

Los sorprendentes resultados predichos por Josephson fueron contrastados
experimentalmente en muy poco tiempo. Asi, Anderson y Rowell [6] observaron
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el efecto tunel superconductor y Shapiro |7]| encontré en las curvas intensidad-
voltaje, bajo la accién de un campo de radiofrecuencias, varios intervalos de
pendiente nula separados entre si por un voltaje igual a hv/2e, los conocidos
Shapiro steps.

Josephson establecié sus resultados para una unién de efecto tiinel entre
metales separados por una barrera aislante pero existe una gran variedad de
estructuras superconductoras con acoplamiento débil (uniones débiles) que
muestran un comportamiento similar [8, 9, 10].

En 1968 Stewart [11] y McCumber [12, 13| propusieron un modelo para
describir la corriente neta total fluyendo a través de un enlace débil: el mo-
delo RSJ (resistively shunted junction). Es un modelo de dos flujos para la
corriente: la corriente superconductora debida al efecto Josephson (5.1), y una
contribucién proporcional a la diferencia de potencial, debida a la corriente de
electrones normales.

1 hAdp
I=I,+1,=1 semp—kR—NQ—ea, (5.11)
con Ry la resistencia normal en la unién. Este modelo ha resultado ser adecua-
do en la prediccion de las principales caracteristicas de sistemas con uniones
Josephson. Si la unién tiene una capacidad C apreciable, como es comiin en el
caso de las uniones tipo tiinel, entonces hemos de tener en cuenta una contri-
bucién mas a la corriente: I = C‘fi—‘t/.

Siguiendo a Lindelof [9], podemos considerar dos casos extremos de dina-
mica de una unién Josephson:

a) El caso de una fuente de voltaje constante Vy., y con impedancia cero.
Este es el caso de uniones con capacidad grande (las de tipo ttnel por ejemplo).
Entonces, la fase crece linealmente en el tiempo y la intensidad de corriente
muestra oscilaciones de frecuencia w

v
I =1.senw;yt + Rdc, (5.12)

N

Wy = %Vdc- (5.13)
h
b) El caso de una fuente de intensidad constante, 4., con impedancia infi-
nita. Esta es la descripcion apropiada en los casos de “micropuentes” y uniones
de “contacto puntual”. En estos casos la capacidad puede ser despreciada y la
ecuacién diferencial para ¢ es:

Ijc = I senp + —————. (5.14)
e
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Esta ecuaciéon puede resolverse analiticamente. El voltaje en funcion de la
corriente tiene la siguiente expresion:

0 si Ige < 1.
= (5.15)
(I3, - IHY2  si Ige > L.

Ademaés, cuando una unién es irradiada por microondas, las curvas de in-
tensidad frente a voltaje muestran una tipica estructura basada en peldanos.
Para los casos de uniones en las cuales la capacidad puede despreciarse, la
curva IV se encuentra resolviendo

do
2€RN dt '

Tac + I senwyct = I, senp + (5.16)
La sincronizacién de las oscilaciones de la fase con la frecuencia de la fuen-
te externa produce los intervalos de estabilidad (los peldafos) en la curva a
algunos, bien definidos, valores del voltaje.

h

V)Y =n—w, ; con n entero. 5.17
2
e

Las ecuaciones (5.14) y (5.16) son las ecuaciones del movimiento, en el
limite disipativo, de un péndulo impulsado por una fuerza externa. En las
secciones 3.3.1 y 4.2 tratamos este sistema de una particula que describe la
dindmica disipativa de las estructuras conmensuradas de espaciado promedio
entero del modelo Frenkel-Kontorova estandar.

5.2. Redes de uniones Josephson

Los avances en ciertas técnicas experimentales de microfabricacién, que
han tenido lugar en las dos ultimas décadas, han puesto al alcance de los
fisicos experimentales la posibilidad de estudiar redes de uniones Josephson de
cualquier tamano y geometria [14, 15, 16, 17|. Gran parte del trabajo se ha
centrado en estructuras periédicas con acoplamiento uniforme y celdas unidad
triangulares o cuadradas construidas a base de diferentes tipos de uniones
débiles. Sin embargo, también se ha investigado el comportamiento de sistemas
desordenados, con defectos, o casos exoOticos redes cuasiperiddicas, fractales
— que juegan con la geometria de la red y los tamanos de las celdillas.

El interés original en redes bidimensionales de uniones Josephson se apoya
en dos razones principales: son la versiéon discreta de una pelicula supercon-
ductora [18] y proporcionan la posibilidad de construir dispositivos de alta
frecuencia basados en la oscilacion coherente de toda la red [19].
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Las redes bidimensionales formadas por islas superconductoras acopladas
débilmente por medio de uniones Josephson constituyen un modelo para el
estudio controlado de algunos aspectos de peliculas granulares, que pueden ser
vistas como redes desordenadas de uniones Josephson. De este modo, el interés
en la transicion de fase superconductor-normal (de hecho una transicion de
Kosterlitz-Thouless [20]) en sistemas bidimensionales impuls6 buena parte de
los primeros estudios de redes de uniones Josephson [21, 22, 23, 24]. En el caso
de uniones de tipo tinel, el comportamiento de la red es similar al de peliculas
granulares; mientras que redes con otros tipos de uniones débiles (uniones de
“acoplamiento por proximidad”), se comportan como superconductores débiles
homogéneos de tipo II, con gran longitud de penetracién transversal. Desde un
punto de vista méas fundamental, una red de uniones Josephson en presencia de
un campo magnético externo constante y uniforme es una excelente realizacion
experimental del modelo XY bidimensional uniformemente frustrado.

La energia Josephson de una red de uniones débiles en presencia de un
campo magnético perpendicular a la red esta descrita por [25]

H=- Z Jij COS(@Z' — 9]‘ - Aij), (5.18)
<ij>

donde la suma se extiende sobre todas las uniones débiles entre pares de islas
superconductoras. Cuando A;; es cero (o un multiplo entero de 27) la ecuacion
(5.18) se reduce al hamiltoniano XY. Cuando A;; no es cero o multiplo de 27,
el pardmetro A;; introduce frustraciéon. Como veremos A;; esta directamente
relacionado con el campo externo, de modo que constituye un parametro de
facil control que nos permite variar el hamiltoniano de la red. Ademéas pode-
mos introducir facilmente anisotropia y desorden actuando sobre la constante
de acoplamiento J;;, que estd directamente relacionada con la intensidad cri-
tica de la union (5.1): Ji; = I.;;®o/2m. Este parametro depende tanto de la
temperatura como del campo magnético aplicado, aunque en lo que sigue no
tendremos nunca en cuenta estas dependencias. En (5.18) 6; es la fase del pa-
rametro de orden superconductor en la i-ésima isla superconductora; se asume
que es una variable clasica constante en toda la isla y que la temperatura es
suficientemente pequena como para despreciar las fluctuaciones de la amplitud
del parametro de orden. A;; es proporcional a la integral de linea del potencial
vector A entre las islas i y j de la red,

o2 [T -
— A-dl. 5.19
By /. (5.19)

Aij =
Entonces la version discreta de la ecuacion de Maxwell para el potencial vector
se traduce en

> Ay =o2rf; (5.20)

celdilla
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Figura 5.1: Configuracién, a campo cero, de las fases en una red cuadrada bidimen-
sional de uniones Josephson con un vértice.

donde f es el flujo por celdilla debido al campo externo, medido en unidades
del cuanto de flujo magnético &g = h/2e. f es el parametro que fija el grado de
frustracion de la red. El hamiltoniano de la ecuacion (5.18) es simétrico bajo
f— f+1y f — —f, de modo que sblo consideraremos valores de f en el
rango 0 < f < 1/2. En (5.20) hemos asumido que la longitud de penetracion
de London de la red, es mucho mayor que el tamano del sistema real, lo que
permite despreciar los campos magnéticos inducidos por las corrientes super-
conductoras en la red. Mas adelante, al considerar en detalle el problema de
una red de uniones Josephson con la geometria de una escalera, veremos como
la inclusion de estos campos cambia la descripcidon del sistema.

La principal excitacion elemental en estas redes es el vortice (ver figura 5.1).
Tal estado estéa especificado por una distribucién peculiar de las fases de la red
en torno a una celdilla particular p en la cual la cuantificacién del fluxoide n,
alcanza valor +1:

Z‘Pij =2m(np — f); (5.21)

esto es, la suma de las diferencias de fases invariantes gauge, ¢;; = 0; —0; — A;;
con —7 < ;; < 7, en las uniones que rodean una determinada celdilla y con
un sentido de giro definido. Definiremos la densidad de vértices w en una
red de uniones Josephson por el valor medio del nimero de vortices en la red,
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W = % Zp < nyp >, donde N es el niimero total de celdillas. La definicion del
fluxoide que hacemos en (5.21) es la version discreta del concepto de fluxoide,
@’ asociado con un hueco o una region normal en un superconductor, introdu-
cido por London (ver por ejemplo la explicacion que hace Tinkham del mismo
5]). ® = ® + cte § Jdl = § Adl + cte § JdI = 2—163%7&2 = %fﬁ@cﬁ = n®y,
donde @ es el flujo total del campo magnético a través de la regiéon considerada
y J las corrientes superconductoras en la frontera de la misma. En el limite de
longitud de penetracién mucho menor que las dimensiones del sistema, la ex-
presion anterior conduce a la cuantificacion del campo magnético. En ese caso
podemos encontrar un recorrido dentro del superconductor donde f Jdl =0 y
por lo tanto ® = ® = nd, el flujo esta cuantizado y el fluxoide coincide con el
fluxén. Sobre este limite en el caso de la red de uniones Josephson volveremos
a tratar més adelante.

En las redes donde las uniones son muy pequenas, en general, la energia
Josephson también es menor mientras que la energia de carga Ec = (2¢)?/(20)
aumenta porque la capacidad C entre las islas es muy pequenia. En tales casos
los efectos cuénticos cobran importancia (la fase y el namero de ocupacion
no pueden ser tratadas como variables clésicas) y las fluctuaciones pueden
llegar a destruir la coherencia en la red. La consideraciéon de estos efectos
sittia las redes en un nuevo régimen fisico. En el limite en el cual la energia
Josephson es despreciable frente la energia de carga la excitacién elemental del
sistema es un solitén con carga de un electrén, localizado en una celdilla y
que polariza la red. En los regimenes intermedios, donde ambas contribuciones
a la energia del sistema compiten, encontramos los dos tipos de excitaciones:
vortices (antivortices) y solitones (antisolitones) de carga eléctrica.

En lo que sigue nosotros nos mantendremos dentro de una descripcién
clasica de las redes de uniones Josephson, despreciando los efectos cuanticos
descritos en el péarrafo anterior. Entonces (y en el limite de longitud de pene-
tracion grande) la expresion cléasica (5.18) es valida para describir la energia
potencial asociada a una red de uniones Josephson en la presencia de un campo
magnético externo. Dentro de esta descripcion clasica nos falta considerar un
término cinético Hy = %Zw ViC;;Vj, donde aqui V; es el voltaje a través de
la uni6én 7. No es necesario considerar este término al estudiar las propiedades
de equilibrio de la red, ya que entonces V; ~ 0, =0 para todas las uniones. En
el caso de considerar la dinamica de la red, Hy es despreciable en muchos de
los casos (aquellas redes construidas a base de “uniones sobreamortiguadas”),
pero deber ser tenido en cuenta al estudiar redes “subamortiguadas” (casos (b)
y (a) respectivamente de la seccion 5.1)
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5.2.1. Estados fundamentales y transiciones de fase en redes
de uniones Josephson

En el caso de campo magnético nulo el hamiltoniano que describe el sis-
tema (ecuacion (5.18) con A;; = 0 para toda unién ij) es el del modelo XY.
Dicho hamiltoniano es invariante bajo la simetria U(1), que corresponde a una
rotacion uniforme de todas las fases. Los tipos de excitaciones elementales son
dos: las ondas de espin, que se dan a cualquier temperatura no nula, y los
vortices. A temperatura nula el estado fundamental del sistema estd trivial-
mente definido por §; = cte. en toda la red, lo que significa que n, = 0 en
toda la red. A esa temperatura el sistema es superconductor. Al aumentar la
temperatura las fluctuaciones térmicas estimulan la aparicién de vortices en
el sistema. Un simple célculo [20, 26] nos permite hacer una estimacion de la
energia asociada a la presencia de un vortice en la red. Dicha energia, es ma-
yor que la asociada a una excitacién consistente en un par vortice-antivértice
ligado. De este modo, a bajas temperaturas la red de uniones Josephson es
un sistema superconductor, con pares vortice-antivortice ligados de vorticidad
total nula. A cierta temperatura mayor, Tk el sistema sufre una transicion de
fase Kosterlitz-Thoules, que se manifiesta en que los pares vortice-antivortice
se desligan. La aparicién de vortices libres, excitados térmicamente, rompe el
caracter superconductor de la red, que entra en el régimen resisitivo asociado
al movimiento de los vortices libres. De este modo la Tk marca la transiciéon
superconductor-normal en una red de uniones Josephson. Esta transiciéon esta
directamente relacionada con la simetria U(1) de los estados fundamentales.

En el caso de redes frustradas la naturaleza de las transiciones de fase es
mas complicada y éstas aiin no estan plenamente entendidas. La aplicacién de
un campo magnético transversal produce la apariciéon de una densidad finita de
vortices de un mismo signo en la red. En el caso de una ldmina superconductora
uniforme, por debajo de cierta temperatura, los vortices se ordenan en una red
triangular y, incluso a temperatura cero, el movimiento uniforme de la red
destruye la superconductividad de la lamina. En una red de uniones Josephson
la situacién es diferente; la discretitud del sistema introduce un potencial de
anclaje periddico, directamente relacionado con la geometria de la red, de modo
que el estado fundamental es una red de vortices anclada en posiciones cercanas
a los minimos del potencial. Entonces, las técnicas empleadas para el estudio
de laminas superconductoras uniformes resultan inapropiadas. La red discreta
introduce una barrera de anclaje en la red de vortices, lo que mantiene el
caracter superconductor del sistema.

En el caso particular de un sistema totalmente frustrado, f = 1/2, y para
una red cuadrada, el estado fundamental es una distribucién tipo tablero de
ajedrez donde celdillas con n, = 1y n, = 0 se alternan (figura 5.2). En este
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Figura 5.2: Representacion de algunos de los estados fundamentales conmensurados
mas sencillos de una red de uniones Josephson.

caso w = f. Esta red, de celdilla unidad 2 x 2 conmensurada con el potencial
de anclaje substrato, introduce una simetria discreta, Zs, del estado funda-
mental [27]. Asociada a esta simetria, aparece un nuevo tipo de excitacién en
el sistema, que consiste en una pared de dominio entre estados fundamentales
degenerados. La excitacion a cierta temperatura de este tipo de defectos lleva
al sistema a un estado desordenado a través de una transicién de tipo Ising. Las
transiciones que ocurren en los sistemas frustrados son méas complejas que la
del caso no frustrado, dado que compiten ambos tipos de excitaciones: vortices
y paredes de dominio. Ha habido muchos estudios numéricos sobre el modelo
XY frustrado en redes triangulares y cuadradas, pero no se ha llegado a nin-
guna conclusiéon definitiva sobre la naturaleza de la transicién. La controversia
surge sobre si existe una tinica transicién o dos transiciones. Lo tnico claro es
que si no hay s6lo una transicién las dos transiciones ocurren a temperaturas
muy cercanas. Una imagen intuitiva presenta a las paredes de dominio como
responsables de un apantallamiento de las interacciones vértice-antivortice,
conduciendo a su disociacién a la misma o casi la misma temperatura que la
transicion de tipo Ising. Un escenario analogo aparece en el estudio del sistema
a otros valores no tan sencillos de la frustracion, para los cuales parecen en-
contrarse evidencias de la existencia de transiciones de primer orden |28]. Un
exhaustivo trabajo de Franz y Teitel [29] sobre las transiciones de fase a valores
de f = p/q con altos ¢ (en especial cerca de f = 0y f = 1/2) parece mos-
trar la existencia de una abrupta transicion de primer orden a T.(1/q) ~ 1/q
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de la red conmensurada anclada a una red triangular flotante de vortices que
no esta anclada respecto al potencial peridédico. El estado es similar al de la
red bidimensional de vértices en una pelicula uniforme. A esta temperatura
ocurrirfa la transiciéon de desanclaje, que marca la pérdida de superconducti-
vidad en la red y separa una fase solida anclada de una fase sélida flotante.
A una temperatura mayor T, (independiente de ¢ cuando 1/q — 0) esta fase
sufre una nueva transicién a una fase isétropa liquida de vortices. Por ultimo,
recientemente Olsson [30] afirma encontrar en sus simulaciones de Monte Car-
lo del modelo XY totalmente frustrado, una transiciéon de Kosterlitz-Thouless
seguida por una transicion Ising ordinaria con T, — T ~ 0,006 y T, ~ 0,452.

La descripcion detallada del comportamiento termodinamico del sistema
XY frustrado para distintos valores (racionales e irracionales) de f es uno de
los problemas mas intrigantes de la Mecéanica Estadistica clasica. Dejando a un
lado los posibles mecanismos que conducen a las transiciones a temperaturas
finitas entre distintas fases, como vemos, ni siquiera existe una estrategia clara
para la determinacién de todos los estados fundamentales posibles del hamil-
toniano (5.18) ordenado (esto es, J;; = J para todas la uniones de la red) a
cualquier valor de fy T = 0.

En la presencia de un campo magnético externo, las interacciones repulsivas
entre los vortices compiten con el potencial de anclaje de la red, que favorece
una determinada organizacion ordenada de los vortices formando diferentes
fases moduladas. Los primeros intentos de resolver el problema condujeron a
algunas conjeturas que luego se han visto rechazadas. Asi, Teitel y Jayaprakash
[25] buscan los estados fundamentales de algunos casos conmensurados sencillos
para una red cuadrada de uniones y frustracion racional f = p/q (figura 5.2).
Asumen que el estado fundamental consiste en una red periddica de vortices con
densidad w = f y celda unidad ¢ x ¢g. Sus resultados se basan en simulaciones
Monte-Carlo en redes ¢ X ¢ con condiciones de contorno periodicas.

Més tarde Halsey [31] propone una estructura cuasiunidimensional para
los estados fundamentales, basada en paredes de dominio diagonales. Son los
“estados escalera”. Asimismo propone una determinada dependencia funcional
para la energia y la intensidad critica de los estados fundamentales, que resulta
ser fuertemente discontinua en f. Este resultado, aunque interesante, acarrea
problemas serios para la interpretacion de los datos experimentales. Sin em-
bargo, mas tarde, Teitel [32] encontré en sus simulaciones estados de menor
energia que los propuestos por Halsey. Estos estdn caracterizados por la apa-
ricién de vacantes y paredes de dominio diagonales ondulantes. La conclusion
es que los estados de Halsey sblo son aceptables como los verdaderos estados
fundamentales en los casos de los valores racionales mas sencillos de f.

Resultados de simulaciones Monte-Carlo realizadas por Kolahchi y Stra-
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ley |33] dan evidencias de la existencia de estados fundamentales con celda
unidad 2¢ x 2¢g cuando f es un valor cercano a un racional sencillo. En este
punto conviene senalar que en cada caso se habla de estado fundamental como
aquel estado con menor energia encontrado, dejindose una puerta abierta a la
posibilidad de la existencia de otras configuraciones de menor energia.

En 1992 Vallat y Beck |34| demuestran rigurosamente que en el caso de una
red regular la energia de los estados fundamentales es una funcién continua de
f. También discuten el comportamiento de la intensidad critica y demuestran
que esta es siempre mayor que cero en el caso de un potencial de interaccién
parabdélico a trozos.

Por dltimo, nuevos estudios Monte-Carlo llevados a cabo por Straley y
Barnett [35] conducen a una mejor comprension del diagrama de fases a T = 0.
Ellos afirman ademés que las interacciones de largo alcance entre los vortices
aseguran que la densidad de vértices w es exactamente igual al flujo del campo
magnético aplicado, f.

Lo expuesto anteriormente se refiere a estudios sobre el diagrama de fases
en el caso de una red cuadrada de uniones Josephson. También interesa el
estudio de otros tipos de redes, en particular el caso de redes triangulares [36].
En estas redes se encuentra que cuando f = 1/3 existe una amplia familia
de estados fundamentales no relacionados por simetria entre si, que surgen de
la existencia de paredes de dominio de energia 0, lo que conlleva propiedades
termodinamicas bastante especiales.

En el capitulo siguiente (capitulos 6) presentaremos una caracterizacion
rigurosa del diagrama de fases de una red de uniones Josephson frustrada y
con la distribucion geométrica de una escalera |37, 38, 39|, un sistema que estéa
recibiendo considerable atencién en los dltimos anos. En el capitulo 7 veremos
como la inclusién de campos magnéticos inducidos por las corrientes en la red
modifica la descripcion de los estados fundamentales de este sistema [40].

5.2.2. Redes de uniones Josephson sometidas a corrientes ex-
ternas

Los primeros estudios sobre redes bidimensionales de uniones Josephson se
centraron fundamentalmente en las propiedades de equilibrio del sistema. Sin
embargo, mas tarde cobraron interés las propiedades dinamicas de las redes en
presencia de corrientes externas, materia sobre la que se centra, atn hoy dia,
gran parte del trabajo sobre estos sistemas|16, 17|

La introducciéon de una corriente externa permite estudiar los valores de la
corriente critica de la red a diferentes temperaturas [41]. Asimismo, las corrien-
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tes inciden en las propiedades de equilibrio del sistema; en particular, disminu-
yen el valor de la temperatura a la cual tiene lugar la transicién superconductor-
normal de la red. Esta transicion, en el caso de corrientes externas pequenas, es
esencialmente la misma que en ausencia de corrientes. Las corrientes contribu-
yen al desligamiento de los pares vortice-antivortice generados térmicamente,
lo que produce una disminuciéon de la temperatura Kosterlitz-Thouless de la
transicion. De este modo, corrientes pequenas no cambian la naturaleza de la
transicién; sin embargo, corrientes suficientemente grandes conducen al siste-
ma al régimen resistivo incluso en el limite de T' = 0, destruyendo la transicién
de fase. La transicion de desanclaje a T' = 0 de la red en ausencia de campo
puede ser reducida a la transiciéon de desanclaje de una tnica unién, que ha
sido estudiada con detalle en la seccion 3.3.1 en el marco del modelo Frenkel-
Kontorova. Esta transicién es de cardcter no lineal. A temperaturas finitas
aparece una nueva contribuciéon a la curva, debida a la existencia de vorti-
ces libres excitados térmicamente que tienen un comportamiento resistivo que
bésicamente suaviza la transicion.

El modelo mas sencillo utilizado para analizar el comportamiento dinamico
de las redes consiste en la generalizacion [41, 42, 43, 44] a redes bidimensionales
del modelo RSJ (ecuacion (5.11)) de la dindmica de una union. En este esquema
la corriente entre dos islas superconductoras vecinas ¢ y j estd dada por

Vii
RZ]’

Iij = Ic;ij sen(é’i — 6’]' — AZ]) + (522)
donde I.;; y R;; son la corriente critica y la resistencia de cada union en
lo que sigue consideraremos que ambos parametros valen lo mismo para todas
las uniones de la red. — Al escribir (5.22) estamos asumiendo que la red esté
fabricada con uniones en las cuales los efectos capacitivos son despreciables:
este es el caso de las uniones SNS (superconductor metal normal  super-
conductor), como los casos de Nb-Au-Nb o Nb-Cu-Nb que han sido estudiados
experimentalmente [45]; pero no el de las uniones SIS (superconductor  ais-
lante superconductor). V;; es la caida de voltaje entre islas superconductoras
vecinas, y estd directamente relacionado con las diferencias de fases invariantes

gauge,
d 2e
_dt (91 — 9]' — AU) = _h [/U (523)

Las ecuaciones quedan completadas por la condiciéon de la conservaciéon de la
corriente en cada nodo, que incluyen la presencia de corrientes externas:

> Iij = Liexs. (5.24)
j

Ya mencionamos anteriormente que uno de los temas que despertd mayor
interés en este campo fue la posibilidad de construir dispositivos de alta fre-
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cuencia basados en la oscilacion coherente de toda la red. Dicha posibilidad
estd basada en los efectos de sincronizacion de fase en las uniones Joseph-
son. Cuando una tnica unién es alimentada por una corriente con componentes
continua y alterna de la forma

I(t) = Iyc + Lne Senwyct, (5.25)

la dindmica de la diferencia de fases est& descrita por la ecuacion (5.16). Enton-

ces la frecuencia caracteristica del sistema, que esta asociada a la rotacion de

la diferencia de fases, se sincroniza con la frecuencia impuesta por la corriente

externa: (‘;—f> = Nwae con n entero, lo que produce peldanos — los Shapiro steps
en la curva intensidad-voltaje (ver ecuacion (5.17)).

Gran parte de los experimentos, las simulaciones numeéricas y los estudios
tedricos de redes de uniones Josephson se han centrado en el comportamiento
de las redes sometidas a este tipo de corrientes (el articulo de revision de
Dominguez y José |46] incluye una extensa lista de referencias a estos trabajos).

Cuando una red cuadrada de N x N uniones Josephson, en ausencia de
campo, es alimentada por una corriente externa de la forma (5.25) se encuen-
tran Shapiro steps gigantes a valores del voltaje
thac

2e¢ '

donde V,, mide el voltaje entre los dos extremos opuestos de la red conectados

Vi,.=n

(5.26)

a la fuente de intensidad. En este caso cada unién en la red se comporta de un
modo totalmente anélogo a como lo hace una tnica unién y en los peldanos
todo el sistema oscila de modo coherente lo que resulta en la sincronizacion de
la red a valores del voltaje N veces mayores que los encontrados en el caso de
una uniéon (ecuacion 5.17). El hecho de que se hayan observado Shapiro steps
gigantes incluso en redes imperfectas indica que el fenémeno de la sincroniza-
cion es bastante robusto [47|. Esto, unido a algunas otras ventajas técnicas del
empleo de redes bidimensionales en lugar de otros sistemas (por ejemplo N
uniones idénticas conectadas en serie) condujo a la construcciéon y estudio de
dispositivos de emisién coherente basados en redes bidimensionales de uniones
Josephson [48].

En la presencia de un campo magnético externo f = p/q los efectos de con-
mensurabilidad entre la red de vortices y la red de uniones Josephson conducen
a la aparicion de nuevos peldanos, los Shapiro steps gigantes fraccionados,

a valores del voltaje
~ 1 Nhwgc

”/q_E 2¢

(5.27)

Estos nuevos peldanos estian asociados con la oscilaciéon coherente de la red
de vortices del estado fundamental estatico. Los peldafios se entienden como
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el desplazamiento, sincronizado con la fuerza externa, de la red de voértices de
uno a otro de los ¢ estados fundamentales degenerados relacionados entre si
por operaciones de simetria.

Tanto los Shapiro steps gigantes como los Shapiro steps gigantes fracciona-
dos han sido observados experimentalmente |49, 50, 51| en diversos sistemas y
encuentran explicaciéon dentro del marco del modelo RSJ de uniones Josephson.

Posteriores experimentos en este tipo de redes mostraron la existencia de
peldafnios inesperados, a valores del voltaje Vo (n,q,s nameros enteros), los
Shapiro steps subharmdénicos. La aparici(’fn de peldanos subharmonicos
fue una sorpresa dado que es bien sabido que una tnica unién de capacidad
despreciable no muestra subharmonicos en la curva IV [52, 53|. Los primeros
resultados numéricos en el marco del modelo RSJ dieron resultados controver-
tidos: aquellas simulaciones en las que se emplearon condiciones de contorno
libres mostraban claras evidencias de subharmonicos, en oposicién a la ausen-
cia de éstos cuando las simulaciones se realizaron empleando condiciones de
contorno periddicas. Por esto, en un principio la existencia de éstos se atribuy6
a las condiciones de frontera de las redes. En todo caso ninguna simulacién
encontré subharmonicos en las redes no frustradas (f = 0). La manifestacion
de subharmoénicos también en experimentos realizados en la ausencia de campo
magnético, contribuyd a crear cierto desconcierto sobre el origen y la naturale-
za de estos. Simulaciones posteriores, més detalladas, mostraron la existencia
de una completa estructura de subharmonicos (incluso se llega a hablar de
una Escalera del Diablo [54, 55]) en las curvas IV de los sistemas frustrados
cuando se emplean cualquiera de los dos tipos de condiciones de contorno pro-
puestas. Sin embargo, las simulaciones no encontraron existencia de éstos en
los casos de ausencia de campo externo. La existencia de subharmoénicos en
las redes frustradas y su no existencia en los casos no frustrados, coincide con
lo encontrado en el modelo Frenkel-Kontorova (capitulo 4 de esta memoria) y
clarifica que el anéilisis de este problema en el caso de un sistema con pocos
grados de libertad no puede ser reducido al caso del sistema con s6lo un grado
de libertad.

Aun queda por dar explicacién a los experimentos que mostraban la exis-
tencia de subharmoénicos a campo externo nulo. Estos peldanos no encuentran
explicacion dentro del modelo RS.J, que habia resultado eficaz para dar cuenta
del resto de los fenémenos de sincronizacién de fase en redes de uniones Jo-
sephson. D. Dominguez y J. V. José [46, 56| identifican los subharmonicos con
la existencia de un estado (asymmetric coherent vortex state, ACVS) dinamico
especial cuyo origen es la ruptura, por el mecanismo que sea — ellos estudian
dos: desorden y campos inducidos en los limites de la red, de la invariancia
traslacional del sistema, y que desaparece cuando cualquiera de las dos con-
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Figura 5.3: La figura representa la red unidimensional de uniones Josephson (repre-
sentadas por cruces) conectadas en paralelo. Dicha red es modelada segin el circuito
mostrado la derecha [58] lo que conduce al conjunto de ecuaciones (5.28).

tribuciones a la corriente externa (la continua o la alterna) es apagada. Las
corrientes fluyendo en la red (con f = 0) producen una distribuciéon antisi-
métrica del campo magnético inducido, que es méaximo en los extremos de la
red. Esta distribucién rompe la invariancia traslacional de la red y sirve para
generar el estado dindmico responsable de la existencia de los subharmoénicos.
La presencia de los campos magnéticos inducidos en aquellos sistemas en los
cuales la longitud de penetraciéon no es muy grande, es suficientemente impor-
tante para variar el esquema microscopico de comprension de los Shapiro steps
gigantes fraccionados [46] .

5.3. Red unidimensional de uniones Josephson en pa-
ralelo

Antes de finalizar este capitulo introductorio a las redes de uniones Joseph-
son vamos a describir la red unidimensional de uniones de tipo ttnel conecta-
das en paralelo (ver figura 5.3). La razon es que las ecuaciones que describen
el comportamiento dinadmico de la red son las del modelo Frenkel-Kontorova
amortiguado [57, 58, 59, 60]:

Pon | dp

+a—" + senp, + vy —

1
di2 dt (Yn-1—2¢n + ©py1) = 0. (5.28)

a2

donde a es el parametro de discretitud, « la constante de amortiguamiento,
v la corriente impulsora normalizada, y ¢, la diferencia de fases entre ambos
lados de la n-ésima unién. Ademas esta configuraciéon es una version discreta de
la linea de transmision de union Josephson (Josephson-junction transmission
line) una uni6on Josephson larga cuya dindmica esté descrita por la ecuacion
de sine-Gordon perturbada [61], de ahi que al sistema de ecuaciones (5.28)
también se le llame sine-Gordon discreto.

Estas redes pueden fabricarse con una geometria anular, de modo que en
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(5.28) se impongan condiciones de contorno periddicas. Se ha prestado una
atencién especial al estudio de la dindmica de fluxones y la radiacién producida
por su movimiento alrededor de la red. La inclusiéon de una corriente alterna
adicional (entonces -y es una funcion periodica del tiempo en la ecuacion (5.28))
introduce una nueva escala de tiempo en el problema, incrementando en gran
medida su complejidad. En los tltimos anos han aparecido muchos trabajos
dedicados a estudios numéricos y aproximaciones analiticas a estas ecuaciones.
La enorme variedad de fen6menos que estas ecuaciones muestran constituye
uno de los mayores retos en el campo de los sistemas dindmicos no lineales
espacialmente extendidos, que presumiblemente concentrard gran atencién en
los anos venideros. Dos articulos recientes de revision sobre la dindmica del
modelo Frenkel-Kontorova (o modelo sine-Gordon discreto) son los trabajos de
Floria y Mazo [62] sobre la dindmica en el limite sobreamortiguado, y el de
Kivshar [63] sobre la dinamica en el limite subamortiguado.



Capitulo 6

Propiedades de equilibrio de la
escalera de uniones Josephson

6.1. EIl modelo

En esta seccion abordamos el problema de la determinaciéon de los estados
fundamentales de una red anisoétropa (J;; = J, donde o = z,y) de uniones
Josephson con la geometria de una escalera (figura 6.1) y en presencia de un
campo magnético externo H perpendicular al plano de la escalera. El objetivo
es presentar una descripcién rigurosa de los estados fundamentales del sistema
(T = 0) y las transiciones entre estos, problema que, como hemos visto en
la seccién anterior, no estd resuelto para la red bidimensional. La peculiar
geometria de la escalera, que se manifiesta en las condiciones de frontera libre
para los brazos superior e inferior de la misma, se traduce en un diagrama de
fases muy diferente al del caso bidimensional. En particular, la densidad de
vortices del estado fundamental es, en general, diferente de la frustracion.

Anteriormente a nuestro trabajo [37]|, Kardar primero [64, 65] y mas tarde
Granato [66, 67, 68, 69, 70| han estudiado problemas de equilibrio en la esca-
lera de uniones Josephson. Kardar identifica el modelo de Frenkel-Kontorova y
la escalera de uniones Josephson con un gas de Coulomb dual. Para ello nece-
sita hacer varias aproximaciones al potencial de interacciéon. Posteriormente se
ocupa del caso de uniones con capacidad muy pequena, en las que los efectos
cuanticos son importantes. Mantiene su aproximacion al potencial de interac-
cion, lo que le lleva a estudiar el sistema en relaciéon con el modelo sine-Gordon
cuantico. Los trabajos de Granato se dedican a estudiar las transiciones de
esta version cuantica del modelo XY, a distintos valores de la frustracion.

En este trabajo nos mantendremos siempre en la aproximacion clasica a la
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Figura 6.1: Representacion esquemética de la escalera de uniones Josephson. La ecua-
cion 6.2 da el hamiltoniano de interaccion de este sistema

red de uniones Josephson. Usamos la descripcion dada en la seccién 5.2 de la
energia de la red. El hamiltoniano (5.18) describe la energia potencial del siste-
ma como suma de las energias de acoplamiento Josephson entre islas vecinas.
En esta aproximacion estamos despreciando los efectos de apantallamiento del
campo debidos a las corrientes superconductoras en la red, lo que es véalido
para longitudes de penetraciéon de la red mucho mayores que el tamano de la
celdilla. Por esto, los valores de A;; en (5.18) estan totalmente determinados
por el campo externo y la gauge elegida: en ausencia de campos inducidos el
campo magnético externo penetra totalmente la red, en esta situaciéon no hay
cuantizacion del flujo y la densidad de vortices de una configuracion (calculado
a partir de la ecuacion (5.21)) no es una densidad de cuantos de flujo, sino de
cuantos de fluxoide. En la siguiente seccién veremos céomo la consideracion de
campos magnéticos inducidos por las corrientes cambia esta descripcién.

Para calcular el valor de A;; en cada unién es necesario fijar una gauge
para el calculo del potencial vector. Es particularmente conveniente considerar
un potencial vector paralelo al eje longitudinal de la escalera y con sentido
opuesto en cada rama de la misma (ver figura 6.1): A = Hy# (se cumple que
VxA=H = —HFE), siendo (ia, 5) la coordenada de una isla del brazo superior
y (ia,—%5) la coordenada de una isla del brazo inferior. Calculando los valores
de A;; segtin la ecuacion (5.19) obtenemos:

nf sii=(ia,§), j=((i+1)a,})
Aiyj= —nf sii=(ia,—5), j=({+1)a,—3) (6.1)

0 si i = (ia,5), j
donde f = Ha?/®q. Puede verse que se satisface la ecuacion (5.20).

El hamiltoniano que describe la escalera anisétropa de uniones Josephson
en presencia de un campo magnético es:

H= -5 ,[Jzcos(0; — i1 —7f)

+Jy cos(0; — 0;,, +7f) + Jy cos(0; — 6;)] 02
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donde se ha elegido 0; para designar a la fase del parametro de orden super-
conductor en una isla de la rama superior y 6} para las islas de la rama inferior.
El hamiltoniano (6.2) es invariante por rotacion uniforme de todas las fases.
Ademés encontramos otras dos simetrias importantes:

» Es periodico en f, con periodo igual a 1. La configuracion {6;, 6} cuando
f = fo es equivalente a la configuracion {;+im, 0}+ir} cuando f = fo+1.

» Es antisimétrico bajo reflexion en f = 0. La configuracion {6;,6;} cuando
f = fo es equivalente a la configuracion {—6;, —6.} cuando f = —fy.

Estas dos ultimas simetrias del sistema permiten que nos restrinjamos al estu-
dio del modelo para valores de f dentro del intervalo [0, %]

6.2. Estados fundamentales

Es conveniente reescribir el hamiltoniano (6.2) en términos de dos nuevos

. . . 0,+0"
conjuntos de variables, centro de masas y coordenadas relativas: y; = '; L

0 = 01-%9;, que definimos imponiendo cos(yp; — @i+1 — 7 f) > 0 para todos los
1. Esta condicion es alcanzable de la consideracion de 6; o 6; + 27, estados que
son fisicamente equivalentes pero corresponden a valores de @; desplazados en
7. Con este cambio la ecuacion (6.2) adopta la siguiente expresion:

H= —3%,[2J; cos(xi — Xi+1) cos(p; — @ip1 — 7 f) (6.3)
+Jy cos(2¢;)] '

El nuevo hamiltoniano presenta la ventaja de que las nuevas variables estan
desacopladas. Ya que cos(y; — piy1 — mf) > 0 para todo i, es facil ver que las
configuraciones de fase que minimizan (6.3) cumplen x; — x;+1 = 0; esto es
Xi = cte., una constante arbitraria (independiente de 7). La simetria del sistema
bajo rotacién uniforme de todas las fases nos permite fijar arbitrariamente esta
constante. Sea y; = 0, entonces 0, = —0; y ¢; = 6;. Esta nueva simetria de los
estados fundamentales entre las fases en ambos brazos de la escalera, conduce a
la equivalencia entre (6.2) y (6.4) en lo que respecta a los estados fundamentales
y otros minimos locales de la energia:

H=-J, Z [2 cos(b; — 011 — wf) + h cos(26;)] (6.4)

con h = Jy/J,, el parametro que describe la anisotropfa.

Dada la simetria del hamiltoniano bajo rotaciéon uniforme de todas las fases,
el conjunto de estados fundamentales del sistema es un continuo. Sin embargo,
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cuando escribimos (6.4) nos estamos restringiendo a algunos de ellos, asociados
a 0/ = —0;, que corresponde a favorecer, ltimo término de (6.4), ; = 0o 7.

El hamiltoniano (6.4) describe un modelo XY quiral unidimensional en un
campo de anisotropia. Ha sido propuesto y estudiado [71, 72, 73] para describir
algunos sistemas casi unidimensionales, como ondas de densidad de espin, de
densidad de carga y polimeros helicoidales. Como vimos en el capitulo ante-
rior, entre la variedad de diferentes modelos introducidos para estudiar estos
sistemas de fases moduladas, el modelo de Frenkel-Kontorova es uno de los
més estudiados. La diferencia fundamental entre el modelo Frenkel-Kontorova
estandar (2.2) y este modelo XY (6.4) es el signo de la convexidad del potencial
de interaccion entre vecinos. Las propiedades de equilibrio de estos modelos de-
penden crucialmente de la convexidad de este potencial [72]. Esta es la razon
por la que, en principio, este modelo no pertenece a una clase general de mo-
delos unidimensionales de estructuras moduladas, estudiados por Aubry [74],
cuyas propiedades de estado fundamental estan perfectamente caracterizadas.
Sin embargo, puede probarse |75, 76] que los estados fundamentales de (6.4)
nunca hacen uso de la parte no convexa del potencial de interacciéon, por lo que
este modelo XY quiral es uno de los casos especiales de modelos no convexos
cuyos estados fundamentales son equivalentes a los de los modelos convexos del
tipo Frenkel-Kontorova estandar, estudiados por Aubry |74]. Por supuesto, la
situaciéon podria ser muy diferente si se consideran otros aspectos del modelo
que no sean los estados fundamentales.

A continuacién vamos a presentar un breve esquema de los argumentos
que conducen a la equivalencia de los estados fundamentales del modelo (6.4)
y el conjunto de modelos convexos estudiados por Aubry: escribamos (6.4)
del modo semejante al empleado en el capitulo 2 al introducir los modelos
Frenkel-Kontorova (2.1)

H =3 [V(u;) + W(uj1 — uy)]
V(uj) = —Jy cos(2mu;) (6:5)
W(ujp1 —uj) = W(y) = —2J, cos(mujp1 — mu; + 7f)).

Nos preguntamos sobre las configuraciones {u;} que son el estado fundamen-
tal de (6.5) para unos determinados valores de los parametros del sistema.
Siguiendo a Chou y Griffiths |75] vamos a llegar a la siguiente conclusion: en
la condicién de ser la configuracion estado fundamental, el potencial de inter-
accion W (y) en (6.5) puede ser reemplazado por

W*(y) = min W(m +y), (6.6)

donde m es igual a 0 0 a 1. Vamos a ver que esto es asi. Sea {u;} la configuracion
estado fundamental y supongamos que para algin j = p se tiene que W (y,) >
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Figura 6.2: La figura muestra las tres funciones W, W* y W, que aparecen en la
discusion de la equivalencia de los estados fundamentales del modelo (7.4) y otros
modelos convexos.

W*(yp) lo que impediria reemplazar W (y) por W*(y). Si esto es asi, siempre
r_
L=
j > p. En este caso y; = y; para todo j # py y,, = yp — 1. Entonces, vemos que
Wi(y,) = Wy, — 1) = W*(yp) < W(yp) lo que nos dice que la configuracion

{u;} no es el estado fundamental.

. ., , . ;o .
podemos construir la configuracion {uj} con u uj sij<pyu;=u;j— 1 si

Dicho de otro modo, encontramos que los estados fundamentales de (6.4)
son tales que los valores de u; — u;_1 siempre descansan en la zona convexa
del potencial de interaccion W. La figura 6.2 muestra el resultado de calcular
W*(y) para el modelo (6.5). Las curvas més finas muestran W(y) y W(y + 1)
para un caso f = 0, mientras que la curva més gruesa muestra W*(y), que como
vemos, es una funcién convexa “a trozos”. Sin embargo esta misma funcion
puede ser obtenida a partir de un potencial de interaccion W,(y) convexo
(linea de puntos en la figura). La equivalencia entre los estados fundamentales
de W, W* y W, muestran que las propiedades de los estados fundamentales del
modelo XY quiral anisotropo definido por (6.4) son las mismas que las de los
estados fundamentales de la clase de modelos convexos estudiados por Aubry.
Este resultado se extiende a todas aquellas configuraciones de minima energia
(capitulo 2) que no visiten la parte no convexa del potencial de interaccion.

La fisica esencial del sistema es la competicién entre el término de aniso-
tropia, que deriva de los acoplamientos Josephson en las uniones verticales y
tiende a fijar el valor de las fases a 0 o 7; y el término de interaccion, con origen
en las uniones horizontales, que tiende a fijar 6; — 0,11 = 7 f; esto es, intenta
conservar el valor de la densidad de vortices igual al valor de la frustracién,



142 Capitulo 6. Propiedades de equilibrio de la escalera de uniones Josephson

w = f. Las configuraciones de fase de estado fundamental a un valor dado de
los parametros del modelo (h, f) son el resultado del compromiso entre las dos
tendencias que compiten. Para calcularlos numéricamente usamos el método
de los potenciales efectivos |75, 77, 78, 79| que es el método estandar para
obtener el diagrama de fases de este tipo de modelos.

El método de los potenciales efectivos es un método exacto en la deter-
minacién del estado fundamental, dentro de la discretizacién en la variable
estudiada (la fase ; en nuestro caso), que es aplicable a cualquier variante del
modelo Frenkel-Kontorova o similares, sin necesidad de imponer convexidad
en el potencial de interaccién. Proporciona una aplicaciéon definida sobre los
valores de la variable a partir de la que se obtiene el estado fundamental del
sistema e informacion sobre las disconmensuraciones elementales (ver seccion
2.2), su energia de formacion y desanclaje. En grandes rasgos, podemos decir
que se basa en calcular el, asi llamado, “Potencial Efectivo que experimenta
una determinada particula de una cadena infinita, cuando se fija su posicién
a un valor cualquiera dejando el resto de la cadena, que relaje hacia el estado
fundamental. Ese Potencial Efectivo es precisamente aquel del que deriva la
fuerza que debemos ejercer sobre la particula para mantenerla en esa posicion.”

[79]

Como se ha dicho, el método es exacto dentro de la discretizacion en la
variable empleada. Cuando se usa en combinacién con otros métodos de deter-
minaciéon de minimos locales de la energia — soluciones estables a la condicién
de equilibrio de fuerzas, 0H(x;)/0x; = 0, o técnicas de relajacion  da la
configuracién de estado fundamental con una precisién arbitraria. El método
de potenciales efectivos da el estado fundamental en el limite termodinamico
del sistema, de modo que no hace falta imponer condiciones de contorno. En
otros métodos de relajacion y de Newton y en las simulaciones de dindmica
molecular es necesario usar condiciones de contorno periédicas en la direccion
longitudinal compatibles con la conmensurabilidad del estado fundamental,
que es determinada exactamente por el método de los potenciales efectivos.

El método de potenciales efectivos calcula la configuracion de fases {6;} que
es estado fundamental de (6.4) a un valor determinado de h y de f. Entonces,
como hemos visto, el estado fundamental de (6.2) corresponde a la configura-
cion {6;,0;}, con 0, = —6;. Las fases 6 y 6’ no son cantidades invariantes gauge,
por lo que dependen de la eleccion particular del gauge que hemos hecho. Las
cantidades fisicamente interesantes son las diferencias de fases invariantes gau-
ge, vij = 0; —0; — A;;, en cada union, con ellas podemos calcular las corrientes
superconductoras (5.1), los voltajes (5.2) y la vorticidad (5.21) de cada celda.

La figura 6.3 presenta el resultado del calculo del diagrama de fases de
los estados fundamentales de la escalera, donde, por claridad, s6lo mostramos
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Figura 6.3: Diagrama de fases de la escalera calculado usando el método de los po-
tenciales efectivos. Cada fase estd definida por el valor de w y, por claridad, s6lo
representamos algunas de las lineas de transicion.

algunas de las lineas de transiciéon entre fases diferentes. Caracterizamos cada
fase por el valor de la densidad de vértices, w. La figura 6.4 muestra, como
predicen los argumentos rigurosos mencionados anteriormente, que a un valor
dado de h, w(f) es una Escalera de Diablo: una funcién continua pero que en
cada valor racional de w muestra un intervalo de valores de f para los cuales
w es constante.

Este diagrama de fases es muy diferente del de la red is6tropa bidimensio-
nal, en el que se asume que no existen intervalos de estabilidad en los valores
racionales de w, y w = f en todo el diagrama. En el caso de la escalera, sin
embargo, la densidad de voértices no es igual al campo. Dentro de cada una de
las lenguas del diagrama la configuracién que es estado fundamental cambia
con la frustraciéon y la anisotropia pero sin que cambie w.

Fisicamente, la reaccién del sistema a un cambio del campo externo consiste
en una variacion de las supercorrientes que compensan los cambios en el campo
externo sin que varie la densidad de vortices (fluxoides) en la red. En el caso
de un estado fundamental y densidad de vortices nula es tentador hablar de
este efecto como un tipo de efecto Meissner. Sin embargo el campo magnético
penetra totalmente la red, no hay expulsion de flujo, y por eso el valor de f para
el cual la fase de estado fundamental cambia no puede ser interpretado como
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Figura 6.4: Funcién w(f) de los estados fundamentales de la escalera de uniones
Josephson a h = 0,4. La funcién es una Escalera del Diablo: una curva continua con
un peldano para cada valor racional de w.

0.2

f

Figura 6.5: Energia del estado fundamental (figura 6.4) como funcion del campo ex-
terno, h = 0,4.
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Figura 6.6: Varios ejemplos de la distribucién de vértices en estados fundamentales
de la escalera de uniones Josephson.

el analogo al campo critico de superconductores: es la densidad de fluxoides la
que cambia, no la densidad de flujo.

Aunque w(f) muestra un aspecto muy complejo, la energia de los estados
fundamentales es una funcion continua de la frustracion (ver figura 6.5). Este
resultado fue probado rigurosamente por Vallat y Beck [34] en redes bidimen-
sionales y es también valido en la escalera.

La configuracién de vortices n; correspondiente al estado fundamental de
densidad w(< 1) esta explicitamente dada por

n; = E,(iw + «) (6.7)

con « una constante arbitraria y =, (z) = E,(z + 1) la funcién caracteristica
del intervalo [0,w):

1 si0<zr<w
{ ~ (6.8)

0 stw<zx<l

Si w es racional, n; es una secuencia periddica con periodo el minimo posible; si
w es irracional es una secuencia cuasiperiodica (hablaremos de estados conmen-
surados e inconmensurados respectivamente). La figura 6.6 muestra ejemplos
de estados fundamentales conmensurados (w = p/g, con p,q primos entre si)
en distintos lugares del diagrama. La secuencia de las cantidades invariante
gauge es periddica, de periodo el minimo posible compatible con la vorticidad
del sistema. Este no es el caso de otras variables; asi por ejemplo, con el gauge
que hemos elegido (6.1), la secuencia de las fases en cada isla es periodica, pero
de periodo doble del minimo posible.

A cualquier valor de h, los estados fundamentales conmensurados estan
anclados. Una configuracion estd anclada cuando existe un valor finito de la
corriente I; intensidad de desanclaje tal que si una corriente de intensidad
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Figura 6.7: (a) Una disconmensuracion elemental con w = 0. Mostramos las fases y
la vorticidad. (b1) Las dos posibles secuencias de vortices del estado fundamental de
w = 1/2. (b2) Disconmensuracién elemental de w = 1/2.

I < I; se inyecta en cada isla de la rama superior y se extrae de cada isla de la
inferior, la configuracién de vértices no cambia. La corriente externa causa una
fuerza en el sistema que tiende a mover los vortices en la direccién longitudinal
de la escalera, pero la discretitud del sistema introduce una fuerza de anclaje
en cada voértice, que compite con el efecto de la corriente externa. En el caso
del estado fundamental con w = 0, el efecto de la corriente es hacer girar en
sentido contrario las fases de los brazos superior e inferior de la escalera; esto
es, manteniendo la simetria 6; + 9; = 0 de nuestra descripcion. Para valores de
I < I; las fases cambian a una nueva configuraciéon de equilibrio y el voltaje
entre las uniones es nulo, de modo que la red sigue siendo un superconductor.
Para valores de la corriente externa por encima de la corriente de desanclaje, las
configuraciones de las fases cambian en el tiempo — no hay soluciones estéticas
y se puede medir un voltaje entre las uniones.

Las transiciones entre diferentes fases son del mismo tipo que las encontra-
das en el modelo Frenkel-Kontorova. Esto significa que la energia de creacién
de un defecto elemental (también llamado disconmensuracion elemental) es
cero en el punto de la transicién, lo que posibilita que se de la transicion
Conmensurada-Inconmensurada (ver capitulo 2). Una disconmensuracion ele-
mental en la escalera de uniones Josephson corresponde con la aparicién o
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desaparicion de un vortice (ver figura 6.7) y es una configuracion de minima
energia que no es el estado fundamental (ver seccién 2.2). En el caso de una
fase conmensurada con vortices, la aparicion de una disconmensuracion ele-
mental corresponde a una pared de dominio que separa estados fundamentales
equivalentes que estan desplazados relativamente entre si. La pared de dominio
lleva asociada un incremento (o decrecimiento) minimo de la densidad local de
vortices (ver figura 6.7 para un ejemplo), lo que no provoca variaciéon en la
densidad total w. Es importante senalar que una disconmensuracién elemental
no puede ser obtenida a partir de un estado fundamental mediante un niimero
finito de cambios locales, sino que involucra la redistribucién de una porcién
seminfinita de la escalera.

Los estados inconmensurados muestran dos regimenes diferentes que estan
separados por una transicion de Aubry|74] (ver seccion 2.3). La transicion ocu-
rre a un valor critico h. de la anisotropia de la red, que depende del niimero
irracional w. Por debajo de este valor critico, el estado fundamental estd desan-
clado. La aplicacion de cualquier corriente externa es capaz de hacer deslizar
la estructura de vortices del estado inconmensurado, lo que se refleja en la
aparicion de voltaje en las uniones; la red no es superconductora. Ademaés, los
estados inconmensurados por debajo de la transicion de Aubry no son defecti-
bles (no admiten defectos en la red de vortices). En este régimen las diferencias
de fases invariantes gauge, v;;, del estado fundamental definen una funcién hull
que es analitica. Asi, en las uniones verticales v; = 6; — 0, = g(—2nwi + (),
con (3 una constante arbitraria (ver figura 6.8).

A valores de h por encima de la transicién de Aubry los estados fundamen-
tales estan anclados. Como ocurre con los estados conmensurados, la corriente
de desanclaje del estado es diferente de cero con lo que la red muestra un
comportamiento superconductor. Los estados fundamentales atin pueden ser
descritos por una funcién hull, pero que en este caso no es analitica, sino que
presenta un numero infinito de discontinuidades (ver figura 6.8).

Hemos estudiado el valor critico h. de la anisotropia al cual ocurre la tran-
sicion en el caso de un niimero irracional aureo: w, = (3 — 1/5)/2, obteniendo
he ~ 0,490... . Esta estimacion puede ser mejorada usando una aproximacion
racional mejor (nosotros hemos usado w = %) al irracional w;. Basandonos
en la plausibilidad de la irrelevancia de las desviaciones del potencial de in-
teraccion respecto a su aproximacion cuadratica, en el estudio de estados fun-
damentales del sistema, podemos conjeturar que la principal discontinuidad
de la funcién hull, en el caso de una densidad de vortices irracional durea, se
comporta como A ~ (h — h.)%, con € = 0,712, el exponente critico obtenido
por Mackay [80] para la transicion de Aubry en el modelo Frenkel-Kontorova
estandar. La corriente de desanclaje, I;, para la estructura inconmensurada
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Figura 6.8: Funcién hull de la diferencia de fases invariante gauge, en las uniones
verticales de la escalera, del estado fundamental w = 13/34. Este estado nos permite
acercarnos al estudio de una fase inconmensurada, w irracional. Por encima de un valor
critico de h la funcién es discontinua con infinitas discontinuidades, y es analitica para
valores de h menores que el critico. En este ejemplo h. ~ 0,49.

aurea ha sido estimado usando simulaciones en la aproximacion RSJ [38]. Se
ha mostrado que I escala con (h — h.)” con v = 2,75, cercano a la estima-
cion v = 3,011, de MacKay (seccion 2.3) para el modelo Frenkel-Kontorova
estandar.

6.3. Metaestabilidad

Una de las caracteristicas de los modelos frustrados es la existencia de un
gran numero de estados metaestables, lo que influye en la naturaleza de la
aproximacién dindmica al equilibrio. Estas configuraciones son minimos loca-
les de la energia — soluciones estables de las ecuaciones de equilibrio, ‘g—g =0

distintos del estado fundamental. Como extensién de los resultados obteni-

dos por Aubry [81, 82] en el modelo Frenkel-Kontorova, es plausible afirmar
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la existencia de estados metaestables cadticos en la escalera de uniones Jo-
sephson. En esta seccién vamos a estudiar algunos aspectos relacionados con
la metaestabilidad en la escalera de uniones Josephson.

Nuestra descripciéon del espacio de configuraciones nace del estudio de la
estabilidad lineal, bajo pequenas variaciones del campo externo, de un conjunto
muy restringido de fases, aquellas que son el estado fundamental en algtn
rango de los pardmetros del modelo. Nos mantendremos siempre dentro de
valores del campo tales que la frustracion f esté comprendida entre 0 y 1/2.
El procedimiento seguido es el siguiente:

a) Usando el método de los potenciales efectivos obtenemos la configuracion
estado fundamental a un valor de los parametros (f, h) del modelo en el
interior de una lengua conmensurada de densidad de vortices w.

b) A continuacion, variamos finamente el parametro f (normalmente §f ~
10~3) y usamos un método de Newton para resolver el sistema de ecua-

ciones no lineales gTH = 0, con H definido por (6.2), lo que permite
determinar la configuraciéon de equilibrio a cada nuevo valor de f.

¢) En cada paso, hacemos el andlisis de la estabilidad lineal de la solu-
cion, calculando el espectro de valores propios de la matriz de pequenas
perturbaciones en torno a la posicién de equilibrio, {%}. Con esto

conocemos el cardcter extremal de la configuracion obtenida tras b).

En todos los casos encontramos un valor propio igual a cero, que correspon-
de a la invariancia (una simetria continua) del hamiltoniano (6.2) bajo rotacion
uniforme de todas las fases. Si el resto de los valores propios son todos positi-
vos, la configuraciéon es linealmente estable, y el estado es un minimo local de
la energia con el valor fijo de w que estamos considerando. Cuando el menor
de los valores propios es negativo, la configuracion es linealmente inestable lo
que corresponde a otras configuraciones de equilibrio no minimos locales de la
energia.

En la figura 6.9 mostramos la evolucién del menor valor propio no nu-
lo de la matriz de estabilidad lineal de algunas fases conmensuradas (w =
1/2,1/3,1/4,1/5,2/5), a diferentes valores de f cuando h = 1,0 (J, = J,). No
es sorprendente que el rango de estabilidad sea mucho mayor que el intervalo
de valores de f para los cuales un estado dado es el estado fundamental: una
transicion Conmensurada-Inconmensurada no tiene asociada la pérdida de la
estabilidad lineal de la fase conmensurada, que sigue siendo un minimo de la
energia. La transicién corresponde a un valor nulo de la energia de creaciéon
de una disconmensuracién elemental, una caracteristica que no se manifiesta
en un andlisis de estabilidad lineal. En el limite del intervalo de estabilidad el
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Figura 6.9: Menor de los valores propios no nulos de la matriz de estabilidad lineal de
una fase a diferentes valores del campo. La imagen muestra algunos estados conmen-
surados simples a h = 1,0. Los circulos marcan el punto de la transicién de estable a
inestable de una configuracién cuando f decrece.

cardcter extremal de la configuracién cambia, y alli ésta no es un minimo de
la energia.

Hemos observados que en el interior de un intervalo de estabilidad las di-
ferencias de fases invariantes gauge 7;; de la configuracién se encuentran com-
prendidas dentro del intervalo (—m/2,7/2). Esto corresponde a valores de 7;;
dentro de la zona convexa del potencial de interaccién. Conforme nos acer-
camos al limite de la zona de estabilidad, esta diferencia, en algunas de las
uniones, se acerca a la zona de no convexidad del potencial y en el punto
de cambio de estabilidad es igual a /2 o —m/2. Desde el punto de vista de
las corrientes superconductoras en la red, el sistema se opone a un cambio
del campo aumentando o disminuyendo las corrientes superconductoras en las
uniones. Esta oposicion tiene un limite que corresponde al momento en el cual
la supercorriente en alguna de las uniones alcanza el maximo valor posible
I., lo que coincide con que el potencial de interaccién abandone el dominio
de la convexidad. En este punto, cualquier cambio pequefio en el campo no
puede mantenerse por un incremento de las corrientes, la estructura de vorti-
ces es inestable y el sistema evoluciona a la configuracion estable mas cercana
(en términos del espacio de configuraciones), que tiene un valor distinto de la
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Figura 6.10: Menor valor propio de la matriz de estabilidad lineal de fases con una
densidad pequena de vortices: w = 1/10,1/20,1/25

densidad de vortices, w.

En la figura 6.9 se pone de manifiesto que los estados con w # 0 son inesta-
bles a valores bajos del campo mientras que son estables a f = 1/2. Fijémonos
en la fase metaestable w = 0, la “méas diferente” del estado fundamental cuan-
do f = 1/2. Esta fase esta definida por 6; = 6; = 0 para todo 7, entonces
las diferencias de fases invariantes gauge valen 7 f o 0 segun la unién que
consideremos. Cuando f < % las fases se mantienen dentro de la zona convexa
del potencial y el estado es estable. El andlisis de la fase w = 0 revela que su
limite de estabilidad lineal corresponde a f = %

Vamos a considerar el otro limite, valores pequenos del campo externo, don-
de la figura (6.9) parece indicar que solo la fase w = 0, el estado fundamental,
es estable. Para ello estudiaremos la disconmensuracion elemental del estado
w = 0. Sabemos que en las cercanias de la transicion (f ~ 0,28 a h = 1,0, ver
figura 6.3) esta configuracion es estable, y de hecho su energia de creacion se
hace cero en el punto de transicion. El estudio de la estabilidad lineal de esta
configuracion a valores menores del campo indica que ésta también es inestable
a valores bajos de f (ver figura 6.10). Dicha estabilidad ha sido calculada me-
diante la aproximacién a esta fase a través de configuraciones conmensuradas
con w pequeno (1/10,1/20,1/25). El extremo inferior del intervalo de estabili-
dad de la disconmensuracion elemental de w = 0 es una cota inferior para los
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Figura 6.11: Simulacion de la desestabilizacion de un vortice cuando f =0y h = 1,0.
Para realizar la simulacién hemos empleado una configuracién inicial con dos vortices
en cien celdillas, y condiciones de contorno peridédicas. En la figura representamos sélo
la evolucién temporal de 6; (i = 2,4,6,...50), fases del brazo superior de la escalera;
T corresponde a 6; =0y | a 6; = m. Ver explicacién en el texto.

extremos inferiores de los intervalos de estabilidad del resto de las estructuras
metaestables. En el capitulo siguiente veremos el cambia en esta descripcion
cuando se consideran campos magnéticos inducidos por las corrientes en la
red. En el capitulo 8 veremos algunas propiedades dindmicas del sistema que
se entienden a partir del analisis que acabamos de desarrollar.

Por dltimo, también hemos realizado un estudio microscépico de la deses-
tabilizacion de la configuracion con un sé6lo vortice. La figura 6.11 muestra la
relajacion a temperatura cero de esta configuracién cuando I¢* =0, f =0y
h = 1,0. El estado inicial (ver figura 6.7 (a)) cumple ¢} = —6; para todo i y
el vortice se extiende a lo largo de varias celdillas de la red. Para esos valores
de los pardmetros la configuracién inicial es inestable. La dindmica muestra
dos regimenes temporales diferenciados: durante el primero (muy rapido, no se
aprecia en la figura) la dindmica del sistema mantiene la simetria de la con-
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Figura 6.12: Diagrama con la energia de algunos estados conmensurados como funcién
de f. La envolvente da la energia del estado fundamental. Los circulos marcan el
limite de estabilidad de cada estado, ver figura 6.9. La linea de puntos corresponde
a f = 0,25, el valor del campo elegido para estudiar la dindmica de relajacién que
presentamos en la seccion 8.1 (h = 1,0).

figuracion inicial (0, = —6;) hasta que se alcanza la siguiente configuracion
de las fases {6;} = {...00 0 7 7 =...}. Dicha configuracién es una solucion
inestable de las ecuaciones de equilibrio, por lo que a partir de ese momento
(bajo cualquier fluctuacion) el sistema evoluciona hacia el estado fundamental,
que para ese valor de los parametros de la escalera corresponde a 6; =0, = a'y
n; = 0 para todo 7). En este intervalo dinamico ha cambiado la simetria entre
las fases de los brazos inferior (no mostradas en la figura) y superior de la es-
calera, el sistema evoluciona satisfaciendo 0; = 0. y la vorticidad de cualquier
celdilla vale cero.

En la figura 6.12 representamos, como funcion de la frustracion, la energia
de algunos estados conmensurados simples. La energia del estado fundamen-
tal corresponde a la envolvente de esas, e infinitas otras, curvas. Los puntos
de cambio de estabilidad estdn marcados mediante circulos. Podemos observar
que en las cercanias de los extremos del diagrama, f = 0y f = 1/2, las di-
ferencias de energia entre estos estados conmensurados son bastante mayores
que en el centro del diagrama. Las energias de otros estados estables conmen-
surados e inconmensurados, no incluidos en la figura, también estan en esos
rangos. Ademas de todos los estados metaestables que hemos estudiado (los



154 Capitulo 6. Propiedades de equilibrio de la escalera de uniones Josephson

que son estado fundamental en alguna region del diagrama de fases) pueden
construirse muchos otros estados metaestables asociados a distribuciones, casi
arbitrarias, de vortices, cuyas energias también se encuentran en los mismos
rangos. Entonces, a valores intermedios de f, el paisaje de energias esta forma-
do por un conjunto extremadamente complejo de minimos locales con energias
comparables, que corresponden a configuraciones de fase que, en general, se
encuentran muy separadas en el espacio de configuraciones y, desde una pers-
pectiva dindmica, estan practicamente desconectadas, una situaciéon que es en
ocasiones llamada de dindmica restringida (constrained dynamics) [83]. Re-
cordemos que la mayoria de los estados son inaccesibles desde uno dado. Los
estados alcanzables dindmicamente son aquellos que vienen de la aniquilacién
o creacién de una densidad finita de vortices y no de la redistribuciéon de todo
el sistema. Este hecho, introduce una jerarquia de estados en la dindmica de
relajacion que es relevante en las propiedades vitreas del modelo [84]. Tras el
andlisis de estabilidad, podemos concluir que este modelo presenta ingredientes
de sistemas con comportamiento de vidrio: una compleja estructura de estados
metaestables y dindmica restringida. Debemos remarcar que el sistemas que
estamos considerando es un sistema frustrado pero ordenado. Como veremos
en 8.1, este escenario es confirmado por las simulaciones numeéricas de dinamica
en presencia de temperatura.



Capitulo 7

Efectos de apantallamiento de
campo en la escalera de uniones
Josephson

7.1. El modelo y los métodos empleados

En el capitulo anterior hemos estudiado las propiedades de equilibrio de
una red de uniones Josephson con la geometria de una escalera. Alli, no he-
mos incluido en nuestra descripcién los campos magnéticos inducidos por las
corrientes que circulan en la red (efectos de apantallamiento del campo ex-
terno), lo que es equivalente a considerar que la longitud de penetracion A; del
sistema es mucho mayor que la dimensién transversal de la escalera, A, > a.
Esta aproximacion es valida en muchos sistemas, especialmente a temperatu-
ras cercanas a la transicion Kosterlitz-Thouless; sin embargo la situaciéon puede
ser diferente a temperaturas menores, y de hecho nos encontramos con redes
para las cuales A\| ~ 15a, ~ 5a, e incluso ~ a [85]. En este capitulo, tomando
como referencia y punto de partida los resultados obtenidos en el capitulo ante-
rior [37], vamos a estudiar la escalera incluyendo los campos inducidos por las
corrientes que circulan en la red [40]. De este modo obtenemos un conocimiento
més realista de los estados fundamentales y en general de las propiedades de
equilibrio del sistema. Los resultados que obtengamos pueden ser de interés en
el momento de realizar e interpretar experimentos, donde los parametros de la
red pueden ser fijados a voluntad.

La investigacion teoérica en redes de uniones Josephson progresa continua-
mente y aparecen modelos, cada vez mas complejos, que permiten mejorar
nuestro entendimiento y capacidad de prediccién de los muchos fenémenos
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interesantes que se dan en estos sistemas [17]. Un paso importante en este
avance es la inclusion de campos magnéticos inducidos por corrientes, que han
desarrollado varios grupos en los dltimos anos.

Majhofer et al. [86] introducen un modelo basado en granos superconducto-
res acoplados por efecto Josephson, para estudiar algunos aspectos del compor-
tamiento de muestras superconductoras en presencia de un campo magnético.
Encuentran distribuciones estacionarias de flujo magnético y efectos de histére-
sis tipicos de superconductores cerdmicos. Posteriormente mejoran su modelo
y lo aplican al estudio de las curvas intensidad-voltaje y a la distribucién y a la
dindmica del flujo |87]. Dominguez y José |46, 88| han explicado la existencia
de Shapiro steps subharmoénicos a campo cero (en las curvas intensidad-voltaje
de redes sometidas a corrientes alternas) debidos a la inclusion de los campos
magnéticos inducidos por las corrientes en la red. Phillips et al. derivan un
algoritmo eficiente que permite estudiar redes de 500 x 500 celdillas incluyendo
inducciones entre todas las celdillas de la red. Estudian las propiedades esta-
ticas de los vortices |85] y diferentes aspectos dinamicos [89, 90|. Ciria et al.
han desarrollado un potente programa (que utilizamos en este capitulo) para
estudiar dindmicamente grandes redes de uniones Josephson con campos indu-
cidos [47]. Su interés se centra especialmente en las condiciones de estabilidad
y coherencia en redes de uniones Josephson.

En todos estos casos, el sistema es estudiado mediante la simulacién numé-
rica de la dinamica de las diferencias de fases invariantes gauge; y en muchos
de ellos el interés se concentra en los efectos de los campos inducidos en las
propiedades dindmicas de las redes, cuando estédn alimentadas por corrientes
externas. Por el contrario, al menos hasta donde nuestro conocimiento llega,
el nuestro [40] es el primer estudio sobre los estados fundamentales de una
red de uniones Josephson con inducciones. Formularemos el problema en tér-
minos de la solucién del diagrama de fases de los estados fundamentales del
sistema, descrito por un hamiltoniano que incluye la energia magnética debida
a los campos inducidos, ademés de la contribucién habitual de acoplamiento
Josephson. Como en el capitulo anterior, nos limitamos a una aproximacion cla-
sica al problema, lo que significa despreciar los efectos de carga de las uniones.
Estos efectos, sin embargo, son relevantes en el caso de uniones muy pequenas.

El hamiltoniano que describe el sistema (sin término cinético) es la suma de
la contribucién de la energia Josephson de cada unién y la energia magnética
de un circuito de corrientes |85, 88|:

H= - Zz [Jx COS(@Z' — 0i+1 — 7Tf0 — 7sz)
+Jp cos(0] — 0,y +fo+7f;) + Jy cos(b; — 6))] (7.1)
+%(I)(2) Zij fiLi_jlfj‘

Como en el capitulo anterior, §; () son las fases del parametro de orden
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Figura 7.1: Representacion esquematica de la red anisétropa de uniones Josephson en
presencia de un campo externo. Los nodos representan islas superconductoras y las
cruces las uniones. La celda de la derecha muestra la eleccion del gauge: fi°° = fo+ f;
donde fo = Ha?/® es el flujo debido al campo externo y f; el flujo inducido en i.

superconductor en las ramas superior (inferior) de la escalera (figura 7.1). fo
es el flujo debido al campo magnético externo, que asumimos constante en
toda la red. f; es el flujo del campo inducido en la celdilla ¢, una funcién de
las corrientes a través de todas las uniones de la escalera. Ambos fy y f; son
expresados en términos del cuanto de flujo, ®g. De este modo, el flujo magnético
total ®°* a través de una celdilla dada i es @t = @t - @ind = §(fy+ f;). Del
mismo modo que ocurre en el limite A; — oo (ecuacion 6.2) el hamiltoniano
(7.1) es periddico en fy con periodo 1 y tiene simetria de reflexion en torno
fo = % en el intervalo [0,1]. De este modo, restringiremos nuestro anélisis a
valores de fo en el intervalo [0, 3.

Al escribir (7.1) hacemos una eleccion de gauge conveniente: consideramos
que el potencial vector es paralelo al eje longitudinal de la escalera y toma
valores opuestos en cada rama (ver figura 7.1). En este gauge fo y f; estéan
relacionadas de modo trivial con las integrales de linea del potencial vector A
a lo largo de las uniones de la escalera: A,g = ?T’; ff Adl = e (fo + fi), donde
€ = +1(—1) para las uniones superiores (inferiores) de la escalera y ¢ = 0 para
las uniones verticales.

Jo (= z,y), la energia de acoplamiento Josephson, estéa relacionada con
la corriente critica a través de cada union, I.,, por Jo = I.a®o/27. La matriz
de inductancias de la red, L, es definida por

|

L= — ..
YL 8w

(7.2)

donde A;; es una matriz adimensional que contiene tal sélo coeficientes geo-
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métricos que dependen fundamentalmente de la distancia entre las celdas ¢ y j
en la red (ver apéndice al final del capitulo). A\; es la longitud de penetracion,
definida como en [85]
L= Lo
472 poJya’

(7.3)

medida en unidades del espaciado de la red, a.

De igual modo que en el caso de despreciar la contribucién magnética a
la energia (capitulo anterior), puede deducirse que las configuraciones que mi-
nimizan el hamiltoniano (7.1) cumplen 0; + 6, = cte. Fijando esta constante
igual a 0 y normalizando por J,, para trabajar con cantidades adimensionales,
obtenemos
H = — Zz [2 COS(@Z' — 92'4_1 — 7Tf0 — 7sz)
—i—j—z cos(26’i)] (7.4)

o2 -1
+37, Zij fi ij i
donde el cociente J,/.J, define la anisotropia de la escalera. Resolver el diagra-
ma de fases de estados fundamentales nos restringe a la expresion (7.4).

Vamos a considerar tres aproximaciones a la matriz de inducciones: el mo-
delo mas simple (caso A) asume que la matriz de inducciones es diagonal. En
este caso, el flujo inducido en una celdilla s6lo depende de la corriente de ma-
lla en esa celdilla. El préoximo paso en complejidad, caso B, incluye también
inducciones mutuas a primeros vecinos; entonces Li_j1 = ﬂéij + Méij:l:l- En
C tenemos en cuenta todos los elementos de la matriz. En el primer caso el
término en las ecuaciones (7.1) y (7.4) que da cuenta de la energia magnética
es

Huagn = Y dicf7, con di =873 (A" )ooAL ~ 6,8\ .. (7.5)

En el caso B,

bn| iz

Huagn = Y _dif7+ Y adk fi(fic1 + fix1), con a=—= ~021355 (7.6)

Hemos usado distintos métodos para calcular el diagrama de fases de los
estados fundamentales del sistema en el limite termodinamico. En los casos A
y B es posible utilizar el método de potenciales efectivos |78] adaptado adecua-
damente al estudio de nuestro problema [91, 92|, que involucra dos variables
independientes por sitio (6; y f;) con interaccion extendida a vecinos proxi-
mos. Kl caso es numéricamente equivalente a un sistema con una variable por
lugar e interaccién a segundos vecinos. El hecho de tener dos variables por
sitio causa que el tiempo de computacion requerido para obtener el diagrama
de fases, con alta precision, sea mucho mayor que el del caso estudiado en el
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capitulo anterior (donde f; = 0 para todo 7). Esto hace que sea muy impor-
tante complementar adecuadamente el método con otros procedimientos. De
este modo, potenciales efectivos proporciona, dentro de una cantidad aceptable
de tiempo, soluciones aproximadas al problema del estado fundamental como
funciéon del campo externo, la anisotropia de la escalera y la longitud de pene-
tracion. Basandonos en estas soluciones, para obtener resultados mas precisos
es necesario utilizar métodos estandar de encontrar raices (calculando las so-
luciones estables a B—g = 0) o dinamica (permitiendo a la solucion aproximada
que relaje). Entonces, es necesario el uso de la ecuacion (7.1) para describir
el sistema, ya que (7.4) solo es adecuada cuando se trata con configuraciones
que son minimos, lo que es un subespacio reducido del sistema total. Hemos
comprobado que se obtienen los mismos resultados si aplicamos el método de
los potenciales efectivos con una discretizaciéon alta o se combina con cual-
quier método complementario del tipo de los descritos anteriormente. Cuando
se hace esto tltimo es posible determinar los bordes de las lenguas de estados
fundamentales con densidades de vortices diferentes, comparando las curvas de
energia que corresponden a las distintas configuraciones.

Mas aiin, haciendo uso de los procedimientos descritos anteriormente pode-
mos estudiar como se modifica la configuracién estado fundamental cuando los
parametros varian. Aqui es conveniente recordar que, en general, una configu-
racién de vortices es estable mas alla del rango de pardmetros en los que es el
estado fundamental. En este caso hemos de utilizar los métodos para encontrar
raices complementados con el anélisis de estabilidad de las soluciones.

El modelo C incluye la matriz total: las interacciones entre variables se
extienden a toda la red. El problema no puede ser estudiado con el método
de potenciales efectivos. En este caso, consideramos los resultados logrados en
la aproximaciéon B como condiciones iniciales y dejamos evolucionar el sistema
para relajar al equilibrio. Los detalles sobre el algoritmo dinamico se pueden
encontrar en [47].

7.2. Estados fundamentales

En la seccién anterior hemos avanzado que, al igual que ocurre en el limite
AL — oo, calcular los estados fundamentales de (7.1) es equivalente a calcular
los estados fundamentales de (7.4), lo que nos permite aplicar el método de
potenciales efectivos al calculo de estos, siempre dentro de las aproximaciones
A o B a la matriz de inducciones.

La figura 7.2(a) muestra el diagrama de fases de los estados fundamentales
en el caso de longitud de penetracion infinita [37]|. Las distintas lenguas estén
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caracterizadas por la densidad de vortices w. Esta cantidad esta relacionada
directamente con la periodicidad de la configuracion: un valor w = p/q implica
que las cantidades invariantes gauge diferencias de fases invariantes gauge,
flujos inducidos... — son espacialmente periddicas con periodo g. Aqui los vorti-
ces se definen como en (5.21), haciendo uso de la propiedad de la cuantizacion
del fluxoide para definir la vorticidad n, de una celdilla. La suma de las dife-
rencias de fases invariantes gauge (restringidas al intervalo (—m, x]) a lo largo
de las uniones de la celda o es 37,5, %ij = 2m(na — f&*). La densidad de
vortices w es igual al promedio espacial de ng.

La densidad de vértices como funciéon del campo externo en la escalera de
uniones Josephson con efectos de apantallamiento es una Escalera del Diablo,
con un peldano a cada valor racional de w. Las figuras 7.2(b) y 7.2(c) muestran
el diagrama, de fases en los casos A y B, con una longitud de penetracién A| =
1, calculados usando el método de potenciales efectivos. Los diagramas (b) y (¢)
son cualitativamente similares al diagrama (a). Como se espera las corrientes
inducidas tienden a expulsar el campo magnético fuera de la red: cuando A
decrece, la lengua w = 0 crece. Hay, sin embargo, una marcada diferencia entre
estos diagramas: mientras en el caso A todas las lenguas, excepto la w = 0,
se comprimen; en el caso B la fase w = 1/2 no lo hace y el resto de las
fases se comprimen entre las dos extremas. En breve estudiaremos con cuidado
este comportamiento en el limite A — 0. A grandes rasgos, el efecto de las
corrientes inducidas por el campo es incrementar el campo critico f. hasta el
cual la configuracion w = 0 es el estado fundamental. La Escalera del Diablo
se restringe de este modo a un intervalo estrecho de valores del campo.

Surge la cuestion de si las corrientes inducidas son capaces de cambiar cua-
litativamente la naturaleza del diagrama de fases. En otras palabras, queremos
comprobar si para algin A; la red es capaz de expulsar completamente el
campo externo y, en consecuencia, la lengua w = 0 ocupa todo el diagrama
de fases. Si esto no es asi, jse conserva la estructura de la Escalera del Diablo
para todos los valores de A 7

Para ganar en comprensiéon sobre el modelo y, en particular, arrojar luz
sobre las cuestiones anteriores, es interesante estudiar la dependencia de las
caracteristicas de una configuracién con un vértice con los diferentes parame-
tros fisicos. Tal estudio es llevado a cabo considerando fases conmensuradas
con una densidad pequena de vortices (e.g. w = %) para evitar los efectos
de interaccion entre ellos. En particular, estamos interesados en estudiar la
extension del vortice, que estd directamente relacionada con la distribucién
de las fases invariantes gauge en torno al baricentro del vortice y depende de
los valores de Jy, y Ay (ver figura 7.3). En las celdillas cercanas al centro del
vortice las fases decaen exponencialmente. Este decaimiento se hace méas suave
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Figura 7.2: Diagramas de fases de los estados fundamentales de la escalera de uniones
Josephson obtenidos usando el método de potenciales efectivos. Cada fase esta definida

por los valores de w y, por claridad, s6lo estan representadas algunas de las lineas de
transicion. La figura (a) muestra los resultados en el caso de despreciar corrientes de
inducciéon (A — o0). (b) Diagrama de fases cuando A} = 1,0 calculado usando la

aproximacién A (matriz diagonal) al calculo de los campos inducidos. (¢) Diagrama
de fases cuando A; = 1,0 calculado usando la aproximacién B (matriz tridiagonal) al

célculo de los campos inducidos.
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Figura 7.3: Forma del vortice a distintos valores de A} y de anisotropia, calculado
segun el modelo C. Es simétrico y s6lo dibujamos la mitad del mismo (el origen de
coordenadas es la celda con n; = 1. La figura muestra las diferencias de fases invarian-
tes gauge en las uniones horizontales del brazo superior de la escalera. Comparamos,
cuando fo = 0, los casos: Jy; = Jz, AL = 1 (circulos en negro) J, = 0,4J,, Ay =1
(circulos en blanco) y J, = J, AL = 0,012 (tridngulos). En pequeno, el flujo inducido
en cada celdilla.

al aumentar la distancia, para ¢ grandes, con ¢ la distancia al centro, la fase es
de la forma (¢; ~ i~3). La anisotropia afecta la parte exponencial de la curva:
un decrecimiento de J, implica un suavizamiento del decaimiento exponencial,
mientras que el comportamiento a largo alcance permanece sin cambios. En
su lugar, variar A\| provoca un desplazamiento del conjunto de la curva. En
celdas suficientemente lejos del centro, el flujo es negativo y su valor absoluto
es una funcién decreciente de la distancia. El flujo negativo es debido al signo
del término de inductancias mutuas (ver apéndice). Esta caracteristica ya fue
senalada por Phillips et al. [85].

Conforme A decrece el vortice se vuelve méas localizado en la celdilla cen-
tral y, en el limite A} — 0, tiende a identificarse con el fluxoide (la magnitud
cuantizada definida anteriormente, que indica el baricentro del vortice). Pode-
mos pensar en A como el radio del vértice: A} — 0 implica que el vortice
permanece restringido a la celda en la que n, = 1.
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Cuando no se consideran campos inducidos por corrientes (limite A; — o0)
el flujo magnético total a través de una celdilla es el flujo externo, que es cons-
tante a lo largo de toda la red. De este modo, la distribucién del flujo a lo
largo de la escalera es independiente de la vorticidad, no hay cuantizacion del
flujo y la densidad de vortices no es una densidad de cuantos de flujos sino
una densidad de cuantos de fluxoide. Por el contrario, la situacién cambia
drasticamente cuando los campos inducidos son contabilizados, estando el ni-
mero y extension de los vortices directamente conectados con la distribuciéon
del flujo inducido a lo largo de la escalera. Consideremos el limite A — 0
y la configuraciéon de estado fundamental w = 0; alli, las corrientes tienden
a apantallar uniformemente el campo externo (en cada celda f; — —fy). De
este modo la red exhibe un comportamiento que recuerda el efecto Meissner:
el campo externo es apantallado por el sistema y no penetra en la red. Para
cualquier otro valor de w, la distribucién de flujos es bastante diferente. En las
celdas donde la vorticidad es igual a cero, el flujo inducido tiende a cancelar
el externo, y el flujo total es igual a cero. En las celdas donde la vorticidad
es igual a uno, el flujo inducido f; — (1 — fo), siendo el flujo total igual a un
cuanto de flujo. Entonces, en el limite A\ — 0, el fluxoide se identifica con
el fluxén, y esta localizado en una celdilla de la red. Esto esta ilustrado en la

figura 7.4 donde se muestra la dependencia del flujo inducido con A para las
1
2
fo= % y Jy = J;. Este comportamiento es general, para otros valores de w los

celdas con vorticidad n, =1y n, = 0 del estado fundamental w = 3, cuando
flujos en las celdas de vorticidad nula dependen de la distancia al vortice més
cercano, pero esta diferencia es del orden de )\i en el limite A} — 0. Pode-
mos distinguir tres regiones: para A} > 4, |f;| < 0,1fy, y considerar longitud
de penetracién infinita es una aproximacién justificada. Por otro lado, para
Al < 0,12, observamos el comportamiento de bajo A : |fi| > 0,9 (n; — fo),
y los campos de apantallamiento son dominantes. Entre ellos hay una regién
intermedia, en torno a A; = 0,7 (donde la derivada del flujo inducido respecto
el logaritmo de la longitud de penetracion es maximo). Este valor central de A |
revela que la dimensién trasversal de la escalera domina sobre la longitudinal,
y la mayoria de los resultados son fuertemente dependientes del caricter casi

unidimensional del sistema.

La descripcion presentada en el parrafo anterior permite obtener alguna
expresiones simples para las energias de diferentes configuraciones a valores
pequenos de A . El hamiltoniano (7.1) consiste de dos componentes, corres-
pondiendo a las energias Josephson y magnética. Hemos comprobado numé-
ricamente que, cuando A — 0, el término Josephson se satura antes que el
magnético. De este modo, a valores pequenos de A\, podemos aproximar la
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energia por celdilla por
g
2J:N,

Ep,~ -3+ (ni — fo+0fi) (L™ (nj — fo +0f;) (7.7)

donde 0 f; ~ O(A 1), N, es el nimero total de celdas, y n; = 0, 1 es la vorticidad
de la celda i. Consideremos primero el caso A en esta aproximacion. La energia
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Figura 7.4: (a) Variacion del flujo inducido como funcién de A en el estado fundamen-
tal w = % (fo = %, Jz = Jy), calculado segtin el modelo C. Cada curva corresponde
al flujo en el caso n; = 1 o n; = 0. (b) muestra la derivada del flujo inducido con
respecto al logaritmo de la longitud de penetracion. La figura permite distinguir tres
regiones: los casos extremos, A; > 4 (el flujo inducido f; =0+ 6/A.) y AL < 0,12 (
fi=mn; — fo+ A1), y una region intermedia en torno a A; ~ 0,7, donde la derivada
es maxima.
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Figura 7.5: Energia de diferentes configuraciones a distintos valores de la frustracion
cuando A, = 0,5, J, = J; y usando el modelo A. Estudiamos los estados w =
0,1/5,1/4,1/3,2/5y 1/2 (de izquierda a derecha en la figura). La energia del estado
fundamental como funcién del campo estd dada por la envolvente de las curvas. En
pequenio mostramos el valor de w para los estados fundamentales, obtenido a partir
de la curva de energias.

por celdilla de una configuracién con w = p/q es
p q—p

E,~-3+dg <5 (1—fo)* + e f§> . (7.8)
Cuando fo € [0,3], (1 = fo) = fo. y Ep es una funcién creciente de w: para
cualquier fy # %, wo < wy implica E(wg) < E(wi) y, en esta aproximacion,
la configuracion con w = 0 es el estado fundamental. Si fy = 1/2, E,, como
se defini6 previamente, es igual para todos los valores de w, por lo que se
requiere una aproximacién de segundo orden en dg. Es facil de obtener que
Ew = %;fo :1%) < Ew=0;f = %) en particular F(w = %;fo = %) —
E(w=0;fo = 3) = dj /(67 J],)). -

Remarcamos que estos resultados corresponden al caso A y un limite ex-
tremo (A} — 0). De todos modos, la Escalera del Diablo es observable a todos
los valores de A (hemos comprobado este punto incluso a A; = 0,012). Como
ejemplo, la figura 7.5 muestra la energia de configuraciones estables con valores
diferentes de w (0, %, %, %, %, %) como una funciéon del campo externo cuando
AL = 0,5. La energia del estado fundamental corresponde a la envolvente de
estas curvas, de este modo una aproximacion a la funcion w(fy) del estado

fundamental puede obtenerse a partir de ellas.
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Este resultado cambia cuando consideramos una aproximacién més com-
pleta a la matriz de inducciones (modelos B y C). En estos casos la fase w =0
no domina el diagrama cuando A} — 0 y otras fases conmensuradas se apre-
cian nitidamente. Antes de realizar un analisis completo, vamos a presentar un
argumento de plausibilidad en apoyo de esta afirmaciéon. Comencemos compa-
rando las fases w =0y w = % En la configuraciéon w = 0, las corrientes y los
flujos son idénticos en todas las celdas. Por otro lado, una configuracién con
w = % exhibe una periodicidad espacial de periodo 2a; cuando fy = % el flujo
y las corrientes en una celda tienen el mismo mdédulo y signo opuesto respecto
a las de celdas adyacentes. Esto nos permite definir un dg efectivo para ambas
configuraciones, de modo que la energia magnética por celda es alKeﬂrfi2 (ver
apéndice). En el caso B dgog(w = 0) = 10,945\ y dgeg(w = %) =4,617A1
mientra que en el caso C dig(w = 0) = 11,176\ | y dieg(w = %) = 4,638\ .
En general, si wy < wy entonces diog(wo) > dieg(wi) y por ello E(w; fo =
1/2) > E(wy; fo = 1/2). Esta dependencia de la intensidad del apantallamien-
to con w causa que el diagrama de fases en el limite de longitud de penetraciéon
muy pequena cambie de manera importante segin la aproximacién a la matriz
de inducciones.

Es facil demostrar que, en el limite A\; — 0 y usando la aproximacion
B a la matriz de inducciones, la fase w = 0 es estado fundamental cuando
0 < fo < 0,350, la fase w = 1/2 lo es cuando 0,350 < fy < 1/2, y cuando
fo = 0,350 todas las fases tienen la misma energia.

Més atn, es posible extender de modo trivial el argumento desarrollado
previamente en A, y calcular la energia por celdilla de cualquier distribucion
de vortices como funcion de fy. Notar que una configuraciéon con w = % esta
descrita por una estructura periddica espacial cuya celda unidad consiste en ¢
celdillas conteniendo p vortices, por ello podemos reducir el sistema a uno con
q celdas. Para hacerlo es necesario generalizar la suma anterior y redefinir las
componentes de la matriz L para tener en cuenta la contribucién de cada una
de las infinitas réplicas de la celda unidad. De este modo la inductancia entre
dos celdillas a distancia j esta dada por

Lij =) Lijing donde n=0,+1,42,..., y j=1,...,¢ (7.9)
n

En el limite A} — 0 los flujo inducidos en las celdillas de la celda unidad estan
dados por el vector F = {fofpfe..} con fi = (1 — fo+6fi) o (—fo+ ;)
dependiendo del nimero de ocupaciéon de la celda, n;. De este modo, la energia
por celda, hasta el primer orden en A} , esta dada por la ecuacion (7.7) con 0 f; =
0. Hemos calculado esta expresion para una serie de valores de w. Comparando
las energias de las curvas para diferentes configuraciones hemos obtenido una
Escalera del Diablo, ver figura 7.6.
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Figura 7.6: Escalera del Diablo observada en el caso C, cuando A\; — 0 y la escalera
es isotropa.

El comportamiento que hemos descrito — la existencia de un conjunto in-
finito de estados fundamentales que varian con el campo segtin una Escalera
del Diablo es caracteristico de una amplia clase de estructuras espacialmente
moduladas con una interaccién convexa entre las particulas. Como vimos en
el capitulo anterior, en el limite de despreciar los efectos de apantallamiento
del campo (A — 00), esta bien establecido que el problema del estado funda-
mental de la escalera es equivalente al problema del estado fundamental de un
modelo Frenkel-Kontorova convexo. Sin embargo, y a pesar del comportamien-
to cualitativo similar mostrado en nuestros calculos, la inclusion de los campos
inducidos por las corrientes magnéticas dificulta hacer una equivalencia riguro-
sa entre el hamiltoniano que describe la escalera con efectos de apantallamiento
y los modelos unidimensionales convexos. Este punto estd mas all4 del alcance
del trabajo realizado y es una cuestiéon abierta a un estudio futuro.

7.3. Metaestabilidad

De aqui en adelante vamos a estudiar la respuesta de la red de uniones
Josephson a variaciones del campo externo. Restringiremos nuestro anélisis al
estudio de los intervalos de estabilidad de algunas fases conmensuradas sen-
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cillas, aquellas que son la solucién estado fundamental a algin valor de los
parametros del sistema (de este modo, consideramos sélo fases ordenadas que
incluyan voértices, y no antivortices, y para las cuales 0 < w < %) Tal perspec-
tiva fue estudiada en el capitulo anterior, en el limite de despreciar los efectos
de apantallamiento, para caracterizar la aproximacién dinamica al equilibrio,
que mostro relajacion lenta [37] (ver la seccion primera del capitulo siguiente).
Aqui nos centraremos en una diferencia importante que surge cuando se con-
sideran los campos inducidos. Tal estudio es llevado a cabo por medio de una
computacion casi estatica de las configuraciones ordenadas estables (minimos
locales del hamiltoniano (7.1)) cuando el campo externo cambia lentamente.

El rango de estabilidad de cualquiera de las configuraciones que estudiamos
es mayor que el intervalo de los parametros en los que es el estado fundamental.
En general, existe un valor critico del campo para la estabilidad de cada fase:
para fy < f.(w) la fase w no es ya estable. La pérdida de estabilidad cuan-
do fy decrece ocurre del siguiente modo: un decrecimiento del campo implica
un aumento de las supercorrientes a través de las uniones para mantener la
densidad de vortices en la red. La inestabilidad de un estado ocurre cuando
la supercorriente en una unién alcanza su valor maximo. Entonces cualquier
cambio pequeno en el campo no puede mantenerse por un crecimiento de las
corrientes, la estructura de vortices es inestable y el sistema relaja a una fase
con w diferente. Este es el proceso para los cambios en la densidad de vértices
cuando el campo externo es variado o cuando el ruido térmico es suficiente-
mente grande para producir que un vortice salte la barrera de energia de la
4

fase metaestable y entonces el sistema se aproxima a alguna otra fase “més

estable”.

En el limite de despreciar efectos de apantallamiento [37] f.(w) > 0 para
todo w # 0, y de este modo cuando fg = 0 sélo la fase w = 0 es estable. La
inclusiéon de corrientes inducidas cambia esta situacion. Cuando A | decrece el
rango de estabilidad de una fase determinada aumenta. Méas ain, para cada
configuracién w hay un valor critico de la longitud de penetracion A\ .(w): si
Al < Alc(w) la fase es estable a cualquier valor del campo externo. Conside-
remos dos casos extremos: la configuracion de un vortice y la fase w = 1/2. El
caracter repulsivo de la interacciéon entre vortices implica que la estabilidad de
la configuracion con un sélo vortice es una condicién necesaria para la estabi-
lidad de cualquier fase con 0 < w < %, asi que el valor particular de A al cual
ocurre la estabilidad de la configuracion (A (fo)) es una cota superior para la
estabilidad de las fases con 0 < w < % Por otro lado, la estabilidad de la fase

w = % asegura la estabilidad de cualquier otra fase con 0 < w < %, de modo

que el valor particular de A| al cual ocurre la estabilidad de la w = 3 ()\i/2 (fo))

es una cota inferior para la inestabilidad de las fases con 0 < w < % De este
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modo, )\i_/z(fo) < AV (fo) < AU (fo)- La figura 7.7 muestra las regiones de esta-
bilidad de las configuraciones de vortices. Para valores de los parametros por
encima de las curvas (region E), cualquier configuracion de vortices es estable.
En la region E-I, conforme nos movemos hacia el origen de coordenadas, los
diferentes estados se hacen inestables (en orden de decrecimiento de w). En I
la tinica configuracion estable es la de w = 0.

Mirando de nuevo las supercorrientes en la red, vemos que conforme |
decrece las diferencias de fases invariantes gauge de las configuraciones me-
taestables se aproximan a cero y de este modo las supercorrientes son menores,
haciendo la fase mas estable.

En el capitulo siguiente volveremos sobre estas cuestiones, que tienen inci-
dencia sobre el comportamiento del sistema en presencia de corrientes externas.
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Figura 7.7: La figura muestra las frontera entre las regiones de estabilidad y de inesta-
bilidad de una configuracién con un vortice (circulos) y de la fase w = 1/2 (cuadrados),
en el caso J, = J,. Hemos comprobado que las curvas ajustan a una funcion cuadréatica

fo=a (ﬁ + Mcl(fo)) (ME(O) _ Mcl(fo))' Donde A, .(0) es la longitud de penetracién

por debajo de la cual una configuracién es estable a fo =0,y aﬁﬁ(o) = f¢, donde

fc es el valor de la frustracién por debajo del cual la configuracién no es estable en el

limite de induccién nula. Para la configuracién con un vortice, f. = 0,1175+0,00065 y
A1.(0) =1,812+0,018;enel casow = 1/2, f. = 0,215+0,001 y A, _(0) = 1,197+0,006.
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7.4. Apéndice: matriz de inducciones

Analicemos las ecuaciones dinamicas de una red de uniones Josephson con
corrientes de apantallamiento. Dentro del marco del modelo RSJ la intensidad
a través de la union 5 de la red viene dada por la solucién del siguiente sistema
de ecuaciones

®y d

Lij = I.sen(0; — 0 — Aij) + 27 R dt

(6: — 0; — Ayj) (7.10)
con A;; cumpliendo >, , Aij = 2@ /®o. El flujo magnético total a traves
de una celdilla « estd dado por el flujo debido al campo externo ®°*', que es
constante para todas las celdillas de la red, méas el campo inducido por todas
las corrientes Iy; en la red:

Ot = 4 B = O™ 4 3" N " Ly il (7.11)
ijea ki

L;j 11 es una matriz que depende explicitamente de la geometria de la red.

El sistema es de ecuaciones se completa con las condiciones de conservacion
de la corriente en cada isla superconductora:

S Iy =1 (7.12)
j

Resolver los anteriores sistemas no es un problema en modo alguno trivial
[46, 90], implica la resolucién de un conjunto de 2n? ecuaciones diferenciales
no lineales y globalmente acopladas. Las 2n? variables son las n? fases de las
islas superconductoras y los n? flujos o las 2n? diferencias invariantes gauge en
las uniones de la red. De aqui en adelante asumiremos que IfX* = 0.

Es habitual redefinir las expresiones anteriores y trabajar con las corrientes
de malla I, en lugar de las corrientes de union I;;, y la matriz de inducciones
entre celdillas Lqg, en vez de inducciones entre uniones L;j.;. Dicha transfor-
macion la hacemos del siguiente modo: aplicando la ley de Biot-Savart calcu-
lamos el campo magnético inducido en una unién por las corrientes circulando
en la red [93]. De este modo se obtiene la siguiente expresion adimensional
para las componentes inducidas del potencial vector, que obedece el gauge de
Coulomb (VA = 0),

- P N A 1
Aind _ 27 [ Aind g FFEi:p i 7.13
ij q)() /Z 47T)\J_ %: ij;kl Vkls ( )

donde F'F' es un factor de forma que depende de la geometria de la red, i;;
es la corriente que circula a través de la unién 75, normalizada a la corriente
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critica de la union I, y A\; es la longitud de penetracion (ver ecuacion (7.3)).
En esta descripcion L = 1/(4nA 1 1c45) F Fijoa.-

Es facil obtener una descripcién equivalente en términos de las corrientes
de malla y el flujo magnético. El flujo inducido en la celda a estd dado por

. e a P .
d d 0 d
Pin :%Am di= > AR, (7.14)
o ijEa
donde la suma es sobre las cuatro uniones ij de la celda «, y puede ser expresado
por una ecuacion lineal de la forma

ind _ ind
> AR = Pog Al (7.15)
iJEa
Por otro lado, también las corrientes de malla estédn relacionadas con las
corrientes en cada union a través de un operador lineal

ljj = Z Qijiala (7.16)

iJEQ
(suponemos que no hay corrientes externas).

Combinando (7.13), (7.14), (7.15) y (7.16) obtenemos

- oy 1
@lo?d = Laﬁlﬁ s La,@ = I—CmAaﬁ s Aaﬁ = Z Zpa;ijFF’ij;lekl;,@’
ij  kl
(7.17)
Los elementos de A;; dependen de la distancia [i — j| entre las celdas con-
sideradas. Las propiedades generales de la matriz A;; son: Agg es positivo, y
A;j < 0 para i # j; Moo = 38,194 y j\\—(% = { 1,-0.20332,-0.0040118,-0.0010570
... }; para dos celdas suficientemente alejadas (|i — 7| > 10) la induccién mu-
tua es |L;j| ~ |i — 7|73, como esté calculado en [46]. En nuestros célculos,
hemos considerado celdas cuadradas y corrientes concentradas en un cilindro
de longitud a y radio 0,005a [93].

En este punto debemos senalar que la descripciéon anterior en términos
de corrientes de malla en vez de corrientes de uniéon, cuando se aplica a la
escalera de uniones Josephson implica que la corriente circulando a través de
una unién del brazo superior de la escalera es igual pero de signo contrario que
la corriente que circula a través de la union inferior de la misma celdilla (si
esto no fuera asi no se podria escribir la ecuacion 7.16). Puede verse facilmente
que esta condicion es siempre satisfecha en el caso de una red finita de uniones
Josephson pero no en el caso de la red infinita (que es el limite que consideramos
en nuestro trabajo), en la cual estd permitido un transporte neto de corriente
en la direccién longitudinal de la red. A primera vista esto pone en dificultad
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la descripciéon que hacemos del sistema. Sin embargo hemos de decir que en el
caso de la busqueda de los estados fundamentales partimos del hecho de que
en el limite A\| — oo estos cumplen esta condicion sobre las corrientes, y en
el resto de los casos también por ser continuaciéon de este limite. Por ultimo,
senalamos que en los estudios dindmicos de relajacién al equilibrio, caso C, la
dindmica que realizamos [93] se basa en el célculo de los campos inducidos por
las corrientes de cada union (ecuaciéon 7.11).

Aplicando las propiedades de la matriz A;; a la escalera de uniones Jo-
sephson podemos calcular el di equivalente en el caso fy = % para las con-
figuraciones w =0y w = % Esto puede hacerse facilmente si se considera la
periodicidad espacial de las soluciones. Si w = 0 todas las celdillas de la red
tienen el mismo flujo y corriente; de este modo podemos definir una matriz de
autoinductancia efectiva como

fi = (Lizi + 2% (Lisig1 + Liigo + ...)) 4 = Lerii, (7.18)

donde el factor 2 es debido a la suma de las contribuciones de las celdas a la
derecha y a la izquierda. Los términos L;;,7 # j son y asi Leg < L;;. Ahora,
dice(w = 0) = 873 /Leg = 11,176 .

De manera anéloga, podemos calcular el valor de L.g para una solucién

de w = %: para fo = % el flujo y la corriente en una celda tienen la misma

magnitud y signos contrarios de las de celdas adyacentes. Asi
fi = (Lizi + 2% (= Lizit1 + Lijivo — -..)) i = Lestti, (7.19)

donde ahora Leg > Li; v diet(w = 1) = 873 /Lo = 4,638 .



Capitulo 8

Algunos aspectos dinamicos en
la escalera de uniones Josephson

8.1. Dinamica de relajacién al equilibrio

Las redes de uniones Josephson en presencia de un campo externo son pro-
bablemente uno de los mejores ejemplos de sistemas fisicos en los que las ideas
de competicion entre interacciones (frustracion), desorden y dinamica comple-
ja o vitrea (glassy) pueden ser comprobadas teorica y experimentalmente, de
forma controlada [94, 95, 96, 97|. La mayor parte de los esfuerzos dedicados a
estos sistemas, siguiendo esta linea de desorden y dindmica compleja, durante
la dltima década, han sido principalmente dirigidos al estudio de redes bi- y
tri- dimensionales como modelos de superconductores extremos de tipo II y
en conexion con algunos problemas en superconductores granulares (como los
superconductores de alta temperatura critica) [98, 99|.

En esta seccién veremos como el concepto de frustraciéon influye en los fe-
némenos de equilibrio térmico en la escalera de uniones Josephson. También
veremos como este sistema, a pesar de su geometria simple, presenta rela-
jacioén lenta al equilibrio, un fenémeno que ha sido observado en algunos
sistemas fisicos, como vidrios de espin, polimeros y superconductores granu-
lares y que en modo alguno puede considerarse trivial. Es importante senalar
que, a diferencia de los ejemplos anteriores, nuestro sistema no posee ningin
desorden estructural y la frustracion es uniforme. El fenémeno de la relajacion
lenta en sistemas frustrados pero sin desorden es la referencia que impulsa el
estudio que hemos realizamos. En las siguientes trabajos encontramos resulta-
dos sobre la posibilidad de un comportamiento vitreo en sistemas ordenados
[100, 101, 102].
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En el capitulo 5 hemos realizado el andlisis de la estabilidad lineal de algu-
nas estructuras conmensuradas representativas, el cual revela su persistencia
como estados metaestables fuera del dominio de valores del campo en el que
son el estado fundamental. En el sistema existen muchas otras estructuras me-
taestables lo que define un complejo espacio de configuraciones. Una de las
caracteristicas microscépicas que conducen al fendémeno macroscopico de re-
lajacién lenta es la existencia de fuertes ligaduras dinamicas en el espacio de
configuraciones del sistema, éstas causan una aproximaciéon dinamica al equi-
librio que se define como dindmica restringida. En la escalera de uniones
Josephson estas ligaduras estdn directamente relacionadas con el caréacter y
grado de la metaestabilidad, estudiados en el capitulo 5.

Para comprobar este fenémeno en la escalera de uniones Josephson nosotros
estudiamos la dinamica relajacional de Langevin [103, 104].

OH
00;

b:(t) = -T2 4 o) (5.1)
donde H esté definido por la ecuacion (6.2) (vamos a restringir nuestro estudio
al caso que no incluye campos inducidos). Ademéas, usamos ' =1y J, = 1. n;
es un ruido térmico aditivo en las fases y satisface (n;(t)) = 0, (9;(t)n;(t')) =
2T°6;50(t —t').

Buscamos la relajacion de estados conmensurados y configuraciones aleato-
rias a diferentes valores de la temperatura 7T'. En cada caso hemos calculado la
densidad de vortices como funcién del tiempo y seguido la evoluciéon temporal
de las correspondientes estructuras espaciales de vortices. En estas simulacio-
nes usamos escaleras con 400, 2000 y 5000 celdillas, para evitar los efectos de
tamano finito, y condiciones de contorno peridédicas en la direccién longitu-
dinal. Hemos integrado el sistema de ecuaciones definido por 8.1 usando un
algoritmo de Runge-Kutta de cuarto orden adecuado para resolver sistemas de
ecuaciones diferenciales estocéasticas [105, 106]. Los resultados que presentamos
aqui han sido obtenidos con f = 0,25y J, = J,. El estado fundamental a esos
valores de los pardmetros tiene densidad de vortices w = 0, y el espacio de
configuraciones muestra una estructura extremadamente compleja de estados
metaestables con valores de energia cercanos (ver figura 6.12).

En el caso de una configuracién metaestable inicialmente ordenada, encon-
tramos tres regimenes de temperatura distintos (figura 8.1). A valores muy
bajos de la temperatura el estado permanece como configuracién metaestable.
A partir de algin valor mayor de T', que depende del estado inicial particular,
y hasta T' ~ 0,05 observamos el decaimiento desde el estado inicial ordenado
a una fase metaestable desordenada. Esta fase es basicamente del mismo tipo
que la encontrada al realizar la relajaciéon a T = 0 de una configuraciéon de
fases aleatorias. A valores de la temperatura superiores a T' = 0,05 los estados



8.1. Dindmica de relajacién al equilibrio 175

0.6 g T v T v T
' (a)
0.5 (a) T=0.001
(b) T=0.005
(c) T=0.01 1
| (d) T=0.05 |
0.4 b (e) T=0.07
(b) (f) T=01
— T=0.15
n 03Ff (c) (9) J

0.2

0.1

0 1000 2000 3000 4000

tiempo

Figura 8.1: Curvas de relajaciéon de la escalera de uniones Josephson a diferentes tem-
peraturas. Cada curva muestra el cambio de la densidad de vortices n en la escalera
en funcion del tiempo. El estado inicial es la fase ordenada w = 1/2, que es estable
a estos valores de f y h (f = 0,25,h = 1,0). A bajas temperaturas no se observa
relajacion. A valores de T inferiores a T ~ 0,05 el estado decae a un nuevo estado
metaestable. A temperaturas por encima de este valor decae lentamente al estado fun-
damental w = 0. A altas temperaturas la generacién térmica de vortices y antivortices
es dominante y < ii(t) >;= f. En los casos de T'= 0,1 y T' = 0,15 también mostramos
las curvas de relajacion de configuraciones iniciales aleatorias. Estas curvas coinciden
con la relajacion de la fase ordenada, w = 1/2.

relajan lentamente hacia el estado fundamental, sin vortices. Tal relajacion,
para los valores de los pardmetros estudiados, es observable en el rango de
temperaturas entre 7' ~ 0,05 y T ~ 0,15. En torno a este ultimo valor de
T, superpuesta a los efectos puramente relajacionales, aparece la activacion
térmica de vortices y antivortices.

Han sido propuestas muchas clases de funciones para ajustar una curva de
relajacion lenta. Una de las més generales es la ley KWW [107, 108] (Kohl-
rausch, Williams y Watts, también llamada two-parameter stretched exponen-
tial law), definida por n(t) ~ exp[—(t/7)%]. La relajacion lenta corresponde a
valores del parametro § < 1. Si § — 0 se encuentra relajacion logaritmica. Un
valor de 8 de 0,5 a 0,7 es comiin en vidrios. Los ajustes de nuestros datos de
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Figura 8.2: Las curvas de relajacion lenta de configuraciones aleatorias han sido ajus-
tadas en el rango de temperaturas entre 0,05 y 0,15 por medio de la ley KWW.
Encontramos diferentes exponentes entre 0,5 y 0,9 (h = 1,0, f = 0,25)
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Figura 8.3: La figura muestra la dependencia del tiempo de relajacién 7 con la tem-
peratura en el rango de temperaturas en el cual el sistema presenta el fenomeno de
relajacion lenta



8.1. Dindmica de relajacién al equilibrio 177

las simulaciones dan valores de 3 entre 0,5 y 0,9, dependiendo de la tempe-
ratura (ver figura 8.2). No hemos sido capaces de encontrar una dependencia
funcional del exponente § con la temperatura. Sin embargo 7 ~ exp(a/T) (ver
figura 8.3), como debiamos esperar de un proceso activado térmicamente |83].

También hemos investigado las caracteristicas microscopicas de la dindmica
de vortices en los diferentes regimenes de la relajacion. A bajas temperaturas
la relajacion de las fases conmensuradas estd dominada por la nucleacién de
nuevas estructuras compatibles con la inicial. El estado estacionario es un es-
tado metaestable formado por diferentes estructuras conmensuradas separadas
por paredes de dominio, ver figura 8.4. Los estados metaestables alcanzados
desde configuraciones aleatorias son esencialmente los mismas. A temperaturas
mayores estos estados metaestables intermedios decaen hacia el estado funda-

T

100 200 300 400
indice de celdilla

Figura 8.4: Evolucion temporal de una configuracion de vortices en la escalera, n;(t),
mostrando los procesos de nucleaciéon, dominantes en la relajaciéon de las estructuras
ordenadas, a “bajas temperaturas”. El estado inicial ordenado, 7(t = 0) = 1/2, decae
“rapidamente” a un estado metaestable desordenado, ver figura 8.1. En la figura un
cuadro negro indica vorticidad +1 en esa celda (h = 1,0, f = 0,25,7 = 0,01).
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Figura 8.5: Evolucién temporal de los vortices en la escalera en el rango de tem-
peraturas que muestra relajacion lenta. Tales procesos dominan las relajaciones a
temperaturas intermedias. El estado inicial es un estado ordenado 7(t = 0) = 1/2
que decae rapidamente a una fase metaestable desordenada (ver figura 8.1) segin
se muestra en la figura 8.4. Posteriormente tales estados decaen lentamente al estado
fundamental correspondiente, que en este caso (h = 1,0, f = 0,25, = 0,1) es wgys = 0.

mental. En este rango de temperaturas es en el que encontramos la relajacion
lenta, resultado de las caracteristicas del espacio de configuraciones. Confor-
me el tiempo avanza més vortices son expulsados lentamente de la red por los
fenémenos térmicos, ver figura 8.5.

A temperaturas muy altas la dindmica estd dominada por la generacion
térmica de vortices y antivortices. Las fases se encuentran distribuidas aleato-
riamente entre 0 y 27 y 7 se acerca a f.

La relajacién de configuraciones arbitrarias se ajustan a una funciéon de
dindmica lenta aunque en el sistema no hay ningin desorden estructural. El
inico desorden posible es introducido via la aleatoriedad en las configuracio-
nes iniciales y via las fluctuaciones térmicas. La existencia de una estructura
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compleja de muchos estados metaestables y dinamica restringida en el espacio
de configuraciones son los ingredientes esenciales para esta dindmica vitrea.

8.2. Dinamica en presencia de corrientes externas

8.2.1. Ecuaciones del movimiento

El objeto de esta seccién es recopilar una serie de resultados sobre la es-
calera de uniones Josephson sobreamortiguadas en presencia de corrientes ex-
ternas. En el primer capitulo de esta parte dedicada a la escalera de uniones
Josephson hemos establecido rigurosamente la equivalencia entre los estados
fundamentales de la escalera y los del modelo Frenkel-Kontorova. Recordando
dicha equivalencia nuestro enfoque, a diferencia del resto de los trabajos dina-
micos realizados sobre la escalera de uniones Josephson (y redes en general),
tiene su origen en las resultados dinamicos del modelo Frenkel-Kontorova [62],
estudiado en profundidad en la primera parte de esta memoria, y su fin desta-
car las principales diferencias y paralelismos entre la dindmica de ambos tipos
de sistemas.

En la literatura aparecen una serie de trabajos sobre diferentes aspectos
dindmicos de una escalera de uniones Josephson. La mayoria de ellos estudian
los fen6menos de sincronizacién bajo corrientes alternas: los Shapiro steps, su
anchura, origen y estabilidad, tanto en el caso de que la red sea alimentada en
su direccion transversal [109, 110, 111] o en la longitudinal [110, 112, 113, 114].
Aparte, Kim y Lee |115] estudian una transiciéon dinamica de fase en la escalera
en el caso de un campo magnético aleatorio. Muy recientemente Hwang, Ryu
y Stroud [116] han informado de algunas caracteristicas propias de la escalera
de uniones Josephson directamente ligadas a su peculiar diagrama de fases,
algunas de las cuales coinciden con aspectos que seran desarrollados en este
capitulo.

Vamos a mantener nuestra descripcion dentro del marco del modelo RSJ
(ver ecuaciones (5.22) y (5.23)) para la intensidad y el voltaje a través de una
unién de efecto Josephson. La conservacion de la corriente en cada nodo de la
red (ver figura 8.6) conduce al siguiente conjunto de ecuaciones:

Oi1+ 0i1 + 0] — 30; =
=—sen(fj—1 —6; —nf)+ sen(0; — 0,41 — 7f) + i—z sen(0; — 0}) — 1(t)

= —sen(f;_, —0;+7f)+ sen(d; —0; , +7f) — i—z sen(0; — 0) + 1(t).
(8.2)
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Figura 8.6: La figura muestra un esquema del modelo RSJ para estudiar la escalera
de uniones Josephson en presencia de corrientes externas aplicadas en la direccién
transversal de la escalera

En el sistema anterior las corrientes estdn escaladas al valor de la corriente
critica Iy = (Po/2m)Jy (Jy/Jy = Iey/lex) y €l tiempo esta normalizado a
T = h/2eRI., = 1/J,R. Asumimos que la anisotropia afecta a las corrientes
criticas y no a los términos resistivos. La eleccion del gauge es la misma que la
de los capitulos anteriores. La corriente externa, en general

I(t) = Iqc + lac cos(2mpt), (8.3)

es introducida en cada isla de la rama superior de la red y extraida de cada una
de la inferior. La curva caracteristica del sistema es el valor medio del voltaje
entre el brazo superior e inferior de la escalera como funcién del valor medio
de la corriente externa.

En nuestras simulaciones empleamos condiciones de contorno peridédicas en
la direccion longitudinal de la escalera. Las ecuaciones (8.2) definen un sistema
de 2N ecuaciones de primer orden acopladas para 2N fases. Entre ellas una
es redundante debido a la simetria del sistema bajo rotaciéon uniforme de las
fases, de modo que es posible fijar una fase arbitrariamente y resolver las
2N — 1 ecuaciones restantes. La integracion del sistema requiere la inversiéon
de una matriz de orden 2N — 1 en cada paso de la integraciéon. En lugar de
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seguir este esquema, resulta ventajoso numéricamente utilizar el procedimiento
introducido por Falo et al. [43] para estudiar una red bidimensional de uniones
sobreamortiguadas. Hemos comprobado que los resultados obtenidos usando
los dos métodos son los mismos y este ultimo es mucho méas répido en los
casos de utilizar redes grandes. El método de Falo et al. consiste basicamente
en incluir en cada isla superconductora un término capacitivo derivado de la
interaccion isla-substrato en la red. La inclusién de dicho término conduce a un
sistema de 2N ecuaciones de segundo orden desacopladas, que es equivalente
al siguiente sistema de 4N ecuaciones de primer orden:

91‘ =Di
pi = n(Pi—1 + pi+1 + p; — 3pi)+
+sen(0;_1 — 6; —f) — sen(6; — 041 —7wf) — % sen(0; — 0}) + 1(t)

0, = p)

P = n(pi_q + Piy1 +pi — 3p;)+

+sen(0;_; —0; +7nf) — sen(6; —0;, , +7f)+ i—z sen(0; — 0)) — I(t).

(8.4)

En este caso el tiempo esta normalizado a 7 = (Coh/2el,)Y? = (Co/J,)"/?
y la disipaciéon esta dada por n = (1/R)(h/2eCol,)"/? = (1/R)(1/J,.Co)'/?
con R la resistencia normal entre uniones y Cp la capacidad entre las islas
superconductoras y el substrato. La solucién en el limite sobreamortiguado
(n > 1,0) de (8.4) es la misma que la solucion de (8.2).

El conjunto de ecuaciones (8.2) tiene la siguiente propiedad de simetria. Si
a t = to todas las fases de la red cumplen que 6;(tyg) = —6;(to), entonces para
todo t > to se cumple que 6;(t) = —0.(t). Sin embargo, obviamente, un estado
estacionario arbitrario no tiene porque cumplir esta condicién. Si suponemos
que la configuracion inicial es un estado fundamental del sistema (entonces
0;(to) = —0;(to)) y consideramos que las diferencias de fases invariantes gauge
son tales que nos mantenemos siempre dentro de la zona convexa del potencial
de interaccion y que esto nos permite realizar la aproximacion: sen(6; — 6;41 —
wf) =~ (6; — 0;11 — wf), entonces el problema se reduce a resolver el siguiente
sistema de ecuaciones:

202 - (éi+1 - 202 + éi+1) =

8.5
=0;41—20; +0;—1 — j—z Sen(29i) + I(t), ( )

muy similar a las ecuaciones que describen la dinamica disipativa del modelo
Frenkel-Kontorova. Lo que diferencia (8.5) de (3.1) es la matriz de disipacion
que define la respuesta de las velocidades frente a las fuerzas.

Para llegar a (8.5) hemos necesitado hacer una serie de suposiciones sobre
la naturaleza de las condiciones iniciales y la evolucion de las diferencias de
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fases invariantes gauge en las uniones horizontales de la red. En todo momento
en nuestras simulaciones nos restringiremos al sistema de ecuaciones definido
por (8.4), sin embargo la deduccién de (8.5) revela las semejanzas existentes
entre la dindmica del modelo Frenkel-Kontorova y la red de uniones Josephson,
semejanzas que son equivalencia rigurosa en lo que se refiere a las propiedades
del diagrama de fases de los estados fundamentales de ambos sistemas.

El punto principal de las diferencias entre los comportamientos dindmicos
de ambos sistemas es la imposibilidad de la extensién de la regla de Middleton
a la dinamica de la escalera de uniones Josephson. Este resultado es basico
para la afirmacién rigurosa de muchas de las propiedades de la dinamica del
modelo Frenkel-Kontorova en la presencia de un campo uniforme espacial de
fuerzas y en el limite sobreamortiguado; en particular la unicidad de la curva

o(F) y la existencia y unicidad de una funcion hull dinamica que describe el
estado estacionario del sistema impulsado por una fuerza constante.

8.2.2. Algunos resultados de dinamica peculiares de la escalera
de uniones Josephson bajo intensidades continuas

En la escalera de uniones Josephson la densidad de vortices de los esta-
dos fundamentales como funcion del campo magnético externo, wys(f), es una
Escalera del Diablo (seccion 2.1), de modo que el diagrama de fases de los es-
tados fundamentales es muy distinto del caso de una red bidimensional infinita
de uniones, donde w = f. Como consecuencia de esto puede esperarse que la
escalera también presente algunas propiedades dindmicas propias, que la di-
ferencie de otras redes. En esta secciéon vamos a fijarnos en tres aspectos del
comportamiento de la escalera cuando es sometida a una corriente continua:
las implicaciones dinamicas de la transicion de Aubry estatica de los estados
fundamentales inconmensurados; la intensidad critica de la escalera a distintos
valores del campo magnético; y el problema de las condiciones iniciales.

Consecuencias dinidmicas de la transicion de Aubry

De la continuidad de la funcion wgs( f) se deriva la existencia de estados fun-
damentales inconmensurados, aquellos para los cuales w es irracional. Dichos
estados sufren una transicion de fase, la transiciéon de ruptura de analiticidad
o transicion de Aubry, a un cierto valor critico (que depende del irracional
w) del parametro que describe la anisotropia de la red, h.(w). En particular,
en la seccion 6.2 vimos que en el caso del niimero aureo (3 — +/5)/2 ese valor
de la anisotropia es h, >~ 0,490. La transiciéon de Aubry distingue entre fases
inconmensuradas analiticas (h < h.) y fases inconmensuradas no analiticas
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Figura 8.7: Curvas IV de una fase inconmensurada en la escalera de uniones Josephson
a distintos valores de la anisotropia de la red. Para esta fase h. ~ 0,49

(h > h¢), dos regimenes estaticos radicalmente diferentes, y tiene una conse-
cuencia importante sobre la dinamica de las fases: la red de vértices de una fase
inconmensurada analitica es deslizante (/. = 0), mientras que no es deslizante
en el caso de una fase inconmensurada no analitica (. # 0). El deslizamiento
de los vortices produce un comportamiento resistivo en la red, de ahi que en
el marco de la red de uniones Josephson la transicion de Aubry se reinterpreta
como una transicién superconductor-normal a temperatura cero.

Usando el método descrito anteriormente (ecuaciones 8.4) hemos calculado,
a distintos valores de h, las curvas caracteristicas intensidad-voltaje del estado
fundamental w = 13/34, aproximacion a la fase inconmensurada w = (3 —
v/5)/2, cuando el sistema es alimentado por una corriente constante: I(t) = Ige.
El valor de f para el cual esa fase es estado fundamental, que cambia con h,
es obtenido usando el método de potenciales efectivos. La figura 8.7 presenta
algunas de estas curvas a distintos valores de h a ambos lados y en las cercanias
de la transicién. Para valores bajos de h, la estructura inconmensurada es
deslizante y la respuesta IV es casi lineal (h = 0 =< V >= Ig.). Por encima de
h. el estado inconmensurado estd anclado y encontramos una corriente critica
I, no nula y una curva caracteristica IV no lineal. El valor de la intensidad
critica para las estructuras inconmensuradas no analiticas escala con h cuando
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h.~0.49
£22.75

Ln(l)

Ln(h-h,)

Figura 8.8: Ajuste de la intensidad de desanclaje (intensidad critica) de una fase incon-
mensurada por encima de la transicion de Aubry, a distintos valores de la anisotropia
de la red, I. ~ (h — h¢)¢

h — h. segin I. ~ (h — h¢)¢ (ver figura 8.8) donde h. ~ 0,49 y & ~ 2,75. Si
nos basamos en la posible irrelevancia de la no convexidad de la interaccion
en la determinacion de este exponente critico, podria ser que una estimacion
més precisa de este exponente diera un valor més proximo a € = 3,011..., el
encontrado por Aubry para el modelo Frenkel-Kontorova (ver seccion 2.3).

Intensidad critica de la escalera a distintos valores del campo externo

Muy recientemente Hwang, Ryu y Stroud [116] han extendido los resultados
sobre las propiedades de los estados fundamentales de la escalera de uniones
Josephson en el limite de larga longitud de penetracion, para tratar las curvas
caracteristicas IV de la escalera. Ellos encuentran que cuando una corriente
es inyectada en la direccion transversal de la escalera, la corriente critica no
cambia de su valor a f = 0 hasta un valor del campo igual f.; ~ 0,12.

Este resultado, que difiere de lo encontrado al estudiar redes bidimensiona-
les de uniones Josephson, puede comprenderse de las consideraciones sobre la
estabilidad de la configuracién con un so6lo vortice hechas en el capitulo 6. En el
caso de la red bidimensional de uniones Josephson, a valores bajos del campo
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externo la configuracién de fases de estado fundamental tiene una densidad
de vértices que es diferente de cero y la existencia de voértices produce que la
corriente critica sea menor que la de la fase w = 0. En la escalera sin embargo
la situacion es bastante diferente: a valores bajos de f el estado fundamental
de la escalera es la fase w = 0 y, mas atn, como hemos descrito en 6.3, la con-
figuraciéon con un sélo vortice es inestable y la fase w = 0 es el tnico atractor
estable de cualquier configuracién inicial arbitraria. Consecuentemente, es de
esperar que a valores bajos del campo externo la corriente critica de la escalera
no cambie, al depender de la densidad de vortices. También hemos mostrado
que el valor critico del campo para la estabilidad de la configuracion con un s6-
lo vortice es fY = 0,1175£0,00065 para una escalera is6tropa. Para valores del
campo superiores a f? diferentes configuraciones de vortices son estables; de
modo que configuraciones iniciales arbitrarias relajan a alguna de las diferen-
tes configuraciones metaestables posibles, que pueden ser descritas como redes
irregulares de vortices. En esta situacion la corriente critica esta esencialmente
asociada con la transicién de desanclaje de estas fases de vortices, que ocurre a
un valor menor de la corriente externa. Hwang, Ryu y Stroud dan un valor cer-
cano a 0,12, bastante proximo a nuestra prediccion de fY = 0,1175 =+ 0,00065,
pero no dan explicaciéon alguna del resultado.

En la seccién 7.3 vimos que cuando la longitud de penetracion A; de la red
decrece, el valor de fY también decrece, y es cero cuando A; = 1,812 £ 0,018.
El diagrama de estabilidad que presentamos en el capitulo 7 (figura 7.7), nos
permite hacer la siguiente conjetura sobre el comportamiento de la corriente
critica de la escalera de uniones Josephson cuando los campos inducidos por
las corrientes son considerados: cuando la longitud de penetracion decrece, el
rango de valores del campo externo para los cuales la corriente critica no cambia
también decrece, y se anula cuando A; = 1,812 + 0,018. Esta conjetura esta
basada en la asociacién entre la corriente critica de la escalera y la estabilidad
de la configuracién de un vortice.

La situacion descrita en los parrafos anteriores no se da para otros valores
posibles del campo y otros estados fundamentales. Asi, por ejemplo, cuando
f = 1/2 el estado fundamental tiene densidad de vortices w = 1/2 y existen
muchos otros estados metaestables posibles — en particular, la fase sin vortices
tiene alli su limite de estabilidad . Cuando se pretenda calcular el valor de la
corriente critica de la red a partir de la simulacién de las curvas intensidad-
voltaje hay que tener en cuenta la posible dependencia de esta curva con las
condiciones iniciales. De este modo, en el caso totalmente frustrado, f = 1/2,
el valor encontrado para la intensidad critica de la red cuando la configuracién
inicial es el estado fundamental, debe ser mayor que el encontrado en el caso
de que partamos de una configuracion w = 1/2 con un defecto (exceso de un
vortice o defecto de este), cuya intensidad critica esté asociada al desanclaje de
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Figura 8.9: Figura mostrando las curvas IV de la escalera de uniones Josephson cuando
la intensidad es constante y a distintos valores de la frustraciéon. En cada caso la
configuracion inicial es una distribucién aleatoria de las fases. La figura muestra como
la intensidad critica de la red se mantiene constante e igual a 1,0 hasta un determinado
valor de la frustracion.

este defecto que ocurre a valores menores de la corriente externa. Hwang, Ryu
y Stroud [116] también encuentran en sus simulaciones dos valores posibles de
la intensidad critica cuando f = 1/2, que nosotros asociamos a dos estados
iniciales diferentes: una red desordenada de voértices y el estado fundamental

1/2.

La figura 8.9 presenta el resultado de la simulacion de las curvas IV en
una escalera de uniones Josephson bajo intensidad constante, y calculadas a
partir de una configuracion inicial de fases aleatorias y a distintos valores del
campo externo. Se observa claramente la existencia de un escalén de I, = 1,0
a valores bajos de f y un valor de I, mucho menor para el resto de las curvas
del diagrama.

Principales diferencias entre la dindmica de la red de uniones Jo-
sephson y la dindmica del modelo Frenkel-Kontorova

Las consideraciones hechas en los péarrafos anteriores nos conducen al pro-
blema de la dependencia de las curvas intensidad-voltaje con respecto a las
condiciones iniciales de las fases en la escalera de uniones Josephson, y en
general a senalar algunas de las diferencias y similitudes entre la dindmica
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del modelo Frenkel-Kontorova [62| y la de la escalera. Podemos senalar tres
puntos fundamentales de diferencia entre ambas dindmicas (definidas por las
ecuaciones (3.1) y (8.2) respectivamente):

= En el modelo Frenkel-Kontorova, la escala de longitud que determina el
valor de w a K = 0 (ver seccion 2.1), v, no interviene ni en las ecuaciones
de equilibrio ni en las ecuaciones dindmicas del sistema, de ahi que un
estado fundamental es estable en todo el rango de valores de . En la
escalera de uniones Josephson, el parametro equivalente es la frustracion,
f, que aparece en las ecuaciones de equilibrio y de movimiento del siste-
ma. Asi, mientras que la velocidad media de la cadena Frenkel-Kontorova
depende de la intensidad del potencial de anclaje y de la fuerza externa,
v = f(F(t),K), el valor medio del voltaje entre los dos brazos de la es-
calera depende del acoplamiento entre las islas superiores e inferiores, la
corriente externa y el campo magnético, <V >= g(I(t), j—z, ).

= En la dindmica del modelo Frenkel-Kontorova el valor de w esta deter-
minado por las condiciones iniciales y es una constante del movimiento
(seccion 3.1). Sin embargo, en la escalera de uniones Josephson, la den-
sidad de vértices no es obligatoriamente una constante del movimiento,
como se desprende del estudio de la estabilidad de las fases metaestables
a valores pequenos del campo hecho en la seccién 6.3.

= La convexidad de la interaccion entre particulas y la el caracter local de
la disipaciéon que caracteriza la dindmica del modelo Frenkel-Kontorova
permite aplicar la regla de Middleton (seccién 2.1), cuyo principal resul-
tado es la unicidad de la curva o(F) para cualquier campo de fuerzas
que permita definir un valor de F y v. Sin embargo, este resultado no
es aplicable al caso de la escalera de uniones Josephson, lo que conduce
a la posibilidad de obtener diferentes curvas < V > (I4.) para los mis-
mos valores de los pardmetros del sistema pero diferentes configuraciones

iniciales.
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