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Resumen: En este trabajo estudiamos la realizacion con GeoGebra de tres
procedimientos de construccion hechos a partir de las instrucciones presentadas
en dos ediciones diferentes de los Elementos de Euclides: |a clasica y la menos
conocida de Oliver Byrne. Estas ediciones emplean sistemas de representacion
radicalmente diferentes para presentar un mismo contenido matematico. Ana-
lizamos la influencia de estos sistemas de representacion en la produccion de
construcciones correctas y en el seqguimiento de las instrucciones planteadas,
en las respuestas de 18 parejas de alumnos de tercer curso del Grado de
Magisterio de Educacion Primaria. Encontramos que el sistema de representa-
cion no influye sobre el sequimiento fiel de las instrucciones, Pero, en el caso
de la produccion de construcciones correctas, la influencia del sistema de
representacion estd asociada a la tarea concreta. Identificamos y analizamos
cuatro fenémenos relacionados con aspectos matematicos de instrumentacion
y de instrumentalizacion.
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Abstract: In this work, we study the implementation using GeoGebra of three
construction processes as described in two different editions of Euclid's Elements:
the classical and the less known one by Oliver Byrne. These editions use dra-
matically different representation systems to present the same mathematical
content. We analyze the influence between the representation systems, the
correctness of the constructions and the adjustment to the given instructions
shown in the answers of 18 pairs of third year students of the Degree of Primary
Education. We observe no influence of the representation systems over the
adjustment while in the case of correctness this influence is associated to the
particular task. In addition, we identify and analyze four different phenomena
related to mathematical, instrumentation and instrumentalization aspects.

Keywords: Geometric construction, GeoGebra, Representation systems, Teacher
training.

1. INTRODUCCION Y OBJETIVOS

Multiples ejercicios de geometria clasica consisten en hacer construcciones
geométricas a partir de algunos de los elementos que las constituyen (construc-
cion de un poligono regular dado uno de sus lados, construccion de un triangulo
a partir de sus tres lados, etc) o de representaciones de objetos que cumplan
ciertas propiedades (construccion de una recta perpendicular a otra por un
punto, construccion de una recta tangente a una circunferencia por un punto
exterior, etc). Estas construcciones se han realizado tradicionalmente con regla
y compas siguiendo procedimientos mas o menos estandarizados. Textos clasi-
cos, como los Elementos, incluyen un amplio catalogo de tales construcciones
detallando paso a paso las acciones a realizar con los citados instrumentos. El uso
de un software de geometria dindmica (de GeoGebra en particular) para llevar a
cabo este tipo de construcciones implica, por sus especificidades, una reinterpre-
tacion o adaptacion de los pasos descritos en los textos clasicos, que va mas alla
de la mera traslacién del procedimiento.

Esta adaptacion, no obstante, no estd exenta de dificultades por cuanto que
las instrucciones proporcionadas en los textos estan concebidas para ser segui-
das utilizando herramientas concretas (la regla y el compas) y no programas
informaticos. La labor de adaptacién debe ser hecha por los docentes a la hora
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de disenar y preparar sus clases o de generar recursos o actividades para sus
alumnos, en relacion con estos contenidos.

En este sentido, una tarea propia de la formacién del profesorado en didac-
tica de la geometria, es la realizacion de construcciones con regla y compds, en
ocasiones con la ayuda de GeoGebra, con el objetivo de analizar, o de ser
conscientes al menos, de los elementos matematicos que sustentan las mismas.
Una de las dificultades que encuentran los maestros en formacion al llevar a
cabo este tipo de tareas estad relacionada con la correcta interpretacion de las
instrucciones proporcionadas para llevar a cabo la construccion (Ozerem, 2012).
Surge, por tanto, la siguiente pregunta de investigacion: ¢La utilizacion de un
sistema de representacion particular en las instrucciones proporcionadas a los
alumnos en un procedimiento de construccion geométrica, mejora sus resultados
cuando la realizan usando el software GeoGebra? Para tratar de responder a
esta pregunta abordamos los siguientes objetivos especificos:

1. Determinar si existe interdependencia entre el sistema de representacion usa-
do para proporcionar las instrucciones a los alumnos, el seguimiento de las
instrucciones y la correccion de las construcciones realizadas en GeoGebra.

2. Analizar los procedimientos de construccion llevados a cabo por los alum-
nos al realizar las construcciones que se les solicitan, en relacién con los
distintos sistemas de representacion que usan y con los procesos de instru-
mentalizacion e instrumentacién que adelantan.

2. MARCO TEORICO

Duval (2006, p. 107) senala que “ninguin proceso matematico puede ser llevado
a cabo sin utilizar un sistema de representacion semiotico puesto que los pro-
cesos matematicos siempre implican la sustitucion de una representacion semio-
tica por otra". De hecho, Gémez (2002) considera el estudio de los sistemas de
representacion como uno de los pilares bdasicos del analisis de contenido
considerado dentro del analisis didactico definido por Rico (2013).

Desde el punto de vista de la ensenanza de las matematicas, lo anterior
implica que los estudiantes deberian ser capaces de reconocer un mismo objeto
matematico con independencia de dicho contexto (Duval, 2004). En particular,
tal y como sefalan Castro y Castro (1997, p. 103): “Dominar un concepto mate-
matico consiste en conocer sus principales representaciones y el significado de
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cada una de ellas, asi como operar con las reglas internas de cada sistemay en
convertir o traducir unas representaciones en otras, detectando qué sistema es
mas ventajoso para trabajar con determinadas propiedades’.

Esta capacidad de moverse entre distintos sistemas de representacion se deno-
mina en ocasiones fluidez multi-representacional y existen evidencias de que
puede ser promovida con el apoyo de entornos tecnologicos y, en particular, de
GeoGebra (McGee y Moore-Russo, 2015).

En el caso de la geomelria, parece claro que el registro o representacion
figural juega un papel fundamental en el aprendizaje, relacionado con aspectos
tales como la visualizacion o la abduccion (Marmolejo y Vega, 2012). A este
respecto, al considerar las ilustraciones que a menudo acompanan a las cons-
trucciones geométricas, hemos de prestar atencion a las diferencias entre una
figura, un objeto tedrico que sirve como referente (definido por sus propiedades
matematicas) y un dibujo, una representacion particular en la pantalla o el papel
de dicho objeto abstracto (Laborde y Capponi, 1994). Un dibujo, de hecho, con-
tendra particularidades y casi siempre inexactitudes pues es inevitable una cierta
pérdida de informacion con respecto al objeto geométrico que representa (Parzysz,
1988). Pese a ello, existen estudios que revelan una tendencia por parte de los
alumnos a llevar a cabo razonamientos basados mds en su percepcion de un
dibujo que en la informacién que se les proporciona (Sandoval, 2009).

En consecuencia, al encontraros con una ilustracion que acompana a una
construccion o problema geométrico, pueden darse dos situaciones (Mesquita,
1998). Por una parte, si esta ilustracion es vista como una figura, sus propiedades
pueden utilizarse en los razonamientos. Sin embargo, cuando se trata de un
dibujo no siempre se puede saber qué objeto tedrico representa y no es facil
extraer informacion de ésta. Para poder hacerlo, si se utiliza lapiz y papel se
deberia incorporar el uso de algun tipo de convencion sobre el dibujo que per-
mita anadir informacion adicional; mientras que, si se utiliza GeoGebra, seria
necesario conocer las herramientas usadas para su construccion y las propie-
dades matematicas derivadas de las mismas (Gutiérrez, 2005).

Como ya hemos apuntado, el uso de GeoGebra como artefacto didactico
(Rezat y StrdBer, 2012) puede facilitar el trabajo con distintos sistemas de
representacion. Desde un punto de vista general, la utilizacién de artefactos
en el aula, entendidos como cualquier elemento susceptible de ser usando
intencionalmente en actividades de ensenanza y aprendizaje, conlleva la apa-
ricion de un fenémeno denominado génesis instrumental (Rabardel, 1995;
Trouche, 2004). La génesis instrumental es un proceso personal de cada
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individuo participante en una situacion de ensenanza y aprendizaje que invo-
lucra en cierto modo la transformacion de un artefacto en un instrumento. Asi,
el artefacto, que es exclusivamente un objeto fisico, se transforma en algo mas
complejo que incluye, ademas de lo fisico, una parte cognitiva que aporta cada
individuo y que le confiere una funcionalidad que le permite integrarlo en su
actividad. Esto se produce gracias a la emergencia conjunta de esquemas
mentales y técnicas de uso de la herramienta cuando se trabaja, por ejemplo,
con tecnologias digitales (Drijvers, 2012).

En el proceso de génesis instrumental, Rabardel (1995) distingue dos sub-
procesos, uno orientado al artefacto y otro al individuo. En el primero, la instru-
mentalizacion, el individuo influye en el artefacto, descubriendo sus
funcionalidades personalizando sus utilidades o utilizandolo para fines no pre-
vistos por el disenador. En el segundo subproceso, la instrumentacion, el arte-
facto influye en el individuo permitiéndole desarrollar una cierta actividad
matematica de un modo distinto a como posiblemente venia realizandola. Este
proceso de génesis instrumental es guiado por el docente mediante la organi-
zacion sistematica e intencional de un entorno de aprendizaje que Trouche
(2004) denomina orquestacion instrumental.

Diversos autores se han dedicado a analizar estos procesos de génesis ins-
trumental en un contexto tecnologico. Guin y Trouche (2002), por ejemplo, iden-
tifican distintos comportamientos de los estudiantes al enfrentarse al manejo del
instrumento (comportamiento del pescador, transporte automatico o determina-
cion inflexible) en funcion de la complejidad de su interaccion con el instrumento
y del grado de reflexion del alumno. En un contexto de geometria dinamica y
trabajando con futuros maestros de primaria, Ruiz-Lopez (2018) identifica algu-
nos factores que pueden dificultar una completa génesis instrumental. En par-
ticular, sefala posibles deficiencias en el conocimiento matematico de los
estudiantes, un desarrollo limitado de la instrumentalizacion en el uso de Geo-
Gebra o un imperfecto proceso de orquestacion instrumental.

En muchas ocasiones el uso de GeoGebra se combina o complementa, sin
sustituir totalmente, a los instrumentos tradicionales. En estas situaciones se debe
tener en cuenta la distinta relevancia del orden en que se realizan los pasos de
una construccion y su interdependencia. Talmon y Yerushalmy (2004) afirman que
esta relevancia es mayor en los entornos tecnologicos que en los tradicionales.

Iranzo y Fortuny (2009) detallan tareas que muestran la dificultad de trans-
ferencia de las estrategias de resolucién con papel y lapiz a las estrategias con
ayuda de GeoGebra y viceversa, estableciendo tipologias de alumnos segun la
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mayor o menor presencia de practicas de reflexion o procedimentales: autono-
mos (alto nivel de instrumentacion e instrumentalizacion), instrumentales (nivel
medio de instrumentacién e instrumentalizacion), procedimentales (nivel bajo
de instrumentalizacion) y naif, (nivel bajo de instrumentacion). En aquellas situa-
ciones en las que se hace un uso simultaneo del software y del lapiz y papel,
Iranzo y Fortuny (2009) también sefalan que alumnos con un grado de instru-
mentacion bajo (tipo naif) en ocasiones recurren a herramientas relacionadas
con la medida al utilizar GeoGebra incluso en situaciones en las que esto no
es necesario. Ademas, en estos casos los alumnos pueden presentar también
dificultades conceptuales, algebraicas y de visualizacion, utilizando GeoGebra
como si fuera una pizarra tradicional (Arnal-Bailera y Oller-Marcén, 2017).

Un interesante indicador del grado de instrumentacion alcanzado por los
estudiantes en el uso de GeoGebra estd relacionado con los tipos de arrastres
que estos realizan al abordar una construccion geométrica. Arzarello et al. (2002)
desarrollan una taxonomia en la que incluyen hasta siete tipos distintos: arrastre
errante, arrastre unido, arrastre guiado, arrastre lugar oculto, arrastre de linea,
arrastre enlazado y test de arrastre. Los que mas nos interesan aqui, son el
arrastre guiado (mover puntos de un objeto para darle una forma determinada),
el arrastre lugar oculto (mover puntos de un objeto para que este siga mante-
niendo ciertas propiedades) y el test de arrastre (mover puntos para determinar
si el objeto al que pertenece mantiene las propiedades deseadas).

Generalmente, las construcciones llevadas a cabo por alumnos con un bajo nivel
de instrumentacion no pasan el test de arrastre (Mariotti y Bartolini, 1998). De hecho,
utilizando la distinciéon descrita anteriormente, esto es equivalente a decir que estos
alumnos tienden a construir un dibujo y no una figura. De hecho, un arrastre ade-
cuado de los puntos libres de una construccion permite saber qué propiedades tiene
una representacion y por lo tanto qué figura representa; es decir, se puede saber si
la representacion lograda es la deseada o no vy si se realizd el procedimiento de
manera correcta o incorrecta. Este es un asunto normativo (clausula del contrato
didactico) de la clase en lo que respecta a la correccion o no de un procedimiento
de construccion al que hacen referencia Laborde y Capponi (1994).

3. METODO Y PARTICIPANTES

El estudio realizado es de caracter exploratorio y tiene una finalidad esencialmente
descriptiva (Elliot y Timulak, 2005). Se trata de una investigacion de tipo mixto en la
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que se combina el enfoque cuantitativo con el analisis de datos de tipo cualitativo
(Hernandez, Fernandez y Baptista, 2010). El uso de metodologias de tipo mixto per-
mite que los enfoques cuantitativo y cualitativo “puedan complementarse para explo-
rar distintos aspectos de la misma pregunta” (Pole, 2009, p. 39). En nuestro caso, el
primero de los objetivos es de caracter descriptivo y pretende determinar la existencia
de relacion entre variables de tipo categorico (Blaikie, 2003) por lo que la metodologia
utilizada es de caracter cuantitativo. El sequndo objetivo tiene un caracter mas
interpretativo y la metodologia adoptada es cualitativa. En este sentido, nuestro
estudio presenta los rasgos que Teddlie y Tashakkori (2009) sefialan como caracte-
risticos de las metodologias mixtas de investigacion: utilizacion de datos tanto numé-
ricos como narrativos, integracion de analisis estadisticos y tematicos, combinacion
de propositos confirmatorios y exploratorios, etc.

La experimentacion se llevd a cabo con 36 estudiantes del Grado en Magis-
terio de Educacion Primaria durante el curso académico 2014-2015, en el marco
de la asignatura Didactica de la Geometria que se desarrolla en el segundo
cuatrimestre del tercer curso. En concreto, la actividad se desarroll6 en una sesion
de dos horas de duracién en el aula de informatica. Durante la sesion se com-
bind el trabajo de los alumnos en 18 pequenos grupos formados por hasta tres
personas, con las puestas en comun coordinadas por los investigadores.

El cuestionario sobre el que trabajaron los alumnos constaba de tres tareas.
Cada una de ellas consistia en la realizacion de una construccion geométrica.
La Tarea 1 consistia en la construccion de un cuadrado a partir de un lado
(Proposicion 46 del Libro | de los Elementos), la Tarea 2 en la construccion de
una tangente a una circunferencia por un punto exterior a ella (Proposicion 17
del Libro lll de los Elementos) y la Tarea 3 en la construccion de un triangulo a
partir de tres segmentos tales que la suma de cada dos de ellos es mayor que
el tercero (Proposicion 22 del Libro | de los Elementos). En concreto, los alumnos
debian reproducir las instrucciones proporcionadas por escrito, mediante el uso
de GeoGebra, indicando, tal y como se observa en las Figuras 1 a 3, las herra-
mientas utilizadas para realizar cada uno de los pasos de la construccion.
Ademas, para cada una de las tres tareas, los alumnos disponian de un fichero
GeoGebra en el que se proporcionaban los elementos iniciales sobre los que se
debia realizar la construccion.

Para alcanzar los objetivos planteados anteriormente, se crearon dos ver-
siones del cuestionario. En una de ellas (que llamaremos version C), las ins-
trucciones y figuras proporcionadas a los alumnos provenian de la edicion
clasica de los Elementos de Euclides (Euclides, trad. en 1994). En la otra (que
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llamaremos version B), se proporcionaron las instrucciones y figuras tal y como
aparecen en la edicién de los Elementos realizada por el inglés Oliver Byrne
(Byrne, 1847). De los 18 grupos, 10 completaron el modelo B del cuestionario,
mientras los 8 restantes completaron el modelo C. En la version C se evito el
uso de letras del alfabeto griego, que fueron sustituidas por letras mayusculas
del alfabeto latino.

En las Figuras 1 a 3 se muestran las dos versiones de cada una de las
tareas que conforman el cuestionario. En ellas se pueden apreciar los distintos
sistemas de representacion utilizados. La edicion de Oliver Byrne de los Ele-
mentos de Euclides (mitad superior de las Figuras 1, 2 y 3) utiliza un sistema
de representacion poco convencional. El sistema tradicional (letras mayusculas
para puntos, segmentos denotados a partir de sus extremos, etc), que se puede
apreciar en la edicion clasica (mitad inferior de las Figuras 1, 2 y 3), es susti-
tuido por un lenguaje de tipo fundamentalmente icénico en el que el colory
la representacion intuitiva de objetos y conceptos resulta de gran importancia.
El uso del sistema de representacion planteado por Byrne se ha utilizado
recientemente de forma fructifera en trabajos con profesorado de secundaria
en formacion (Arnal-Bailera y Oller-Marcén, 2017). En la Tabla 1 se presentan
las principales caracteristicas y diferencias entre ambos sistemas de represen-
tacion. Las Figuras 1 a 3 ponen de manifiesto de forma ostensiva las particu-
laridades, ventajas e inconvenientes de cada uno de ellos.

Tabla 1. Caracteristicas principales de los sistemas de representacion considerados.

Version C Version B
(Euclides, 1994) (Byrne, 1847)
Color No Si. A cuatro colores (azul, ne-

gro, amarillo y rojo)

Trazos y grosores Unico Distintos  grosores 'y trazos
(continuo, punteado, etc)

Referencia a objetos geométri- | Mediante letras Mediante iconos

cos

Distincion entre objetos geomé- | Distintas letras Distintos colores, grosores, tra-

tricos diferentes Z70s, etc.

Expresién de relaciones entre | Lenguaje verbal especializado | Lenguaje simbolico especiali-
objetos geomeétricos (perpendicular, paralela, etc) | zado (- I, etc)
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Como se observa en la Figura 1, en ambos casos el procedimiento general
de construccion del cuadrado es similar. La principal diferencia radica en que
la version de Byrne unifica, en cierto modo, los dos pasos iniciales, proponiendo
dibujar un segmento perpendicular al segmento dado y de su misma longitud.
La version clasica propone inicialmente el trazado de un segmento perpen-
dicular al dado, sobre el que posteriormente se traslada la longitud de eéste.
También se observa que en el paso final la versién de Byrne proporciona
informacion redundante al sefalar que los dos ultimos segmentos dibujados
sean concurrentes.

En la Tarea 2 se aprecian mayores diferencias entre ambos procedimien-
tos. El primer paso es el mismo en ambos casos; sin embargo, los dos
siguientes estan invertidos. En la versién de Byrne se comienza dibujando
una perpendicular al segmento dibujado en el primer caso y a continuacion
se traza una circunferencia, mientras que en la version clasica se construye
primero la circunferencia. También resulta interesante senalar que en la version
de Byrne se omite la indicacion explicita del trazado de las dos ultimas lineas
auxiliares de la construccion que, sin embargo, si aparecen en la figura.

La Tarea 3 es la que presenta aparentemente mayores diferencias entre
ambas versiones. La version clasica implica la traslacion de los tres segmentos
dados sobre una misma semirrecta, mientras que en la version de Byrne basta
con trasladar dos de los segmentos usando como punto comun en cada caso
uno de los extremos del otro sin necesidad de que estén alineados. Aunque no
tiene impacto sobre el proceso de construccion, es interesante senalar que la
desigualdad triangular (la suma de dos cualesquiera de los segmentos debe ser
mayor que el tercero) recibe un tratamiento ligeramente distinto en ambos textos.
Mientras que en la version de Byrne aparece como hipotesis, en la version cla-
sica se resalta la necesidad de este hecho.

La recogida de la informacion se llevo a cabo mediante diversos procedimientos.
El primero consistié en la observacion por parte de los investigadores. En segundo
lugar, se dispuso de las producciones de los alumnos tanto escritas, en sus respues-
tas al cuestionario, como digitales en los ficheros de GeoGebra generados.
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TAREA 1: Sigue las instrucciones para construir un cuadrado de lado dado en
GeoGebra a partir de la siguiente proposicion. Anota las herramientas de
GeoGebra que vayas utilizando.

PROPOSICION 1.46: Sobre un segmento dado (_), construir un cuadrado.

INSTRUCCIONES HERRAMIENTA GEOGEBRA

Dibujar =— L= —
Dibujar = sees— " —_—

concurrente con
dibujado || se—

2, |

es el cuadrado buscado.

TAREA 1: Sigue las instrucciones para construir un cuadrado de lado dado en
GeoGebra a partir de la siguiente proposicion. Anota las herramientas de
GeoGebra que vayas utilizando.

PROPOSICION 1.46: Trazar un cuadrado a partir de una recta dada.

c

INSTRUCCIONES HERRAMIENTA GEOGEBRA
Sea AB el segmento dado. Asi pues, hay que
trazar un cuadrado a partir de AB.
Tracese el segmento AC que forme angulos rectos
con el segmento AB desde su punto A, y hagase
AD igual a AB; y por el punto D tracese la paralela
a AB, y por el punto B tracese BE paralela a AD.
Por tanto, ABED es el cuadrado buscado.

Figura 1. Enunciado de la Tarea 1 en ambas versiones del cuestionario.
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TAREA 2: Construye una tangente a una circunferencia por un punto exterior en
GeoGebra a partir de la siguiente proposicién. Anota las herramientas de
GeoGebra que vayas utilizando.

PROPOSICION 111.17: Para dibujar una tangente a un circulo dada desde un punto
dado, exterior a la circunferencia.

INSTRUCCIONES HERRAMIENTA GEOGEBRA

El punto dado /I es exterior a la circunferencia,
dibuja «s==s==—— desde el punto hasta el centro,

cortando O; y dibuja =»=+=====+ perpendicular a

-------- , dibuja - _/ concéntrica a O y radio
meesm—a,  eNtONCES es la tangente
buscada.

TAREA 2: Construye una tangente a una circunferencia por un punto exterior en
GeoGebra a partir de la siguiente proposicién. Anota las herramientas de
GeoGebra que vayas utilizando.

PROPOSICION 111.17: Desde un punto dado trazar una linea tangente a un circulo
dado.

INSTRUCCIONES HERRAMIENTA GEOGEBRA
Sea el punto dado A y la circunferencia dada BCD.
Tomese, pues, el centro de la circunferencia, E, y
trdcese AE y con el centro E y la distancia EA
describase la circunferencia AZH, y a partir del
punto D tracese DZ formando dngulos rectos con
EA, y tracense EZ, AB.
Digo que ha sido trazada AB desde el punto A
tangente a la circunferencia BCD.

Figura 2. Enunciado de la Tarea 2 en ambas versiones del cuestionario.
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TAREA 3 Construye un tridngulo en GeoGebra a partir de la siguiente proposicion.
Anota las herramientas de GeoGebra que vayas utilizando.

PROPOSICION 1.22: Dados tres segmentos = en los que la suma de dos
cualesquiera de ellos es mayor que el tercero, construir un tridngulo cuyos lados
deben ser iguales respectivamente a los segmentos dados.

INSTRUCCIONES BYRNE HERRAMIENTA GEOGEBRA

Dibujar  ce— T sssssssen=

——
Dibujar e }

Con ===y == como radios

e @ y @

Dibuja S Y e N
Entonces : seraA el tridngulo
pedido.

TAREA 3 Construye un tridngulo en GeoGebra a partir de la siguiente proposicién.
Anota las herramientas de GeoGebra que vayas utilizando.

PROPOSICION 1.22: Construir un tridngulo con tres segmentos que son iguales a
tres segmentos dados. Pero es necesario que dos de los segmentos tomados
juntos de cualquier manera sean mayores que el restante.

INSTRUCCIONES HERRAMIENTA GEOGEBRA
Sean A, B, C los tres segmentos dados,
cumpliende las condiciones  del
enunciado.
Pdngase una semirrecta que parte de
D, y hdgase DZ igual a A,
yZH igual aByHO iguala C;
y con el centro Z y la distancia ZD
describase la circunferencia DKF;
Asi mismo, con el centro H y la
distancia HO describase la
circunferencia KFO, y tricense KZ, KH.

Digo que se ha construido el triangulo
KZH con tres segmentos iguales a A, B,
C.

Figura 3. Enunciado de la Tarea 3 en ambas versiones del cuestionario.
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Por ultimo, las fases de puesta en comun fueron grabadas en video y trans-
critas para su posterior andlisis. De este modo, mediante un proceso de triangu-
lacion de datos se obtuvo informacion en distintas fuentes (Flick, 2009) lo que,
ademas de enriquecer el analisis, contribuye a mejorar la calidad de la investi-
gacion (Onwuegbuzie y Leech, 2007).

Las variables que se consideraron (sobre las que se centra principalmente
nuestro analisis) y las fuentes de informacion relevantes para cada una de ellas
son las siguientes:

» Seguimiento de las instrucciones por parte de los alumnos. Queriamos
estudiar si los alumnos se ajustaban o no a las instrucciones proporcio-
nadas en el enunciado de la tarea. Para determinarlo, comparamos estas
instrucciones con los pasos sequidos por los alumnos en su construccion,
observados tanto en el protocolo de construccion de GeoGebra como en
las producciones escritas.

 Correccion de la construccion realizada en GeoGebra. Una construccion
se considera correcta cuando su resultado final es susceptible de ser con-
siderado una figura. Para determinarlo, realizamos ampliaciones en busca
de posibles inexactitudes y recurrimos al test de arrastre para determinar
las propiedades matematicas que no se cumplen. En el caso de que detec-
taramos inexactitudes o que la construccién no pasara el test de arrastre,
consideramos que estamos ante un dibujo y no ante una figura.

* Procedimiento empleado por los alumnos. Analizamos las herramientas de
GeoGebra empleadas y el orden en que son utilizadas por los alumnos. Para
determinarlo, recurrimos a las producciones escritas de los alumnos, al pro-
tocolo de construccion de GeoGebra (con atencion especial a las practicas
de arrastre realizadas) y a las transcripciones de la fase de puesta en comun.

Teniendo en cuenta los distintos objetivos, el caracter mixto de la investigacion
y la diferente naturaleza de los datos recogidos, utilizamos diversas herramientas
de analisis. Para estudiar las variables ‘correccion de la construccion’ y ‘segui-
miento de las instrucciones’ (que son de tipo categorico) asi como la posible
relacion entre ellas y con la version del cuestionario, se analizaron las produc-
ciones de los alumnos y sus ficheros GeoGebra. El analisis, de tipo cuantitativo
y descriptivo, se realizd recurriendo al test x* de independencia (Blaikie, 2003)
calculado mediante el software SPSS. Por otro lado, la variable ‘procedimiento
empleado con los alumnos' se estudié con un enfoque cualitativo e interpretativo
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a partir del analisis de contenido (Berg, 2007) de las producciones de los alum-
nos y de las transcripciones de sus intervenciones utilizando las herramientas
analiticas senaladas anteriormente.

4. RESULTADOS

4.1. ANALISIS CUANTITATIVO

El primero de nuestros objetivos esta relacionado con la dependencia entre las
distintas variables consideradas y las distintas versiones del cuestionario. Para
abordarlo desde un enfoque cuantitativo, la Tabla 2 recoge la informacion global

relativa a las 51 producciones analizadas.

Tabla 2. Resultados globales

Version B

Version C

Construccion

Construccion

Construccion

Construccion

correcta incorrecta correcta incorrecta
_ Respetan 9 5 10 4
instrucciones
No respetan 10 3 5 5

instrucciones

Si realizamos los correspondientes test x? de independencia, se concluye que no
existe relacion entre ninguna de las parejas de variables consideradas a nivel
global. Sin embargo, si consideramos una nueva variable, cuyos 6 valores vienen
dados por el cruce de las tres tareas y las dos versiones, encontramos que existe
relacion (con un nivel de significatividad del 90%) entre esta nueva variable y la
correccion de la construccion realizada por los alumnos. En concreto, y tal y como
se aprecia en la Figura 4, el peor rendimiento se ha dado en la version C de la
Tarea 1y en la version B de la Tarea 3.
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TiByme TiCHsico T2Byme T2Cldsico  TaByme  TaClsico

@ incorrecte
[Ecorrects

Figura 4. Correccion de las tareas en funcién de la version del cuestionario.

A continuacion, vamos a analizar mas detalladamente cada una de las tareas
de forma individual.

41.1 Tarea 1

En primer lugar, senalamos que solo la mitad de los grupos participantes siguio
al pie de la letra las instrucciones proporcionadas en el formulario al reproducir
la construccion en GeoGebra. La sencillez de |a tarea permitio que las construc-
ciones realizadas por todos los grupos tuvieran como resultado (segun la termi-

nologia presentada anteriormente) un dibujo de un cuadrado. Sin embargo, en

la mitad de los grupos la construccion no dio lugar a una figura 'y su construc-

cion se considero incorrecta desde el punto de vista del test de arrastre.

Tabla 3. Resultados de la Tarea 1

Version B

Version C

Construccion

Construccion

Construccion

Construccion

instrucciones

correcta incorrecta correcta incorrecta
_ Respetan 3 2 1 3
instrucciones
No respetan 4 1 1 3
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El sequimiento de las instrucciones se produjo con independencia de la version
del cuestionario con el que estaban trabajando los estudiantes. Del mismo modo,
no hubo dependencia entre la correccion de la construccion y el sequimiento de las
instrucciones (Tabla 3).

Sin embargo, como también se puede observar en la Tabla 3, los alumnos
que completaron el modelo B del cuestionario encontraron aparentemente
menos dificultades y siete de ellos realizaron la construccién correctamente con
GeoGebra. De hecho, si realizamos un test x?> de independencia entre ambas
variables (version del cuestionario y correccion de la construcciéon), obtenemos
que existe dependencia entre ellas con un nivel de confianza de aproximada-
mente el 90%.

4.1.2 Tarea 2

Casi la mitad de los grupos participantes no sigui6 al pie de la letra las instruc-
ciones proporcionadas en el formulario al reproducir la construccion en GeoGe-
bra. Pese a que esta tarea era mas compleja que la anterior, solo 4 de las 18
parejas realizaron una construccién incorrecta. No obstante, 3 de las construc-
ciones incorrectas se pueden considerar un dibujo de la tangente pedida (pero
no una figura). Un grupo no completé la construccion.

Tabla 4. Resultados de la Tarea 2

Version B Version C
Construccion Construccion Construccion Construcciéon
correcta incorrecta correcta incorrecta
Respetan
| nespet 5 0 5 1
instrucciones
No respetan
. P 3 2 1 1
instrucciones

Aunque la version del cuestionario parece tener una clara influencia sobre el
seguimiento de las instrucciones, esta no es estadisticamente significativa. Por su
parte, no existe relacion entre la version del cuestionario y si la construccion es
correcta o no. Sin embargo, si realizamos un test x* de independencia, observa-
mos que si existe dependencia estadistica (al 90%) entre el nivel de correccién
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y la construccion realizada y el respeto de las instrucciones. (Tabla 4). De hecho,
los grupos que respetan las instrucciones obtienen mejores resultados que
aquellos que no lo hacen.

4.1.3 Tarea 3

Tres grupos no llegaron a realizar esta tarea por falta de tiempo. De los restantes,
practicamente la mitad no respetaron las instrucciones. Tan solo 4 parejas que
realizaron la tarea dieron como respuesta una construccion incorrecta (que no

pasaba el test de arrastre), no llegando ni siquiera a construir un dibujo.

Tabla 5. Resultados de la Tarea 3

Version B Version C
Construccion Construccion Construccion Construcciéon
correcta incorrecta correcta incorrecta
Respetan
| nespet 1 3 4 0
instrucciones
No respetan
. P 3 0 3 1
instrucciones

En este caso, no existe ninguna relacion entre la version del cuestionario y el respeto
de las instrucciones. Por su parte, aunque parece haber una influencia entre el
respeto de las instrucciones y el nivel de correccion de la construccion, esta no resulta
estadisticamente significativa. Finalmente, si se aprecia relacién de manera estadis-
ticamente significativa (ver Tabla 5) entre la version del cuestionario y si la construc-
cion es correcta 0 no. De hecho, se puede observar que los alumnos que completaron
el modelo B del cuestionario encontraron aparentemente mas dificultades a la hora
de realizar la construccion correctamente con GeoGebra.

4.2 Analisis cualitativo
El segundo de nuestros objetivos esta relacionado con el analisis de las produc-

ciones realizadas por nuestros alumnos. Después de revisar dichas producciones
emergen una serie de fenémenos que se muestran en la Tabla 6. En dicha tabla
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se presentan, de manera resumida, los indicadores de cada uno de los fendme-
nos y las herramientas que permiten su deteccion.

Tabla 6. Indicadores y herramientas para la deteccion de los distintos fenomenos identificados.

Detectado mediante

Indicadores Test de

Ampliacion
arrastre

Aparicion de elementos geométri-
cos de medidas determinadas en el No Si
proceso de construccion.

Uso de medidas concretas
del dibujo

Suposicion de propiedades | Aparicion en el proceso de cons-
geométricas a partir de un | truccion de caracteristicas no decla- No Parcialmente
dibujo radas en el enunciado.

Aparicién de objetos libres en pa-
Arrastre guiado de objetos | sos intermedios del proceso de Si Si
construccion.

Aparicion de practicas de “corta-pe- , ,
Uso impropio® de GeoGebra p icion de practicas de ‘co ”p Si Si
ga’ en el proceso de construccion.

A continuacion, vamos a analizar detalladamente cada uno de estos cuatro
fendomenos.

4.2.1 Uso de medidas concretas del dibujo

Algunos alumnos muestran, a la hora de realizar las construcciones, un cierto
apego a las medidas concretas de los objetos geométricos construidos o propor-
cionados, por encima de las propiedades esenciales de estos objetos, que deter-
minan los pasos del proceso de construcciéon solicitado. Esto se observa en la
siguiente transcripcion, relacionada con la Tarea 2 por ejemplo, donde se aprecia

3 Entendemos por uso impropio del software la utilizacion de funcionalidades del programa de un modo
no previsto por los disenadores del mismo.
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la falta de discriminacion entre propiedades esenciales (un punto es exterior a una
circunferencia) y atributos especificos (un punto estad a distancia cinco del centro):

Profesor: Y el radio icudnto habéis puesto?
Estudiante: Los valores que nos daban. Ademas, los valores también aparecian en
aquél lado (en la ventana algebraica).

Otro posible ejemplo relacionado con este fendomeno se aprecia en la Tarea 3,
donde algunos alumnos crearon nuevos segmentos con la herramienta ‘seg-
mento de longitud dada’ a partir de las longitudes de los segmentos que se
daban como datos. En la Figura 5 mostramos un momento intermedio de la
construccion (tras el paso 14 del protocolo de construccién) donde podemos
observar que los alumnos marcan las longitudes de los segmentos dados: en el
paso 10 del protocolo de construccion marcan la longitud del segmento A;B,
(dado) y a continuacion en el paso 14, marcan la longitud ED. Posteriormente
repiten el mismo proceso con los segmentos C,D; y E;F,.

» Vista Agebraica % |> VistaGrafica %[~ Pro ¢
Nimero Ay &~ |7 & e
distanciaA1B1 = 5.1 _ ° [ Nombre [Descripcion [Valor
= = 3 1Punto A, A, =(:205,-0.08)
FUlo —
O-ASr205, 10n) o 2Puto B Purto sobre B,=(05,0)
5,0) i & Gicunferencia(a, 5.1)
00.53128) 3Segmenb A Ssgmento[A, B A=51
(68,472 5
7,1, Ay =51 - 7 TETEEIE
A, 8 4PuttoC, C,=(053,128)
3, 4.54) s
o E S22 1) 5Punto D, Purto sobre D,-(47,120)
—r Girurferencia(C,, 4)
Seqmento 6SegmentoB  Segmento[C,.D] B=4
® A=51
®B=4 =
eices TP, £,(025,274)
®a-513
Teto BPuo F, Punto sobre F,=(275,274)
© TextoAB1="A_18_1=561" DE=513 Girunferencia(E,, 3)
© TextoDE = DE=6.13" Rt s 9Segmento C Segmerio [, F,] c=3
a e
o 0Numero disianc . Disianca de A, a b, GStarCRAT! = 5.1
11Texto TextoA1B1 Nombre(A,) + (Nombrei,)) *A_1B_1=51"
+7="+ disiandaA1B1
12Punto D D=(56.472)
13Puo E E=(1093,-468)
fi4seamenoa  seqmento 0. E1 a=513 1
15 Nimero distnci... Dstanca de Da £ distarciaDE = 5.1
16Texto TextoDE  Nombre(D) + (Nombre(E)) + "DE =5.13"
2=+ ficancianE
m [« 1637 [ m © Reproduce. 23s

Figura 5. Ejemplo de uso de medidas concretas en la Tarea 3.

Estos alumnos no parecen asumir el caracter genérico de los tres segmentos
dados, lo que podria estar relacionado con una cierta falta de comprension del
caracter general y no dependiente de las medidas concretas de un proceso de
construccion geométrica.
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4.2.2 Suposicion de propiedades geométricas a partir de un dibujo

Ciertas construcciones muestran, ademas de las propiedades geométricas reque-
ridas, alguna otra propiedad extraida directamente de la ilustracién que acom-
pana a las instrucciones. En el siguiente extracto (correspondiente a la explicacion
dada por los alumnos a la Figura 6 relacionada con la construccion de una
perpendicular) observamos la extraccién de informacion adicional (en este caso
incorrecta) a partir de la ilustracion que acompana a las instrucciones:

Profesor: éHabéis seguido las instrucciones que se daban? éHabéis anadido alguna
instruccion que no hubiera ahi? {Pensais que habéis anadido algo?

Estudiante: [silencio] creo que hemos unido... bueno, no sé si ponia que uniéramos
H con.. no lo se. Tampoco las hemos sequido a rajatabla, simplemente hemos
empezado y luego ya hemos ido... siguiendo el dibujo.

[.]

Profesor: &Y ha sido en ese momento cuando habéis pensado que habia que trazar
una perpendicular?

Estudiante: Si, una perpendicular a H.

Profesor: &Y eso viene en las instrucciones?

Estudiante: No

El comportamiento seguido por este grupo estd muy relacionado con el intento
de reproducir la ilustracion, por encima del seguimiento de las instrucciones. En
la Figura 6 (parte izquierda) vemos la ilustracion proporcionada en el cuestio-
nario. Pese a que lo parece, el segmento KH no es perpendicular al DE. Los
alumnos, sin embargo, utilizaron la herramienta ‘perpendicular’y, a partir de este
paso, trataron de reproducir la ilustracion dada tal y como se aprecia en la parte
derecha de la citada figura.

Ae— ——t 4 g
B— /
¢ = d
E a
D z H j o 1
\ e
\ / F
\
F P
Vi .
y ~

Figura 6. Imitacion de la figura dada en la Tarea 3

86 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 32, NUM. 1, ABRIL DE 2020



Construcciones geométricas en GeoGebra a partir de diferentes sistemas de representacion..

La ilustracion que acompana a las instrucciones es un dibujo, por tanto, no
es posible extraer informacién tedrica de la misma, sino que se le da un valor
descriptivo. Esto forma parte del contrato didactico establecido en nuestras clases
de geometria. Si revisamos el protocolo de construccion de esta tarea (ver Figura
7), vemos el paso anterior a construir la perpendicular. Afadir la perpendicula-
ridad facilita la construccion al dar a los alumnos un nuevo camino para encon-
trar la posicion de un vertice como interseccion de una circunferencia y una
recta. No creemos que sea fruto de un despiste ya que no se ha pasado por alto
un detalle o una instruccién, sino que se ha creado una nueva condicién
‘siguiendo el dibujo” (en palabras de los estudiantes).

o T3B.ggb -0
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda
A T 0 = =

DR NCEANZED e
» Visia Algebraica X | b Vista Gréfica X|  Frotocolo de Construccion X

Conica ~ AR

© c: (x-808 +{y +2.3)=10.79 n° Nombre  Descripcion | Valor T

Numero

21Texto Te..Nombre(z)+  'ZH=4" @

(Nombre(H)) +"="
distanciaC1D1 =4 = = =
distanciaDz = 5.1 22Numero .. Distancia de E, a F, distanciaE1F1=3

distanciaE1F1 =3
distanciaHE = 3.28 £ 23Texto Te..Nombre(E) + ~ 'E_1F_1=3"
distanciaZE =4 (Nombre(F.)) + * =
Punto 24PuntoO  Puntosobrea 0= (11.36,-23)
@ A, =(316,456) . \
o

distanciaA1B1=5.1

® B, =(1.94,461) D ‘ H 25Numero ... Distanciade Ha O distanciaHE = 3.28
- 0
® C.= (344472 ( / 26 Texto Te... Nombre(H) + "HO =3.28"
§ Bsjde 29 (Nombre(0)) + " =
® D,=(.44,472) A 27 Gircunter.. Circunferencia que c: (x- 808 +(y... |,

®E e pasa por O con
® F,=(132,46) 28Rectab Rectaquepasa  |bix=8.08
por H

©® H=(8.08,-23) 29Punto K Interseccion de ¢, b|K = (8.08, 0.98)

® 0=(1135,-23)
® z=(4.08, 2.3
Rem( J 30Puto E. E.=(52,-7.18)
®ay=23
Segmento 31 Circunfer... Circunferencia que |d: (x - 4.08)" + (y
® A=54 pasa por E, con
®B=4 32Rectae  Rectaz, K e:-3.28x+ 4y =-,
®c=3
Texio 33PuntoF  Interseccion de d, b|F = (8.08, -6.31)
® TextoA1B! =“A_1B_1=5.1"
® TextoC1D1=“C_1D_1=4" 34PuntoE  Puniosobrea E=(15.2,-23,
TextoDZ = “DZ=5.1" v

@ TextoE1F1=“E_1F_1=3"

TG K| < 27/34 [

Entrada:

1539
18/07/2019

Figura 7. Imitacion de la figura dada en la Tarea 3

4.2.3 Arrastre guiado de objetos

En algunas construcciones se observa, gracias a la revision del protocolo de
construccion, que, en lugar de trasladar a GeoGebra las propiedades matema-
ticas asociadas a las instrucciones proporcionadas, algunas parejas construyen
objetos libres (que no dependen de los anteriores), para posteriormente ajustar
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la construccion y que se parezca lo mas posible a la ilustracion que acompana
a las instrucciones. En la transcripcion siguiente, correspondiente a la tercera
tarea, se observa este fenémeno.

Profesor: Vale, entonces, {como habéis conseguido C?

Estudiante: A ver, C, un punto, como no se especificaba, hemos cogido un punto
cualquiera.

Profesor: &Y da la casualidad de que la tangente pasa por ahi?

Estudiante: Si, bueno, lo hemos trampeado un poco, vale [risas] vale, pues al principio
no nos salia y lo hemos movido y ya esta.

Durante la construccion no se usa la propiedad matematica. En su lugar los
alumnos construyen un objeto libre “hemos cogido un punto cualquierd"y tratan
de ajustarlo posteriormente “al principio no nos salia y lo hemos movido y ya estd’.

Otro ejemplo de este fenémeno puede observarse en la Figura 8, correspon-
diente a la Tarea 2. Los alumnos ajustaron el radio de la circunferencia e
haciendo que pasara por el punto A ademas se arrastré el punto D para que
quedara aparentemente alineado con los puntos Ey C se ayudaron para ello
de una semirrecta que posteriormente ocultaron.

» Vista Algebraica X|[» vista Grafica X|[ Protocolo de Construccion X

Cénica ish[ESR A7)
® c:(x-7.3) +(y +1.46)' =9 '/ Nombre [ Descripcion [ valor
® e (x- 7.3 + (y +1.46) = 25.01 1 Punto E E=- (73 -148)
Punto
® A=(6.3,3.44) 2Punto A A=(63, 3.44)
® B=(6.7,1.48)
0.7 3Circunferenciac ~ Circunferencia con o (x-T.372+ (y+ 1467 =9
- ¥ centro E y radio 3
={1.3;1, 4Segmento 3 Segmento [E, A] a=5
Segmento
®a=5 5Punto B Interseccién de ¢, a B=(6.7,1.48)
op=3
: : = g / 5Segmento b Segmento [B, E] b=3
® h=404 7Punto C Punto sobre ¢ C=(9.32,0.75) la
Semirrecta
1;<368%+ 3,38y = 31,83 8Segmento d Segmento [C, E] d=3
\ 9Circunferenciae ~ Circunferencia que pasa e: (x- 7.3 + (y + 1.46)° = 25.01
por A con centro E
0Punto D Punto sobre e D =(10.68,2.22)
1 Semirrecta f ‘Semirrecta que pasa por f: -3.68x + 3.38y = -31.83
E,D
\ 12Segmento g Segmento [D, C] g=2
13 Segmento h Segmento [A, C] h=404
K| <K [13/13 [P || 31 > Reproduce s

Figura 8. Ajuste de elementos a mano en la Tarea 2

Este fendmeno también es observable en la Tarea 1, realizando arrastres guiados
de objetos que se construyeron sin haber impuesto todas las condiciones que
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los definen. Por ejemplo, para construir una perpendicular al segmento dado por
uno de sus extremos, algunos grupos construyeron primero un punto arbitrario
exterior al segmento, a continuacion, trazaron una perpendicular al segmento
por ese punto y luego la arrastraron hasta que visualmente pasara por el extremo
del segmento (ver Figura 9).

Los alumnos no abordan la construccion de la perpendicular buscada como
un proceso secuencial que consta de una serie de pasos ordenados jerarquica-
mente. En su lugar, construyen un objeto que cumple solo una de las propieda-
des requeridas (en este caso, la perpendicularidad) y realizan un arrastre guiado
para tratar de que se cumplan las demas.

Paso 1 Paso 2

Paso 3 Paso 4

Figura 9. Arrastre guiado en la construccion de la perpendicular a una recta por un punto en la Tarea 1

4.2.4 Uso impropio de GeoGebra

En algunas ocasiones (ver la siguiente transcripcion), los alumnos trasladan los
elementos que se les proporcionan en el archivo de GeoGebra para utilizarlos
en su construccion. En este proceso no logran hacer coincidir los elementos
necesarios (en este caso los extremos de dos segmentos) para que la construc-
cion cumpla las propiedades requeridas.
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Profesor: Cuando decis que habéis transportado...

Alumno: Bueno, hemos copiado el segmento...

Profesor: &Y con qué herramienta?

Alumno: Control C, control V.

Profesor: &Y para acercar y que estuviera donde querfais que estuviera?
Alumno: Con GGB si lo situabas encima, coincidia...

Como vemos, los alumnos han utilizado un elemento no matematico del sof-
tware (la opcién cortar y pegar). En GeoGebra, esta funcionalidad no esta pen-
sada para ser usada con objetos geométricos durante un procedimiento de
construccion. En la Figura 10 se puede observar, haciendo una ampliacion
suficiente, que el proceso anterior es inadecuado ya que, tras trasladar el seg-
mento, los extremos solo coinciden visualmente.

Figura 10. Traslacion incorrecta de un segmento sobre otro en la Tarea 3

5. DISCUSION Y CONCLUSIONES

Nuestro primer objetivo, consistia en analizar las posibles dependencias entre
las variables consideradas (sistema de representacion, sequimiento de instruc-
ciones y nivel de correccion de la construccion). A este respecto, al analizar
globalmente las tareas no se ha encontrado ninguna relacion estadisticamente
significativa entre las variables consideradas. Sin embargo, al considerar como
variable el par (tarea, sistema de representacion) si se ha logrado detectar una
relacion significativa entre esta nueva variable y el nivel de correccion de la cons-
truccion. Esto pone de manifiesto la importancia de las tareas a la hora de
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comprender la influencia del sistema de representacion sobre la capacidad de los
alumnos para llevar a cabo la construccion correctamente. Es decir, parece que el
uso de un sistema de representacion u otro es mas o menos adecuado no en tér-
minos absolutos, sino en funcion de la tarea especifica en la que se utiliza. En
cualquier caso, los alumnos de Magisterio que realizaron construcciones a partir de
la edicion de Byrne tuvieron una tasa de éxito algo mayor (70%) que los que lo
intentaron a partir de la versién clasica de la editorial Gredos (62%).

Es interesante senalar que, entre aquellos grupos que no respetaron las
instrucciones, hay un porcentaje mucho mayor de acierto en la construccion en
la version B (un 77%) que en la version C (un 50%). Por su parte, entre aquellos
alumnos que respetaron las instrucciones rigurosamente, la version C propor-
ciona un porcentaje de aciertos ligeramente mayor (71% frente a 64%). Asi pues,
el sistema de representacion de Byrne parece penalizar en menor medida el que
los alumnos sigan un camino propio mientras que, al ser las instrucciones
proporcionadas en la version clasica mas rigurosas y completas, su seguimiento
favorece el éxito en la tarea.

Una posible explicacion al fendmeno anterior puede quizas encontrarse en
la distinta naturaleza de la ilustracion que acompana a las proposiciones en
cada caso (Mesquita, 1998). Por un lado, puede considerarse como un elemento
mas de las instrucciones, a veces resulta indispensable para poder sequirlas y
completar la construccion. Por otro lado, también puede verse como un elemento
de comprobacién de la construccion que un lector pudiera hacer. En la
puesta en comun se puso de manifiesto como los alumnos utilizan la utilizan
en estos dos sentidos. En la transcripcion siguiente se muestra como uno de
los grupos utiliza esta ilustracion de una u otra forma segun la tarea:

Profesor: ¢Os ha servido de algo la figura? La que os dan..

Alumno: Si, para hacernos una idea de como debia ser el resultado final. Ya sabiamos
la respuesta. En la otra nos ha servido mas, si no hubiera sido por el dibujo no la
hubiéramos sacado.

La expresion “para hacernos una idea de como debia ser el resultado final’ pone
de manifiesto el uso como elemento de comprobacion, mientras que la expresion
‘si no hubiera sido por el dibujo no lo hubiéramos sacado” apunta al uso de
informacion contenida en la ilustracion.

No obstante, creemos que la ilustracion que acompana a la version de Byrne
tiene principalmente un caracter de figura, de la que puede extraerse informacion
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y que juega un papel de complemento a las instrucciones (lo que se pone de
manifiesto, por ejemplo, en la omision de pasos en la Tarea 2 o de indicaciones
precisas de la ubicacion de elementos de la construccién en la Tarea 1) mientras
que en la version clasica se trata principalmente de un dibujo. Esta distinta
naturaleza (Mesquita, 1998) quizas también puede explicar en parte que el
porcentaje de grupos que no siguieron las instrucciones fuera ligeramente mayor
en la versién B (sobre un 48%) que en la versién C (sobre un 41%).

Los fenomenos identificados se reparten de manera desigual en las tareas
estudiadas. El fenomeno 1 (uso de medidas concretas) se ha detectado Unica-
mente en la Tarea 2. El fenémeno 2 (suposicion de propiedades geométricas a
partir del dibujo) aparece en las Tareas 2y 3, pero no en la Tarea 1. Puesto que
los alumnos recurren a la ilustracion que acompana a las instrucciones espe-
cialmente en aquellas construcciones con un mayor grado de dificultad, no era
esperable la aparicion de este fenémeno en la construccion del cuadrado. El
fendémeno 3 (arrastre guiado de objetos) es el mas comun y aparece en las todas
las tareas. Esto puede estar relacionado con un escaso conocimiento del manejo
de GeoGebra y de ahi su transversalidad. Finalmente, el fenémeno 4 (uso impro-
pio de GeoGebra) ha aparecido Unicamente en la Tarea 3 y estd asociado
especificamente a la accion de trasladar un segmento dado a otro lugar.

Aunque hemos tratado de caracterizar estos fendémenos, no pensamos
que sean completamente independientes unos de otros, sino que estan
relacionados y en ocasiones se superponen unos y otros. De hecho, los
fenémenos 1y 2 tienen una mayor componente matematica mientras que
los fenomenos 3y 4 estan mas relacionados con los procesos de instrumen-
talizacion e instrumentacion asociados al uso de GeoGebra. Estos dos fac-
tores fueron identificados por Ruiz-Lopez (2017) como obstaculos en el
proceso de génesis instrumental usando GeoGebra. En la Tabla 7, presenta-
mos un resumen de la informacion proporcionada por cada uno de estos
fendmenos y su relacion con elementos tedricos de la literatura.
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Tabla 7. Informacién proporcionada y relacion con elementos tedricos de los distintos
fenomenos identificados.

Informacion Relacionado con

El estudiante no ve la construccion como | Posibles deficiencias en el co-
un proceso general 0 no es capaz de lle- | nocimiento matematico.

Uso de medidas varlo a cabo.
concretas del
dibujo El estudiante no discrimina las propieda- | Confusion entre dibujo y figura
des esenciales y las accesorias de la ilus-

tracion que acompana las instrucciones.

El estudiante no asume el papel de dibujo | Confusion entre dibujo y figura.
de la ilustracion que acompana las instruc-
ciones (ruptura del contrato didactico).

Suposicion de
propiedades
geométricas a
partir de un dibujo

El estudiante no traslada las propiedades | Bajo nivel de instrumentacion.
matematicas a GeoGebra, sino que trata de
aproximar la apariencia del resultado a la

Arrastre guiado de | | - _ . i
ilustracion que acompana las instrucciones.

objetos
El estudiante no asume la naturaleza se- | Posibles deficiencias en el co-
cuencial de la construccion. nocimiento matematico

El estudiante utiliza elementos no matema- | Bajo nivel de instrumentali-
ticos de GeoGebra con un sentido mate- | zacion
matico impropio.

Uso impropio de
GeoGebra

Si concretamos mas, los fenomenos 1y 2 provienen principalmente de tra-
bajar de forma concreta con los datos proporcionados, ya sea extrayendo
informacion de tipo métrico (fenémeno 1) o suponiendo propiedades a partir
de la ilustracion que se les proporcionaba (fenomeno 2). En el fenémeno 1, la
construccion realizada por los alumnos da lugar a un dibujo, pero no a una
figura y seria Unicamente detectable mediante la realizacion de un test de arras-
tre. Por su parte, en el fenémeno 2, la construccion puede no dar siquiera lugar
a un dibujo en funcion de si la propiedad inferida es compatible o no con la
construccion solicitada, poniéndose de manifiesto las inexactitudes inherentes
al dibujo (Parzysz, 1988). En la Tarea 3, por ejemplo, los lados proporcionados
como datos no permiten la construccion de un triangulo rectangulo y de ahi el
fendmeno detectado en la Figura 6. En el caso hipotético de que hubiera sido
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posible la introduccion de una restriccion adicional (ser rectangulo, por ejem-
plo) se habria dado lugar a un dibujo pero no a una figura, pues al cambiar
la longitud de los lados la restriccion dejaria de ser compatible con los datos.
En esta situacion, el test de arrastre mostraria que la solucién es, como
mucho, parcialmente correcta ya que la construccion podria cumplir las
condiciones requeridas y ademas las impuestas por la ilustracion que las
acompana, lo que daria un subconjunto de las soluciones. No obstante, seria
necesario reflexionar sobre las limitaciones de los objetos que aparecerian
al realizar dicho test. Ademas, en esta situacion se pone de manifiesto una
cierta falta de comprension de la jerarquia de la informacion grafica y de su
subordinacion a las instrucciones que acompana (Talmon y Yerushalmy,
2004). A este respecto, autores como Capponiy Laborde (1991, p. 220) ya sefalan
que “.la variabilidad de elementos de una figura no puede ser explicada por un
dibujo. En particular, el campo de variacion de estos elementos tampoco esta
explicitado en el dibujo’.

Por su parte, consideramos que los fenémenos 3y 4 podrian estar relacio-
nados en siguiente sentido: los ajustes que se realizan a mano vienen permi-
tidos por el entorno tecnologico, es decir no se pueden realizar cuando se
realiza la construccién con lapiz y papel. Se estaria dando validez matematica
a aquello que el programa es capaz de hacer. En ambos casos podria haber
parejas que hacen ajustes porque el programa lo permite, sin plantearse la
validez matematica una vez que es posible (y por tanto valido) tecnologica-
mente. En ambos casos ni siquiera se obtienen dibujos; podriamos decir que
en ambos fendmenos se da un cierto intento de suplir la herramienta “limi-
tar-liberar objeto” para conseguir que un determinado objeto adquiera las
relaciones de incidencia deseadas.

En el fendmeno 3, los alumnos utilizan algunas de las herramientas de
GeoGebra (sobre todo para la construccion de objetos) y el ajuste se realiza
sobre el producto de las mismas (sobre todo para asegurar las relaciones de
incidencia entre los objetos construidos). Este modo de actuar muestra un nivel
bajo de instrumentacion (Iranzo y Fortuny, 2009) e ilustra una falta de compren-
sion de la naturaleza secuencial del proceso de construcciéon en el que un paso
se sustenta en los anteriores y sustentard a los siguientes (Talmon y Yerushalmy,
2004). Este fenémeno seria detectable mediante la realizacion de un test de
arrastre y una ampliacion. En el fenomeno 4, por su parte, ni siquiera se utilizan
herramientas matematicas especificas de GeoGebra para construir objetos (se
mueven o copian objetos dados). En este fenémeno se observa una incorrecta
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instrumentalizacion del entorno tecnologico que les resuelve lagunas del ambito
matematico. Esta colisién podria ser resuelta a veces por un adecuado uso de
la herramienta de GeoGebra ‘limitar-liberar objeto” que permite en ocasiones
que un objeto se ‘adhiera” a otro con lo que, de alguna forma, adquiriria las
propiedades matematicas del objeto receptor. Esta situacién pone de manifiesto
la necesidad de combinar adecuadamente los conocimientos matematicos con
los tecnologicos para que el instrumento tecnologico medie de forma positiva
en la adquisicion de los conceptos geométricos (Hollebrands, 2007). Este feno-
meno es mas facilmente detectable mediante el uso de la herramienta zoom
para realizar una ampliacion, que muestra que los alumnos ni siquiera realizan
un dibujo correcto. No obstante, también seria posible poner en evidencia este
fendmeno mediante el test de arrastre.

Como venimos sefnalando, y tal como hemos visto en la Tabla 6, los feno-
menos identificados varian segun la herramienta que nos permite detectarlos.
Aunque el test de arrastre es una herramienta potente que permite detectar
la incorreccion de la construccion en todos los casos, el uso de ampliaciones
permite distinguir aquellos fendmenos que estan relacionados mas especifi-
camente con el uso de GeoGebra. Asi pues, en funcion del ambito en que se
esté desarrollando la actividad, de los destinatarios y objetivos de la misma o
tipo de fenomeno detectado por el docente, éste puede elegir entre recurrir a
una u otra herramienta.

Finalmente, teniendo en cuenta las anteriores consideraciones, podria ser
interesante llevar a cabo una investigacion encaminada a determinar criterios
que nos permitan elegir uno u otro sistema de representacion en funcion de
la tarea que se esté llevando a cabo. A este respecto, aunque a primera vista
el sistema de representacion utilizado en la obra de Byrne parece mas acce-
sible (y, de hecho, en dos de las tres tareas ha dado resultados algo mejores),
en algunos casos conlleva una sobreutilizacion de la ilustracion que acom-
pana a las instrucciones que, como hemos visto en el caso de los fenémenos
1y 2, puede suponer un cierto obstaculo. Otra posible linea de investigacion
podria encaminarse a desarrollar un sistema de representacion “hibrido” en el
que se tomaran aquellos elementos que se consideren mas ventajosos de
cada uno de los sistemas de representacion que hemos manejado aqui.
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