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Apéndice A
Conservacion de la masa

Consideramos un volumen V delimitado por una superficie S en el que se encuentra una
mezcla de n componentes, cada componente k tiene una densidad de masa pg tal que p =

> k1 Pk, Por lo que la variacién temporal de la masa de la componente k es:

dmi d opr. ., L oo
dt dt/ pde 8t ——dV = /Spkvde (Al)
Aplicando el teorema de la divergencia a la ecuacién A.1 tenemos:
0 0 >
Eifk dv = / V- (prUx)dV = ;ﬁk = —V - (pr0k) (A.2)

Con ayuda de la velocidad de centro de masas vops introducimos la derivada material re-
presentada mediante la ecuacién A.4 para una funcién a (utilizamos vy como la velocidad de
flujo del sistema para la componente k) y el flujo de difusién Ji para cada componente k con

respecto a Uo:

doanr =Y f”fp“k (A.3)
da Oa _ =
E = a + ’UCMVCL (A4)
Ji = pr(Tx — o) (A.5)

Con todo esto la ecuacion A.2 se transforma en:

Wk GopVpy = =V - (J + PkUCM) =V -Jp = V- (pricm)
Wi GorVpg =~V - Jx — piV - Tou — TemrVr
d o o =
% ==V -Jp—pV - Uom (A.6)

Sumando sobre las n componentes en la ecuaciéon A.2 llegamos a:

0 >
5 =~V (picw) (A7)

Y aplicando A.4 a esta ultima expresién tenemos:



dp -
— = —pV - 4, A.
i oV - Vo (A.8)

Introduciendo las concentraciones de masa de cada componente p = g—l’: en la ecuacién A.6
usando A.4:

ps 190 — . Jy — peyV - Tom
Pdc%’“ —pcpV - Toy = =V - i — pepV - Uom
dck = =
— = -V J A9
Pt k (A-9)

Donde se ha usado la ecuaciéon A.8 en el iltimo paso. De esta forma llegamos a la ecuacién
A9, que se usard para despejar a la ecuacién de la conservacion de la energia.



Apéndice B
Conservacion de energia

Para obtener una expresién que determine la variacién de energia interna consideraremos que
la energia total por unidad de masa e del sistema tiene tres contribuciones, la cinética %17% o la

potencial ¢ y la interna u:

1
eziﬁ%M+¢+u (B.1)

De igual forma que se hizo para la masa vamos a considerar que trabajamos en un sistema

con volumen V de forma que la variacién de e con el tiempo es:

4 [ pedV = [, BEdV = — [ JodS = — [, ¥ SV

-

dpe -
— =-V-J B.2
ot ¢ (B-2)
Con j; el flujo de energia con el entorno. Para calcular el valor de las dos primeras con-
tribuciones debemos plantear la ecuacion de movimiento la cual expresa la dependencia de la
velocidad de cada componente de la mezcla con la presién, que tiene que ver con las interacciones
de corto alcance entre las particulas, y las fuerzas externas, que dependerdan de la componente

que tratemos ya que variard en funcién del tipo de material que se estudia:

dvcm
dt

— P+ Y af (B.3)
k

Donde P es el tensor presién y B i es la fuerza externa por unidad de masa que se ejerce sobre

la componente k de la mezcla, las cuales se van a considerar conservativas de la forma F, = —ﬁgb,

siendo ¢ el potencial que genera dicha fuerza independiente del tiempo. Multiplicando por gy

a ambos lados de la ecuacion B.3 tenemos:

k

e D .

—2 AL = V- (P-Teum) + P: Vien + Y prFr - Tom (B.4)
k

Con P : ﬁﬁc M= ZZ] P 8%]_1% siendo x; y x; las coordenadas espaciales cartesianas. Usando

la expresion B.5 en la ecuacién B.4:



— = —-+ V- (apicm) (B.5)

(3 ”ch) +V- ( UCMPUCM) v (15 “Uom) + P: ﬁ’ffoM + Zpkﬁk VoM
k

8(%17%MP) _
ot

-V (P-ﬁcM-F%ﬁ%MpUCM)-I-P: ﬁﬁCM—&—Zka‘;g-ﬁCM (B.6)
k
La ecuacion B.6 se puede interpretar como el ritmo de cambio de la energia cinética por
unidad de masa. A continuacién haremos el mismo desarrollo para el ritmo de cambio de la
energia potencial por unidad de masa (ecuacién B.7), donde ¢ y ¢y son la energia potencial por
unidad de masa de toda la mezcla y de la componente &k respectivamente, utilizando la ecuacién
A.2 y los flujos de difusién definidos en la expresion A.5:

pY = Z PrPrk (B.7)
k

0 0
= = e Y G o= ST i) =

> (=Y - (T + prlion)) Z <Z5kV T — Z &V - priom =
k
-V Z k) + Z TV, — Z brpk Tom) + Z prTom Y o
\‘,_z
PP
Ip = L .
5 -V (Z brJr) + ppvicn) — Z wEr — ZPkUC’MFk (B.8)
k k k
Donde se ha utilizado ﬁk = —ﬁqﬁk. De esta forma sumando las ecuaciénes B.6 y B.8 obtene-

mos el ritmo de cambio de la energia potencial y cinética:

0p(50z, + - 1 _ R oo
D059 +9) _ = —V-|p(502u + S)enm + P-Ton + > dedi | +P: Vicu— Y JoF (B.9)
ot 2 - -

Asi, ya tenemos dos de las tres contribuciones a la energia total del sistema. Ahora vamos a

considerar el flujo de energia total J., el cual asumimos que tiene cuatro términos distintos:

Flujo convectivo asociado al transporte de masa, de la forma pevics

Flujo asociado a las fuerzas mecanicas ejercidas en el sistema, de la forma P - Uoas

Flujo de difusién producido por las fuerzas externas, de la forma ), gbkj;g

Flujo de calor J_(;

Je = peon + P Tom + Y o+ Jg (B.10)
k



Si comparamos las ecuacidones B.2 y B.9 obtenemos que para que se cumpla la expresion
B.10 la variacién de energia interna con el tiempo debe ser:
dpu - . - _ o - o
=V [puticn + 1] = P Viou + 3 Jifi (B.11)
k
Ahora separamos en dos componentes el tensor presiéon, uno definido por un escalar hi-
drostético y otro definido un tensor asociado a las fuerzas viscosas tal que P = pU + II con U
la matriz unidad. También escribimos el flujo de calor J_;, en funcién de la cantidad de calor por
unidad de masa ¢ de tal forma que p% =V- j(;. Con todo esto utilizamos la ecuacion B.5 para
separar p y u obteniendo asi la ecuacién B.12:

du  dq dv

= dt—yH:Vu—l—V;Jk-Fk (B.12)

I es el voliimen especifico y se ha utilizado U : Vo=V 7= p%. De esta

Donde v = p~
forma hemos obtenido una expresion que nos proporciona el cambio de energia interna con el

tiempo.



Apéndice C
Teorema de Prigogine

El teorema de Prigogine establece que bajo equilibrio mecanico para la fuente de entropia
interna ¢ expresada en la forma de la ecuacion C.1 se puede sustituir la velocidad de centro
de masas Uiy con la que definimos los flujos de difusién J_;g por otra velocidad aleatoria ¥, sin

producir cambios en los valores de o.

o= %Z Ji [ﬁk - (ﬁﬂk)T} (C.1)
k=1

Para demostrar este teorema desarrollamos los flujos de difusién:
n
o= T Z(ﬁk — ’UCM)pk; [Fk — (V/Lk)T} (C.Q)
k=1
Asi el problema se reduce a demostrar que:

> ok [ﬁk - (6/%)4 =0 (C.3)
k=1

Para conseguirlo hacemos uso de la relacién de Gibbs-Duhem:

Z prdpy = —psdT + dp (C.4)
k=1

Como trabajamos en un sistema isotermo tenemos:

—

> pe(Vw)r = Vp (C.5)
k=1

Como se opera bajo equilibrio mecanico se cumple:

Vp=> ppFi (C.6)
k=1



Por lo que sustituyendo las ecuaciénes C.5 y C.6 en la expresién C.3 demostramos su valor
nulo. De esta forma si cambiamos la variable vps por otra aleatoria 7, no cambiara el valor de

la fuente de entropia interna.

o= o (@ = T)w | B — (Vi)r (1)



Apéndice D

Coeficientes de la ecuacion de
balance entroépico

Para nuestro sistema en rotaciéon podemos expresar la fuente de entropia interna o en funcién
de los flujos de difusién J_;; y de los gradientes del potencial quimico ﬁ,uk de n — 1 componentes

de la mezcla a partir de las ecuaciénes D.1 y D.2:

n
k=1
— 1 — — 4 =
X = (1 - wp) (W*F+ 20cm A D) —(Vik)ryp (D-2)
w

Primero introducimos las ecuaciénes D.3, D.4 y D.5 con sus correspondientes demostraciénes:

Ik ja = (D.3)

Demostracion:

=1 k —1 Ck
Pzakvk Pvazak =0
Vo 1
n
> (Vi) =0 (D.4)
k=1

Para demostrar esta expresién tnicamente utilizamos la ecuacion C.5 obtenida a partir de

la relacién de Gibbs-Duhem, como asumimos que la presién es uniforme:

S oV =Vp=0=> E(Vm)r, =D c(Vim)ry =0
k=1 k=1 k=1

b‘b

Ck(l — pl/k) =0 (D5)



Para demostrar esta ecuacion restamos las dos expresiones siguientes equivalentes a la unidad:
n n
Z prvE =1 Z =1
k=1 k=1
n n n
ZPka — ch =0= Z(pckvk —cx)=0
k=1 k=1 k=1
n
> er(l—pr) =0
k=1

Con las ecuaciénes D.3, D.4 y D.5 podemos determinar los siguientes siguientes parametros

de la n-ésima componente:

a —
Ti=—ad
k=1
n—1
(Vin)rp = =2 eu(Vi) 1y
k=1
n—1
L—pvp=—2 ) (1l —pp)
k=1
Con todo esto sustituimos en la ecuacion D.1:
n—1
o= Jp Xy X
k=1
n—1 c n—1 a 1 1 n—1 n—1
o= o Xp - il 7 —— > (L= prp)W + = ¢;(Vj)ry
k=1 Un |35 Cn o1 " j=1
n—1 n—1 n—1
70 Ya 1 Ok 74 1 =
o= p X+ — P Cj ((1_PVJ‘)W—(VMJ)T,:D)
an CL -
k=1 k=1 j=1
n—1 n—1n—1 an c 1
kCi 3 =
o= i Ki+ S (= o)W = (Viy)ry)
Ay, Ck T
k=1 k=1 j=1
X
n—1 n—1 an c
o= 7a )?a + iija )Za
2 k k Jz_:l O Ck Kk k

n—1
o= jo . X D.6
k k
k=1
n—1
S Z3 -
K= 58 (1= vip) (wPF+ 200m A D) — (Vi) (D7)
j=1
arC;
Zf = Gy + a’“ci (D.8)
n
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Apéndice E

Relacion entre el coeficiente de
difusién y el coeficiente de linealidad

Como ya se dicho los flujos de los parametros extensivos pueden escribirse en funcién de las
fuerzas termodindmicas que los provocan multiplicados por unas constantes llamadas coeficientes
de linealidad L;.

JE=>"LyXp Ji=1L" X° (E.1)
e e
k

notacién  tensorial

notacién  wvectorial

Vamos a suponer que en el sistema la tnica fuerza termodindamica existente es la provocada

por el gradiente del potencial quimico ﬁﬁ, por lo que en notacién tensorial tendriamos:

. _ Vil
X0 =_z9- = E.2
a (E.2)

De forma que la entropia se determina mediante la ecuaciéon E.3. Para las ecuaciénes E.1,
E.2y E.3 Jo se corresponde con un vector formado por las componentes J:q conl<i<n-1,
X se corresponde con un vector formado por las componentes XZ“ con 1 <i<n—1, ﬁﬂ es
otro vector formado por las componentes 6/11- con 1l <i<n-—1, Z%es una matriz formada
por los coeficientes expresados en la ecuacién D.8 (aunque aqui no tengamos en cuenta la fuerza
centrifuga los coeficientes son iguales) y L% es otra matriz formada por otros coeficientes no
conocidos. Estas dos ultimas matrices son de dimensién (n — 1) x (n — 1). De forma que la

entropia interna queda:

o= Ji. o (£.3)

Si consideramos los flujos de difusién con respecto a velocidades medias de diferentes pardame-
tros a y b, la relacién que mantienen entre ellos se expresan en la ecuaciéon E.4:

Jt=qQ®. (E.4)
~ab | b
ij = Okj + - anF —aj (E.5)
J n

11



Siendo Q% una matriz de dimensién (n —1) x (n — 1) cuyas componentes son las expresadas

en la ecuacién E.5, se trata de una matriz igual a su reciproca, Q% = Q.

Acudiendo a la primera ley de Fick, introducimos el coeficiente de difusién en forma matricial
D® y DY mediante las expresiones E.6 y E.7, cada una relativa a la velocidad media de un
pardametro a y otro b respectivamente, donde x es un parametro que determina la composicién

de la disolucién (por ejemplo la concentracién).

Jt = —D%.VE (E.6)

JP=_D".Vz (E.7)
Comparando estas dos 1ltimas expresiones con la ecuacién E.4 llegamos a:

Do — Qab . Dbx (ES)
Ahora comparando las expresiones E.6 y E.1 y sustituyendo D% gracias a la ecuacién E.8:

[*. X% — D™ .Vi——0%. D" . Vi (E.9)

Finalmente sustituimos X* mediante la expresion E.2 tenemos:

Io. X’aﬁ: _Qab . Dbz . ﬁ:f
Ea . (_Zal) _Qab . Db:p . 65

T p—
Abr _ 1 Aba . Fa.7aViE _ 175ba . Fa . 7adfiv= 1
DI—TQQ'L(I'ZG%—TQG'LG'ZGF%VI'%
_ 1 = _ _
Dbm:TQb“-L“-Za-/j“ (E.10)
O )
Hfm = {8]] i #Fm (E.11)
Imlp T,

Donde " es una matriz de dimensién (n — 1) x (n — 1) cuyos elementos son los indicados
en la expresion E.11. Legamos asi a la ecuaciéon E.10, la cual nos relaciona directamente los

coeficientes linealidad con el coeficiente de difusién.

12



Apéndice F
Diseno del programa

Este apartado se va a dedicar a explicar tanto la discretizacion de la ecuaciéon de Lamm
como el programa utilizado para la simulacién de nuestro sistema el cual se va a lleva a cabo en
lenguaje C' + + por medio del método de Runge-Kutta de cuarto orden. El cédigo constard de
dos subalgoritmos esenciales fuera del cuerpo principal del programa, uno destinado a calcular
la derivada temporal de la concentracién en cada instante ¢ y otro dedicado a determinar la
concentraciéon en el siguiente instante ¢ + deltaT (siendo deltaT el paso temporal) usando el
método de Runge-Kutta en base al subalgoritmo anterior.

F.1. Discretizacion de la ecuacion de Lamm

Nuestro modelo de discretizacién se basa en un arco de circunferencia de dngulo «, longitud
ry + L y altura z en el cual se dividen n fragmentos de volimen entre las posiciénes radiales

r=ry,yr = L. Cada fragmento de volumen esta delimitado por las posiciénes radiales r;_1 y
r; por lo que tendréan una longitud radial a = % con una concentracion ¢;, 0 <7 <n—1, con la

excepcién del primer fragmento con concentracion cg que estara delimitado por rp y rg tal y como
se representa en la figura F.1. De esta forma garantizamos que se mantenga la simetria cilindrica.

L/ ™ Ta n Ti-z Ti-1 o T ™m-3 -2 Tn-1

Figura F.1: Representacion de la discretizacién de la ecuacién de Lamm
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Cada fragmento tiene un volimen V; y unas superficies internas y externas S} y S5 respec-

tivamente cuyos valores son los siguientes:

a

oz oz — aza
Vi= 7(7“22 —ri) = -5 (ri = ri—1)(ri +ric1) = Vi = T(Tz’ +7iz1) (F.1)
St = azr; 4 (F.2)
Sy = azr; (F.3)

Para calcular la derivada temporal de la concentracion en un cierto instante se determinara
el flujo de masa resultante en cada fragmento de volumen, el cual se compone de las siguientes

contribuciones:

= Flujo debido a la fuerza centrifuga Jr ro = swcr. Este siempre apuntard en direccién de la
posicién radial 7 en sentido positivo, por lo que la variaciéon de masa que experimentara
un fragmento de volumen 4 serd el flujo entrante desde el fragmento anterior a través de
su superficie interna menos el flujo saliente hacia el fragmento posterior a través de su

superficie externa:

%—TFC = JFc,i,lsgi —Jrci Sy = SW2Ci 1T 10T — Sw2CiTiozT;
om 2 2 2
— =swiaz(c—1r;_1 — GT; F.4
ot Fo ( =171 1 z) ( )
= Flujo de difusion Jp = —DVe. La direccién de este flujo dependerad del gradiente de

Ci—Ci—1

concentraciéon Ve = . Para calcular la variacién de masa procedemos de la misma

forma que en el caso anterior:

) ) Ci—Ci— Cit1—Ci

Gt p = Jpi-15] — JpiSf = —D=—Frazrioy + D= azr
om G — Ci—1 Ciyl — Ci
— =-Doaz | ——r_ — (F.5)
Ot D a a

De esta forma la variacion de masa total sera:

om C; — Ci—1 Cit1 — C
e swiaz(ci_1r? | — eir?) — Daz | ——"Lp; ) — Ly (F.6)
a a

Finalmente para hallar la variaciéon de concentracién dividimos la expresion F.6 por el volu-
men V; introduciendo la ecuacién F.1:

be sw2(6¢_17“i2,1 _ Cﬂ“?) D [%mﬂ — %n] (F.7)
ot §(ri+ria) 3(ri+7ri1) |

Asi, hemos conseguido una ecuacién que expresa la variacién temporal de la concentracion
discretizada para cada fragmento de volumen en los que se divide el sistema. Tambien podemos
escribir la ecuacién F.7 de la siguiente manera:

14



% _ ﬁ (Ciflrl-zfl — CiTZ-z) _ B [(Cl — Cifl)?“ifl — (Ci+1 - CZ')’I“i] (F 8)
ot a Tl a? Tl '

F.2. Estructura del programa

En el cuerpo principal del programa se definirdn los vectores (Arrays) c[n] y r[n] formados
por n componentes como la concentracién y la posicién respectivamente, de tal forma que c[i] se
corresponde con la concentracién del fragmento de volimen delimitado por las posiciones r[i — 1]
y 7[i] con 0 < i <n—1, ademds de todos los pardmetros necesarios para la simulacién, algunos

de los cuales se aportaran posteriormente a los subalgoritmos, estos son los siguientes:

= Posicién inicial del tubo ry

= Longitud del tubo L

= Velocidad angular del tubo w

= Coeficiente de sedimentacién s

= Coeficiente de difusién D

= Numero de componentes del vector concentracién n

» Concentracién inicial ¢g tal que cfi] = ¢pcon 0 <i<mn—1
= Paso espacial a

= Paso temporal deltaT

= Tiempo real de simulacion tMedida

Se definirdn una serie de subalgoritmos, dos de ellos son fundamentales para el desarrollo del
codigo, estos son el subalgoritmo ”derivada”, que nos calculara la derivada de la concentracion
para cada una de sus componentes, y el otro es el subalgoritmo ”"rungeKutta”, este utilizara al
primero y a otros subalgoritmos secundarios para calcular los valores de la concentracion en el
instante siguiente por el método de Runge-Kutta. En el algoritmo principal nos limitaremos a
definir y dar valores a los distintos pardmetros e imprimirlos en pantlla, y a escribir el bucle
prinicial del programa en el cual basaremos la evoluciéon temporal de los valores de la concen-
tracién. Tanto los subalgoritmos como el algoritmo principal se explican por separado en los

apartados siguientes.

F.2.1. Subalgoritmos secundarios

Antes de empezar a desarrollar los dos subalgoritmos que conforman el grueso del programa

se han definido una serie de algoritmos que nos facilitan la escritura del codigo, son los siguientes:

15



» "muestraVector”, tiene como pardmetros de entrada un vector c[n] y un entero n que
determina la longitud del vector ¢, este subalgoritmo se encarga de escribir en pantalla el

valor de los parametros de c.

kﬂvoid muestraVector (const double * ¢, int n){

for (int i=0; i<n; i++) printf ("%g ", cl[i]):

Figura F.2: Subalgoritmo ” muestraVector”

» "producto”, tiene como pardmetros de entrada un nimero real x, un vector v[n] y un entero
n que determina la longitud del vector v, lo que hace este subalgoritmo es multiplicar los

valores del vector v por el nimero x.

[]void producto (double %, doumble *v, int n){
for (int i=0; i< n; i++) v[i]*=x;

Figura F.3: Subalgoritmo ”producto”

» "suma”, tiene como pardmetros de entrada tres vectores; v[n|, w[n| y result|n]; y un entero
n que determina la longitud de los tres vectores, el subalgoritmo otorga al vector result la
suma de los vectores v y w tal que result[i] = v[i] + wi] con 0 <i<n—1.

[Jvoid suma (const double *v, const double *w, int n, double *result)
for (int i=0; i<n; i++) result[i] = wv[i] + w[i];

Figura F.4: Subalgoritmo ”suma”

» "sumaProd”, tiene como pardmetros de entrada tres vectores; v[n], w[n] y result[n]; un
ntdemro real x y un entero n que determina la longitud de los vectores, el subalgoritmo
otorga al vector result el producto de w y = mas el vector v tal que result[i] = v[i] + zw]i]
con0<1<n-—1.

» "inicializacion”, recibe como pardametros de entrada la concentracién inicial ¢y (real), la
posicidn inicial del tubo 3, (real), la longitud del tubo L (real), el niimero de componentes
del vector concentracién n, la direccién de la variable a (puntero) y los vectores concen-
tracién y posicién c[n] y r[n] respectivamente. Lo que hace este subalgoritmo es otorgar
al vector ¢ un mismo valor ¢y (concentracion inicial, constante) para todas sus componen-
tes y otorgar al vector r los valores de la posicién radial de la superficie externa de cada

fragmento de volimen.
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[]lvoid sumaProd (const double *v, const double *w, int n, double x, double *result)
for (int i=0; i<n; i++) result[i] = v[i] + x*w[i]:

Figura F.5: Subalgoritmo ”sumaProd”

[-]void inicializacion (double cO, double rb, double L, double n, double sa, double *c, double *r){
a=:ﬁnJ
=] for (int i=0; i< n; i++)
0;

=c

H 0O

[i]
[i] rb + (i+l)*a;

Figura F.6: Subalgoritmo inicializacion”

F.2.2. Subalgoritmo ”derivada”

Este subalgoritmo se encarga de calcular un vector DeltaC[n]| que contiene los valores de la
derivada de la concentracién para cada fragmento de volimen en un instante ¢. Los parametros

de entrada que recibe son los siguientes:

» Vector concentracién en un instante ¢, c[n]

= Vector posicién r[n]

= Niumero de componentes del vector concentracién n
= Paso espacial a

= Coeficiente de sedimentacion s

= Coeficiente de difusién D

= Velocidad angular del tubo w

= Posiciéon inicial del tubo

» Vector derivada de la concentracién DeltaCln]

Los valores que posea este tultimo vector antes de invocar el subalgoritmo son irrelevantes ya
que seran calculados nuevamente. Primero se definen dentro del algoritmo un vector j[n| cuyas

2¢[i]r[i] — D(c[i+ 1] — ¢[i]) /a, se corresponden con el flujo que atraviesa la

componentes j[i] = sw
superficie externa del fragmento de volimen i ademds de la variable r} definida en la ecuacién
(9). Ahora simplemente se calculan todas las componentes de DeltaC[n] por igual excepto para

los extremos de la siguiente manera:

= Extremo inicial ¢ = 0, solo existe flujo en la superficie externa:

= T[O];n’ (F.10)
DeltaC[0] = -2 [(23:{[0] (F.11)
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= Fragmentos intermedios 1 < ¢ < n — 2, existe flujo en las superficies externa e interna:

, o rlil+rli—1)

== F.12
T.l 2 ( )
i el — 11— il
Dettacio] = — 2= 1D ,] Jlilr(] (F.13)
ar;
» Extremo final ¢ = n — 1, solo existe flujo en la superficie interna:
d:r[n—l]—f—r[n—ﬂ (F.14)
2
jn—2 -2
Dettaci] = —2n=2rin=2] (F.15)

ar}
De esta forma ya quedan determinados los n valores del vector DeltaC', los cuales se em-

plearan para determinar la concentracién en el instante siguiente mediante otro subalgoritmo.

void derivada (const double *c, const double *r, int n,
double a, double D, double s, double w, double rb,
|T| double *“DeltaC) {
double j[n-1], rPrima;
B for (int i=0; i< n-1; i++){

B S S L S e e Sy

j[i] = s*w*w*r[i c[i] - D (c[i+l]-c[i])/a:
rPrima = (rb+r VS 2
DeltaC[0] = - *r[0)/rPrima /a
[<] for (int i=1; i<n-1;i++){
rPrima = (r[i]+r[i-1])/2
DeltaC[i] = (j[i-1]*r[i-1] - j[i]*r[i])/rPrima/a;
rPrima = (r[n-l1]+r[n-2])/2;:
DeltaC[n-1] = j[n-2]*r[n-2]/rPrima/a;

Figura F.7: Subalgoritmo ”derivada”

F.2.3. Subalgoritmo ”rungeKutta”

Este subalgoritmo cambia los valores del vector concentracién c[n| en un instante ¢ por
la concentracién en el instante posterior usando el método de Runge-Kutta de cuarto orden.
Primero explicaremos en qué se basa este método. Definimos una funcién 3y’ = f(z;,y;) con

y(x0) = yo, siendo y(x) la funcién que queremos resolver numéricamente tenemos:
h
y(ac + h) = E(kl + 2ko + 2ks + /{4) (F.lﬁ)
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Siendo h la longitud del intervalo que aumenta la variable x. Este método tiene como ventaja
principal su error, que es de cuarto orden O(h4) (muy pequeno), lo que nos permitiré aportar
valores muy reducidos a h para obtener una simulacién satisfactoria.

Para nuestro caso identificaremos la concentracion ¢ con la funcion y, dependiente del tiempo
t (z =t), de forma que y’ serd la derivada temporal de la concentracién y h = deltaT el paso

temporal; y' = f(z,y) = %(t,c).
Volviendo al subalgoritmo, sus parametros de entrada son los siguientes:

= Vector concentracién en un instante ¢, c¢[n]

» Vector posicién r[n]

= Numero de componentes del vector concentracién n
= Paso espacial a

= Coeficiente de sedimentacion s

= Coeficiente de difusién D

= Velocidad angular del tubo w

= Posicién inicial del tubo ry

= Paso temporal deltaT

Dentro del subalgoritmo se definen 5 vectores ki [n], ka[n] k3[n| ks[n] y auz([n], los 4 primeros
serviran para almacenar los valores las k’s definidas en el método de Runge-Kutta definido ante-
riormente para cada componente de la concentracién c, el vector aux se utilizard como variable

auxiliar para calcular las distintas k’s.

Primero invocamos el subalgoritmo ”derivada”para calcular ki[n] con el vector ¢ como en-
trada, a continuacién invocamos los subalgoritmos ”producto” para multiplicar k1[n] por deltaT
y "sumaProd”para otorgar a aux[n] los valores de ¢ + k1/2 (habiendo multiplicado ya k1 por
deltaT) de tal forma que volvemos a invocar ”derivada” con el vector aux como entrada para la
concentracién y calcular asi k2. Repetimos este proceso para k3 y para k4 (cada una calculada
con la k anterior) con la unica diferencia de que al invocar "sumaProd” otorgamos a auz los

valores ¢ + ko /2 y ¢ + k3 respectivamente.
Una vez calculadas los cuatro vectores de ki, ko, k3 y k4 Unicamente falta calular la ecuacion

(16) (para todas las componentes de c), para ello invocamos el subalgoritmo ”sumaProd” para
otorgar a auz los valores de ¢ + k1 /6 (recordamos que todos los valores de las k’'s ya han sido
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multiplicados por deltaT’), volvemos a invocar este subalgoritmo tres veces mas para sumarle al
vector aux los valores ka/3, k3/3 y k4/6. La ultima vez que invocamos sumaProd lo hacemos
con el vector ¢[n] como salida.

De esta forma el subalgoritmo devuelve los valores de la concentracion para el instante
siguiente en el mismo vector de la concentracién en el instante anterior.

void rungeKutta (double *c, const double *r, int n,
double a, double D, double s, double w, double rb,
= double deltaT) {
double kl[n], k2[n], k3[n], k4[n], aux[n]:;

derivada (¢, r, n, a, D, s, w, b, kl);
producto (deltaT, kl,n):

B e e s s A,

sumaProd(c,kl,n, 0.5, aux):
derivada (aux, r, n, a, D, s, w, rb, k2);
producto (deltaT, k2,n);

sumaProd(c,k2,n,0.5, aux):
derivada (aux, r, n, a, D, =, w, b, k3):
producto (deltaT, k3,n);

sumaProd(c,k3,n,1l, aux):
derivada (aux, r, n, a, D, =8, w, rb, k4):
producto (deltaT, k4,n):

sumaProd (c, kl, n, 1.0/6, aux):
sumaProd (aux, k2, n, 1.0/3, aux):
sumaProd (aux, k3, n, 1.0/3, aux):
sumaProd (aux, k4, n, 1.0/6, c);:

Figura F.8: Subalgoritmo rungeKutta”

F.2.4. Algoritmo principal

Como ya se ha mencionado anteriormente en el cuerpo principal se definiran todas las va-
riables que usaran para invocar los subalgoritmos. Invocando el subalgoritmo ”inicializacion”
proporcionamos al vector concentracién c el valor ¢y a todas sus componentes y también de-
terminamos los valores del vector posicién r en funcién de L, r, y n. Ademds se imprimird en
pantalla los valores escogidos para la longitud del tubo L, la velocidad angular w, el coeficiente
de sedimentacion s y el coeficiente de difusion D, junto con el paso espacial calculado a. También
se imprimira en pantalla el tiempo que se quiere simular tMedida, el paso espacial deltaT y el
nimero de pasos temporales que ejecutara el programa.
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Para que el programa calcule la evolucién temporal de la concentracién escribimos un bucle
en el cual avanza el tiempo ¢, en cada ejecucién del bucle ¢t suma deltaT hasta llegar a tMedida.
En el cuerpo del bucle tinicamente se invoca el subalgoritmo ”rungeKutta” que proporcionara

la concentracion en el instante siguiente para sus n componentes.
Finalmente se imprimira en pantalla los los valores de la concentracién obtenidos en el
instante final con sus respectivas posiciones radiales. También se escribiran en un fichero para

su posterior estudio.

Hint main(){

FILE *f:

f = fopen("C:/Users/jonas/Documents/Fisica/Fisica 5/TFG/goncenk.txg", "w"):
double cO, rb=0.0608, L=0.1085-0.0608, a;

int n=1000;

double c[n], x[n]:
inicializacion (1, rb, L, n, a, c, r):

double w = 55000 *2*M PI / &0, s=l1E-12, D=1E-9;

double deltaT = 0.01;
double t;
double tMedida=3c00;

princf ("%g %g %g\n", tMedida, delctaT, tMedida/delcaT):
princf ("t \t r \t c \n"):

= for (t=0; t<(tMedida); t+= deltaT)({

rungeKutta(c, r, n, a, D, s, w, rb, deltaT):

SRS

for (int i=0; i< n; i++) printf ("sg\t %g %g\n", t, r[i], c[il):
for (int i=0; i< n; i++) fprincf (£, "sg\ctsg\n", r[il, cl[il):

retarn 0O;

Figura F.9: Algoritmo principal
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princf ("L=%g m\t a=%g m \t w=%g rad s"-1 \t s=%g \t D=%g\n", L, a, w, s, D):



