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Resumen

En el presente trabajo se estudian los motivos tedricos para considerar una deformacion
de la cinemética de Relatividad Especial (SR), asi como las teorfas construidas sobre una
desviacion de SR: la violacion y la deformacion de simetria de Lorentz. En primer lugar,
se expone parte de la fenomenologia que se utiliza actualmente para buscar efectos de una
posible desviacion de invariancia de Lorentz. En concreto, se estudia el efecto de la violacion
(o deformacion) de la cinematica en la determinacion del umbral de la reaccion responsable
de la pérdida de energia en la propagaciéon de los rayos césmicos de mas alta energia. De
los datos del final del espectro de rayos coésmicos se extrae informaciéon con la que imponer
restricciones y cotas, no solo sobre los efectos de la violacion (o deformacion), sino también
sobre la escala de energias que la parametriza.
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1. Introducciéon

1.1. Motivacion

i Qué ocurre con la simetria de Lorentz a energias del orden de la escala de Planck? ;Siguen
siendo validas las leyes de Relatividad Especial en la fisica de altas energias?

La teoria de la Relatividad Especial (SR) nos ha acompanado ya durante mas de cien anos,
desde que fue formulada por Albert Einstein en 1905. A pesar de tratarse de un caso particular
de la Relatividad General, se considera una teoria fundamental, aplicable a una larga lista de
problemas de la Fisica; en muchos contextos es posible describir el sistema a partir de la métrica
de Minkowski. Es por ello que una gran parte de la comunidad cientifica se ha volcado, a lo largo
del pasado siglo, en el estudio de esta teoria y de sus implicaciones en areas como la Fisica de
Particulas. Sin embargo, ; podemos estar seguros de su validez en todos los contextos? ;O, por el
contrario, seria necesario adaptar sus leyes y postulados en determinados casos? Del mismo modo
que el Modelo Estdndar se sigue poniendo en duda a pesar de conseguir explicar muchos de los
datos experimentales de los que se dispone actualmente, y se siguen buscando nuevas estructuras
en sus leyes de la naturaleza, ;por qué ibamos a estar tan seguros de que la Relatividad Especial

es una teoria “correcta’?

La teoria de SR ha dado muy buenos resultados al ser sometida a diversos tests para probar su
validez. Sin embargo, cabe la posibilidad de que esta precision se dé tan solo en el régimen de
energias que nos es accesible, rompiéndose para energias de orden superior. Es por ello que en
los dltimos anos ha surgido un creciente interés en el estudio de la Fisica mds alld de Relatividad
Especial. A lo largo de este trabajo veremos algunas de las causas que han llevado a numerosos
investigadores a considerar una posible desviacién de Relatividad Especial, y como la correccion
de las leyes de la fisica para energias del orden de la escala de Planck podria conducirnos a

plantear soluciones a grandes problemas en la Fisica Teérica.

El principal motivo que nos lleva a considerar una salida de Relatividad Especial es la transiciéon
de la Teoria Cuéntica de Campos, que trabaja de acuerdo a las leyes de Relatividad Especial, a la
todavia desconocida Gravedad Cuantica, una teoria en desarrollo pero que ya sugiere que quizés la
SR no sea suficiente para describir por completo los procesos de la Fisica de Particulas. Es natural
preguntarse si tomar el limite clasico minkowskiano en Gravedad Cuéntica (A — 0, G — 0) nos

reconduce a una situaciéon gobernada por las leyes de SR. Sin embargo, no podemos ignorar

que existen algunas caracteristicas derivadas de la escala de Planck (Mp = \/%) por las cuales
la soluciéon a nuestro problema de QG no es tan sencilla como simplemente tomar el limite

minkowskiano de la métrica.

Dentro del marco de esta teoria se adopta, entre otras cosas, una descripciéon discreta de las
coordenadas espacio-tiempo; la curvatura espacio-temporal se hace despreciable, y se admite
también la posibilidad de que en el limite en el que los efectos gravitatorios clasicos son despre-
ciables todavia exista un limite minkowskiano no trivial en la métrica. Una de las principales
consecuencias son las alteraciones que puede sufrir la simetria de Lorentz; habitualmente se pa-
rametrizan como correcciones proporcionales al inverso de la escala de Planck en, por ejemplo,

las leyes cinematicas de la teoria, y en particular en la relaciéon de dispersiéon energia-momento.



Hablaremos de ellas en mas profundidad en préximas secciones, junto con las dos posibles teorias
que se proponen para dar explicaciéon a las desviaciones de la simetria de Poincaré, y en concreto

la de Lorentz. Por ahora es interesante ponerlas en contexto mediante una breve introduccion.

Los primeros estudios que se publicaron sobre una posible desviacién de Relatividad Especial,
desde que se empezaron a considerar posibles efectos derivados de Gravedad Cuéntica, asumian
que la tnica opcién era que se produjese una violacion de la simetria de Poincaré; el principio
relativista que hasta ahora habia permitido transformar las leyes fisicas entre distintos obser-
vadores inerciales falla a la escala de Planck. Esta situaciéon implica, en primera instancia, la
ruptura de la invariancia de Lorentz y que, por lo tanto, el médulo de los cuadrivectores no
tenga por qué permanecer invariante bajo cambios de sistema de referencia [1]|. El ejemplo mas
claro es el del médulo del cuadrimomento de una particula:

PHP,=E* —p* =m?. (1)

La no invariancia de esta ecuacion se traduce en una modificaciéon de la relacion de dispersion
energia-momento, violando asi las leyes de la Relatividad Especial en el régimen de altas energias
(m < p < M). Dicha relacion se puede reescribir si se le anaden correcciones proporcionales al
inverso de la escala de Planck, como ya hemos mencionado anteriormente:
2 2 2 _ 2 p
E*—p°—m _pf<M>a (2)

donde M es la escala de energias que caracteriza la teoria. Esta ecuacion es universal (no depende

del tipo de particula) e invariante bajo rotaciones.

La no formulaciéon de un principio relativista supone también la existencia de un sistema de
referencia privilegiado; se elige este sistema como aquel que se mueve con la expansion del
Universo, para el cual los fotones de fondo (que jugaran un papel fundamental en los procesos
de interaccion de particulas que someteremos a estudio en proximas secciones) presentan una

distribucién isétropa.

Existen diversos modelos dentro del marco de la violacién de invariancia de Lorentz |1, todos
ellos construidos sobre efectos de gravedad cuantica. En lo que sigue, trabajaremos con modelos
para los que sigan siendo validas las leyes de conservacion clasicas de energia y momento (es
decir, adicién de los momentos de cada de una de las particulas individuales para obtener el
momento total de un sistema de multiparticulas).

A pesar de que inicialmente toda la tendencia cientifica dentro de la Fisica mas alla de Relatividad
Especial apuntaba en la linea de una posible violacién de simetria de Lorentz, varios anos més
tarde nacieron estudios presentando una teoria alternativa: la Relatividad Doblemente Especial
(DSR), basada en una deformacion de la simetria de Poincaré, en contraposicion a la ruptura en
el caso de violaciéon de invariancia de Lorentz. Se construye principalmente sobre dos postulados
[2]: el primero de ellos es que se mantiene el principio relativista, es decir, la equivalencia entre
observadores inerciales, tal y como ocurria en SR; el segundo es la existencia de dos, en vez de
una, escalas independientes del observador (de ahi el nombre de DSR), que son la velocidad de la
luz ¢ y una escala M, cuya elecciéon natural es la escala de Planck. Esta teoria se presenta como
una necesidad de corregir las leyes de transformacion entre sistemas inerciales (como ocurrid

en su dfa cuando se produjo la transicion entre las transformaciones de Galileo de la mecanica



newtoniana y las de Lorentz de Relatividad Especial, a través de un analisis de la electrodinamica

de Maxwell), sin que exista asi un sistema de referencia privilegiado.

Sin embargo, es dificil conciliar este principio relativista con la existencia de la masa y la longitud
de Planck pues, como es bien sabido de SR, las energias y longitudes medidas por distintos obser-
vadores no son las mismas; una forma de hacerlo es considerar una descripcién no-conmutativa
de la geometria espacio-temporal para que estos dos postulados puedan coexistir [3]. Ademas,
como ya hemos comentado, esta teoria requiere de una deformacién de los generadores de las si-
metrias de Poincaré |2|. En este trabajo nos centraremos en dos consecuencias principales de esta
deformacion: la modificacion de las leyes de conservacion de la energia y el momento, y la corres-
pondiente (derivada del principio relativista y, por lo tanto, de unas leyes fisicas independientes
del observador) correccion a la relacion de dispersion.

Con todo lo anterior expuesto, no es de extranar que muchos investigadores hayan optado por
adentrarse mas alla de Relatividad Especial. A pesar de que muchos autores siguen anclados en la
idea de que la SR “esta bien”, otros muchos estudios recientes se han replanteado esta teorfa y han
trabajado por sembrar el pensamiento de que, a pesar de que la SR ha demostrado funcionar muy
bien en los regimenes que nos son accesibles, deberiamos estar abiertos a la posibilidad de que
en cualquier momento podamos encontrar desviaciones con respecto a los resultados predichos
por esta teorfa. Y no solo eso, sino que, aunque nuestro interés se desarrolle en la linea de seguir
apoyando el éxito de la teoria de la relatividad, la fisica mas alla de Relatividad Especial puede
ser interesante a la hora de elaborar pruebas de dicha teoria. Estos son algunos de los motivos
por los que el estudio de las desviaciones de la simetria de Lorentz estd adquiriendo cada vez

més madurez y consistencia.

Conforme se desarrollaba la investigacion en gravedad cuéntica, la conclusiéon teoérica de que
efectivamente la relacién de dispersion debia ser modificada a la escala de Planck se presentaba
més robusta. Sin embargo, como hemos comentado, los estudios realizados durante afios hasta
el ano 2000 (algunos de ellos, |4, [5]) contemplaban tnicamente una modificacion basada en
la violacién de la simetria de Lorentz. No fue hasta unos afios mas tarde que se considerd la
idea de que era posible evitar un sistema de referencia privilegiado mediante un cambio en las
leyes de transformacion entre observadores inerciales |6]. Fue en este contexto cuando naci6 la
teoria de DSR, como una perspectiva alternativa a los resultados obtenidos hasta entonces sobre
desviaciones de SR. Esta teoria no solo se nos presenta a modo de estudio del problema de
gravedad cuantica, sino que también puede ofrecer soluciones a algunas de las cuestiones mas
importantes de la Fisica. Este es el caso de la “velocidad de la luz dependiente del tiempo” |[7],
una hipotesis basada en principios de DSR y que puede suponer una alternativa a la inflacion
en Cosmologia: la causalidad en el Universo ya no se explicarfa en términos de inflaciéon, sino
a partir de una dependencia de la constante ¢ con la energia; como la energia de las particulas
ha variado a lo largo de las distintas etapas del Universo, esto se traduce en una dependencia
temporal implicita.

El problema con la teoria de DSR es que todavia no esta completa, y que su fenomenologia es
escasa y todavia esté en sus primeras fases. Al contrario del caso de violacién de Lorentz, para
el que si se han publicado muchos estudios, no hay un estudio sisteméatico en DSR, y ninguno
de los modelos candidatos ha conseguido satisfacer todos los requerimientos de la teoria. Seguir
desarrollando esta teoria, aparentemente tan inmadura, pero con tanto potencial, podria llevarnos



a arrojar algo de luz en un camino hasta hace pocos anos inexplorado, y tan distinto de la Fisica
que conociamos hasta la fecha. Y quizas también a acercarnos méas a una respuesta para algunas

de las preguntas fundamentales que todavia nos ocupan.

1.2. Fenomenologia

El principal motivo por el que no se dispone de suficiente evidencia experimental para desarrollar
un modelo robusto de DSR es que la escala de energias a la que trabajan los aceleradores de
particulas actuales no es lo suficientemente alta como para que se manifiesten las correcciones
derivadas de la escala de Planck. De hecho, inicialmente la fisica mas alla de Relatividad Especial
no recibié mucha atencién por parte de la comunidad cientifica, pues se creia que los efectos de
una posible ruptura de simetria de Lorentz solo eran patentes a energias del orden de la escala
de Planck, un régimen de energias por ahora inaccesible. Por ello, fue conveniente poner el foco
de atencion en otro tipo de fenomenologia, y es aqui donde la fisica de rayos césmicos se presenta
como una ventana a nueva fisica. Los rayos cosmicos de muy alta energia (UHECR) llegan a
alcanzar energias siete 6érdenes de magnitud por encima de las del gran colisionador de hadrones
(LHC), por lo que podrian contribuir a algunos de los progresos de la fisica de altas energias [§|,
y en concreto constituyen el sistema que podria hacer posible observar los efectos de una posible
desviacion de Relatividad Especial.

Los fenomenos que analizaremos en este trabajo para estudiar posibles salidas de invariancia de
Lorentz se basan principalmente en la interaccién de las particulas de rayos césmicos, mientras
se propagan por el Universo, con otras particulas de baja energia pertenecientes a radiaciéon
de fondo, tales como el fondo cosmico de microondas (CMB). Veremos cémo considerar una
violacion (o deformacion) de invariancia de Lorentz afecta al umbral de la energia por encima o
por debajo de la cual se puede producir una reaccion |9|; es decir, las anomalias en los limites
impuestos a las energias en los procesos de creaciéon de particulas nos ayudan a evaluar los efectos
de las salidas de SR, estudiando cuanto difieren los valores obtenidos en el caso de ruptura de

invariancia de Lorentz de los que se esperarian en relatividad ordinaria.

Otra fenomenologia que se utiliza para estudiar los posibles efectos de una desviacion (en con-
creto, violacion) de simetria de Lorentz consiste en establecer limites energéticos a reacciones
que, en el marco de la Relatividad Especial, estarian prohibidas. Un ejemplo sencillo con el que
ilustrar este fenémeno es el decaimiento de fotones a un par electréon-positrén, es decir, el proceso
v — ete™ |10]. En el caso de invariancia de Lorentz, el fotén es estable y este decaimiento no se
produce; se puede comprobar ficilmente viendo cémo el cuadrado del cuadrimomento de un par
electréon-positron es siempre positivo, mientras que el de un fotén es cero. Por lo tanto, con la
relacion de dispersion y las leyes de conservaciéon ordinarias, la desintegracién de un fotén en un
electron-positron no es posible. Sin embargo, en el caso de violacién de Lorentz, sustituyendo la
relacion de dispersion modificada en la ley de conservacién clasica energia-momento, se obtiene
una relacion entre la energia de las particulas y el angulo € entre los momentos del par eTe™ de

la forma: )
E+(E»y — E+) + me + E'YE+(E7 — E+)/M

: (3)
E, (E'y - E—i—)
donde E, es la energia del foton y E,, la del positrén. Tomando el signo positivo en la ecuacion,

cos 0 ~

podemos comprobar que existe una cierta (aunque restringida) region del espacio de fases de la



energia para la cual el proceso esté cinematicamente permitido.

Otra de las pruebas, de especial importancia a la hora de imponer limites a la teoria de DSR,
es el retraso en el vuelo de fotones |11] como consecuencia de una pequena dependencia de la
velocidad de los fotones con su energia. Esto provoca una diferencia en el tiempo de llegada a
la Tierra entre dos fotones de distinta energia que son emitidos simultdneamente por una fuente
lejana. La enorme distancia que recorren dichos fotones hasta que son detectados acttia como
mecanismo de amplificacién para los efectos, de por si muy pequenos, de una deformacién de SR.

Vamos a analizar més en profundidad dos procesos de especial relevancia en la fisica de rayos
cosmicos, y que son clave a la hora de elaborar pruebas astrofisicas a la invariancia de Lorentz.
Estudiaremos cada uno de ellos tanto desde la perspectiva de violaciéon de simetria de Lorentz
como desde la de deformacion. A continuaciéon se introducen brevemente estos dos procesos de
interaccién de particulas.

1.2.1. Produccién de pares ete™ en interacciones fotén-fotén

El primero que vamos a estudiar es el proceso vy — ete™ de creacion de un par electron-positron
a partir de la colisién de un fotén de alta energia E proveniente de fuentes césmicas con un foton
de baja energia w = |k| ~ 0.01 eV perteneciente al fondo extragalactico (EBL). Este proceso es
importante cuando se trata de analizar qué efectos tiene la violacién de la simetria de Lorentz
en la opacidad que el Universo presenta a los fotones, y es de facil estudio por la simplicidad que
supone el hecho de que las dos particulas resultantes de la reacciéon tengan la misma masa y que
las dos entrantes sean fotones. En proximas secciones detallaremos el calculo de la energia umbral
de la reaccién, y demostraremos cémo la expresion correspondiente a dicha energia contiene un
término proveniente de la correccion a la escala de Planck.

Una forma de evaluar la efectividad de este proceso de produccion de pares es a través del estudio
del espectro de energia de los fotones detectados en la Tierra; esto nos puede ayudar a estimar
cual ha sido el ratio de absorcién de dichos fotones en su viaje por el espacio o, dicho de otro
modo, cuénta ha sido la interaccién con la radiaciéon de fondo para dar lugar a pares electrén-
positron. De esta manera, lo que difieran estas observaciones de lo que se esperaria bajo una
descripcion de SR permite estimar cuéles son los efectos de la escala de Planck en el valor de
la energia umbral de este proceso y, por lo tanto, qué correcciones a la relacién de dispersion se

derivan de una violacion (o deformacion) de simetria de Lorentz.

Sin embargo, se presentan varios problemas a la hora de estimar la efectividad con la que ocurre
este proceso: no solo habria que tener en cuenta la condicién sobre la energia umbral, sino también
las caracteristicas de la fuente que ha emitido estos fotones, su distancia a los detectores, y la
densidad de fotones de fondo que interacttian con los de alta energia en su viaje hacia la Tierra.
Tampoco conocemos por completo todas las caracteristicas del proceso, ni sabemos si la absorcion
de los fotones de alta energia se debe tinicamente a su interaccién con el fondo extragaléctico o
si también han podido existir interacciones con otros fotones de fondo méas energéticos.



1.2.2. Fotoproduccion de piones en interacciones de rayos coésmicos: el limite GZK

El proceso py — pm esta despertando mucho interés en el estudio de posibles efectos a la escala de
Planck. El principal motivo es que juega un papel fundamental a la hora de explicar el espectro
de rayos cosmicos de muy alta energfa. El espectro detectado en la Tierra presenta un corte,
por encima del cual no se perciben protones procedentes de fuentes de rayos césmicos, o los que
pocos que se detectan no son suficientes para generar un nimero significativo de eventos. Este
corte estd directamente relacionado con el minimo valor de la energia necesario para que estos
protones produzcan piones a partir de la colisiéon con fotones de fondo de microondas, y se le

conoce como “limite GZK” (Greisen-Zatsepin-Kuzmin) |10].

Este fenémeno explica las observaciones de rayos césmicos que se llevan a cabo en la Tierra;
su espectro de energias se caracteriza por una acumulacién de protones en torno a la energia
umbral, mientras que estd practicamente vacio por encima de dicho umbral. Dicha acumulacién
se explica si consideramos que los protones por encima del limite GZK tienden a perder energia en
el proceso de produccién de piones hasta que dicha energia se encuentra en torno al umbral. Los
efectos a la escala de Planck desplazan el limite a un valor superior respecto de las predicciones de
relatividad clasicas. Como hemos mencionado anteriormente, es la medida de este desplazamiento
lo que nos permite estimar las posibles desviaciones de SR.

Los datos experimentales recogidos hasta ahora son contradictorios: mientras el observatorio
de rayos cosmicos AGASA presenta un espectro del tipo esperado bajo efectos a la escala de
Planck [12], los datos del observatorio Pierre Auger parecen concordar con la prediccién espacio-
temporal cléasica |13|. Estas discrepancias nacen principalmente de un pobre entendimiento del
espectro de rayos césmicos y de su composicion, ademas de otros problemas que también se nos
presentaban en el proceso de creacion de pares, tales como un desconocimiento de la distancia y
la composicion de las fuentes. Ademés, no sabemos con seguridad si los fotones de CMB son los
dnicos que interaccionan con los protones de alta energia, o si por el contrario existen también
otros fotones de fondo responsables en cierta manera del limite GZK. Sin embargo, el interés
cada vez mas arraigado en utilizar la fisica de rayos c6smicos como prueba a Relatividad Especial
contribuird a que se siga investigando para elaborar una descripciéon cada vez mas completa del
espectro de protones de muy alta energia, con el objetivo de imponer limites experimentales al
proceso de produccién de piones.

1.3. Objetivos

A pesar de que la gran diferencia de energia que existe entre la escala de Planck y las particulas
maés energéticas conocidas imposibilita la observacién directa de violacién de Lorentz, si es posible
diseniar pruebas a invariancia de Lorentz que, trabajando a energias mucho maéas bajas, sean
sensibles a efectos residuales de una posible desviacion de Relatividad Especial. El objetivo de
este trabajo es utilizar la fisica de rayos césmicos, y en concreto las reacciones que acabamos de

describir, para dar cuenta de ello, a partir del calculo de la energia umbral de dichas reacciones.

A pesar de que ya hemos comentado las caracteristicas principales de las dos teorias que postulan
una desviaciéon de la simetria de Lorentz, conviene detenernos de nuevo en ellas y comentar més

en profundidad sus modificaciones a la relaciéon de dispersion y a las leyes de transformacion,



que son piezas clave a la hora de derivar un limite teérico a la energia de una reaccion.

2. Violacion de invariancia de Lorentz

Hemos comentado que una de las principales consecuencias derivadas de los efectos de una
descripcioén espacio-temporal cuéntica es la invalidez de la invariancia de Lorentz a altas energias.
Las primeras teorias que empezaron a considerar esta idea se construyeron sobre la premisa de
una ruptura total de la simetria de Lorentz, lo que rompe con el principio relativista y establece,
por lo tanto, un sistema de referencia privilegiado. Esto se conoce como violacién de invariancia

de Lorentz.

Dentro del marco de esta teoria, se mantienen las leyes de composicién energia-momento clésicas;
sin embargo, se modifica la relaciéon de dispersion. En la introducciéon de este trabajo se ha
presentado una forma general de la relacién de dispersion en violacién de Lorentz, la ecuacion ,
con el Ginico interés de hacer ver como las correcciones se parametrizan en términos proporcionales
al inverso de la escala de Planck. Es posible llevar a cabo un desarrollo de esta expresion, en el

régimen m < p < M y aplicando ciertas condiciones que se detallan a continuacion [1].

En el régimen {7 < 1, la funcion f se puede expandir en serie de Taylor:
2
B m? =g (f<o> FIOL s o ) | (1)
En el limite M — oo se recupera la invariancia de Lorentz, por lo que f(0) = 0. Ademas, los

coeficientes f/(0) y f”(0) son del orden de la unidad. Estos argumentos nos llevan a establecer
la siguiente relacion de dispersion:

p3

I : E2—p2%m2:|:M (5)
Pt

I_[j:: E2—p2%m2iw (6)

donde It hace referencia a las correcciones de primer orden, e 11, a las de segundo. El término
lineal no siempre esta presente; sin embargo, si lo esta, prevalece sobre el término cuadratico y
este segundo puede despreciarse. Por este motivo, podemos simplificar el problema y limitarnos
a considerar tan solo una de las dos correcciones (primer o segundo orden), y no las dos de forma

simultanea.

Los términos adicionales derivados de la ruptura de simetria de Lorentz dan lugar a un desplaza-
miento en el umbral tedrico de la energia de una reacciéon. En proximas secciones veremos coémo

el valor esperado por la teoria de SR se ve afectado por la aparicién de estas correcciones.

3. Deformacion de invariancia de Lorentz: Relatividad Doble-
mente Especial

La teorfa de DSR surgié como una alternativa a la violacién de Lorentz, bajo la idea de una
deformacion del algebra de Poincaré, en contraposiciéon a la ruptura de la que se habia hablado



hasta entonces. Como ya comentamos en la seccién introductoria, en el limite G — 0 no recupe-

ramos las leyes de Relatividad Especial, sino que nos vemos obligados a tomar el siguiente limite:

he
1f — =M
Gl g =M#0, (7)

donde M, la ya mencionada masa de Planck, es, en un contexto de DSR, una de las dos escalas
invariantes para todos los observadores inerciales. Su valor est4 muy por encima de los regimenes

de energias por los que se caracterizan los experimentos actuales (M ~ 10! GeV).

Podemos resumir la idea principal detras de DSR como la formulacién de una teoria que, ademés
de incluir una escala de altas energias M, conserva el principio relativista, con las correspondientes
modificaciones tanto a las transformaciones de Lorentz como a la relacién de dispersion y la ley
de composicion (y por lo tanto también a la ley de conservacion energia-momento). Al igual que
en el caso de violacion de invariancia de Lorentz, las salidas de SR se pueden expandir en series
de potencias de p/M. A continuacion se detallan las expresiones modificadas tanto de la relacion
de dispersion como de la ley de composicion [14], restringiéndonos a situaciones en las que se
mantenga la ley de transformacion lineal bajo rotaciones propia de Relatividad Especial.

Para el caso general (3+1 dimensiones) se tiene, para la ley de composicion de un sistema de
dos particulas (las dos reacciones que se estudian en este trabajo disponen tnicamente de dos
particulas en el estado inicial y en el estado final, por lo que no nos interesa extender el anélisis

al caso de sistemas de mas de dos particulas)

b B2
— = Fe g, 8
[P dlo = po+ a0+ 3 ;podo + 574 (8)
71 V2 V3
[p® ); = pi+ai + 5 rPogi + 3 rPido + F €D 4k 5 (9)
donde se ha impuesto la condicion
P®qlg=0=p PO qlp=0=q. (10)

Por otro lado, la relaciéon de dispersion se expresa de la siguiente manera:

aq a9
Cp) =p5 — 0" + 305 + qppop” =m” . (11)

Los coeficientes a1, a9, 51, P2, 71, 72, 73, son adimensionales y cumplen la relaciéon

ar = —p1, ay =71 +72 — B2, (12)

conocidas como reglas de oro (véase [14] para una derivacion detallada). Juntando ambas queda
la identidad

a1+ +Bi4+Be—71—7=0. (13)

Estas dos igualdades se deben satisfacer para que la modificacién en la relacién de dispersion sea
compatible con la de las leyes de conservacion y, por lo tanto, la teoria sea también compatible
con un principio relativista. El coeficiente 3, por su parte, se anula si existe simetria de paridad
bajo la transformacion pg — pg, P — —p, o — qo, ¢ — —(q.



El caso particular en 141 dimensiones es mucho mas simple que el general, y resulta de mucho
interés para los procesos de colision de particulas que se van a estudiar en este trabajo; las leyes

de composicion siguen la siguiente expresion:

B B2

[p®qly=po+aq+ 2 Podo + P (14)
i i

p@d,=pm+a+ Mlpofh + MQIHQO : (15)

Dentro de la teoria de DSR, se trabaja con distintos modelos, caracterizados por sus relaciones
energia-momento y sus leyes de composicién; es decir, por el valor que adquieren sus parametros
«, B, v. Todos ellos sirven para probar la validez de las reglas de oro y como dichas reglas son
suficientes para hacer la teoria compatible con un principio relativista. Un ejemplo es el modelo
DSR1 |15], descrito por los valores

OélZO, 042:1, 61207 ()é2:1, ’71:13 '72:1
En lo que sigue, llevaremos a cabo los calculos reemplazando la notacién covariante por

po— E, pi = D= (P2, Dy, D2) - (16)

4. Calculo de la energia umbral de una reacciéon

Hemos comentado que uno de los efectos que pueden provocar las desviaciones respecto de la
simetria de Lorentz es el desplazamiento del umbral de energia de una reaccién ya existente en
la teoria de Relatividad Especial. Nuestro objetivo a lo largo de esta secciéon es llevar a cabo el
procedimiento por el cual se obtiene el valor para la energia umbral de una reaccién, tanto para
el caso de violacion de invariancia de Lorentz como para el de deformacién DSR, y comparar
ambos resultados entre si y respecto del valor esperado por la SR clasica. De esta forma sera
posible contrastar los datos fenomenolégicos, y en concreto los obtenidos en experimentos de

rayos césmicos, con un valor tedrico.

El procedimiento que nos permite extraer un valor tebérico para el limite de la energia consiste
en sustituir la relacién de dispersiéon modificada en las leyes de conservacién energia-momento
(junto con la correspondiente ley de composiciéon, modificada o no segin estemos considerando
una teoria u otra). Sin embargo, es necesario primero conocer cudl es la configuracion del sistema
que minimiza la energia de la reaccion (energia umbral); el método de multiplicadores de Lagrange
nos permite obtener la minima energia de la particula incidente necesaria para que se produzca

la reaccion, restringiéndonos a las leyes de conservacion.

En primer lugar, llevaremos a cabo los célculos para el caso de Relatividad Especial, y seréan
estos resultados los que utilizaremos como referencia en lo que hagamos posteriormente. Después,
repetiremos el procedimiento para el caso mas general posible: la colision de dos particulas en el
estado inicial (que denotaremos con los subindices 1 y 2) resultante en otras dos particulas en el
estado final (que denotaremos con 3 y 4), con una relacion energia-momento dada por una relacion
de dispersion genérica E(p) y una ley de composicion de la forma y @D Una vez hayamos
desarrollado el método de Lagrange, particularizaremos a cada una de las dos teorias (tomando



la expresion E(p) pertinente en cada caso y asignando valores a los coeficientes o, 3, 7v) y a

cada una de las reacciones que nos interesan (produccion de pares y fotoproduccion de piones).

La funcién a minimizar es la energia de la particula altamente energética (o, equivalentemente,

il = /P2 +p+pi=p1, (17)

[E1 & Ep] — [E3 @ Ey] =0, (18)

el modulo del momento), es decir,

sometida a las ligaduras

pi1 @ pi2l — [pi3z@pia) =0, i=uzy,z2, (19)

esto es, las leyes de conservacién. Vemos primero este método sin considerar correcciones a la

escala de Planck.

4.1. Relatividad Especial clasica

Para poder cuantificar cuanto difieren los resultados en ruptura de invariancia de Lorentz de
lo que se esperaria en una teoria clasica, debemos primero determinar el valor de la energia
umbral de acuerdo a las leyes de Relatividad Especial ordinaria. En este caso, el momento total
de un sistema de multiparticulas viene dado por la adiciéon de los momentos de cada una de las

particulas por separado (leyes de composicion clasicas), de forma que
Pr=P=m=7=0.
La relacion de dispersion es la ya conocida
E? =p*+m?. (20)

Imponiendo estas condiciones en el método de Lagrange, definimos una funcién auxiliar de la

siguiente forma:

h=pi+ X (E1+ E2— Es — Ey) + Z Xi (pig +pi2 —pi3 —Dia) =

i:%y,z

=p1+ Ao (E(p1) + E(p2) — E(p3) — E(pa)) +
+ Z Ai (Pi +Pi2 — Pig — pia) =

1=T,Y,2

(21)

= h(ﬁ17ﬁ37ﬁ47 AO? )‘) )
donde X = (Az; Ay, Az) representa el vector de los multiplicadores de Lagrange asociados a las
ecuaciones de conservacion del momento. Al optimizar estas funciones respecto de las variables
del sistema (las componentes del momento de cada una de las particulas que intervienen en el
proceso, salvo de la segunda, que al tratarse en ambos procesos de un fotéon de fondo tiene una

energia definida), obtenemos el minimo restringido de nuestra funcion de interés p;.

Empezando por las componentes asociadas al momento de la primera particula:

oh  pj1 N P Pit

— +X:=0. 22
opj1 D1 "E(m) p ! (22)
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De esta ecuacién se extrae una importante relacion:

Aj 1 Ao .

Sy, (23)
Pi1 p E(p1)

que no es sino una relaciéon de proporcionalidad entre p; y A; esto es, la particula incidente se

mueve en la direccién del vector de multiplicadores.

El procedimiento es analogo para los momentos de las particulas salientes:

oh P3  Dj3
__ BN\ =0, 24
opj,3 " E(p3) p3 ! (24)
oh P4 Pja
= ) bid _\. =0, 25
Opja ®Eps) p1 Y (25)
de forma que
A Ao .
= T 57N vj 9 26
P43 E(ps3) (26)
)\j Ao .
-0y, 27
Dja E(p4) ! 27)

Este resultado nos indica que los momentos de las tres particulas son proporcionales al vector
de multiplicadores, por lo que el movimiento de las tres particulas se produce en la direccién de
un mismo vector director \. Ademas, exigiendo que en la reaccion se cumplan las ecuaciones de
conservacion del momento (p;1 + pj2 —pj3 —pj4 = 0), podemos establecer que p> sigue también
esta misma direccion. De aqui se extrae una importante conclusion: la configuracion del sistema
que minimiza la energia del proceso es aquella para la cual la reaccién es unidimensional. Este
resultado es independiente de la naturaleza de las particulas que intervienen en el proceso (para
una relacion de dispersion universal, como es el caso de SR).

Como tultimo apunte, se debe mencionar que la colision entre el foton de fondo y la particula
incidente solo puede ser frontal, pues dicha particula, tanto si tiene masa como si no, no puede
nunca alcanzar a un fotéon que se desplaza con velocidad ¢, si ambos se propagan en el mismo

sentido.

Vamos ahora a analizar cada una de las reacciones por separado.

Produccién de pares

Te~ es especialmente sencillo porque las masas de las dos particulas resultantes

El proceso vy — €
son iguales; esto implica que, para un mismo valor del momento, la energia de ambas particulas
es la misma. De esta manera, las Ay de las ecuaciones y son dos funciones idénticas
(e invertibles), la primera sobre la variable p;3 (que ahora renombramos como p; y, por ser
el momento del positron) y la segunda sobre p; 4 (que renombramos como p; —, por tratarse del
electron). Asi, es posible igualar las variables sobre las que estas dos funciones actian y establecer
que

Py =P =7 (28)
Podemos pues concluir que la configuraciéon que minimiza la energia del proceso es aquella para

la que los momentos del par positréon-electrén son iguales.
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Conociendo la configuracion del sistema, estamos en disposicion de aplicar las leyes de conserva-
cion para calcular la energia umbral. En primer lugar, la conservacién de p nos permite obtener
una relacion entre el momento de la particula incidente (py,, donde el subindice th hace referencia

al valor limite) y el del electron/positron pe:
Pth — W = 2pe . (29)
La ecuacién del limite se obtiene a partir de la ecuacion de conservaciéon de la energia:
By +w=2FE —

1
Pth+w:2vp§+mg:2\/4(pth—w)2+m§ = (30)
2

me

Pth =
w

Este es el minimo valor del momento del fotén incidente para que interaccione con un fotén de
fondo y produzca un par electrén-positrén, y sera el que utilizaremos de referencia tras estudiar

los casos de violacién y de deformacién de simetria de Lorentz.

Fotoproduccién de piones

La reaccién py — pm no es tan inmediata dada la dificultad que introduce el hecho de que las
dos particulas finales no tengan la misma masa. Sin embargo, el caso de invariancia de Lorentz
es especialmente sencillo, ya que el ratio entre los momentos de dichas particulas es igual al ratio
de sus masas. En efecto, si igualamos las ecuaciones y (127]), observamos que

E (pp) E(pr) Pp my

- — T (31)
Dp DPr DPr My

De esta forma, la ley de conservacién del momento nos ofrece una relacion entre el momento del
proton incidente y el del pion resultante de la reaccién,

m.
Pih — W = Dr <1+mp> , (32)

™

y la ley de conservaciéon de la energfa nos permite obtener el valor umbral. Trabajaremos con la

aproximacion
2
m
valida para m < p.

Eth—|—w:Ep+E7r —

2 2 2
m m MMy ma (mx +myp)
Pin+ oL +w=—Lp; + F et Ry —w A e P —
2pin Mgy " 2px " 2px 2pin (34)
m2 + 2mam,,
Pth = A 5

ez
My+myp

haciendo uso de que la energia del foton de fondo w es muy pequena respecto de las otras

donde se ha aproximado p, =~ Py, en el término proporcional al cuadrado de la masa,

magnitudes del sistema, por lo que el error cometido es despreciable.
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De acuerdo con esta teoria, la acumulacién de protones procedentes de fuentes de rayos césmicos
detectados en la Tierra deberia producirse en torno a este valor de py, (si no se consideran efectos
derivados de la expansion del Universo, con el fin de facilitar la observacion de las modificaciones
a la cinemaética de Relatividad Especial). Veamos como cambia si consideramos correcciones a la
escala de Planck.

4.2. Desviaciones de invariancia de Lorentz

Nuestro objetivo ahora es observar los efectos de una posible desviacion de Relatividad Especial
sobre el valor de la energia umbral de estas reacciones. Como hemos comentado a lo largo de este
trabajo, se trabaja sobre dos teorias principales, violaciéon y deformaciéon de Lorentz, y dentro de
esta ultima se consideran varios modelos, en funcién de la ley de composicion y de la relacién de
dispersion. Con la finalidad de englobarlos todos, desarrollaremos el método de Lagrange para

unos coeficientes genéricos a, 3, 7y

Del mismo modo que en el caso de SR, definimos una funcién auxiliar:

h=pi+ X ([F1® Es] —[Es® Ey] )+ Z Xi ([pi1 @ pi2) — [Pi3 Dpial ) =

1=z,y,2

=t 2o (Blon) + B + 55 E(n) EGn) + 32—

M M
+ Z )‘ (pzl+p12+

i=x,Y,2

—E(p3) — E(py) — ﬁE(p:»,)E(m) - BQﬁ?ﬁél) + (35)

—E(p1)pi2 + 2 pz 1E(p2)—

M M

—Pi3 — Di4 — %E(ps)m,z; — %ngsE(}M)) =
= h(ﬁ1>ﬁ37ﬁ4a )‘Oa )‘) )

con A = (Azs Ay, Az) el vector de los multiplicadores de Lagrange. Optimizando esta funcion
respecto de las componentes asociadas al momento de la primera particula

Oh  pj1 <3E(p1) pi1 . B1OE(p1) pia B )
=L Ly L L E(ps) + Z2pia ) +
opji D1 "\opr M op p (p2) P

V2 71 OE(p1) p;
N (1+-2E — Aipi2 =0,
+;(+M (p2))+M o Z 2

(36)

donde hemos utilizado agp( p) _ agfop ) %, se obtienen tres expresiones equivalentes para g, una

de ellas para cada una de las componentes pj 1:

N (14 35 B(p2) + 3 2 B 5 Ao + B2

1: )\0 - — (37)
OF OF
82(0131)171 LI ﬁ a}()}il) 1211 E(pQ) + Bﬁpjﬂ
El célculo es analogo para las componentes p; de las dos particulas finales:
oh oF j oF j
_ < (p3) pj3 |, B (ps)p],3E(p4) N ﬂQPjA) B
Opj.3 Ops p3 M Opz p3 M (38)

OE(
(1 2 00) - BRI 5
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— )
Ops pa M (ps) Ops P4 M VR

Opj.a
OE(p4) pj,
(14 o) - OB S

oh __AO(BE(MWJF& OB (ps) pja , 2 )

(39)

de forma que se obtienen las siguientes expresiones equivalentes para Ag:

OE(
3. \g = )\j (1 + L]\jE( )) }\Y} BPZS) bas Z )\1]914 (40)
© 0T T T 8E(ps) pis + 8 OE(p3) pj, L33 F(py) + B2, .
Ops  p3 M Ops p3 ij’4

0
N (1+ B E(ps)) + 32250228 57 Aoy

OE(ps) Pja | B OF(ps) pja | B
Opa ;;T + MlE(p ) Opa 1;74 + 1\/21p37

En el caso de las dos reacciones que nos interesan, la energia de la segunda particula, el foton

4: N=—

(41)

de fondo, toma un valor muy pequeno w, muchos 6rdenes de magnitud por debajo de las demés
magnitudes del sistema. Ademas, aplicando el teorema de la funcién implicita, podemos conocer
de forma aproximada el orden de magnitud de la derivada de la energia respecto del momento:

0E(p)  H(CW)  —2p+28Ep)p )
p w(Cp)  2E(p) +35E2(p) + Gp°
Sabiendo que los coeficientes que parametrizan las correcciones a la relacién de dispersiéon no
9E(p)

deben ser mucho mayores que la unidad, podemos concluir que —op aproximadamente de

orden unidad.

De esta forma, y llevando a cabo las aproximaciones propias del régimen de energias que estamos
considerando, w < m <K p < M, la expresion de g para la primera particula se simplifica de la
siguiente manera:

Aj+ B
. ~ p1
1: A~ PEG pL (43)
dp1  p1
De esta ecuacion se extrae una importante relacion:
Aj N OF 1
7‘7__70 (pl) — T ijxa?J,Z? (44)

pii p1 Op p1

que, de nuevo, no es sino una relaciéon de proporcionalidad entre p; y A.

Para el caso de las particulas salientes, el procedimiento para extraer una relaciéon entre X v las
componentes del momento es més complicado. Sin embargo, se puede simplificar si consideramos
que el ratio entre los momentos de dichas particulas es el mismo que el ya calculado en SR; es
decir,
by _ s (45)
2! myq
Este argumento es valido cuando la relaciéon de dispersiéon modificada es un desarrollo en serie
a primer orden en 1/M (como es el caso de los modelos de DSR que estamos considerando), o
cuando se sigue la ley de composicion energia-momento clasica (como es el caso de violacion de

invariancia de Lorentz). De esta forma, la relacion p—]_ para las particulas finales queda:
J

OE(p3) 1 1 0E(ps) 1 8 OE(p3)
g o (PBELL 4 G OB L) 4 i) 4 3 OBELL S

" pjis 1+ 32 E(ps)
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OF OFE - OFE
LN ( Bt o T B(ps) PGB+ %%ﬁ 5 o s T b Vi, (47)
. I ) J >

Pja 1+ L E(ps3)

por lo que, como ocurria en SR, la configuraciéon que minimiza la energia del sistema es aquella
para la que el movimiento de las cuatro particulas se produce en una sola direccién. Suponiendo
una relaciéon de dispersiéon universal, este argumento es valido tanto para el proceso de producciéon
de pares como para el de produccién de piones. Dado que en el limite M — oo se recuperan las
leyes de Relatividad Especial, y en esta teoria la colision entre el foton y la particula incidente
es frontal, esta caracteristica se da también bajo una desviacién de invariancia de Lorentz; de
lo contrario, se produciria una discontinuidad al pasar del caso de violacion (o deformacion) al

caso clasico.

Solo nos queda aplicar las leyes de conservacion para obtener las ecuaciones del momento umbral

para cada una de las teorfas ligadas a una desviaciéon de Relatividad Especial.

4.2.1. Violacién de Lorentz

En el marco de esta teoria, se mantienen las leyes de composicion clasicas, por lo que

r=Br=m=72=0.

Ademas, la relacion de dispersion viene dada por las ecuaciones y @, de forma que podemos
sustituir estas expresiones en E(p) (separando las correcciones en primer y segundo orden) en

las ecuaciones de conservaciéon energia-momento. Utilizaremos la aproximacion

m2  p m?  p?
I . F= 1+ —+— = —+ —
= p\/ +p2 M (p—i— 2p 2M)’
(48)

m2 p2 m2 p3
Il : FE= 1+ =4+ — = —+t =
= P * p2 = M? (p + 2p — 2M?2 )’
valida para el régimen de energias que estamos considerando. Veamos cada una de las dos reac-

ciones por separado.

Produccién de pares

Tal y como hemos razonado a la hora de identificar la configuracion del sistema que minimiza la
energia del proceso, se puede tomar el mismo ratio entre ps y ps que se tenia en la teoria de SR.
En el caso de la reaccién vy — eTe™, para la que las particulas finales tienen la misma masa, se

tiene que

—

ﬁ+ =p-= ﬁe . (49)

Ahora, basta con aplicar la ley de conservacion del momento para obtener una relacion entre los
momentos

Pth — W = 2pe , (50)
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v la ley de conservacion de la energia para calcular la energia umbral. De esta manera:

Iy By +w=2F =

2 2 2
2m
pthii—kw 2(6+meipe>%pth—w+ ipth =

oM 2.~ 2M in  AM (51)
pth DPthw
_Pin —1=0,
8Mm? * m2
Ifi:Eth—i-w:QEe -
2 3 2 3
m P 2m D
+ =2 € S| = py, — et
Pih 2M2 tw= ( * o, 2M2> T VE (52)
3
pth bipw 1=0,

16M2m2 ~ m2

donde se ha utilizado 2p. ~ p- en los términos proporcionales al cuadrado de la masa o al inverso
de la escala de Planck, para los que el error cometido en la aproximacién, w, es despreciable.

Estas ecuaciones se pueden condensar de la siguiente manera:

Ii: o +2-1=0, (53)

IIy: ozt +2-1=0, (54)

2
donde x = B2 y py = ™ es el limite para M — oo, y los coeficientes o vienen dados por
pPo w ’

3
Po 3]30
= ) 55
Y= 8mear T YT Tem2a2 (55)
El valor de py, que satisfaga las ecuaciones (H1) v (52)) es el minimo valor del momento del

foton incidente para que se produzca la reaccidon, y por tanto con él se puede obtener la energia
umbral. Vemos que las ecuaciones son las mismas que las del caso SR, mas un término adicional

procedente de las correcciones a la escala de Planck.

Fotoproduccion de piones

El proceso py — pm es de especial relevancia cuando se estudian los efectos que produce una
desviacion de Relatividad Especial en el limite de una reacciéon. Ya hemos comentado que en el
espectro de rayos cosmicos detectado en la Tierra se produce una acumulacion de protones (de
nuevo, si no se incluyen los efectos derivados de la expansion del Universo), el corte GZK. En
un escenario de violaciéon de invariancia de Lorentz como el que estamos considerando, el valor
de este limite a la energia se modifica, por lo que el corte GZK resulta de gran importancia a la

hora de establecer restricciones a esta teoria.

El proceso de fotoproducciéon de piones se nos vuelve a presentar méas complicado que el de
produccién de pares, como ya vimos en el caso de invariancia de Lorentz: la masa de las particulas
resultantes de la reaccién no es la misma. Tomar el mismo ratio entre los momentos finales que

el de la teoria SR (ecuacion (31))) se traduce en una relacion entre el momento de la particula
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incidente y el del pion resultante del tipo . De esta manera, y utilizando la aproximacién

(48), la ecuacion de conservacion de la energia queda de la siguiente manera:

I : Ep+w=E,+E; —

2 2 2 9 2 2
my Py, mp mpMmsz my, pn My Pr
TR p Px Ma y Pr
Pt o oM Y T T o 2o TP g T o
NPy — W+ (mx +mp)* | pf, m; + ngo (56)
~ t - - -
2pen, 2M (Mg +myp)?
2mzxmy, 3 4w
__ W o —1=0,
M(mg +mp)?(m2 + 2mymy,) Pin+ m2 + 2mgm, Ptn
Iy : By +w=FE,+ E; —
2 3 3 .3 2 3
P Din mp mpMmy p Pr My Px
_ P _ P pttm . TP o ~
) Ve At s Wb 5 VR R M) VE
n (ma+mp)?  pj  matmy (57)
A P — W
Pt 2pin 2M2 (my + mp)?
3m,ym 4w
+ P 4oy = 1=0,
M2(m2 4 2mzmyp)(mg + myp)? Pint m2 + 2mymy, Peh

MnxPth
Mmr+mp

inverso de la escala de Planck, para los que el error es despreciable. Las ecuaciones se pueden

donde se ha utilizado p, =~ en los términos proporcionales al cuadrado de la masa o al

reescribir como

Ii: +am® +r-1=0, (58)
I : ozt +2-1=0, (59)
donde z = % y po = W es el limite para M — oo, y los coeficientes vienen dados por
2p3 Mmem
oy = Do mMp
(m2 + 2mamy) M (mg +my)? (60)
SpE)1 MaMp
arp =

(m2 + 2mamy) M? (mxz +mp)?

Con estas ecuaciones se obtiene el valor limite del momento del protén de rayos coésmicos para
que se pueda producir la reaccién; de esta manera, sustituyendo dicho valor en las relaciones de
dispersién, en primer y en segundo orden, se lleva a la energia umbral del proceso de produccion
de piones en violacién de Lorentz. De nuevo, las ecuaciones para obtener p;;, son las mismas que

para el caso de SR, pero con un término adicional dependiente de la escala de Planck.

4.2.2. Deformacion de Lorentz

El caso de deformacion de simetria de Lorentz es distinto del contemplado en violacién de inva-
riancia de Lorentz; la existencia de un principio relativista provoca que el limite de una reacciéon
no pueda depender del observador. Ademés, el calculo de dicho limite se complica ya que no es
solo la relacién de dispersion la que debe ser modificada sino también las leyes de composicion.
Llevaremos a cabo el calculo de la energia umbral para un modelo genérico de DSR, con unos
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coeficientes o, (3, 7 sin determinar. La expresion para E(p) se obtiene de sustituir F en la ecua-
cion ([11f). Llevando a cabo las aproximaciones correspondientes al régimen de energias en el que

estamos trabajando, nos queda una relacién de dispersion de la forma

2
m aq + oo
Ep)~p+—— — —= p*.

2p 2M (61)

Las leyes de composiciéon energia-momento son las dadas en las ecuaciones y . Veremos
como las correcciones derivadas de una modificacién de la relaciéon de dispersiéon se cancelan con
aquellas derivadas de las nuevas leyes de conservacion, por lo que los términos adicionales en
la ecuacion de la energia umbral, que se podian observar en el caso de violacién de Lorentz,

desaparecen en la teoria de DSR.

Analicemos, de nuevo, cada una de las dos reacciones por separado.

Produccion de pares

Al igual que cuando estudiamos la reaccién vy — eTe™ en la teorfa de violaciéon de invariancia
de Lorentz, en DSR podemos también aprovecharnos del hecho de que las dos particulas finales
tengan la misma masa: los momentos del electréon y del positréon son iguales. De este modo,
aplicando la ley de conservacién del momento, podemos obtener una relaciéon entre p. y pin, €l

valor limite del momento del fotén incidente:

Y Yo M1t
pih —w — — E(pm)w + = piaw = 2pe + ———— E(pe)pe =
M M M (62)
bth—w 72 9
De ~ 2 SM Din -

Sustituyendo este valor en la ley de conservaciéon de la energia, llegamos al siguiente resultado:

Elpu) + 0+ 2L B(pn)w — 22 ppw = 2B(p) + 2L B2(p) + 2p? —
M M M M (63)
aitag+ i+ P2—71— 72 2+m3 _1-0
SMw P Dipw '

Este resultado se ha obtenido suponiendo que la escala de Planck pertenece a un régimen de
energias muy superior a las de las particulas que intervienen en el proceso, de forma que el
cuadrado de la masa del electréon-positron y la energia del fotéon de fondo son despreciables frente
a M ( mﬁz < 1, 35 < 1). El calculo completo puede verse en el c6digo de Mathematica adjunto

en el anexo A.

Esta es la ecuacion del limite para el caso de produccién de pares en la teoria DSR; a partir
de py, podemos calcular el valor de la energia umbral. Vemos cémo, tal y como ocurria en
violaciéon de Lorentz, la ecuacién es la misma que tenfamos en Relatividad Especial, mas un
término adicional que recoge los efectos derivados de la escala de Planck. Sin embargo, se observa
también un importante resultado: si se exige que los coeficientes «, 3, v cumplan la regla de oro
mencionada en la seccién anterior, , necesaria para que se satisfaga el principio relativista,
el término proporcional al inverso de la escala de Planck se anula; esto es, para la teoria de
DSR, las correcciones derivadas de una deformacion de la simetria de Lorentz desaparecen, y la
energia umbral adquiere el mismo valor que en el caso de Relatividad Especial clasica. En otras
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palabras, los efectos derivados de una modificacién de la relaciéon de dispersion se cancelan con
los derivados de las nuevas leyes de conservacién, lo que provoca que el valor limite de la reaccion
sea indistinguible del que ya teniamos en la teoria de SR. Veamos c6mo esta caracteristica no es
tnica del proceso de produccién de pares mediante el anéalisis de la reacciéon de fotoproduccion
de piones.

Fotoproduccion de piones

Las teoria de DSR y la modificacion de las leyes de conservacion, aplicadas al proceso py — pm,
también desembocan en un resultado distinto para el corte GZK respecto del que hemos obtenido
en violacién de Lorentz. La ecuacién de conservacion del momento ofrece la siguiente relaciéon

entre el momento del protén de rayos cosmicos y el del pion resultante de la reacciéon:

2

gt 72 gt
P = w = 35 Blpm)w + 7 ponw = pp + P+ 1 p E(0p)pr + 50pE(pr) = N
pem —T (i —w) — mymZz (71 +72) 2 (64)
T my+mg M(my, +my)3 "
La ecuacién de conservacion de la energia se escribe pues de la siguiente manera:
5j! Ba B Ba
E(pin) +w + = E(pn)w — 3= punw = E(pp) + E(pr) + 7= E(pp) E(pr) + 70ppr =
M M M M (65)
2mpymg(o + oo + f1+ P2 — 71 — 72) 3 4w

th — 2pth+1:0.

M (myp + my)?(2mpmy + m2) 2mpmy +m
Este resultado es valido para una escala de Planck perteneciente a un régimen de energias muy
superior al de las particulas que intervienen en la reaccién (mﬁz < 1, §7 < 1). El codigo de

Mathematica con el cilculo completo queda adjunto en el anexo B.

Al igual que para el proceso de producciéon de pares, la ecuacion de py, es la misma que en
SR junto con un término adicional en el que se ponen de manifiesto los efectos derivados de
Gravedad Cuéntica. Y también, tal y como ocurria en el anterior caso, dicho término se anula
cuando exigimos que los coeficientes cumplan la regla de oro ; las modificaciones a las leyes
de composicién compensan las de la relacion de dispersion, por lo que no hay diferencia entre el
valor del corte GZK en el marco de la teoria de Relatividad Especial clésica y el obtenido para
DSR, sin importar el modelo que estemos considerando.

Esta caracteristica limita mucho los efectos procedentes de una deformacién de la simetria de
Lorentz que se pueden observar desde la Tierra en experimentos de rayos cosmicos. Asi como en
violacion de invariancia de Lorentz, la ausencia de un principio relativista no solo hace que los
umbrales de ciertas reacciones varien respecto a su valor esperado en una teoria clasica (como
es el caso de los procesos de produccion de pares y fotoproduccion de piones), sino que también
provoca que algunas reacciones, prohibidas en SR, pasen a estar permitidas (como es el caso de
ciertos procesos de decaimiento de particulas), en deformacion de simetria de Lorentz forzar la
equivalencia entre observadores inerciales mediante la modificaciéon de las leyes de conservacion

implica que estos efectos se vuelvan despreciables.

Aqui se nos presenta un problema: aun suponiendo que se conociesen por completo tanto las

caracteristicas de la fuente como la composiciéon de los rayos coésmicos, asi como todas las va-
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riables necesarias para caracterizar por completo el espectro de rayos césmicos detectado por
la Tierra, resultaria casi imposible imponer limites a la teorfa de DSR y distinguirla de la re-
latividad ordinaria. Esto nos lleva a pensar que quizas estos experimentos no sean suficientes
para desarrollar un modelo sélido para esta teoria, y nos abre la puerta a considerar otro tipo
de pruebas astrofisicas, como el retraso en el tiempo de vuelo de los fotones, en el que, como ya
comentamos brevemente en la secciéon introductoria de este trabajo, la distancia de la fuente al
detector es tan grande que provoca un efecto de amplificacion para los efectos derivados de una
deformacion de Lorentz. Sin embargo, incluso para esta fenomenologia, existen varios modelos
de DSR que postulan que es posible ir mas alla de SR sin que exista un retraso observable en el
vuelo de fotones [11]. ;Cémo entonces es posible distinguir entre deformacion de invariancia de
Lorentz y Relatividad Especial?

La solucién a este problema puede ser que la escala que caracteriza esta teoria no sea la masa de
Planck, sino una mucho menor, muchos 6rdenes de magnitud por debajo de M. La elecciéon de
M en DSR no se basa en argumentos teoricos sélidos, ya que la teoria de Gravedad Cuéantica es
todavia desconocida, sino en que la masa de Planck es la tinica combinacién posible con dimen-
siones de masa que se puede construir a partir de las tres constantes fundamentales £, ¢, G. La
deduccién de M, tan pronto como se conozcan mas detalles de la teoria de QG, podria demostrar
que este argumento no es valido, generando de esta manera una escala de DSR muy por debajo
de la masa de Planck. Esto traeria consecuencias importantes en los resultados fenomenolégicos,
y en concreto en los experimentos que hemos analizado: en el célculo para obtener la ecuaciéon de
la energia umbral, los términos proporcionales al cuadrado de las masas no serian despreciables
frente a la escala, por lo que en la ecuacion quedaria un término adicional proporcional al
inverso de la nueva escala. Este término no se anularia al exigir que los coeficientes «, 3, ~
cumpliesen la regla de oro; esto es, en el valor de la energia umbral, existiria una correcciéon

derivada de DSR que no existe si trabajamos con la masa de Planck.

Este resultado es muy importante, pues implica que, una vez conocidas por completo las fuentes
y la composiciéon de rayos coésmicos, los experimentos vistos hasta ahora no solo permitirian
distinguir entre relatividad ordinaria y DSR, sino que harian posible imponer fuertes restricciones
a esta teorfa y, por lo tanto, contribuirian a su caracterizaciéon. La fisica de rayos cosmicos puede
de esta manera allanar el camino que nos permita explorar la fisica mas alla de Relatividad

Especial.

5. Conclusiones

Nuestro objetivo con este trabajo ha sido buscar, en la fisica de rayos césmicos, y en concreto
en los procesos de colisién de particulas, posibles efectos derivados de ruptura de invariancia de
Lorentz en el valor teérico de la energia umbral de una reaccién, con la finalidad de imponer
limites a las dos teorias que trabajan en el marco de una desviacion de Relatividad Especial
derivada de la escala de Planck: violacién y deformacién de invariancia de Lorentz. La primera
de ellas postula una ruptura completa de la simetria de Lorentz, mientras que la segunda simple-
mente la deforma, manteniendo asi la equivalencia entre observadores inerciales. Hemos podido

comprobar que, como consecuencia de esta diferencia (ausencia o no de principio relativista),
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la fenomenologia de rayos cosmicos es completamente distinta en ambos casos; en el primero se
produce una modificacién considerable en el valor del umbral, mientras que en el segundo los
efectos son tan pequenos que pueden despreciarse. Este resultado implica que la teoria de DSR
es indistinguible de SR, al menos para los experimentos con los que se trabaja actualmente.

Esto nos ha llevado a plantear una importante conclusion: la escala en la teorfa de DSR puede no
ser la masa de Planck, que hemos utilizado a lo largo de este trabajo para obtener los valores de
la energia umbral, sino una mucho més pequeinia. Tomar una escala muchos érdenes de magnitud
por debajo de la masa de Planck supone que algunos términos en la ecuacién de la energia
umbral, que hasta ahora eran despreciables, dejen de serlo y se tengan, por lo tanto, correcciones
derivadas de una deformacién de la simetria de Lorentz.

El problema queda abierto a la espera de que se clarifiquen los problemas que presenta el analisis
de los experimentos actuales: el desconocimiento de las fuentes y su distancia a los detectores,
y de la composicién de rayos cosmicos, grandes fuentes de incertidumbre a la hora de estudiar
el espectro que vemos en la Tierra. Una vez se alcance un mayor entendimiento de estos facto-
res, estaremos en disposiciéon de empezar a construir una teoria solida en la fisica mas alla de

Relatividad Especial.
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