A. Distribucion t-Student .

Dadas X1, Xo, ..., X, variables aleatorias independientes distribuidas normalmente con media p

y varianza o2.

_ (X14+Xo+..+Xn

Sea T, m ) 1a media muestral. Entonces,

T — o
N (A1)

sigue una distribucién normal de media 0 y varianza 1.

7 —

No obstante, no siempre se conoce de antemano la varianza, o2. Se define asf una nueva variable,

Ty — |
t = A2
nlvn (A.2)

donde s,, es la desviacion estdndar de la muestra, que viene dada por,
n

2= 3 (- ) (A.3)

n—14
i=1

Entonces, la variable aleatoria t tiene distribucion t-Student con v = n — 1 grados de libertad.

A.1. Prueba t-Student

Cuando la variable aleatoria tiene una distribucién t-Student, se puede aplicar sobre esa variable
la prueba t-Student. La hipdtesis nula, Hy, que usamos es T = u (t=0) y el resultado que observamos
para t nos dird cuan de probable es equivocarnos rechazando la hipétesis nula. Asimismo, es necesario
definir cudl es el intervalo de confianza que adoptaremos para rechazar o no la hipdtesis nula.

SiZ y s son la media y la desviacidn estdndar de una muestra aleatoria que sigue una distribucién

normal con media p y con varianza desconocida ¢, se tiene que,

T—p
Prob | —typn < ———<t =1- A4
ro ( a2 = Sn/\/ﬁ = a/2> a ( )

donde ,/5 es tal que el drea en el intervalo [t,/2,00) = /2 (ver figura A.1).
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Fegidn de rechazo Regicn de aveptacién Regidn de rechans

Figura A.1: Distribucién t-Student. Figura recuperada de [24].

En la figura A.1, si el valor observado de t esta en la regién de aceptacion —t,/o <t < t,/9, se
acepta la hipdtesis nula y si estd en la regién de rechazo, |t| > £, /2, se rechaza. La probabilidad de

rechazar una hipétesis nula verdadera es « y nuestro nivel de confianza es 100(1 — «) %.

Prueba t-Student para las medias de dos poblaciones

Dadas dos distribuciones normales con distintas varianzas o7 y o3, queremos decidir si sus
medias g1 y po son iguales. Entonces, con las medias 7 v T3 v las desviaciones estandar s; y sa,
de dos muestras de tamanos n; y ng, definimos la variable t, que sigue una distribucién t-Student
sipy = po,

Ty — X2
t=—— (A.5)
Sz1-7T2
donde szy_z; es,
2 2
s s
_ 1 2 ,
Sz1—T3 — n + Ny (A'b)

Los grados de libertad de esta distribucién, v, vienen dados por la ecuaciéon de Welch-Satterthwaite,

(s7/n1 + 53/n2)?
(s1/n1)?/(n1 — 1) + (s3/n2)%/(n2 — 1)

Se define la hipétesis nula, Hy, como,

(A7)

V=

Ho=p1 —p2=0 (A.8)

La expresién anterior implica que no existe diferencia entre las medias de las muestras 1 y 2, es
decir, g1 = ps. Para rechazar o no Hy, hemos decidido considerar un intervalo de confianza al 95 %.

Tenemos que,
0,95 =(1-a) (A.9)

entonces, /2 = 0,025. Por tanto, si t se encuentra dentro del intervalo [—tg 025, to,025] aceptamos
la hipétesis nula, mientras que si t no pertenece a dicho intervalo rechazamos la hipétesis nula.
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B. Dosis producida por fuentes de
rayos 7y [

Las fuentes de rayos v emiten fotones. Los principales procesos de interaccién de los fotones
con la materia son el efecto fotoeléctrico, la dispersion Compton y la producciéon de pares. Todos
estos procesos contribuyen al coeficiente de atenuacién, . Conociendo el coeficiente de atenuacion
y el nimero de fotones emitidos por segundo desde la fuente, intensidad Iy, se puede calcular el
nimero de fotones por unidad de tiempo que atraviesan sin interaccionar un espesor [ de un material

determinado,
I =Ipe ™ 571 (B.1)

No obstante, la ecuacion anterior es vélida siempre que la radiacién incidente sea monoenergética
y el haz incidente sea colimado.

Si las fuentes son multiples, debido a que los campos de rayos gamma son campos escalares,
los efectos de las fuentes de radiacién se pueden obtener a partir del sumatorio de las intensidades
procedentes de fotones con distinta energia y obtener asi la radiaciéon que es absorbida por el medio.
A continuacién, veremos los casos de una fuente puntual emitiendo radiacién en el centro de un
medio material homogéneo e isétropo y el modelo de nube radiactiva en el que la fuente es una esfera
radiactiva homogénea y cuya radiacion es registrada en su centro por un objeto de una determinada
densidad.

dr

Point source Homogeneous source

Figura B.1: Geometria y notacién de los modelos que se van a estudiar: fuente puntual (izquierda)
y modelo de nube radiactiva (derecha). Figura recuperada de [25].

B.1. Fuente puntual
Vamos a considerar una distribucién de radiacién ionizante primaria (fotones emitidos por la

fuente que todavia no han interaccionado con la materia) y secundaria (fotones que ya han sufrido
alguna interaccién sin haber sido absorbidos) producida por una fuente puntual en un medio isétropo
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(figura izquierda B.1). Suponemos que la fuente puntual emite n fotones/s cada uno con una energia
hv, entonces la tasa de fluencia energética Wyrip a una distancia r de la fuente es,

nhv
rim —
pre 472

¥

e Hor MeV/(em? - s) (B.2)
v la tasa de dosis de la radiacién primaria incidente en 7 es,

Rprim = q’pm’m% MeV/(g ' S) (Bg)

donde p es la densidad en g/ em?, g es el coeficiente de atenuacion total, p, = po—0 es el coeficiente
de absorcion del medio y o, es el coeficiente de dispersién Compton, estos tltimos expresados en
em™1L.

En una delgada capa esférica de espesor dr, el ritmo de absorcién de energia o potencia absorbida

en las colisiones primarias, dPpyim, es el producto de Ry y la masa de la capa,
dPprim = p - ATr2dr Rypig, = nhvpge "' dr MeV)/s (B.4)

Integrando la ecuacién anterior se obtiene la potencia total Py, absorbida en las colisiones prima-
rias dentro de una esfera de radio arbitrario X. Entonces,

X
Pyrim = /demvm = nhy,ua/ e M dy = nhuﬂ%a(l — e HoX) MeV/s (B.5)
0 Ho
Extendiendo X a infinito, tenemos la potencia total absorbida en todas las colisiones primarias en
el espacio.
Pprim = nhvte = nhot0 "% — ppy — an 28 MeV/s (B.6)
Ho Ho Ho

Se observa que es menor que la potencia emitida nhv MeV/s. La diferencia entre ambas representa
la energia transferida a los fotones secundarios por unidad de tiempo.

Vamos a obtener la potencia de absorcién debida a estos fotones secundarios. Definimos el factor
de acumulacion, B, que tiene en cuenta la contribucion adicional de la radiacién dispersa anadida a
la radiacién primaria. Si la contribucién total debida a la radiacién primaria es N, y la contribucién

de la radiacién secundaria es, Ny, se define,

NN N

B
Ng Ng

(B.7)
Este factor nos permite obtener la potencia de absorcién en las colisiones secundarias, pues podemos

redefinir B como,
dPsec

derim

B=1+ (B.8)

Aproximadamente, podemos considerar que B aumenta linealmente con el ntimero de recorridos

libres medios pgr que realiza la radiacién primaria. Suponemos asi que,
B~ 1+ a(uor) 0 dPsec = apor)dPprim (B.9)
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donde a es una constante sin dimensiones cuya expresién la vamos a obtener mas tarde aplicando
conservacion de la energia.
Teniendo en cuenta la expresiéon de dPpin, tenemos,

dPgsec = a(uor)nhvug,e 0" dr MeV/s (B.10)

Si integramos la expresién anterior a lo largo de una esfera de radio X,
X [
Pyee = /dPSCC = a,uo,uanhy/ re M"dr = a~“nhv[l — e HX (1 4 poX)] MeV/s (B.11)
0 Ho

Cuando X tiende a infinito llegamos a,

Poe = a™nhv  MeV)s (B.12)
Ho

Podemos obtener la constante a facilmente porque el resultado anterior es igual a la diferencia entre

la absorcién primaria y la potencia total nhv. Por tanto,

Pyee = a&nhu — Znhy MeV/s (B.13)
Ho Ho
y entonces,
Os
a=— B.14
Ha ( )
Asf para una esfera de radio X,
Psee = 2nlw[l — e 10X (1 4 X)) MeV/s (B.15)
Ho

B.2. Modelo de nube radiactiva

Lo que nos interesa para nuestro objetivo es obtener la energia de absorciéon primaria y secundaria
en el centro de una esfera homogénea de material radiactivo. Se define n; desintegraciones por gramo
y por segundo dentro de la nube, donde cada fotén emitido tiene una energia hv. Entonces, si p; es

la densidad de la nube, la energia de emisién de los fotones por unidad de tiempo y volumen es,
nyhvp; MeV/(em? - s) (B.16)

Se quiere estimar la tasa de dosis debida a la radiacién primaria y secundaria en un pequeno detector
de densidad p2 en el centro de la nube.

Utilizamos en los coeficientes de absorcion y dispersion Compton los subindices 1 y 2 cuando
hacemos referencia a la nube radiactiva y al detector respectivamente.

Dado un elemento de la nube de volumen dA - dx (figura B.1, derecha) la emisién total es
nihvpidAdx y la tasa de fluencia energética de los fotones primarios en el centro es,

dq’pm‘m = nlhl/pl -dA - dx -

T (B.17)
T
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Si dA = 4722,
d\ilprim = nyhvpeto® MeV/(cm2 - 5) (B.18)
En el centro de la nube, la energia absorbida de la radiacién primaria por unidad de masa y tiempo
es,
T Ha2
dRprim = dq]primz MeV/(g ’ S) (B.19)
Entonces la tasa de dosis en el centro, para la radiaciéon primaria procedente de una esfera uniforme

con radio X, es,

Ha2 X a2/ p2
Ryrim = /dRpm-m =nihvp —= e P dy = ny hy 2202 (1 — e HoLT) (B.20)
P2 Jo o1/ p1
Si hv esta en el rango entre 0,1 y 10 MeV y Z se encuentra comprendido entre los valores 1 y 50,
los coeficientes mdsicos de absorcién, pg/p, son independientes del medio por lo que (ug2/p2) =~
(tq1/p1). Entonces la ecuacién anterior nos queda,

Rypim ~ nihwtt (1 — e X) MeV/(g-s) (B.21)

Ho1
Esta ecuacién es completamente analoga a la obtenida para el caso de una fuente puntual situada
en el centro de una distribucién esférica salvo que en este caso, los papeles de fuente y absorbente
se han invertido. Al igual que hemos hecho para una fuente puntual, se puede obtener la tasa de

dosis debida a los fotones secundarios,
o

dRge0 ~ ﬁ(umx)dz?,pm MeV/(g-s) (B.22)
a

Asi,

X
Rgee = /dR.sec = nthpl@ Ts1 Ho1 / xe MOl dy = nthNL/WE[l - e_NmX(l + ﬂOlX)]
0

P2 Hal far/p1 po1
(B.23)
Finalmente, como hemos visto antes, podemos decir que (ua2/p2) = (ta1/p1), y
Os1 o1 X
Rsee = nihvpy—I[1 — e 1% (1 + po1 X)) MeV/(g-s) (B.24)

Ho1

Si consideramos que el radio de la esfera radiactiva es infinito, es decir, que las dimensiones de la
fuente son lo suficientemente grandes en comparacién con el recorrido libre medio de la radiacién

o1 X >> 1y que R = Rpypim + Rgee, la energia absorbida total por unidad de masa y tiempo,

lesint. MeV
R=m (‘ebm )m( ¢ ) (B.25)

g-s desint.

obtenemos,

31



C. Cadena de desintegracién del 2°U

Figura C.1: Cadena de desintegracién del 233U . Figura recuperada de [26].
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