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Introducciéon

¢Pero como transformar el saber para hacerlo
provisionalmente inteligible, sin hacerlo demasiado falso
en los aspectos que no puedan ser borrados?;Y como

rectificar a continuacion los errores?

Guy Brousseau

Utilidad e interés de la didactica para un profesor

El presente documento constituye la memoria presentada por el autor del Trabajo
Fin de Master (TFM), del Master Universitario en Profesorado de Educacién Se-
cundaria Obligatoria, Bachillerato, Formacion Profesional y Ensenanzas de Idiomas,
Artisticas y Deportivas de la Facultad de Educacién de la Universidad de Zaragoza,
dentro del curso 2019-2020.

En él se pretende concretar y justificar una didactica de un objeto matematico
concreto utilizando para ello los conocimientos adquiridos en el master, asi como las
aportaciones de las revisiones bibliograficas que todo trabajo de este tipo comporta. Un
TFM no necesariamente tiene que constituir un trabajo de investigacién en didactica
y éste no pretende serlo. En una decision deliberada, para su elaboraciéon se ha evitado
consultar otros TFM de la misma teméatica y elaborados en el mismo master de la
Universidad de Zaragoza. Dado que ambos beberian del mismo corpus de teoria es
posible que tuviesen muchos puntos en comin y el autor preferia tener su génesis
propia de ideas, aunque fueran similares, y no verse atrapado por lo expuesto en un
TEFM previo.

Se estructura en tres grandes bloques. En el primero, que abarca desde la seccion 1
hasta la secciéon 3 inclusive, se establece el objeto matematico y se revisan los elementos
que van a guiar la decisiones a tomar para la creacion de la didactica: normativa
curricular, origen historico y bibliografia sobre el tema.

En el segundo bloque, secciones 4 hasta la 9, se construye el Modelo Epistemologico
de Referencia (MER) a partir del cual se establecen las razones de ser, campos de
problemas, técnicas y tecnologias. Tras ello, se plantea una posible secuenciacién y
se analizan algunos libros de texto comerciales para ver su grado de adecuacion a la
propuesta presentada. Para evitar la influencia del curriculo de facto que estos libros
representan, se ha retenido este analisis hasta tener construida la propuesta.

En el tercer bloque, que corresponde a la seccién 10, se disena y analiza en profun-

didad una prueba de evaluaciéon construida en base a todas las secciones anteriores.
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1 Objeto matematico a ensenar

El presente documento pretende construir las bases de una secuencia didactica
sobre el concepto de logaritmo que se encuadra en la asignatura de Matematicas I
dentro de la modalidad de Ciencias del primer curso de bachillerato.

Una posible definicién formal del logaritmo (Spivak, ) se puede establecer

caracterizandolo como la funcién de R* en R que verifica:

1
lnx:/ —dt
1t

Sin embargo esta definiciéon ni pone de manifiesto de forma directa sus propiedades,
ni su utilidad, ni su importancia intrinseca. En una primera lectura se antoja como una
definicién arbitraria y hasta caprichosa y sin mayor interés que muchas otras funciones
que se podrian haber considerado, por ejemplo variando el integrando. Gran parte del
contenido del presente trabajo consiste en analizar de qué forma puede incorporarse
esos matices (importancia, interés, propiedades...) en la presentacién de la misma.

El marco tedrico en el que se circunscribe es la Teoria Antropolégica de lo Didactico
(TAD) (Chevallard, ; Otero et al. ). Existe una evidente conexién entre
los logaritmos, las exponenciales y el nimero e. Aunque el objeto de este TFM es
fundamentalmente la probleméatica didactica de los primeros, resultara inevitable hacer
referencia a los otros dos.

Para avanzar en el establecimiento de una razén de ser que justifique la presencia de
los logaritmos en los programas curriculares podemos realizar una primera enumeracion
no exhaustiva de los campos o aplicaciones en los que los logaritmos hacen notar su

presencia:

« Linealizacion de funciones con factores multiplicativos (regresion lineal)

o Compresion de escalas. Representacion grafica.

e Definicién de magnitudes relativas (dB).

e Definicién de pH (Watters & Watters, ).

o Definicién de la escala sismoldgica Richter.

» Datacién Carbonol4 (es la inversa de un proceso exponencial).

 Subsidiariamente, como inversa de la funcién exponencial (transitorios eléctricos,
ecuaciones diferenciales lineales, temporizaciones.)

o Estadistica, distribuciones, entropia, informacion.

o Complejidad algoritmica. Tiempos de bisquedas en arboles binarios.

o Sentido numérico. Ordenes de magnitud. Prefijos de unidades

Basandonos en esta enumeracién, podemos realizar un analisis de las finalidades
que puede tener el conocimiento de los logaritmos a partir de la clasificacion dada
por Rico ( ). Este andlisis condicionara el modo en que se van a presentar los

contenidos.



Finalidad cultural. Todas los aspectos de la matematicas forman parte de nuestra
herencia cultural y, asi, esta finalidad resulta obvia. Sin embargo ;qué nivel de
importancia han tenido los logaritmos en el desarrollo de nuestra cultura en compa-
racion con otros elementos: calculo diferencial, Teorema de Pitdgoras, numeracion
posicional...? En cualquier caso, no parece que este criterio por si solo sea suficiente
para su inclusién en el curriculo.

Finalidad funcional. Es decir, su utilizacion en los procesos habituales que llevamos
a cabo en el dia a dia. Es evidente que los logaritmos se emplean escasamente por el
ciudadano medio!. Pese a todo, cabe indicar aqui el apoyo que los logaritmos pueden
aportar al sentido numérico: clasificacion de cantidades en érdenes de magnitud.

Finalidad formativa. Como elemento estimulante del desarrollo cognitivo. Cierta-
mente; pero no es el inico contenido posible para ello, de forma que esta finalidad
no justifica por si misma su presencia.

Finalidad politica. Es decir, favorecer nuestro desempeno como ciudadanos y nues-
tra capacidad de andlisis de la sociedad. La sobresaturacion actual de informacién
y el uso masivo de datos hacen cobrar cada vez mas importancia a este aspecto. Las
dependencias exponenciales son frecuentes y su conocimiento mejorara la interpre-
tacion y analisis de graficas. En este sentido y a modo de ejemplo, nos remitimos a
toda la comunicacion reciente sobre la evolucion de la infeccién por COVID-19.

Finalidad instrumental. Como objeto cuyo conocimiento da soporte a otros que
vendran. Seguramente, la funcionalidad méas importante. Esta en concordancia con
el hecho de que su presentacion se ha relegado practicamente al bachillerato. Su uso
como herramienta aritmética —que constituyd su origen histérico— actualmente
ha decaido. Fuera de eso, las funciones exponencial y logaritmica, son elementos de
indudable interés, pero cuando se ponen al servicio de otros contenidos de mayor

envergadura.

Para la elaboracién de la secuencia didactica se analizaran previamente las refe-
rencias curriculares al objeto matematico asi como la bibliografia sobre el tema. A
partir de todo ello se construird un MER que vertebrara toda la secuencia. Todo esto

se desarrollara en las siguientes secciones.

2 Analisis Curricular

La construccién de una secuencia didactica tiene que atender a las referencias
legislativas curriculares del objeto. Este apartado estd dedicado a su analisis, no sélo
para el curso para el que esta destinada la secuencia didactica, sino que se ampliara a
toda la educaciéon secundaria a fin de disponer de una visiéon general sobre la aparicién
de los diferentes aspectos del objeto, o elementos relacionados, a lo largo de los cursos.
Para ello se va recurrir a la Orden ECD/494/2016, de 26 de mayo, asi como a la Orden

'Habria aqui un debate sobre si no se ensefian antes porque no se emplean o no se emplean porque
no se ensenan. Lo mismo podria decirse del resto de las matematicas.
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ECD/489/2016, de 26 de mayo que se integran dentro de los diferentes desarrollos
autonémicos de la actual Ley Orgénica de Mejora de la Calidad Educativa (LOMCE).
En lo que sigue se expondran las conclusiones obtenidas, dejando la transcripcion de
las partes relevantes de la normativa para el anexo A.

Existen dos elementos claros de referencia: la exponenciacion y los logaritmos en
si. Y en ambos casos pueden considerarse desde dos dpticas: como una operacion
aritmética o como una funcién. Esto se evidencia en los curriculos al incluir contenidos

de ambos en el bloque de numeros y dlgebra y en el de funciones 6 andlisis.

2.1 Ntumeros y algebra

Para la parte aritmético-algebraica la evolucién es como sigue. En 12 y 2° de
Educacion Secundaria Obligatoria (ESO) tnicamente se tratan la exponenciacion de
numeros enteros y fraccionarios con exponente natural. En 3° de ESO, aplicadas,
se amplia lo anterior a exponentes enteros, pero con base natural y en 4° de ESO,
aplicadas, se culmina el desarrollo de la exponenciaciéon con la introduccion de los
nimero reales®.

En 3° ESO, académicas, se tratan las potencias de racionales con exponente entero.
En 4° ESO se amplia la exponenciacion a exponente fraccionario y se introducen por
primera vez los logaritmos. Dentro de los estandares de aprendizaje se habla de la
aplicacion de sus propiedades, por lo que se puede suponer que, ademas de la utilizacion
de diferentes bases, se incluyen las propiedades de conversion de sumas en productos.
No hay mencion especifica al niimero e ni a los logaritmos neperianos.

Actualmente se puede acceder al bachillerato tanto desde la opcién de ensenanzas
académicas como desde las aplicadas de la ESO, tal como viene regulado en el Real
Decreto 562/2017, de 2 de junio. Por otra parte, no resulta inhabitual que, de forma
practica, la parte de logaritmos de 42 ESO académicas se vea muy reducida o eliminada
en caso de limitaciones temporales a fin de cubrir todo el temario. Por ello, puede darse
la circunstancia de que haya estudiantes que accedan a bachillerato sin haber tenido
contacto con este objeto matematico.

En 1° de bachillerato, ciencias sociales, se generaliza el uso de la aritmética a
operaciones con numeros reales. Dentro del algebra, se especifican las ecuaciones ex-
ponenciales y logaritmicas. En 2° de bachillerato, ciencias sociales, no hay menciones
explicitas dentro del bloque de nimeros y algebra, lo que evidencia que la presen-
tacion de estos contenidos concluye en el curso anterior y en éste se usan de forma
instrumental.

En 1° de bachillerato, ciencias, se presentan los logaritmos, el nimero e y los loga-
ritmos neperianos; propiedades y ecuaciones. En los estandares de aprendizaje se hace
una mencion especifica a su aplicacion a fenomenos fisicos, biologicos y econdomicos.

Con esto también concluye su presentacién dado que en 2° de bachillerato, ciencias,

2Lo que se indica explicitamente es Interpretacion y utilizacion de los nimeros reales y las opera-
ctones en diferentes contextos.



Logaritmo Ntmero e Ecuaciones
{Z,Q}Y {N}* {Q}* {Q}® Propiedades Log. neper. Logarftmicas
v

1° ESO
2° ESO v

3° ESO Apli. v

4° ESO Apli.

32 ESO Aca. v

42 ESO Aca. v v
1° Bach. C.S.
2° Bach. C.S.
1° Bach. C. v v
2° Bach. C.

AN

Cuadro 1: Presencia de la exponenciaciéon y logaritmizacion en los bloques de
ntimeros y algebra de los diferentes curriculos. La notacién {Q}%} represen-
ta exponenciales de base racional y exponente entero. De la misma forma se
interpretan los otros simbolos.

no hay mencién explicita a ellos en la parte de ntimeros y algebra.

Toda la informacién anterior se recoge de forma esquematica en el cuadro 1.

2.2 Funciones

No hay referencia a las funciones exponencial y logaritmica hasta 32 ESO inclu-
sive. En 42 ESO, aplicadas no aparecen explicitamente en los contenidos, pero en los
estandares de aprendizaje se indica el reconocimiento de la funcién exponencial en
representaciones graficas asi como la capacidad de detectarla en situaciones de la vi-
da real. Para la modalidad de académicas lo anterior se hace extensivo a la funcién
logaritmica también.

Los contenidos curriculares con respecto a este tema son similares para 1° Bachille-
rato en las dos modalidades de ciencias y ciencias sociales. Se presentan las funciones
exponencial y logaritmica y se inicia el Analisis hasta llegar a la derivada. En la opcién
de ciencias sociales el tratamiento es mas liviano: solo se indica identificacion de la
expresion analitica y grafica. Por contra, en la opcién de académicas se realiza una
mayor profundizaciéon en esos contenidos. En ambos cursos se concluye el tratamiento
per se de esas funciones. En 22 de bachillerato se tratan cuestiones generales de anélisis
para las que esas funciones pueden tener un papel instrumental.

El cuadro 2 muestra un resumen de lo expuesto en este apartado.

2.3 1°2 de bachillerato, ciencias

A modo de conclusién de lo anterior y considerando en més detalle el curriculo de

12 de bachillerato, ciencias, podemos apuntar lo siguiente:

» En este curso aparecen los logaritmos en su vertiente aritmético/algebraico y como
funciones, incluyendo el nimero e y los logaritmos naturales. En el curso siguiente
no se mencionan explicitamente, por lo que se hara un uso instrumental de los

mismos. Por tanto, en este curso se da por terminada su presentacion.



Exp. Log Exp Log Exp Log
Ident. Ident. Derivada  Derivada  Anadlisis II ~ Anélisis 11
Gréfica  Gréfica

1 ESO

2 ESO

3 ESO Apli.
4 ESO Apli.
3 ESO Aca.
4 ESO Aca.
1 Bach. C.S.
2 Bach. C.S.
1 Bach. C.
2 Bach. C.

B R R
N B

N B

N B

<

<

Cuadro 2: Presencia de las funciones exponenciales y logaritmicas en los dife-
rentes curriculos

o Aunque los logaritmos aparecen por primera vez en el cuarto curso de la ESO,
académicas, no hay garantia que todos los estudiantes de primero de bachillerato,
ciencias, los hayan visto con antelacion.

« El principal conocimiento previo requerido —la exponenciacion con niimeros racionales—
queda adecuadamente cubierto en los cursos previos.

« No se realiza en cursos previos una presentacion rigurosa de los niimeros reales®. Por
ello los logaritmos se introduciran en base a los racionales y se asumira su extension
a los reales.

o Précticamente todo el bloque 1 (Procesos, métodos y actitudes en matematicas) del
curriculo es aplicable a este objeto matematico. Sin embargo, entre ellos destacamos
los referentes a la practica de las demostraciones matematicas, que aparecen por

primera vez.

3 Estado de la ensenanza-aprendizaje

En ausencia de una experiencia previa del autor en la docencia del tema, se ha
confiado en la bibliografia publicada para tener una visién de los distintos enfoques y
dificultades asociadas que se han venido empleando para la ensenanza de los logarit-
mos. Adicionalmente, la consulta del origen histérico de los diferentes objetos aporta
una valiosa informacién sobre los motivos que dieron pie a la aparicion de esos objetos

y en qué forma fueron construidos.

3.1 Dificultades de la ensenanza

La bibliografia es esencialmente unanime con respecto a la dificultad de la ensenan-
za de los logaritmos y los problemas que tienen los docentes y discentes en el proceso

de ensenanza-aprendizaje®.

3Requerfa de unas matematicas excesivamente sofisticadas.

4Desde un cierto punto de vista, ésto tampoco resulta demasiado significativo. No es habitual
escribir articulos o comunicaciones a congresos sobre temas que se consideran resueltos, por lo que
todos los documentos de este tipo se inician declarando la dificultad de la tarea.



A continuacién se presenta una clasificacién de los errores cometidos por los es-
tudiantes y que se exponen en la literatura. La poblacién que se analiza suele estar
constituida por estudiantes de dltimos anos de secundaria y primeros anos de univer-

sidad:

Desconocimiento, conocimiento impreciso de la definicién de logaritmo.
(Aziz, Pramudiani & Purnomo, ), (Chua & Wood, )

Manipulacién indebida del simbolo del logaritmo (log). Consideracién del sim-
bolo como una variable con significado en si mismo y no como un operador. (Aziz et
al. ). A modo de ejemplo es interesante observar los siguientes videos referentes
a las ecuaciones logaritmicas que se encuentran en Internet cuyo tratamiento de
esta simbologia permite trazar, en los dos primeros, la técnica que se constituye en
el posible origen de este error.

Susi Profe. Ecuaciones logaritmicas®

Unicoos. Ecuacién logaritmica 01 Bachillerato matematicas®

NancyPi. Solving Logarithmic Equations... How?7

Uso incorrecto de la propiedad distributiva en el logaritmo.
Considerar que log(a + b) = log(a) + log(b). Podria considerarse un obstaculo epis-
temologico al tratar de aplicar las mismas reglas que son validas para los niimeros
reales: distributiva del producto, en este caso, el simbolo log, con respecto a la suma
(Berezovski, ), (Chua & Wood, ).

Falta de comprobacién de las soluciones (Chua & Wood, )

Descuidos de razonamiento o procesamiento Errores debido a una manipula-

ci6n descuidada, pero que no son achacables a desconocimiento. (Aziz et al. ),

Movshovitz-Hadar, Zaslavsky y Inbar ( ) realizan una clasificacién de errores
genérica y adaptable a cualquier objeto matematico, mediante la que establecen seis

categorias:

a) Utilizacién/interpretacion incorrecta de los datos.

b) Interpretacion inadecuada del lenguaje.

c) Realizacién de inferencias erréneas.

d) Utilizacion de una definicién o teorema de forma distorsionada.
e) Falta de verificacién de la solucion.

f) Error técnico.

En base a esta clasificacion, Ganesan y Dindyal ( ) realizan un estudio en el
que se detecta que los mayores errores cometidos en un ejercicio de logaritmos caen
dentro de la categoria d), especificada en este contexto como improper or incorrect
use of the laws of logarithms. Su estudio no parece cubrir la parte de logaritmos como
funciones.

Shttps://youtu.be/EnHidX PmfB4?t=35
Shttps://youtu.be/g9tfN-0iG4s?t=127
Thttps://youtu.be/rBnQiLa2TYo?t=159



https://youtu.be/EnHi4XPmfB4?t=35
https://youtu.be/g9tfN-oiG4s?t=127
https://youtu.be/rBnQiLa2TYo?t=159
https://youtu.be/EnHi4XPmfB4?t=35
https://youtu.be/g9tfN-oiG4s?t=127
https://youtu.be/rBnQiLa2TYo?t=159

Mas interesante resulta el estudio de Rafi y Retnawati ( ) en el que se realiza
un test con diferentes problemas con el que tratan de analizar la respuesta de los
estudiantes a diferentes aspectos de los logaritmos. Cada uno de los problemas los
analizan en base a la clasificaciéon de Movshovitz, concluyendo que para problemas
referentes a las propiedades de los logaritmos los errores caen mayoritariamente en la
categoria de errores técnicos, mientras que para problemas de ecuaciones logaritmicas
se encuentran mucho mas repartidos entre el mal uso de los datos, falta de verificacion
de la solucion y error técnico.

En su tesis de master, Berezovski ( ) realiza una profunda revisién de la teo-
ria del entendimiento como punto de partida para disenar una secuencia didactica
en base a ese objetivo. Dentro de esa teoria, de especial interés resulta el trabajo de
Skemp ( ). En él se establece dos tipos de entendimiento con respecto a las ma-
tematicas: relacional e instrumental. El segundo implica conocer los procedimientos
para realizar/resolver los problemas mientras que el primero pretende crear una red
de relaciones entre conceptos de forma que permita decidir qué hay que hacer y por-
qué hay que hacerlo de esa forma. Skemp apunta a ventajas e inconvenientes de cada
método, dependiendo de la finalidad y contexto. Por otra parte, ésto se aplica tanto
a la orientacién del profesor a la hora de plantear la didactica, como a la forma en
que el estudiante interpreta la informacién. Asi, puede surgir conflictos si profesor y
alumnos no afrontan la docencia/ensenanza de la misma forma.

Quiza sea demasiado restrictivo realizar una division tajante entre ambas y en
muchos casos se va progresando de una forma a la otra. Con referencia a la TAD
la comprensién instrumental la podriamos relacionar con el momento de trabajo de
la técnicas, frente a la comprension relacional que progresa hacia tecnologias y teo-
rias y adquiere mayor incidencia en los momentos de institucionalizacién. Skemp mas
adelante introduce una tercer alternativa al modo de entendimiento: el entendimiento
formal, que permite relacionar conceptos con la simbologia que se emplea (o empleara)

para representarlos.

3.2 Metodologias

Desde un punto de vista metodologico la bibliografia suele indicar que el uso comun
consiste en introducir el concepto de logaritmo a través de su definicién euleriana, esto
es, como inverso de la exponenciacion. Dados los problemas detectados en los estu-
diantes en el uso de los logaritmos, parece que esta aproximacién no resulta éptima8.
Lo cierto es que constituye una definicién indirecta que obliga a realizar una pirueta
mental para pensar en términos de exponenciales: sa qué numero debo elevar b para

obtener A? Se han propuesto diferentes vias de ataque del problema:

Con base histérica Recorrer el camino histérico de la génesis de los logaritmos (Tou-

masis, ; Panagiotou, ), fundamentalmente apoyandose en la relacién entre

80tra cuestién es si existen alternativas mejores.



progresiones aritméticas y geométricas.

A partir de las propiedades del logaritmo Define el logaritmo esencialmente co-
mo una funcién que convierte productos en sumas, deduce propiedades y finalmente
la conecta con la exponencial. (Seebeck & Hummel, )

Con trucos notacionales Destinados a facilitar la pirueta mental antes aludida para
definir el logaritmo en base a la inversa de la exponencial. (Hurwitz, ; Hammack
& Lyons, )

Analisis de covariaciéon de secuencias Esta técnica, de aplicaciéon mas amplia, in-

troduce el concepto de funcién como dos secuencias numéricas con entidad propia

que se ponen en relaciéon. (Confrey & Smith, ; Ferrari-Escola, Martinez-Sierra
& Méndez-Guevara, )
Generalizacién del concepto de duplicar, triplicar... (Kuper & Carlson, ).

Este método ha tenido una cierta atencién en la literatura. Asi como la division
puede entenderse como la biisqueda del niimero de veces que puede restarse el divisor
al dividendo, la logaritmizacién puede entenderse como la buiisqueda del niimero de
veces que puede dividirse un ntimero por la base del logaritmo. Sin embargo su
aplicacion practica no resulta sencilla.

Con base geométrica Basadas en construcciones historicas del logaritmo dadas por
Maria Agnesi (1718-1799) y otros. (Vargas, Pérez & Gonzélez, ; Vargas, Cortés
& Olaya, ). Resultan interesantes desde un punto de vista historico y rescatan
la figura de Marfa Agnesi. Sin embargo, quiza su uso resultaria un tanto artificial
hoy.

Reglas de calculo Mostrar y utilizar las reglas de calculo como elemento de ilus-

tracién de las propiedades de los logaritmos. (Wolbert, : Higuera de Frutos,

)

3.3 Génesis historica

Resulta interesante revisar la génesis historica de los logaritmos para comprender
los motivos que propiciaron su definicion. Dada la gran profusion de literatura al

respecto no se pretende realizar aqui un recorrido por todos los detalles, para lo que nos

remitimos a la fuentes bibliogréficas (Ayoub, ; Bruce, ; Cajori, ; Roegel,
; Dorece, ; Dorce, ). Algunos autores presentan la revisién histérica
en conexién con secuencias diddcticas (Toumasis, ;  Panagiotou, ). Dentro

ya de la historia de nuestro pais resulta especialmente interesante la monografia de
Roldéan de Montaud y Sampayo Yanez ( ), donde se incluye una amplia referencia
a las tablas de logaritmos de Vicente Vazquez Queipo (1804-1893), que, en sus maés
de cuarenta ediciones fueron una presencia habitual en las carteras de los estudiantes
desde mediados del sigo XIX hasta el iltimo cuarto del siglo XX.

A la vista de la evolucién histérica del logaritmo resulta interesante notar los

siguientes aspectos:
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« Tradicionalmente se asocia a John Napier (1550-1617) la invencién de los logarit-
mos. La motivacién que le condujo a su invencion fue la bisqueda de un método
que facilitase los calculos aritméticos y que superase las técnicas basadas en la
prostaféresis usadas hasta entonces.

o La posibilidad de convertir productos en sumas mediante una correlaciéon entre
sucesiones geométricas y aritméticas era conocido con anterioridad, pero no se con-
sideraba un sustituto adecuado a la prostaféresis debido a la falta de muchos valores
intermedios en las sucesiones.

o Aunque esta correlacion arimética-geométrica pudo servir de inspiracién a Napier,
presentaba problemas practicos para construir una tabla densa de valores®. Por ello
Napier utilizé una modelo matematico inspirado en la mecanica que le permitia

definir una funcién ¢ que verificaba:

p(kab) = p(ka)+@(kb)

donde k era una constante. Esta funcién no es logaritmica —aunque esta cerca—
pero resolvia el problema de la conversiéon de productos en sumas. Gener6 la primera
tabla de uso practico. Su idea establecié una metodologia de calculo aritmético que
se ha mantenido durante unos 350 anos.

o En su tultimos afos ayud6 a Henry Briggs (1561-1630) a la definicién y generacién
de la primera tabla de logaritmos decimales.

o Grégoire de Saint-Vincent (1584 - 1667) estudiando la cénicas, establecié (geomé-
tricamente) la conexién entre segmentos bajo una hipérbola 1/x que estédn en pro-
porcion geométrica y las areas que sustienden, que estan en progresion aritmética.
Alfonso Antonio de Sarasa (1618-1667), basdndose en el trabajo del anterior, propu-
so una conexién entre la integral de 1/z y los logaritmos. Todavia no habia nacido
el Calculo por lo que se empled para ello el método de exhaucion principalmente.

o Después vendria el desarrollo del Calculo, de la mano de (las discusiones de) Newton
(1643-1727) y Leibniz (1646-1716), y se asociaria claramente el logaritmo con la
integral de la funcién 1/z.

o Finalmente, Euler (1707-1783) uniria la funcién logaritmica y la exponencial, intro-
duciendo su definicién de logaritmo como la inversa de la exponencial. Daria nombre

propio al numero e e identificaria su papel relevante en las funciones exponenciales.

3.4 Conclusion
A modo de conclusion de esta seccién podemos plantear las siguientes reflexiones:

o La bibliografia es unanime afirmando que los logaritmos resultan un concepto pro-

9Se cuestiona si la primera persona que introdujo esta idea fue Joost Biirgi (1552-1632), ayudante
de Tycho Brahe (1546-1601). Parece ser que Biirgi si generd una tabla més reducida e imperfecta de
logaritmos para su propio uso, pero que no la publicé. Su tabla se basaba en sucesiones aritmético-
geométricas, era menos practica y tuvo menor recorrido. En cualquier caso, la motivacion de Biirgi
también era simplemente mejorar la técnica de la prostaféresis.
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blematico para el alumno. La forma mas habitual de introducirlos es mediante la
definicién euleriana y posiblemente parte del problema venga de ahi. La definicién
euleriana es una definicién indirecta que dificulta su asimilacién.

o Aunque aparecen metodologias diversas, no parece haber una clara preponderancia
por una u otra. Posiblemente por el hecho de que la eficacia de una metodologia no
es intrinseca a ella sino que depende de muchos otros factores.

o La asimilacion del concepto tienen que pasar por crear una red de conceptos interco-
nectados que se asimile progresivamente. Dado el curso en el que se van a presentar
los logaritmos, restringirse a un entendimiento puramente instrumental de los mis-
mos parece insuficiente y deberia progresarse hacia una comprensiéon relacional.

o Los errores de los estudiantes suelen estar asociados a la mala asimilacién de las
propiedades de los logaritmos. De forma adicional, la simbologia log x tiende a hacer
que los estudiantes identifiquen ambos elementos (log y =) como independientes.

o La representacion simultanea y reiterada de las funciones exponencial y logaritmica
puede inducir a pensar al estudiante de que se trata de una sola funcion.

o La génesis histérica apunta claramente a dos problematicas separadas: logaritmos

como inversos de la funcién exponencial y logaritmos como elementos de coémputo.

4 Modelo epistemolégico de referencia

La enumeracion de ambitos de utilizacion de los logaritmos presentada en la seccion
1 permite agruparlas en tres focos principales de interés compatibles con el analisis

curricular hecho en la seccién 2:

» Uso de los logaritmos como elemento que convierte factores en sumandos. En una
doble vertiente: a nivel aritmético (en desuso) y como elemento de transformacién
(linealizacion) de funciones.

o Como inversa de la funcién exponencial y para resolver ecuaciones con dependencias
de ese tipo'?.

o Como elemento de compresion de datos. A nivel de secundaria se refleja en escalas

logaritmicas que, de paso, linealizan las dependencias exponenciales.

Las ecuaciones logaritmicas, mencionadas explicitamente en el curriculo, pueden
verse como elemento subsidiario de los anteriores. Habitualmente se les presta gran

atencion!! por lo que podrian considerarse un foco adicional.

10Siendo las funciones logaritmicas y exponenciales una inversa de la otra no hay motivo para dar
mayor importancia a una frente a la otra. En este sentido, resulta notable que en uno de los problemas
resueltos encontrados en un libro de una editorial importante solicita: averiguar la relacion que hay
entre © e y, sabiendo que verifica: Iny = x 4+ In7. La relacion asi indicada resulta bastante simple y
clara y parece que no hay mas que hacer; como mucho escribir Iny = = + k con k& = cte. Quiza el
ejercicio hubiera tenido una mejor redaccion solicitando que se despejara la y para llegar a la solucién
que propone el libro: y = 7e*. Sin embargo parece que los usos matematicos tradicionales tienden a
decantarse por potenciar la funcion exponencial frente a la logaritmica.

Sobre esta atencién nos extenderemos mas adelante.
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La forma en que se van a estructurar estos elementos —que constituyen los dife-
rentes aspectos del elemento a enseniar— a fin de establecer el orden y la manera en
que se hardn emerger constituye lo que se denomina un MER. Cid y Muiioz-Escolano
( , seccién 7.3, pag. 13) lo definen como el conjunto de cuestiones generatrices,
asociadas a uno o varios campos de problemas, cuyas respuestas hacen emerger los

distintos aspectos del objeto matemdtico que se quiere ensenar.

4.1 Limitaciones y ligaduras

Los logaritmos estan ubicados en dos bloques diferentes de curriculo, habitualmen-
te separados temporalmente: Numeros y Algebra por un lado y Funciones por otro.
Asimismo, diferentes aspectos estan en relacién con diferentes elementos conceptua-
les (limites, derivadas...) que imponen restricciones propias a la hora de plantear una

secuenciacion. En particular, se presentan las siguientes dificultades:

o La aproximacion historica consistente en asociar los logaritmos a las sucesiones
aritméticas y geométricas resulta interesante, pero solo ofrece un conjunto discreto
de valores. La extension a conjuntos mas nutridos conlleva una complejidad excesiva,
hasta el punto que Napier opt6 por otra metodologia!?.

« La extension de las sucesiones aritméticas/geométricas hacia un continuo de valo-
res conducen a una definicién del logaritmo como asociada al area bajo la curva
1/z. Pero no se puede considerar esa definicion salvo que previamente ya se haya
introducido la integral. Apoyarse en métodos aproximados histéricos, tipo exhau-
cion, requeriria un esfuerzo previo considerable en su presentaciéon ademas que, en
el fondo, inevitablemente se estaria rondando el concepto de integral.

o Los logaritmos neperianos requieren presentar previamente el ntimero e, y justificar

su importancia. Sin embargo, la caracteristica que hace extraordinario al nimero e
consiste en que es la base para la que la derivada de la funcién exponencial coincide
consigo misma'3. Por tanto, sélo se puede introducir con propiedad el ntimero e tras
el bloque de derivacion, lo que retrasaria hasta entonces la definicién de la funcién
exponencial y del logaritmo neperiano.
Por otra parte, las definiciones habituales del niimero e se basan en series infinitas,
que estan fuera de contenidos curriculares, o en limites de sucesiones. Igualmente, no
podrian introducirse los logaritmos neperianos hasta haber introducido el concepto
de limite.

o La definicién y justificacién del logaritmo como inversa de la exponencial dada por

Euler esta basada en series infinitas por lo que no resulta facil de incorporar.

Todo lo anterior, junto con una cierta inercia histérica, justifica el del paradigma

de wvisita a la obra (Chevallard, ) que se ha venido utilizando en este tema. En

2Mas artificial si cabe.
13Un argumento similar se podria plantear en términos de integrales.
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contraposicién a esto, el MER que se plantea a continuacion trata de escapar en la

medida de lo posible de ello.

4.2 Una propuesta de modelo epistemolégico de referencia

A la vista de lo anterior, la estructura por la que se opta es la siguiente:

1. Postular la existencia de una cierta tabla de valores (a, £a) que verifica la siguiente
propiedad:
L(a-b) = La+ £

El simbolo se elige para que sea cercano al del logaritmo pero que evite la necesidad
de definir la base. La cuestién que se plantea es buscar una forma de acelerar los
calculos aritméticos empleando esta tabla; en particular, convertir las multiplica-
ciones en sumas. La tabla se pondra a disposicién de los estudiantes'?.

En el proceso de ir ampliando la utilidad de la tabla a otras operaciones iran sur-
giendo progresivamente las propiedades derivadas de la anterior propiedad funda-
mental. En este paso se pretende poner el foco en las propiedades de los logaritmos,
dotandolas de sentido e importancia.

2. Revisiéon de las propiedades de la exponenciaciéon. Se suponen ya vistas en cursos
anteriores (ver seccion 2).

3. Definiciéon euleriana del logaritmo como inversa de la exponencial. La cuestion que
se abre es jlos logaritmos verifican la propiedad de la tabla (a,£a)? Cuando se
responda afirmativamente se trasladaran todas las propiedades deducidas para la
tabla a los logaritmos. ;Qué otras propiedades, asociadas a la introduccién de una
base de logaritmos, se verifican?

4. Aplicacion de la definicién de logaritmo a la resolucion de ecuaciones logaritmicas,
fundamentalmente como un ejercicio de aplicacién de las propiedades va vistas!®.
La cuestién generatriz se puede enunciar de la siguiente forma: ;jcémo resolver una
ecuacion en la que la incégnita queda dentro de un logaritmo?

5. Numero e. Antes se han enumerado las dificultades asociadas a su justificacién en un
temario ordenado, por lo que se introducird mediante monumentalismo didéctico,
dando su valor y asegurando su importancia aunque dejando la justificacion de dicha
importancia para mas adelante. Si la presentacion se realiza a la vez que la teoria
de limites, se introducira el nimero e mediante la definicién basada en el limite.

6. Funcién exponencial y logaritmica. Representacion grafica. Se pretende asociar la
representacion algebraica de ambas funciones con su representaciéon grafica y remar-
car el caracter inverso una de la otra. La cuestion generatriz serd la simulacién nu-

mérica de un proceso de crecimiento natural que responda a una ecuacion y = Ae®*

14 Como una tabla en papel o bien por medios electrénicos.

15La sofisticacién de las ecuaciones logaritmicas que se ven en las colecciones de ejercicios dificil-
mente tienen un reflejo en las aplicaciones précticas, de forma que es facil caer en este bloque en el
brousseniano deslizamiento metadiddctico (Brousseau, ), (Brosseau, ).
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y se solicitard la determinaciéon mediante tanteo gréfico de los pardmetros A y a.
El proceso se extendera a la funciéon logaritmica.

7. Aplicacién: escalas logaritmicas como compresién de datos. La cuestion generatriz
se basara en la presentacion de datos experimentales de variacion exponencial para

los que no se pueda utilizar una escala lineal.

5 Razones de ser
El MER establecido anteriormente se vertebra sobre cuatro focos de actividad:

o Conversion de productos en sumas.
o Resolucion de ecuaciones logaritmicas.
e Reconocimiento y uso de funciones exponenciales y logaritmicas.

o Compresion de datos mediante escalas logaritmicas.

A que necesidad objetiva obedecen esos cuatro focos? ;Que problematicas resuel-

ven? ;Cuales son, en definitiva, sus razones de ser?

...el profesor debe presentar a los alumnos tareas que contribuyan a una construc-
cién escolar del saber matematico a ensenar. Esto exige una recontextualizacion y una
repersonalizaciéon de dicho saber. Una recontextualizaciéon en la que se presente un
campo de problemas cuyos enunciados puedan expresarse en términos de saberes an-
teriormente aprendidos, pero que dé sentido al nuevo objeto de saber, que justifique
la necesidad de construirlo como medio para resolver dicho campo de problemas. En
estas condiciones, el campo de problemas se constituye en la razén de ser del objeto

matematico a ensefiar. (Cid & Munoz-Escolano, , seccién 7.5, pag. 13)

En esta seccién se van a proponer las cuestiones generatrices que van a abrir ca-
da uno de los bloques y de donde derivaran los diferentes tipos de problemas que

constituyen el correspondiente campo de problemas.

5.1 Conversion de productos en sumas

La conversion de un producto de factores en una suma de términos es una técnica
general, una herramienta, que como tal no tiene una aplicaciéon unica. Es la técnica que
permite, por ejemplo, aprovechar la teoria de la regresion lineal cuando los factores a
ajustar aparecen en forma multiplicativa. Ademas, de forma previa a la proliferacion de
los sistemas electronicos de calculo, se utilizaron durante 450 afnos como un formidable
recurso para la aceleracion de los calculos aritméticos.

Las dos aplicaciones podrian constituir una razén de ser. La primera, sin embargo,
requiere una mayor formacion previa del estudiante so pena de hacer una introduccion
demasiado artificiosa. La segunda, pese a su importancia historica, esta obsoleta.

Ante esta disyuntiva se ha optado por elegir la segunda: entronca facilmente con

conocimientos previos de los estudiantes, permite acompafarla de notas histéricas
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que le den un trasfondo'®. Su aplicacién real actual es escasa o inexistente, pero eso
no deberia anular su ensefianza como procedimiento de asimilaciéon de un conjunto
de propiedades o se corre el riesgo de tener que revisar con la misma perspectiva la
mayoria de los procedimientos matematicos que se ensenan actualmente y que en la
practica son ejecutados rutinariamente por ordenadores.

La razon de ser por tanto podria enunciarse de esta forma:

De todos es sabido que el algoritmo de la multiplicaciéon es mas largo, complejo,
tedioso y propenso a errores que el de la suma. Esto puede comprobarse tratando

de resolver con lapiz y papel estas dos operaciones:

73845 73845
+ 32847 X 32847

Durante mucho tiempo, la humanidad no tuvo mas remedio que hacer los calculos
a mano, de forma que se buscaron métodos para poder agilizar las multiplica-
ciones. Tras ciertos esfuerzos se consiguié construir tablas de nimeros de dos
columnas de forma que a un numero de la columna de la izquierda, que llama-
remos a, le asociaban un nimero en la columna de la derecha, que llamaremos
La. Esta tabla de niimeros cumple la siguiente propiedad. Dados dos niimeros a
y b
L(a-b)=La+ L

.De qué manera se puede emplear esta propiedad para resolver de forma maés

rapida la anterior multiplicacién?

Este es el problema que dio origen a los logaritmos y que responde a una necesidad
especifica concreta y no a un estudio matemaético por el contenido matematico en si.
No se tenia interés en el estudio de los logaritmos, o de la funcién logaritmica'”, si
no en agilizar los calculos. Los logaritmos tampoco fueron la primera respuesta a este
problema; de forma previa se utilizo la técnica denominada prostaféresis, basada en las
relaciones trigonométricas de conversion de sumas en productos, como por ejemplo:

1 a+p a—f

cosou:osﬂz:L cos — + cos 5

Existe también la técnica denominada Quarter squares para la que también se han

publicado tablas (McFarland, ). En este caso se utiliza la relacién:
= 1 2 N2
y=7l@+y)’ = (@ -y’

16Inclusive con una presentacién sin demasiada profundizaciéon de lo que fueron las reglas de
célculo (Wolbert, ) hasta fechas muy recientes. Aparecen, por ejemplo, en la pelicula La
Gran Familia (Fernando Palacios, Rafael J. Salvia, 1962) https://youtu.be/IM7zulr3zUM?list=
PLKQbK-vMDW1c6UWqSfgduKD1KrtzoviKk&t=490.

1"De hecho, en 1590 la nocién de funcién matemética todavia no estaba establecida.
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Sin embargo fue la técnica desarrollada y difundida por John Napier y perfeccio-

nada por Briggs, la que se consolidé como soluciéon definitiva.

5.2 Resolucion de ecuaciones logaritmicas

De forma previa a la presentacion de las ecuaciones logaritmicas se requiere estable-
cer el concepto (euleriano) de logaritmo y relacionarlo con la tabla de datos presentada
anteriormente. Esta definicion y conexién puede desarrollarse en una serie de activi-

dades que se encuadran en la siguiente razon de ser:

Seria interesante encontrar un método de construir una tabla de valores del tipo
a las que utilizamos para acelerar los calculos aritméticos. Sabemos, a partir de

las propiedades de la exponenciacién que:

aPtl = gP . o4

JPodriamos construir una tabla de ese tipo utilizando esta propiedad? ;Cdémo

se haria?

Esta aproximacion puede generar la definicion de logaritmo y establecer un puente
entre el bloque anterior y este.

Como se ha apuntado en la seccién 3.3, historicamente la génesis de los logaritmos
se establecid, al menos en principio, mediante la asociaciéon de series aritméticas y
geométricas. Sin embargo esa idea de partida condujo a un tortuoso camino para
resolver como llenar los huecos de las tablas asi generadas. Ese problema ya no existe
actualmente, gracias a las calculadoras electronicas y su capacidad de determinar la
exponenciacion de un niimero a cualquier nimero racional, por lo que se ha desestimado
esa via. No hay que perder de vista que el problema al que queremos enfrentarnos es
el de identificacion del logaritmo como inversa de la exponenciaciéon a través de sus
propiedades, pero no pretendemos desarrollar técnicas de construccion de las tablas
de logaritmos.

Tras la definicién se abre un nuevo campo de problemas precedido por su propia
razon de ser. Las ecuaciones logaritmicas son aquellas en las que la incognita se encuen-
tra bajo la forma de un logaritmo (o dentro de una exponencial) y se desea obtener
la incognita. Para poder resolverlas hay que desarrollar un conjunto de heuristicas
que mayormente se basan en la definicién y propiedades de los logaritmos, por lo que
constituyen un medio'® excelente para su estudio. Asi, podemos introducir la razén de

ser de la siguiente manera:

Hasta ahora hemos sido capaces de resolver diversos tipos de ecuaciones, o sis-
temas de ecuaciones en los que la incégnita (o incognitas) aparecian tal cual o

bien elevadas al cuadrado (ecuaciones cuadraticas), al cubo (ecuaciones cubicas),

18En el sentido de la TAD (Chevallard, Bosch & Gascén, ).
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etc...
Hemos visto que dado un ntimero a, podemos obtener su logaritmo log, a, asi
que es posible que a partir de ahora nos encontremos ecuaciones en las que la

incognita se encuentra bajo un logaritmo. Por ejemplo:

log(5x — 8) — log(6 4+ 3x) =0

., Como vamos a manejar estas situaciones?

La literatura revisada no incluye referencias explicitas a la historia de las ecuacio-
nes logaritmicas, de forma que su origen deberia rastrearse directamente de las fuentes,
lo que queda fuera del propdsito de este trabajo. Sin embargo, esta ausencia pone en
evidencia el hecho de que las ecuaciones logaritmicas no nacieron como un problema
con interés per se, sino como un subproducto de la funciones logaritmicas y exponen-
ciales. Un breve analisis de su presencia en los curriculos de matematicas refuerza esta
impresién. Asi, en el libro de 1866 de Cortazar ( ), en cuya portada se indica obra
senalada en primer lugar para texto en universidades, institutos y escuelas profesio-
nales y que tuvo un amplio uso en Espana hasta principios del siglo XIX (Leén &
Maz, s.f.), hace un tratamiento marginal de las ecuaciones exponenciales, que resuelve
mediante logaritmos'®. Dentro de la Ley General de Educacién (LGE) el equivalente
a los contenidos curriculares correspondientes al bachillerato y Curso de Orientacién
Universitaria (COU)?° no incorporan referencias explicitas a las ecuaciones logaritmi-
cas?!, si bien la descripcién de contenidos en ambas normativas es sucinta. Todo lo
anterior tiende a reforzar la idea de que las ecuaciones logaritmicas no constituyen un
elemento que demandase interés por si mismas, sino como instrumento de puesta en
practica de las propiedades de los logaritmos. Anadir una complejidad excesiva a estas

ecuaciones parece, por tanto, dificilmente justificable.

5.3 Funcién exponencial y logaritmica

Tras la presentacion del nimero e y las funciones exponencial y logaritmica na-
turales se pretende abordar el uso de esas funciones como modelos de fenémenos de
crecimiento y su representacion algebraica a partir de un ajuste de datos gréafico. La

razén de ser podria introducirse de la siguiente manera:

Se dispone de un tubo de ensayo en el que hay un cultivo que inicialmente tiene
N = 8 bacterias. Se mantiene en unas condiciones ambientales que retardan su

reproduccién, de forma que se sabe que incrementan su nimero en un 15% cada

9Considera tinicamente las ecuaciones a® = b, ma® = nb® ya¥ =ec.

20Recogidos en la Orden de 22 de marzo de 1975 y en la Resolucién de 1 de marzo de 1978.

21Para segundo curso de bachillerato se indica Funciones exponencial y logaritmica. Representacion
grifica y propiedades., lo que luego se matiza con En el estudio de las funciones exponencial y
logaritmica se daran sus propiedades fundamentales.
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dia.

Disponer de una expresion algebraica que nos represente el nimero de bacte-
rias en funcién de los dias que han pasado N(t) resulta muy ventajoso porque
permite manejar este fenémeno con comodidad en estudios méas amplios. A esta
expresion, N(t), se le denominaria un modelo del fenémeno. Los modelos a veces
son bastante exactos y a veces son simplemente aproximados, pero en general,
resultan muy utiles.

., Como podemos determinar el modelo de crecimiento de esta poblacion de bac-

terias?

5.4 Escalas logaritmicas

El problema central al que se quiere enfrentar a los estudiantes en este caso es el
de la representacién grafica de valores cuyo forma de variacién hace que no encajen
en una escala lineal. Se considera que ya estan habituados a las escalas lineales y su
utilizacion e interpretacion no les supone mayores problemas.

Como razoén de ser se va a utilizar un problema directamente extraido de (Confrey,

) que estudia la respuesta de los estudiantes a las escalas logaritmicas dentro de

la corriente constructivista.

El mundo es muy antiguo y los seres humanos son muy jovenes. Los sucesos
importantes en nuestras vidas se miden en periodos de anos o menores; Nues-
tras vidas, en décadas; nuestras genealogias familiares en siglos; y toda nuestra
historia conocida, en milenios. Pero hemos sido precedidos por una asombrosa
cantidad de tiempo, que se ha extendido por periodos prodigiosos de nuestro pa-
sado de los que conocemos muy poco debido tanto a que ni tenemos registros
escritos de esa épocas como a que tenemos auténticas dificultades en asimilar la

inmensidad de los intervalos temporales envueltos.
Carl Sagan. Dragons of Eden

Enunciado del problema: Representa las fechas siguientes en una linea temporal.
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Periodo o época

Anos de Desarrollo de vida en La Tierra

antigiiedad
Epoca actual Desarrollo de la ciencia y la tecnologia.
Renacimiento 500 Viajes de descubrimiento desde Europa. China, dinastia
Ming.
1000 Civilizacién Maya. Cruzadas. China, dinastia Sung.
1800 Invencién del cero y de los decimales en la aritmética
india. Caida de Roma.
2000 Geometria de Euclides. Fisica de Arquimedes. Imperio
Romano. Nacimiento de Cristo.
Holoceno 10000 Desarrollo de la agricultura.
500000 Domesticacién del fuego por el hombre de Pekin.
Pleistoceno 2 x 108 Desarrollo del hombre moderno. Aparicién de mamuts
y rinocerontes lanudos.
Mioceno 2.4 x 107 Simios, murciélagos, monos, ballenas.
Oligoceno 3.7 x 107 Roedores, gatos, perros, elefantes, primeros caballos.
Eoceno 5.8 x 107  Péjaros, anfibios, pequeflos reptiles, peces.
Paleoceno 6.6 x 107 Plantas con flores, pequefios mamiferos.
Cretécico 1.44 x 108 Dinosaurios con cuernos y armadura.
Jurasico 2.08 x 108  Los dinosaurios alcanzan su mayor tamafio.
Triasico 2.45 x 108 Abundancia de coniferas, insectos, aparicién de tortu-
gas, cocodrilos, dinosaurios.
Devonico 4.08 x 10 Primeros bosques, aparicién de peces y anfibios.

Ordovicico  5.05 x 103
Céambrico 5.7 x 108
Precdmbrico 1.1 x 10°
3.5 x 10°
4.5 x 10°
Big Bang 1.5 x 100

Trilobites, corales, animales de concha.
Gran abundancia de fésiles por primera vez.
Corales, medusas y gusanos.

Bacterias.

No hay vida conocida.

6 Campo de problemas y técnicas

La diferencia entre problema y ejercicio es sutil: un problema requiere la creacién (y
justificacién en su caso) de unas técnicas que resuelvan la tarea planteada mientras que
un ejercicio inicamente requiere utilizar técnicas ya conocidas. Como consecuencia, lo
que en un cierto momento puede ser un problema para un estudiante pasara con el
tiempo a convertirse en un ejercicio. Por otra parte, tampoco es facil establecer un
criterio nitido que indique cuando la variacién de una técnica es lo suficientemente
severa como para constituirse en un nuevo tipo de problema o queda relegada a un

mero ejercicio aiin cuando no mimetice problemas previos. Establecer este limite quiza

resulte mas académico y artificial que util.

En lo que sigue se introduciran los distintos campos de problemas que se van a
presentar, especificados por focos de interés, junto con una descripcién general de la

técnicas que se emplearan en su resolucién. A partir de ellos y sus variaciones menores,
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se pueden generar las series de ejercicios que se emplearan en los momentos de trabajo
de la técnica.

En la especificacion de cada tipo de problema se muestran hasta tres bloques identi-
ficados con letras: (P) corresponde al enunciado del problema, (T) a la aplicaciéon de la
técnica —o una de las posibles— necesaria para resolverlo y (O) contiene observaciones

sobre el problema

6.1 Conversiéon de productos en sumas

Este campo se problemas abarca el uso del logaritmo como herramienta aritmética
en base a las propiedades que presentan. La técnica que va a dar origen a todo viene
asociada a la propiedad de los logaritmos de convertir productos en sumas. Que el
alumno llegue por si mismo a esa propiedad en base al analisis de series aritméticas y
geométricas puede ser un proceso excesivamente largo. Para evitarlo, esta propiedad
se hard manifiesta a través de una tabla de parejas de nimeros (a, £a) que se pondra
a su disposicién®* (ver D.1). Aunque en este momento del curso todavia no se hard
explicita la identificaciéon de £a con el logaritmo, en lo que sigue le denominaremos
logaritmo para no sobrecargar la redaccién del texto.

La técnicas que se emplearan corresponderan, por tanto, al uso de esas propiedades:
conversiéon de productos en sumas, de cocientes en diferencias, etc..., junto con la toma
de logaritmos y antilogaritmos. Todas ellas son una consecuencia de la propiedad bésica
de conversién de productos en sumas y por tanto, se tratard que las técnicas surjan de

forma espontanea o guiada.

CP1 | Conversion de productos en sumas

P Determinar el valor de 12345 x 34567

1. Consulta del logaritmo de los factores.
T 2. Suma (manual) de los logaritmos.

3. Consulta del antilogaritmo del resultado.

Es la técnica basica, aunque incorpora la dificultad para el estudiante de
la traduccién de descripcién de la tecnologia (£(ab) = £a + £b) a una
O técnica concreta. Ademas tendra que asumir que, contrariamente a lo que
acostumbra con los algoritmos del producto, la respuesta obtenida por

este método sera aproximada.

CP2 | Demostracion de £1 = 0

22En formato tabla o bien mediante ordenador (script de GeoGebra).
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Determinar el valor de £1 a partir de la propiedad del logaritmo del

producto.

Estrictamente, esto corresponde a una nueva tecnologia que se puede de-
rivar de la propiedad anterior. Con este ejercicio se pretende trabajar la
capacidad de razonamiento abstracto, que no es facil de inicio.

O Obviamente, los estudiantes consultaran de forma previa el valor en la
tabla. Se trata de que lo justifiquen a partir de la propiedad del producto.
En caso de que no sean capaces, se les dara la indicacion de que a = 1a

y que analicen sus consecuencias.

CP3 | Calcular el inverso de un niamero

P Determinar el valor de 1/34567

1. Consulta del logaritmo del nimero.
T 2. Cambiarlo de signo.

3. Consulta del antilogaritmo del resultado.

El problema requiere una nueva tecnologia, para lo que se invitard a los

estudiantes a analizar las consecuencias de que a/a = 1.

CP4 | Calcular el cociente de dos niimeros
P Determinar el valor de 32645/34567

1. Consulta del logaritmo de dividendo y divisor.
T 2. Resta de ambos.
3. Consulta del antilogaritmo del resultado.

O La ampliacion de la técnica es directa a partir de los anteriores ejemplos.

CP5 | Exponenciacién de niimeros de hasta tres cifras

P Determinar el valor de 3453

1. Consulta del logaritmo de la base.
T 2. Producto por el exponente.

3. Consulta del antilogaritmo del resultado.
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La ampliacion de la técnica deberia ser sencilla en este momento, si bien,
en caso de necesitarlo se puede hacer notar que a? = a-a. La generalizacién
rigurosa requeriria un procedimiento de induccion, pero no se pretende
abordarlo.

CP6 | Raiz cuadrada de ntimeros de hasta cinco cifras

P

Determinar el valor de /74653

1. Consulta del logaritmo del radicando.

T 2. Division por dos.

3. Consulta del antilogaritmo del resultado.

Basta darse cuenta que v/a = a'/2, por lo que basta con aplicar la regla de
la exponenciacion. Se aceptard este resultado como tal aunque realmente
deberia demostrarse la regla de la exponenciacion al caso de exponentes

racionales

CP7 | Raiz de orden g de niimeros de hasta tres cifras elevados a p

P

Determinar el valor de v/2744

1. Consulta del logaritmo del radicando.

T 2. Multiplicacién por el exponente racional 4/3.

3. Consulta del antilogaritmo del resultado.

O Corresponde al caso general.

6.2

Este campo de problemas corresponde a la resoluciéon de ecuaciones en las que

Junto a estas dos técnicas, se emplearan técnicas vistas en el apartado anterior,

Resolucién de ecuaciones logaritmicas

aparece la incégnita bajo un logaritmo. Ademés de la aplicacién directa de la defini-
cion de logaritmo, existen dos técnicas basicas asociadas a la resolucion de ecuaciones

logaritmicas:

Llegar a una igualdad entre dos logaritmos de la misma base para, a partir de ahi,
igualar los términos que estan bajo la funcién logaritmo.
Realizar un cambio de variable del tipo ¢ = log(z), para obtener una ecuacién en la
que el logaritmo no sea explicito. Resolverla para t y luego resolver el valor de = a
partir de la relaciéon del cambio.

pero en este caso aplicadas en un entorno algebraico en vez de aritmético. Asimismo se
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empleara cuando se requiera la expresion de cambio de base. Finalmente se emplearan

técnicas de manipulacion algebraica que deberian ser ya conocidas.

RE1 | Igualdad de elementos bajo el operador logaritmo

Resolver
log(5z — 8) — log(6 4 3x) =0

1. Convertir la igualdad entre dos logaritmos de la misma base.
log(5x — 8) = log(6 + 3x)

T 2. Igualar los elementos bajo el operador logaritmo.

5r —8 =6+ 3x

3. Resolver.
m="T

Es la técnica especifica de resolucion de ecuaciones logaritmicas. Los es-
tudiantes pueden llegar a ella por intuicién o bien, exponenciando la base
a cada lado de la ecuacion. La justificacién basada en la biyeccion que
establecen los logaritmos entre R y R se presentara cuando se estudien
los logaritmos y exponenciales como funciones.

La resolucion podria plantearse de forma equivalente como

S — B
6+3x

log log 1

pero se pretende presentar los problemas de forma que puedan resolver-
se con técnicas que vayan a una complejidad progresiva y que se vayan

combinando con las practicadas previamente.

RE2 | Conversion de sumas y restas en productos y cocientes

Resolver:
p log x + log(x + 3) = log(z + 4)

log 4z — log(5z + 3) = log(2x + 3)
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[lustramos la técnica con el primer caso
o Aplicamos la regla de suma o resta de logaritmos para conseguir la

igualdad de logaritmos.
log z(z + 3) = log(x + 4)

o Igualamos elementos y resolvemos.

RE3 | Conversién de exponentes en factores

Resolver:
logz = 2log(z + 3) — log(x + 4)

o Aplicamos la regla de conversiéon de productos en exponentes.

(x + 3)2

T logz = 1
A T

o Igualamos elementos y resolvemos.

RE4 | Convertir niimeros en logaritmos

Resolver:

P x
21 =3+ log—
ogx + log 0

o Dado que buscamos una igualdad entre logaritmos de la misma base,
necesitamos transformar el nimero 3 en algo que se pueda fusionar
en un logaritmo. Para ello, aplicando la definicién, tenemos que 3 =

T  log10? = log 1000
o Compactamos, igualamos y resolvemos:

X
log 22 = log 1000—
og:v og 10

RE5 | Problema sin solucién

Resolver:
logz —log(z +1)=0

En el proceso de obtener soluciéon llegamos a que x = x + 1, por lo que el

problema no tiene solucion
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A nivel de bachillerato conviene romper la asuncién, muchas veces impli-
cita en el contrato didactico de la ESO, mediante la cual todos los pro-
O blemas tienen solucién, cuando en la practica suele suceder al contrario.
Por ello conviene enfrentar al estudiante de vez en cuando a situaciones

sin solucion para las que él tenga que decidir criticamente este hecho.

La técnica que se muestra a continuacién es habitual encontrarla en la literatura

pero puede ser probleméatica o sujeta a interpretacion
REG6 | Soluciones sin sentido

Resolver:
log(x — 1) — log(2x — 1) = V100

o Convertimos la expresion a una igualdad de logaritmos

| a5 — L | 2
0 = log =
8 20— 1 e 3
T e« Resolvemos y llegamos a x = —1.
o Comprobamos la viabilidad de las soluciones. Para x = —1, el primer

término de la izquierda conduce a log(—2) que no esta definido, por lo
que la solucién no es posible (o no tiene sentido). Por tanto, la ecuacion

no tiene solucion.

En general, conviene comprobar la soluciéon en la ecuacion original. Sin
embargo ;qué sentido tiene descartar la soluciéon por el hecho de que el
primer término conduzca a un logaritmo de un valor negativo? Implici-
tamente estamos dotando de un sentido real e interpretable a ese primer
término, cuando es posible que no lo tenga. El enunciado de la ecuacion
no ofrece informaciéon al respecto.

Supongamos que la ecuacién se plantea como:

O
r—1 g
lo = +/100
$or—1
en este caso, podriamos pensar que z = —1 es una solucion aceptable,

dado que el numero dentro del logaritmo es positivo. Ambas ecuaciones
adolecen de la misma falta de interpretacién con respecto a un contexto
real, por lo que descartar la solucién en un caso y en otro no se antoja

arbitrario.

RET7 | Técnica de cambio de variable
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Resolver:
2 —logx
logr = ———
log x
o Realizamos el cambio de variable z = logx
o Reescribimos la ecuaciéon, que queda reducida a una ecuaciéon de segun-
do grado:

2Z2+2-2=0

con soluciones z =1y z = —2

o Deshacemos el cambio de variable y resolvemos para cada x.

l=logr=2=10 ; —-2=logz=2=0.01

Dadas las técnicas anteriores, lo esperable es que el estudiante intente
obtener una igualdad entre logaritmos. La manipulacion de la ecuacion

conduce a:
100

2

(logz)” = log —
x

que no conduce a nada pero puede inducir al estudiante a realizar el

siguiente paso erréoneo:

(logz)* = 2log x

RES | Cambio de base para igualar los logaritmos

T

Resolver:
log;(x — 4) — log, 2x

o (Cambiamos de base uno de los logaritmos:
log; x = (log; 2x)(logs 7)
o Reescribimos la ecuacion con logaritmos de la misma base en cada lado:
logs (2 — 4) = logs(22)"°% 7
o Igualamos términos y resolvemos (en este caso, numéricamente)

r—4=(22)°8s7

En la misma linea que comentarios anteriores, conviene que algunos pro-
blemas tengan soluciones que no se puedan obtener de forma analitica,
para evitar en el estudiante la falsa concepcion de que todos los problemas

la tienen.

27



6.3 Funcién exponencial y logaritmica

Las técnicas aplicadas a las ecuaciones logaritmicas pueden ser utilizadas subsidia-
riamente con estas funciones y no se insistirda en ello. Lo que se busca es la familiari-

zacion del estudiante con funciones exponenciales del tipo:
y = Ae*(x — z,)
que, por otra parte, conllevaran el uso de las funciones logaritmicas.

FE1 | Efecto de parametros

El crecimiento de dos poblaciones de bacterias N4 y Np viene represen-

tado por las siguientes expresiones:

Ny =Aea(t + ty)
NB :Beﬁt

p DATOS: A=10,B=2,t =3, a=0.15, 5 =0.25
1) ;Qué poblacién es mas numerosa al inicio del experimento?
2) Calcula dos o tres puntos de cada curva y haz una representacién
grafica aproximada de ambas. ; Que poblacién crece con mayor rapidez?
3) (Qué tamafio tienen las poblaciones en t = 57
4) ;En que momento la poblacion de Np supera a la Ny

5) {Qué valor tienen las poblaciones en ese momento?

1), 3) y 5) Evaluacién de las poblaciones en un instante concreto: Calcu-
lo del valor numérico de Ny y Ng y comparaciéon de resultados. Adi-
cionalmente, requiere interpretar inicio del experimento con t =0

T 2) Requiere tres acciones: Célculo de puntos y representacion grafica. In-
terpolacion aproximada. Interpretacion del ritmo de crecimiento como
pendiente de la grafica.

4) Igualacién de expresiones y resolucién de la ecuacion resultante.

El objeto de este tipo de problemas es la conexién de las expresiones
O algebraicas con la representacion grafica y la asociacion/comprension del

efecto de los parametros con el comportamiento de la funcion.

FE2 | Aproximaciones numéricas

Resolver:
3z — 12 = 5e%3
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o Tantear la ecuacién hasta comprender que no es soluble analiticamente.

 Identificar los tipos de funciones de los términos de la izquierda y de-
T recha.

e Resolverla numéricamente dando valores a x y comprobando la igual-

dad.

El objeto de este problema es la identificacion de situaciones no solubles
O analiticamente e inducir en el estudiante la percepcién de que atn en ese

caso, el problema es tratable.

6.4 Escalas logaritmicas

Este campo de problemas abarca las situaciones en las que se requiere comprimir
informacion numeérica a fin de que pueda representarse eun una grafica sin errores de
representacion. Sélo se considerara el uso de una escala logaritmica para un sélo eje.
Lo que buscamos es que el estudiante se sienta comodo con la representacion de datos
en escalas logaritmicas. Esto implica que debe ser capaz de reconocer las situaciones en
que se necesitan y aplicar dos técnicas basicas: saber representar datos en esas escalas
y saber leerlos. Adicionalmente, el estudiante tiene que reconocer la transformacion de

una funciéon exponencial en una lineal bajo escalas de ese tipo.
EL1 | Representacién de datos

A continuacion se muestran los datos de infectados detectados por
COVID-19 en la provincia de Zaragoza en diferentes fechas. Realizar la

representacion grafica de los mismos.

P
2020-02-24 11  2020-03-20 1247 2020-06-03 4332
2020-03-11 241 2020-03-31 2661 2020-07-11 4900
2020-03-16 693 2020-04-20 3890 2020-07-19 6031
e Decidir que los datos no encajan en una escala lineal.
- « Calcular los logaritmos decimales de los datos de infectados.

e Preparar la cuadricula.

o Representar los datos.
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EL2 | Determinacién de parametros

En la siguiente figura se muestran una serie de puntos representados en

una escala logaritmica. Corresponden a una funciéon del tipo
y = Aeailf

Determinar el valor de los parametros A y «

107
106 * f 6
P 10° | . |
B . | 2
w0 p |2
ii® 0 !3 1‘0 1‘5 0
X
- e Determinar pendiente y corte con eje Y de la recta mostrada.

o Identificar esos valores con log A y «

7 Tecnologias

Las tecnologias constituyen los elementos matematicos que justifican la técnicas
que se utilizan para la resolucion de los problemas. Una técnica puede usar el hecho de
que el logaritmo del cociente de dos niimeros es igual a la diferencia de logaritmos del
dividendo y divisor. La tecnologia, en este caso la funcién logaritmica y sus propieda-
des, es lo que nos asegura (demuestra) que esto es asi. Varias (sub)tecnologias pueden
quedar interrelacionadas por una tecnologia mas amplia y de orden mayor, que deno-
minaremos teoria®®. Aplicado a nuestro caso la teoria podria ser la teoria de funciones
matematica. En definitiva, en el tratamiento de una situaciéon problematica por parte
de un estudiante se puede establecer una gradacién que va desde los aspectos practicos
(praxis), representados por la finalidad de la tarea y las técnicas que conducen a sus
solucién, hasta la conceptualizacién teérica (logos) de ambas mediante las tecnologias

y teorias que las sustienden. A todo ese arco se le denomina una prazeologia (Cheva-

23Por supuesto, esto puede conducir a un proceso recursivo: teorias de teorias, etc.... Sin embargo,
a efectos de la TAD, esta categorizacién se corta en estos dos niveles: tecnologias y teorias.
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llard et al. ). En esta seccién vamos a revisar las principales tecnologias que se
van a emplear.

En la seccion 1 se presenté una definicién formal del logaritmo. Sin embargo, para
poder utilizarla nos encontramos que vamos a requerir el uso de técnicas de analisis
de cierta complejidad. Como ya se indicé la definicién ni resulta intuitiva de entrada
ni se obtiene como respuesta directa de los motivos que dieron origen a los logaritmos
ni es adecuada para un primer tratamiento del tema y, ademaés, requiere de una gran
cantidad de conocimientos matematicos previos. Es por ello que la definicion logaritmo
va a ser sometida a un proceso que la va a trasladar desde los repositorios del saber sabio
a lo que consideramos saber ensenado. A este proceso se le denomina transposicion
diddctica. En lo que sigue se revisaran las tecnologias que se van a utilizar en los
distintos focos de actividad.

Dentro de los bloques del curso, los logaritmos aparecen en primer lugar en el
correspondiente a nimeros y algebra. Tradicionalmente, este bloque se presenta antes
que el correspondiente al analisis dado que este ultimo necesita de resultados del
primero?*.

Por otra parte, en este curso y cursos previos se introducen los ntimeros reales,
pero no se hace una justificacion rigurosa de los mismos. Para evitar esta dificultad, la
introduccion de las diferentes tecnologias asociadas al logaritmo se va a hacer en base

a los nimeros racionales y se asumira implicitamente su extension a los reales.

7.1 Conversiéon de productos en sumas

Como ya se ha expuesto en apartados anteriores, inicialmente se presentara al

estudiante una tabla de valores (a, £a) que verifica:
L(ab) = La+ L£b

esta propiedad se asumird mediante comprobacién de un cierto niimero de casos

particulares. A partir de aqui se pueden hacer las siguientes deducciones®.

Teorema 1. £1 = 0

Demostracion. £a = £(1-a) = £1 + La, luego £1 =0 O
Teorema 2. £; = -£b

Demostracion. £1=0= £(b- ;) = £b+ £(3) O
Teorema 3. £a®> = 2La

Demostracion. £a* = £(a-a) = La+ La = 2La O

24Una alternativa podria ser ir saltando de un bloque a otro segtin se necesitase, pero esto requeriria
una reestructuracion completa del curso uizd, un alumnado con una cierta madurez matemaética.
b )
25El desarrollo que se va a presentar aparece igualmente en (Seebeck & Hummel, ).
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Esta demostracion puede generalizarse por induccion para cualquier n € N
Teorema 4. £(3)" = n(£a - £b)

Demostracion. Por induccion. El caso n = 1 ya se ha demostrado. Supongamos que
se verifica £ (%)" = n(£a — £b). Entonces

I <9)"+1 —e[7- <9>n] —elie (9)” — (Ca—Lb)+n(La—£b) = (n+1)(La—£b)

b b \b b b

O

Teorema 5. £a'/9 = éﬁa

Demostracion.

La=ga"? ... P = pLal/? = g4l = 12@
~~ q
p veces

O

Teorema 6. £aP/9 = §£a

Demostracion.

LaPlt = (a1 = pLal/t = gﬂa

O

7.2 Resolucion de ecuaciones logaritmicas

El bloque de resoluciéon de ecuaciones logaritmicas requiere la definiciéon de loga-
ritmo y, con ello, la introduccion de la base del logaritmo. Se realizarda mediante la

concepcién euleriana:

loggA=a & s"=A
A partir de la definicién se puede demostrar:

Teorema 7.
log,(A B) = log, A+ log, B

Demostracion. Sea A = 5%y B = s’ entonces AB = 5%s® = 59t Luego, de la
definicién, log (A B) = a + b =log, A +log, B O

Este teorema permite conectar la definicion formal de logaritmos con la tabla, un
tanto misteriosa, presentada en el bloque anterior. Se pueden extraer dos consecuen-

cias:

o La tabla no es tnica. Existen tablas diferentes para diferentes bases.
o Una vez demostrada la propiedad de la conversién del producto en suma, ya pode-

mos dar por validas todas propiedades que se deducen a partir de ésta.
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7.3 Funcién exponencial y logaritmica

En esta seccién nos centramos en las funciones exponencial y logaritmica de base
natural. Para ello, hay que definir el nimero e, para lo que se empleara la expresion

clasica:

Las otras alternativas son:

‘1 1 1 1
1:/1;d:c ; ezl—i-ﬁ—i—i—i-g...

Para la primera de ellas se requiere la definiciéon previa de la integral, pero el
numero e aparece de forma anterior en el programa. Para la segunda se requiere una
serie infinita que directamente no forma parte del programa del curso. Por otra parte
la definicién de ntimero e por la que se opta resultara crucial para la resolucién de
cierto tipo de limites.

7.4 Escalas logaritmicas

No hay tecnologias nuevas.

7.5 Proceso de institucionalizacion

Todos los elementos expuestos son susceptibles de ser gestionados en el aula aten-
diendo a los contenidos del bloque 1 referentes al trabajo de las técnicas de demostra-
cion matematica. Este proceso se puede plantear de forma auténoma para el estudiante
o semiguiada, en funcién de la capacidad detectada. Las principales excepciones van
a ser el tratamiento del niimero e y la definicién (euleriana) de logaritmo, que se
introduciran tal cual.

En cualquier caso, una vez alcanzado un resultado concreto, se requiere un proceso

de institucionalizacion del mismo.

Los alumnos que han aprendido un conocimiento matematico son capaces de plantear
adecuadamente y de responder a cuestiones que antes ni siquiera podian enunciar pero,
dado que no tienen medios para contextualizar dichas cuestiones, no pueden adjudicar
a los nuevos conocimientos un estatuto adecuado. Es preciso, pues, que alguien del
exterior venga a dilucidar cudles de entre sus actividades tienen un interés cientifico

“objetivo”, un estatuto cultural. (Chevallard et al. , Anexo D, seccion 4)

Este mismo autor apunta al profesor como el principal responsable de esta institu-

cionalizacion.
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8 Secuencia didactica

En esta seccién se va a apuntar una cierta secuencia didactica mediante la que
se puede materializar todo lo expuesto hasta ahora. Una secuencia didactica puede
considerar gran cantidad de aspectos: de contenido, organizativos, de desarrollo de
materiales asociados a actividades concretas, adaptacion de actividades a las distintas
necesidades el alumnado y variaciones de todo lo anterior a fin de disponer de una
herramienta flexible y acomodable a las circunstancias que se den. Todo ello implicaria
un desarrollo que prolongaria este documento muy por encima de la extension deseada.
Por ello, lo que se va a presentar corresponde a una secuencia didactica béasica en la
que se apuntan la secuenciacién y organizacion de cada sesion.

Dada la presencia de cuatro focos de contenido con entidad propia y el hecho de
que quedan encuadrados en diferentes bloques dentro de la asignatura, no se pretende
organizar su presentacion en una secuencia didactica continua en el tiempo. Por ello, las
sesiones que se muestran a continuacién deberian ir intercaladas en diferentes lugares
dentro de la programacion general del curso.

Esencialmente cada uno de los focos de atencion en que se ha organizado el estudio
de los logaritmos se asienta en al menos un Recorrido de Ensenanza e Investigacion
(REI) (Garcia, Barquero, Florensa & Bosch, ) que abarca varias sesiones. Un REI
parte de una cuestién problematica®® con la que arranca el proceso de indagacién por
parte del estudiante. En este proceso se generaran nuevas cuestiones problematicas
que, dado el caso, concluirdn con la obtencién de una respuesta a la razén de ser.
Todo este proceso se desarrolla en un medio (Brosseau, ) constituido por los ele-
mentos (problemas, tareas, organizacion...) generalmente —aunque no tinicamente—
establecidos por el docente.

Cada sesion se articula en una serie de bloques cada uno de los cuales esta centrado
en una actividad atémica y van progresando a lo largo de los diferentes momentos
que atravesarda el estudiante: momento del primer encuentro, momento exploratorio,
momento de constitucion del entorno tecnolégico teérico, momento de trabajo de la
técnica y momento de institucionalizacion y evaluacion (Cid & Munoz-Escolano, ).

Salvo que se especifique lo contrario, el trabajo de cada bloque se realizara por
parejas y concluird con una pequena discusion sobre los progresos hechos. No se ha
realizado una temporizaciéon explicita de cada bloque puesto que su duraciéon deberia

adaptarse a las circunstancias de cada sesion.
Sesion 1 Operaciones [

En esta sesion se iniciara la introducciéon de las propiedades de los logaritmos,

utilizandolas como método de acelerar las operaciones aritméticas

26En ocasiones esta cuestion se identifica con la razén de ser.
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Introduccién historica sobre el problema de las operaciones en el siglo XVI
y establecimiento de la razén de ser. Presentacion de la tabla (a, £a) y su
propiedad fundamental. Cuestién a resolver: ;Como emplear la tabla para la
agilizar el cdlculo de las multiplicaciones?. Para evitar el uso de una tabla

de papel, puede emplearse el script de GeoGebra que se muestra en el anexo
D.1.

Determinar el valor de £1. Cuestion a resolver: ;Como demostrar este valor

2 a partir de la propiedad bdsica?. En caso necesario se ofrecera la pista de que
l=a-(1/a)

Cuestion a resolver: Dado un nimero a, jcomo utilizar la tabla para deter-

minar 1/a?

Cuestion a resolver: Dados dos numeros a y b, ;como utilizar la tabla para

determinar a/b.
5 Resumen e institucionalizacién de las técnicas anteriores.

Sesion 2 Operaciones 11

Continuacién de la sesion anterior
1 Revisién de lo visto.

Cuestion a resolver: Dados dos niumeros a y p, jcomo utilizar la tabla para

2
determinar el valor de aP

. Cuestion a resolver: Dados dos numeros a y q, ;como utilizar la tabla para
determinar /a

" Cuestion a resolver: Dados tres numeros, a, p, y q, scomo utilizar la tabla

para determinar /aP ?

5 Resumen e institucionalizacién de las técnicas anteriores.

6 Ejercicios de consolidacion. Momento de practica de las técnicas.

Sesiéon 3  Definicion de logaritmo
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1 Repaso y evaluacién diagnodstica de las propiedades de exponenciales.

Definicién de logaritmo como inverso de la exponencial a través de una cons-
truccién de una tabla de valores. Se solicitara que construyan una tabla de la
2 forma (p, a?) y luego que la reescriban con la columnas invertidas [A(= a?), p|.
Cuestion a resolver: ;Como describirias con palabras la relacion con la que

se obtiene el numero p a partir del dato A?
3 Institucionalizacién de la definiciéon de logaritmo.
4 FEjercicios basicos de aplicacion directa de la definicion.
5 Cambio de base. Deducciéon de la expresion.

Sesiéon 4 y 5  Ecuaciones logaritmicas

Aunque esta sesion se plantea en forma de bloques, en realidad tendra un desa-
rrollo mas o menos continuo. Se ofrecerda a los estudiantes una lista larga de
problemas para ir resolviéndolos (Chevallard et al. ). Entre ellos irdn apare-
ciendo problemas que hagan emerger nuevas técnicas, que son las que se indican

en los bloques. Se programan dos sesiones puesto que el tema puede ser amplio.

Resolucién de ecuacion sencilla para hacer emerger la técnica de igualacion

1 .
de operandos del operador logaritmo.

5 Problema hacer emerger la técnica de conversion de productos y cocientes en
sumas y restas.

. Problema para hacer emerger la técnica de conversiéon de exponentes por
productos.

" Problema para hacer emerger la técnica de conversion de conversion de nu-
meros en su expresion como logaritmo.

5 Problema que requiera la comprobacion de soluciones y problemas sin solu-

cion.
6 Problema que requiera el cambio de variable z = log, ©

7 Sistema de ecuaciones logaritmicas.
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9 Resumen e institucionalizacién de técnicas.

Sesion 6 Numero e

Esta sesion es corta, por lo que se propone un pequeiio trabajo para realizar in

situ por grupos.

Numeros importantes en matematicas. Cuestion a resolver: ;Qué hace que un
ndmero sea importante en matemdticas? Consulta a la pagina de wikipedia

sobre constantes matematicas. Por grupos, elecciéon de uno de esos niimeros

1 o . : .
y descripcion del mismo a la clase. Debate final sobre la importancia de los
nimeros. (Nota: Tampoco se busca dar o llega a conclusiones definidas, sino
abrir un periodo de reflexién sobre los niimeros en matematicas)

. Definiciéon del nimero e. Calculo aproximado. Motivos por el que ese nimero
es importante.

: Definiciéon de exponencial con base e y de logaritmo neperiano. Ejercicios de

ecuaciones logaritmicas.

Sesién 7  Funciones exponencial y logaritmica.

Revisién de la exponenciacion con base e y de su expresion algebraica. Repaso

de propiedades (e! = e, e =1, e—1 = 1/e). Construccién de la representa-

1
cién grafica. Para este bloque puede utilizarse de apoyo el script de Geogebra
que se muestra en el anexo D.2.

5 Problema de crecimiento de poblacion. Ajuste manual a una funciéon N =

Ae®t. Ajuste grafico y manual de pardmetros.
4 Mismo proceso del bloque 1 pero para la funcién logaritmica
5 Comprobacion de que una es la inversa de la otra.

6 Determinacion analitica de los parametros del problema 1.

Sesién 8 Escalas logaritmicas
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Representaciéon de datos temporales en linea de tiempo (ver seccién 5.4) por

grupos. Analisis y discusién de los problemas encontrados.

Representacion de datos de una funcién exponencial en una escala logarit-
2 mica. Extension de lo anterior a una grafica x — y, por los mismos grupos.

Analisis y discusion.
3 Conclusiones e institucionalizacién.

Sesion 9 y 10  Evaluacion y actividades de aprovechamiento

Para estas sesiones nos remitimos a la seccién 10

9 Analisis de libros de texto

Debido a la influencia que tienen en el dia a dia, a los libros de texto se les considera
frecuentemente el curriculo de facto por encima del presentado por la legislacion. Para
evitar este efecto, en este trabajo se ha construido una didactica del logaritmo de forma
previa, y posteriormente se ha analizado algunos de los libros de texto disponibles a fin
de ver su grado de adecuacion o el posible apoyo documental que ofrecen. Los libros
que se han considerado son los correspondiente al grupo ANAYA (Colera, Oliveira,
Colera & Santaella, ), el de la editorial SM (Alcaide, Hernandez, Moreno, Serrano
& Sanz, s.1.) y finalmente, el propuesto por el Centro para la Innovacién y Desarrollo de
la Educacién a Distancia (CIDEAD) del Ministerio de Educacion y Ciencia (Rodriguez
del Rio, s.1.). Por brevedad, nos referiremos a ellos como SM, ANAYA y CIDEAD

Los tres libros definen el logaritmo a partir de la concepcién euleriana. Unicamente
SM apunta una minima justificacién de su necesidad (Para poder despejar el exponen-
te es mecesario definir una nueva operacidn...). Tras esto, los tres prosiguen con la
presentacion de las propiedades y la regla del cambio de base. SM incorpora demos-
traciones’” y CIDEAD una justificaciéon basada en casos concretos. Tanto SM como
ANAYA introducen el nimero e como un nimero arbitrario (e = 2.71828...) sin ma-
yor justificacion y luego definen los logaritmos neperianos como los logaritmos con esa
base. CIDEAD desarrolla todo el bloque de sucesiones de forma previa al logaritmo
lo que le permite definir el nimero e y los logaritmos neperianos desde una mayor
justificacion. SM concluye el tema con un apartado dedicado a las aplicaciones de los
logaritmos dedicando una breve resefia a cada una: Crecimiento exponencial, interés

compuesto, desintegracion radiactiva y pH. En los tres primeros casos las expresiones

2TANAYA propone algiin problema en el que se pide demostrar alguna propiedad.
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usadas son, fundamentalmente, exponenciales.

Para resolver las ecuaciones logaritmicas, SM indica las dos metodologias (log, R =
log, S <& R = S y cambios de variable), junto con la necesidad de comprobar las
soluciones. ANAYA solo indica ésto tltimo. CIDEAD indica la primera metodologia a

través de un ejemplo y de forma un tanto confusa, como se muestra en este extracto:

Para resolverlas hay que transformarlas, aplicando las propiedades de los logarit-
mos en ecuaciones que no contengan logaritmos.

Por ejemplo, para resolver la ecuacién anterior vamos a hacer que ambos miem-
bros de la ecuacion queden como un unico logaritmo, para después eliminarlos.

logyg(z(z —2)) = logyo 3
Por tanto, eliminando los logaritmos

z(x—2)=3

ANAYA presenta el nimero e con méas propiedad en la parte de sucesiones, con
las definiciones cléasicas de limite de una sucesién y serie infinita. Las funciones loga-
ritmicas y exponenciales se presentan al inicio del bloque dedicado al analisis. SM,
en cambio, tiene una estructuraciéon mas sorprendente. Introduce primero el limite de
una funcién, luego la derivada y luego utiliza esta tltima para el estudio (gréafico) de
la funcién logaritmica®. Finalmente termina con el estudio de las sucesiones y del ni-
mero e. CIDEAD introduce las funciones logaritmicas antes que la derivada y hace un
estudio grafico a partir de los valores obtenidos mediante la calculadora. Finalmente,
en ninguno de los tres libros hay referencias a escalas logaritmicas.

Se ha hecho un anélisis del niimero y distribucién de ejercicios/problemas en fun-
cién del tipo para los libros de SM y ANAYA?Y. Los tipos en que se han clasificado
los problemas son los siguientes: (DL) Aplicacién més o menos directa de la definicién
de logaritmo, (AL) Aritmética con logaritmos, (GL) Algebra con logaritmos, (EL)
Ecuaciones logaritmicas, (SE) Sistemas de ecuaciones logaritmicas, (FL) Funciones
logaritmicas (representacién grafica), (ML) Modelos de sistemas reales basados en lo-
garitmos y/o exponenciales, (SL) Escalas logaritmicas, (UC) Uso de la calculadora,
(DP) Demostracién de propiedades y (OT) Otro tipo. La clasificacion no resulta senci-
lla dado que las categorias no tienen demarcaciones nitidas. Por otra parte, no resulta
comparable un ejercicio con un problema. Asimismo, es dificil establecer si un conjun-
to de ejercicios agrupados deben considerarse uno o varios. Por todo eso la tabla que

sigue debe considerarse inicamente a modo orientativo.

DL AL GL EL SE FL ML SL UC DP OT
SM 4 5 3 13 2 0 20 1 1 1 1
ANAYA 6 6 5 15 3 3 10 O 3 1 0

28De hecho, indica que e es la base de las funciones exponenciales para las que la funcién coincide
con su derivada.
29E] libro de CIDEAD casi no presenta problemas.
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En definitiva, los libros de texto presenta una exposicion de la teoria muy enfocada
presentar un contenido ya construido y acabado, lo que por otra parte, es lo que
se espera de un libro en general. Los libros de SM y ANAYA vienen acompanados
de abundante y variado material para poder trabajar esos contenidos, por lo que se
pueden considerar un buen recurso. Sin embargo, tal cantidad de informacién corre
el peligro de enclaustrar al docente en el material ofrecido. El libro de CIDEAD, al
ser mas escaso en material de ejercicios invita méas al docente a salirse del marco

expositivo.

10 Evaluacion

El ultimo bloque de la secuencia didactica estd dedicada a la evaluacion. En esta
seccion se va construir una posible actividad de evaluaciéon sumativa que se ejecutaria
en las ultimas sesiones. En el anexo C se recogen referencias normativas relevantes al
respecto.

Dado que ya se ha indicado que no se considera que la secuencia didactica tenga que
tener un desarrollo continuo en el tiempo, los diferentes ejercicios de esta evaluacion

podria igualmente fraccionarse e incluirse en otras actividades .

10.1 Diseno y analisis de una prueba de evaluacién

La prueba se ha estructurado en cinco problemas con varios apartados cada uno.
Dependiendo del plazo temporal destinado al examen se indicaran los apartados que
podrian eliminarse. Los tres primeros problemas estan pensados para ser resueltos sin
apoyo de calculadora, mientras que para los dos tultimos ésta resulta imprescindible.

En las proximas secciones se va presentar individualmente cada problema en una
caja sombreada. Para cada apartado, se expondran las posibles formas alternativas
de resolucion y los principales errores esperables. También se estableceran guias de
correccion en base a la regla de los tercios propuesta por Gairin, Munoz y Oller ( ).
Estos autores propugnan clasificar todas las acciones que un estudiante debe llevar a

cabo para la resolucién de un problema en tres grupos:

TAreas Principales (TAP) Aquellas tareas que son objeto especifico de evaluacion
en el apartado.

Tareas Auxiliares Especificas (TAE) Aquellas tareas, que sin ser objeto especi-
fico de evaluacion, presentan una fuerte conexién con ellas o forman parte de la
secuencia didactica en la que se engloba la prueba.

Tareas Auxiliares Generales (TAG) Todo el resto de tareas necesarias para la

resolucion en las que se supone, a priori, que el estudiante ya es competente.

En base a la anterior clasificacién, estos autores proponen un modelo de correccion
en base a la penalizacién de errores, con las siguientes reglas: El conjunto de errores

detectados de tipo TAG no pueden penalizar mas alla de un tercio del valor total
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del apartado. Las penalizaciones asociadas a los errores detectados de TAE pueden
penalizarse hasta los dos tercios del valor de la prueba. En cualquier caso, estos pe-
nalizaciones sumadas a los de las TAG, no pueden alcanzar los dos tercios del valor
total del apartado. El proceso de correcciéon continua independientemente el niimero
de errores de ambos tipos. Finalmente, los penalizaciones asociadas a los TAP pueden
llegar a penalizar el total de la cuestion y suponer la detencién de la correccién.

Asi, se han clasificado los errores esperables de cada cuestion y se les ha asigna-
do una penalizacién®”. Inevitablemente, es posible que la lista no sea exhaustiva, de
forma que queda a criterio del corrector detectar posibles omisiones y clasificarlas y
valorarlas de acuerdo a este modelo de correccién. Para facilitar el tratamiento, todas
las cuestiones se han valorado sobre un punto, de forma que, tras la correccion, se

llevaran a cabo los procesos de normalizacion pertinentes.

10.2 Problema A

Para este problema no puedes disponer de la calculadora.

A.1 Define qué es el logaritmo de un nimero.
Para este problema no puedes emplear niimeros ni expresiones matematicas. Tam-
poco puedes poner ejemplos. Solo puedes emplear palabras. Imagina que vas an-
dando por la calle con un amigo y le estas contando qué son los logaritmos. La
utilizacion de niimeros, expresiones matematicas o ejemplos penalizara
la nota.

A.2 Determina el valor de A que cumple que log A =5

A.3 Determina el valor numérico de x = log, 1024

Este problema se realizara sin calculadora. Esencialmente, se esta preguntando la de-
finicion de logaritmo, de diferentes formas.
El primer apartado, con el que se abre el examen, tiene un triple objetivo dentro

del mismo.

e Detectar el nivel de comprension del concepto de logaritmo mediante la reelabora-
cién del concepto en una forma de expresion que no es la habitual. Se quiere detectar
quién comprende realmente el concepto frente a quién simplemente ha memorizado
la férmula.

o Evaluar la capacidad de expresiéon escrita del estudiante en un contexto técnico.

o Servir de precalentamiento al examen. De esta forma el estudiante fija claramente
la idea de logaritmo en la cabeza, lo que le ayudara a afrontar el resto de tareas

que siguen.

La prohibicion de poner ejemplos es severa. Es muy habitual a la hora de explicar un

concepto emplear ejemplos para ilustrarlo. Sin embargo se introduce aqui para evitar

30En ocasiones ha sido un rango, de forma que es el corrector el que debe decidir el valor final en
funcién de la gravedad del error.
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Tareas principales
Cuestion Penalizacion Descripcion

Al 1 Definicién globalmente incorrecta.
Al 0.5 No indicar en la definicién la base.
A2 1 Error en el resultado.
A3 1 Error en el resultado (salvo factorizacion del nimero 1024).
= 1 No contestar.
Tareas auxiliares especificas
Al 0.5 Empleo de niimeros, expresiones matematicas o ejemplos.
A3 0.25 Factorizacién del nimero 1024.
= 0.4 Errores en el lenguaje matematico que dificultan la lectura.
Tareas auxiliares generales
= 0.1-0.2 Errores en el lenguaje matemético que no dificultan la lectura.
= 0.1-0.2 Incorreccién gramatical.

= 0.1-0.2 Faltas de ortografia.
= 0.1-0.2 Ilegibilidad. Desorden.

Cuadro 3: Criterios de regla de tercios para el problema A.

el error comtn de definir algo tinicamente con casos particulares con la esperanza de
que el oyente induzca la definicion completa. Se trata de evitar expresiones del tipo
“logaritmo es cuando por ejemplo ....”

Los otros dos apartados insisten en la definiciéon, entendida como inverso de la ex-
ponenciaciéon, pero se permite un lenguaje puramente algebraico. Durante el desarrollo
de la unidad didactica se ha tratado de evitar el uso de logaritmos en bases distintas
a la natural y la decimal por ser de muy raro uso. En este caso se emplea la base dos,
que pese a todo tiene un campo de aplicacién en informatica, porque conduce a un
probleman numéricamente sencillo pero que no resulta trivial.

Atendiendo estrictamente a los contenidos curriculares, este problema tiene mejor
encuadre en el nivel previo (4 ESO). Por ello los apartados A.2 y A.3 serian descartables
en caso de querer reducir la prueba. El primer apartado se mantiene por el ejercicio

adicional de expresién escrita.

10.2.1 Posibles soluciones y errores

Apartado A.1

Resoluciones posibles

Respuestas en base a la inversa de la exponenciacién. Esta es la aproxi-
macién mas clasica de la definicion, de forma que es la mas esperable

Respuestas en base a la conversion de productos en sumas. Esta apro-
ximacion es menos clasica, de forma que su incidencia puede revelar el efecto
de la sesién introductoria a los logaritmos, que se basa en esta propiedad.

Resoluciones errdneas

Respuestas incompletas o imprecisas. Del tipo “El logaritmo es el expo-
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nente”
Respuestas basadas en ejemplos concretos. Del tipo “Es por ejemplo si

tienes ocho y como ocho es dos por dos por dos, pues el logaritmo es tres”
Apartado A.2

Resoluciones posibles. El problema es una aplicacion directa de la definicién que
deberia conducir a la solucién correcta de 100000.

Resoluciones errdneas

o El ntimero 5 no parece un nimero especial, por lo no parece que vayan a
proponerse valores de 0, &1, 00.

e En el enunciado hay dos nimero concretos: 10 y 5. La intuicién dice que la
solucion estara en relacién con esos dos, de forma que también es esperable
cualquier combinaciéon que relacione ambos.

o En un caso de mayor desconocimiento o despiste, puede aparecer en la solucion
el nimero e. También dependera de lo claro que haya quedado la notacion.
En el ambito anglosajon log es equivalente a nuestro In, mientras que logl0 es

equivalente a nuestro log.
Apartado A.3

Resoluciones posibles. Nueva aplicacion casi directa de la definicion, por lo que
si se ha contestado adecuadamente el apartado A.1, también se espera aqui la
respuesta correcta

Resoluciones errdéneas. Potenciales errores de mala factorizacion de 1024

La valoraciéon de los errores para este problema segtn la regla de tercios viene dado

en el cuadro 3.

10.3 Problema B

Para este problema no puedes disponer de la calculadora

B.1 Sabiendo que log 4869 = 3.6874, calcula el valor de log 48.69

B.2 Trata de dar una estimacion del logaritmo decimal del siguiente ntmero:
0.5117 x 1075. No se busca un valor exacto, simplemente una estimacién del valor
que puede tener. Pero debe hacerse indicando por escrito los motivos que te han
llevado a optar por ese valor.

B.3 Determina razonadamente el resultado de esta operacién con la mayor exac-

titud de que seas capaz:

J0.7874 x 0.6752

Quizé pueda serte de ayuda la siguiente tabla de valores (ver anexo). Corresponden

a una tabla de logaritmos para una cierta base desconocida.

Este problema pretende determinar el conocimiento que tienen los estudiantes sobre
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Tareas principales
Cuestion Penalizacion Descripcion

= 0.7 Aplicacién incorrecta de las propiedades de los logaritmos.
- 1 No contestar.
Tareas auxiliares especificas
B.2 0.3 Estimacion irrazonable.
B.1 B.2 0.3 Error en la transformacién de nimeros.
= 0.4 Errores en el lenguaje mateméatico que dificultan la lectura.
Tareas auxiliares generales
B.3 0.2 Error en la lectura de datos en la tabla.
= 0.1-0.2 Errores en el lenguaje matemético que no dificultan la lectura.
= 0.1-0.2 Errores de lenguaje (ortograficos, gramaticales).

= 0.1-0.2 Tlegibilidad.
- 0.1-0.2 Desorden.

Cuadro 4: Criterios de regla de tercios para el problema B.

algunas propiedades basicas de los logaritmos.

El primer apartado parte del conocimiento de un logaritmo y tienen que generar
un procedimiento para extender este valor a otros rangos numéricos. Fuera de esto, es
una cuestion con un fuerte componente procedimental.

El segundo apartado es similar al anterior, pero requiere un mayor nivel de gene-
ralizacion. Por un lado, se cambia el tipo de notacién numeérica sobre la tienen que
reflexionar. Por otra parte, se advierte que el problema es abierto, sin solucién tnica,
con objeto de evitar que lo afronten de forma puramente procedimental y traten de
abrirse a un razonamiento més creativo. La mantisa se ha elegido de forma que sea
proxima, pero no de una forma evidente, al valor del apartado anterior.

Finalmente, en el tercer apartado se les vuelve a preguntar sobre las propiedades
basicas, pero en este caso deben realizar el calculo apoyandose en consultas sobre
tablas para evitar que usen la calculadora y para forzarles a un proceso mas lento y
manipulativo de los logaritmos que les haga reflexionar sobre lo que llevan a cabo

En caso de necesitar reducir la extension de la prueba, el apartado B.3 seria descar-
table dado que ya se comprueba el conocimiento de las propiedades de los logaritmos
en los dos anteriores y de paso se evita el uso de una hoja adicional con la tabla de
datos.

10.3.1 Posibles soluciones y errores

Apartado B.1

Resoluciones posibles

Numeros racionales. Relacionando el nimero a calcular y el nimero conocido

mediante una fraccion:

4869
log 48.69 = 1
8 8700

= log 4869 — log 100 = 3.6874 — 2 = 1.6874
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Notaciéon cientifica. Expresando el niimero en notacién cientifica:
log 48.69 = log 4869 - 10™% = log 4869 + (—21log 10) = 3.6874 — 2 = 1.6874

Resoluciones errdneas. Parece previsible que el estudiante encontrara la relacion
entre 48.69 y 4869 a través del factor 100. Las soluciones erréneas provendran de

aplicar inadecuadamente las propiedades de los logaritmos.
Apartado B.2

Resoluciones posibles

El valor exacto (—6.291) se puede estimar a partir de:
log0.5117-107% = log 5117 - 107'° = —10 + log 5117

el problema es estimar log5117:

Dato conocido. Podemos asumir log 5117 ~ log 4869 = 3.6874
Interpolacion. Como log 1000 = 3 y log10000 = 4 se podria suponer que
log 5117 =~ 3.5

Resoluciones errdéneas. Este apartado requiere unas transformaciones previas,
similares a las del apartado anterior, antes de tener que realizar una estimaciéon
de un valor en si. Al margen del mayor o menor tino en la estimacion, los errores

iran en la misma linea del apartado anterior.
Apartado B.3
Resoluciones posibles
Mediante logaritmos. Aplicando las propiedades de los logaritmos y consul-

tando las tablas:

10gx0.7874 + 10gx0.6752  —0.1231 — 0.2020
3 N 3

logy R =

Esta tltima operacién se puede hacer facilmente de forma manual, obteniendo
logy R = —0.1083. Una nueva consulta arroja el valor de & ~ 0.810.
Producto y estimacién de la raiz. Alternativamente, también se podria cal-

cular previamente el producto

R = +v/0.5317

El valor del integrando no se encuentra en tablas, de forma que hay que

calcular o estimar la raiz cibica

[531 8
R={|—rm~—=08
1000 "~ 10

Resoluciones errdéneas. Este apartado es similar a los anteriores, pero aporta
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la consulta en tablas. Aparte de errores en la consulta de tablas, los errores

esperados seran similares a los indicados para la primera cuestion.

La valoracién de los errores para este problema segin la regla de tercios viene dado

en el cuadro 4.

10.4 Problema C

—A
4 —B
—C
3 D
—E
2 —F

Para este problema no puedes disponer
de la calculadora.
En el grafico se representan las siguien-

tes funciones:

y=In(z) y=e" y = —In(x)

T

y=€e"—1 y=In(z+1) y=—e¢

C.1 Indica cudl corresponde a la fun-

T y cual a la funcién

cion y = e
y = Inx. Indica claramente cudles
han sido los motivos que te han lle-
vado a elegir una y no otra.

C.2 Elige una cualquiera de las restan-
tes, pero sélo una, e indica cudl po-
dria ser su expresion algebraica. Jus-

tifica brevemente tu respuesta.

Es un problema de reconocimiento de graficas de funciones que ademas requiere poner

en juego los conocimientos que se tiene de propiedades de las funciones (crecimiento,

decrecimiento, cortes con ejes... ) para poder discriminar las correctas.

Las graficas que se emplean de distractores en la primera cuestion, se aprovechan

en la segunda para comprobar la capacidad de los estudiantes para modificar una

funcion dada de forma que se le afada un desplazamiento, positivo o negativo, en el

eje de ordenadas o de abcisas. Esta cuestion, en cualquier caso, no es especifica del

tema de logaritmos.

En caso de querer reducir el problema podria eliminarse el apartado C.2. Sin em-

bargo ésto reduciria el problema a un tinico apartado que ademas podria ser puramente

memoristico, por lo que no se aconseja.

10.4.1 Posibles soluciones y errores

Apartado C.1
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Tareas principales
Cuestion Penalizacion Descripcion

C.1 0.6 No identificar In x.
C.1 0.6 No identificar e*.
C.2 0.6 No indicar los motivos de la elecciéon de una funcién.
C.2 0.6 Eleccién basada en propiedades incorrectas de Inx o e”.
C.2 0.8 Eleccién de méas de una funcién y alguna ser errénea.
- 1 No contestar.
Tareas auxiliares especificas
C.1 0.4 No indicar los motivos de la elecciéon de una funcién.
C.2 0.4 Eleccién incorrecta.
= 0.4 Errores en el lenguaje mateméatico que dificultan la lectura.
Tareas auxiliares generales
= 0.1-0.2 Errores en el lenguaje matematico que no dificultan la lectura.
- 0.1-0.2 Errores de lenguaje (ortograficos, gramaticales).

— 0.1-0.2 Tlegibilidad.
— 0.1-0.2 Desorden.

Cuadro 5: Criterios de regla de tercios para el problema C.

Resoluciones posibles

Memorizacion. Para este apartado, no se considera un mal método. Sin em-
bargo la justificaciéon posterior que se solicita implicard identificar algunas
propiedades clave de las funciones en su expresion gréfica.

A partir de sus propiedades:

Funcién exponencial. La funciéon exponencial tiene un dominio en todo
R, es positiva y tiene que cortar el eje de abcisas en y = 1. La primera
propiedad es mas complicada de asegurar por la grafica, pero cualquiera de
las dos restantes sirven, por ellas mismas, para identificar a la grafica D.

Funcion logaritmica. Su dominio corresponde a los valores positivos de R,
tiene un cero en r = 1, tiende a —oo para x — 0 y a +00 para r — 00.
Las dos primeras propiedades discriminan todas menos las graficas A y F.
La tercera propiedad, por ella misma, identifica a la grafica F.

Mediante la calculadora. Es un método que no requiere interiorizar ni grafi-
cas ni propiedades, pero que pese a todo puede tener su interés, puesto que
requiere conectar informacién numérica aislada con representaciones graficas.
En cualquier caso, dependera de si se permite para este problema usar o no
calculadora.

Resoluciones erroneas. Dada la naturaleza del problema, las resoluciones erro-
neas iran de la mano de un desconocimiento o conocimiento impreciso de las
propiedades de las funciones. Por ello, cualquier grafica puede ser potencialmen-

te elegible para representar cualquiera de las dos funciones solicitadas.
Apartado C.2

Resoluciones posibles
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Aplicando transformaciones de funciones. Se presupone un conocimiento

de las funciones exponencial y logaritmica.

o La transformacion g(z) = —f(x), hace que la funcién g(x) sea el reflejo
especular por el eje X de la funcién f(z). Esto permite identificar la grafica
B como —e” y la grafica A como — In(x).

« La tranformacion g(z) = yo + f(x) implica un desplazamiento en el eje YV’
de la funcién f(z), positivo o negativo dependiendo del signo de yy. Esto
permite identificar la grafica E como —1 + e”.

 La transformacién g(x) = f(x+x() implica un desplazamiento de la funcién
f(z) hacia la izquierda o la derecha del eje X en funcién del signo positivo

o negativo de xy. Esto permite identificar la grafica C como In(x + 1)

Una vez que se tiene una hipdtesis sobre una grafica, puede comprobarse
utilizando uno o dos puntos de control.

Mediante la calculadora. Pueden hacerse los mismos comentarios que en el
apartado anterior, si bien en este caso esté método de resolucion tiene menor
interés.

Resoluciones erréneas. Las resoluciones erréneas pueden pasar por conocer de
memoria algunas de las transformaciones indicadas anteriormente, pero sin ha-
berlas interiorizado. Esto puede traducirse en no saber asociar adecuadamente
los signos de las constantes zy e yo con la direccién del desplazamiento. O inter-

pretar lo que deberia ser un desplazamiento en Y como un desplazamiento en

X

La valoracién de los errores para este problema segtn la regla de tercios viene dado

en el cuadro 5.
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10.5 Problema D

Para forjar una pieza de acero el herrero la calienta en la fragua hasta una cierta
temperatura que suele estimar por el color rojo mas o menos intenso del acero. En el
momento en que la pone en el yunque y empieza a darle martillazos, la pieza va per-
diendo temperatura progresivamente. Cada pieza lo hace a una velocidad diferente,

pero la funciéon que indica el descenso de temperatura es la siguiente:
T(t)=Ae r +25

La temperatura estd expresada en grados centigrados (°) y el tiempo en segundos

(s). Cada pieza tiene unos valores distintos de los parametros A y 7.

o Para una cierta pieza se sabe que A =975 y 7 = 60.

D.1 Determina la temperatura a la que se encontrara el acero a 50s de salir de
la fragua.

D.2 Determina en qué instante el acero se encontrard a 370°.

« Para otra pieza se desconoce los valores de A y de 7, pero el herrero, a la vista del
color de la barra, estima que justo al salir de la fragua estaba a una temperatura
de 1100°. Despues de 45 segundos ve que el color es mucho mas apagado y estima

que la temperatura ha bajado a 250°.

D.3 Determina razonadamente los valores de A y 7 en este caso.

Este problema pretende testear la capacidad de los estudiantes para manejar una curva
exponencial basica. Este tipo de ecuaciones se las van a encontrar recurrentemente si
siguen estudios técnicos como modelizacion de multitud de procesos. Se les va a solicitar
tres tareas bésicas: a) Emplear la funcién de forma directa b) Emplear la funcién en
forma inversa (funcién inversa) y c¢) Determinacién de parametros.

En definitiva, implica un uso de las propiedades de exponenciales/logaritmos en un
entorno algebraico dentro de un problema contextualizado de forma que puedan inter-
pretar las soluciones para detectar resultados incongruentes. Existe un riesgo de que el
alumno identifique el problema con un problema de Fisica, lo que podria condicionarlo
emocionalmente hacia él. Por eso se ha huido de un excesivo rigor fisico eliminando la
expresion de unidades en las constantes A y 7.

Hay otra posible via de ofuscacién para los estudiantes. La funcién se expresa co-
mo T'(t) frente a la notacién genérica a la que estdn acostumbrados y = f(x), lo que
también podria condicionarlos. Es un problema similar al que se presenta en geome-
tria cuando se representan siempre los triangulos con la base en posicién horizontal,
de forma que el estudiante se confunde cuando ve el tridngulo girado, o no lo iden-

tifica claramente. En ese sentido, convendria huir de vez en cuando de la notacion
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Tareas principales
Cuestion Penalizacion Descripcion

D.1D.2 0.7 Error algebraico con logaritmos.
- 1 No contestar.
Tareas auxiliares especificas
D.3 0.3 Falta de explicacion textual.
= 0.3 Error nuerico incongruente sin analisis critico.
= 0.4 Errores en el lenguaje mateméatico que dificultan la lectura.
Tareas auxiliares generales
D.3 0.2 Error en la resolucién del sistema.
= 0.2 Error nuerico incongruente detectado.
= 0.2 Error numérico menor.
= 0.1-0.2 Errores en el lenguaje matemético que no dificultan la lectura.
= 0.1-0.2 Errores de lenguaje (ortograficos, gramaticales).

= 0.1-0.2 Tlegibilidad.
— 0.1-0.2 Desorden.

Cuadro 6: Criterios de regla de tercios para el problema D.

convencional en las sesiones de problemas.

En caso de necesitar reducir la prueba, se propone eliminar el apartado D.1, dado

que consiste en un simple calculo numérico de una expresién algebraica con ayuda de

la calculadora. La parte asociada a comprension del enunciado ya queda cubierta en

los siguientes apartados.

10.5.1 Posibles soluciones y errores

Apartado D.1

Resoluciones posibles. Es una simple sustitucién directa. El tinico error posible
es el de interpretacion del problema. T'(t = 50) = 448.7°.

Resoluciones erréneas —

Apartado D.2

Resoluciones posibles. Este apartado implica la obtencion de la funcién inversa

para despejar la variable temporal t. Eso puede hacerse de varias formas:

Analiticamente. y tras ello sustituir valores:

=17l
t=r1 n(T_25)

con lo que t ~ 88s. La presencia de datos numéricos junto con la aparente
mayor dificultad de operar algebraicamente hace que esta via sea raramente
seguida, salvo que explicitamente se le indique.

Analiticamente con sustitucion previa de valores. Sustituir valores en los

valores conocidos y operar con el resto. Mientras las expresiones algebraicas no
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sean excesivamente grandes, esta via es peor dado que la sustituciéon numérica
no va a evitar que las expresiones intermedias pierdan significado -no hay
quehacer aritmético- mientras que también se pierde la posibilidad de control
algebraico (control dimensional de expresiones, principalmente).

Por tanteo. No es una solucién despreciable puesto que requiere una cierta
interiorizacién del concepto de funcién, la elaboracion de una estrategia que
en un futuro le servird de introduccién a algoritmos mas complejos (biseccion,
Newton -Raphson...)

Utilizando los recursos de la calculadora. Tampoco es despreciable. Las cal-
culadoras con funciones sofisticadas también van acompanadas de manuales
que distan de ser triviales. El alumno promedio no suele pasar del uso directo
de su calculadora: aprieta la tecla y obtiene el resultado. El alumno que es
capaz de aprender las funciones avanzadas de su calculadora para resolver un

problema, ya demuestra bastante suficiencia matematica.
Resoluciones erréneas

Errores algebraicos 1. Al despejar la ecuacion, tratar de reproducir procedi-
mientos vistos en clase pero no interiorizados. El recuerdo de que hay que

tomar logaritmos puede conducir a situaciones del tipo:
In(T) = In(Ae™ 7 + 25)

A partir de aqui el alumno puede optar por escapar de esta situaciéon con

alguna via poco ortodoxa:

In(T) = In(Ae~7) + In(25)
Errores algebraicos 1I. el paso

_1
Ine ™ = ——
T

también puede crear problemas, especialmente con el signo menos
Base errénea de logaritmos. Tomar logaritmos decimales en vez de neperia-

nos.
Apartado D.3

Resoluciones posibles

Analiticamente. En este caso se trata de resolver el sistema:

t1

T1:A€77' +25
Ty=Ae # +925

El sistema es soluble de esa forma. Sin embargo hay que interpretar que “justo
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al salir de la fragua” implica que t; = 0, lo que conduce a:

Ty=Ae= % 4925

y la dindamica de la solucion es similar a la del apartado D.2 obteniéndose
A=1075°y 7 = 28.8s

Por tanteo numérico. Alternativamente, puede que haya estudiantes que lo
intenten nuevamente por tanteo, pero al tratarse de dos variables el proceso se
complica mucho salvo que se tenga una buena interpretacion de los resultados

obtenidos en cada iteraccién.

Resoluciones errdoneas. La dificultad anadida de este apartado es intuir la nece-
sidad de imponer a la expresién de partida las dos condiciones (los dos puntos

(T,t)). Los errores algebraicos pueden seguir la linea de los ya expuestos.

La valoracion de los errores para este problema segtn la regla de tercios viene dado

en el cuadro 6.
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10.6 Problema E

En un experimento de biologia se ha co-
locado un cierto niimero de bacterias en
una placa de cultivo. Conforme van pa-
sando los dias, las bacterias han ido re-
produciendose. Los investigadores han

contado las bacterias cada dia. En la si-

10° 8 guiente tabla hay algunos valores:
107 7 Dia  Numero de bacterias
i 1 3 149
10° f 1€ 9 32945
10° | 15 11 199304
o . % 12 490208
i <
103 | 13 E.1 Representa estos datos en una es-
102 . cala normal para el eje de abcisas y
f | logaritmica para el eje de ordenadas.
10* 1 E.2 ;Cuantas bacterias podemos espe-
100 E ! ! ! ‘ E 0 rar que haya el dia 77
0 5 10:U 15 20 E.3 A la vista de la grafica ;jpuedes de-

terminar en que punto del eje de or-
denadas se producira el corte de la
grafica? ;Qué interpretacion le da-
rias a ese punto?

E.4 ;En qué dia se superaran los 10 mi-

llones de bacterias?

Este problema fundamentalmente pretende determinar la capacidad de construccién e
interpretacion de escalas logaritmicas aplicadas a un conjunto de datos.

A la hora de eleccion de escalas, la lineal es la primera preferencia dado que es la
de mas facil interpretacién. Sin embargo, la naturaleza de los datos ya apunta a la
imposibilidad de utilizar una lineal para el nimero de bacterias. El problema podria
dejar a criterio de los estudiantes la eleccion de la forma de representacion, sin embargo
se les ha cerrado este camino para no abrir en exceso el abanico de posibilidades de
solucion y enfocarlos hacia el empleo de escalas logaritmicas, que es lo que se pretende.

Los datos corresponden ezxactamente a una funcion exponencial, que se traducira
en una linea recta en las escalas solicitadas. Se ha descartado la posibilidad de anadir
algo de ruido a los datos, dado que se trata de un examen que ya tiene complejidad
suficiente y es posible que no se les haya mencionado todavia el concepto de regresion

o ajuste.

23



Tareas principales
Cuestion Penalizacion Descripcion

E.1l 0.7 Error de representacién en mas de un punto.
E.2 0.6 Error de posicionamiento del punto y lectura de ordenada.
E3EA4 0.5 Extrapolacion irrazonable.
E.3 0.5 Falta de interpretacion del corte con eje de ordenadas.
= 1 No contestar.
Tareas auxiliares especificas
E3EA4 0.3 Extrapolacién errénea pero no incongruente.
= 0.4 Errores en el lenguaje mateméatico que dificultan la lectura.
Tareas auxiliares generales
= 0.1-0.2 Errores en el lenguaje matematico que no dificultan la lectura.
— 0.1-0.2 Errores de lenguaje (ortograficos, gramaticales).

= 0.1-0.2 Tlegibilidad.
- 0.1-0.2 Desorden.

Cuadro 7: Criterios de regla de tercios para el problema E.

Las siguientes preguntas implican interpolaciones y extrapolaciones. Dado que la
grafica bajo la escala logaritmica es lineal, ambas acciones tienen la misma dificultad.

La segunda pregunta implica una interpolacién y permitira dilucidar si los alum-
nos interpolan sobre la gréfica (los datos logarimicos) o bien interpolan directamente
sobre los datos sin transformar, lo que revelaria un desconocimiento del sentido de la
transformacion logaritmica.

Las dos tultimas preguntas tratan de evaluar la capacidad de interpretacion por
parte de los alumnos de su propia grafica.

Para la realizacion del problema se ofrecera papel pautado a los estudiantes, para
tratar de minimizar el efecto de la mayor o menor habilidad artistica del estudiante.
Se busca capacidad de interpretar un grafico logaritmico, no realizar una prueba de
dibujo lineal.

En caso de querer reducir la extension del examen, podria eliminarse el aparta-
do E.4. Se trata de una extrapolacién sobre los datos y también debe hacerse en el

apartado E.3.

10.6.1 Posibles soluciones y errores

Apartado E.1

Resoluciones posibles. El primer apartado requiere llegar a algo parecido a la

grafica siguiente:
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108 1 8
107 P
100 16
10 15
1 =
N4 14 =
=10 142
12
103 43
102 19
T 11
100 | | | | | | | | | 0
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
dias

El enunciado fuerza a una representacion grafica, de forma que no hay muchas
mas opciones correctas de resolver el apartado: contruimos una nueva tabla con

los datos de los ejes logaritmicos adecuadamente transformados:

Dia Np =Numero de bacterias log(Np)

3 149 2.173
9 32945 4.518
11 199304 5.300
12 490208 5.690

A partir de aqui es cuestién de hacer la representacion de los puntos en la gréafica
(linea y puntos de trazo azul).

Resoluciones errdneas. Las resoluciones erréneas pasaran por realizar la repre-
sencion en una escala lineal para el eje de ordenadas. El alumno se dara cuenta
de que no le entra razonablemente en el papel y falseard mejor o peor la pro-
porcionalidad. Como resultado no obtendra una linea recta. Es interesante notar
que en este caso, el estudiante llega por si mismo a la necesidad de hacer una

compresion de datos, sin embargo le falta la herramienta para ello.
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363155 |- a

10950 |- 2

Q
Z
2704 |- 2

33

0 | | | |
0 5 10 15 20

dias

Apartado E.2
Los siguientes apartados conllevan hacer interpolaciones y extrapolaciones. Pueden
resolverse de dos formas: grafica y analitica. El método grafico sera el més proba-
ble puesto que se acercard mas a lo expuesto en clase. El segundo método es mas
complejo dado que requiere, a partir de un conjunto de datos desnudos, hacer una
hipotesis sobre la forma funcional y luego calcular los parametros. Sin mayor indi-
cacion previa, aunque el problema de herrero en este mismo examen les puede dar

una pista, esto posiblemente resulte excesivo para este curso.

Resoluciones posibles

Grafica. Basta buscar el punto del dia 7 en la grafica. En nuestro caso se ha re-
presentado con un triangulo verde. El valor del niimero de bacterias es de 5446,
aunque las soluciones fluctuaran en torno es este nimero por la imprecision
de la lectura de la grafica’!.

Analitica. Se trata de buscar una relacién funcional para los datos. El tipo de
fenomeno de que se trata apunta a un comportamiento exponencial. Cual-
quier funcién exponencial puede servir pero las bases 10 y e parecen las mas
habituales:

Tomando como unidad para el tiempo el dia, se podria conjeturar una de las

dos siguientes:

NB(t) = N() —|— A€at
Np(t) = My + B 10"

El siguiente paso es determinar los coeficientes a partir de los valores de los
puntos. Se obtiene Ng =0, A =10, a =09y My =0, B =10.02, 5 = 0.3908.
Con estos valores, el resto del problema puede resolverse (e interpretarse)

algebraicamente.

31Tomando como “regla gruesa” una incertidumbre de 1/4 de intervalo, se podria considerar una
variacién en el resultado de £125, lo que corresponde al intervalo (5321, 5571).
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Analitica con interpolacién logaritmica. Corresponderia a una aproxima-
cién intermedia de las dos anteriores. Tras la representacion grafica, el es-
tudiante puede optar por calcular la ecuacién de la recta que esta viendo

representada:

log(Ng =t) =mt+b

y tomar dos valores para hacer el ajuste. El valor de m y b corresponde al
valor de f calculado antes y b = log(B) ~ 1. A partir de aqui, sustituyendo
log (Np(t = 7)) ~ 3.736 y por tanto Np(t = 7) ~ 5451. El mismo proceso se

seguiria en caso de tomar logaritmos naturales.

Resoluciones erréneas. Obviaremos en este apartado las resoluciones erréneas

que se derivan de una inadecuada representacion grafica.

o Mala localizacién del punto que se solicita en la gréfica.
e Adecuada ubicacién del punto, pero mala lectura de la escala logaritmica.
o Ignorar la grifica y hacer interpolaciones lineales entre los valores de 3 y 9
dias. Podria ser una interpolacion grosera al punto medio.
Np(t =3)+ Np(t =9)

Np(t=1)= . = 16547

o algo mas refinadas, teniéndo en cuenta que no se trata del punto medio:

7T—3
Np(t=7) = Np(t =3) + [Np(t =9) — Np(t = 3)] 93 22013
o Usar modelos funcionales sin mayor justificacion. Por ejemplo, considerar que
el nimero de bacterias se duplica cada dia y aplicarlo. Partiendo del valor

conocido del dia 3 esto conduciria a Ng(t = 7) = Ng(t = 3) - 2* = 5103
Apartado E.3

Resoluciones posibles

Grafica. Una vez obtenida la linea recta azul, el corte con el eje se puede hacer
a mano alzada o con regla. La lectura directa de la grafica indicard que el
punto de corte con el eje de ordenadas es 10! = 10 (o0 1 en la escala de la
derecha, con los valores directamente expresados como logaritmos). Ese valor
se interpreta como el nimero de bacterias en el dia 0, es decir, al inicio del
experimento.

Algebraica. El corte con la grafica, por otra parte, corresponde a t = 0, luego
en este caso, tendriamos que Np(t =0) = B ~ 10.

Resoluciones erréneas. Asumiendo que se ha representando correctamente la
grafica de los puntos conocidos, el principal error en este apartado sera no inter-
pretar correctamente la expresion “en qué punto del eje de ordenadas se producira

el corte” y buscar un corte con el eje de abcisas. Esto conduciria a un valor ne-
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gativo para el dia, de dificil interpretacion y un niimero de bacterias tendiendo
a —oo, de mas dificil interpretacion.

El mismo problema puede ocurrir en caso de que no se haya representado co-
rrectamente la expresion, pero en este caso los resultados previsibles son més

inciertos.
Apartado E.4

Resoluciones posibles

Grafica. Este apartado requiere una extrapolacién en sentido contrario al an-
terior. A la vista de la grafica queda patente que para el dia 16 ya se habran
superado los 10 millones de bacterias, pero que el dia 15 se inicia con un
numero menor. Luego la respuesta es el dia 15. Debido a la imprecision del
método grafico también podria considerarse como correcto el dia 14.

Algebraica. Pasaria por invertir cualquiera de las expresiones anteriores para
determinar el instante en que se cruza el umbral de los 10 millones de bacterias.

Tomando la expresién con base 10, tendriamos:

=L (3)

que para y = 107 arroja un valor de ¢ = 15.35. A este mismo resultado se
podria haber llegado sin invertir la expresion, mediante tanteo numérico.
Resoluciones erréneas. Esta cuestion es de un corte similar a la D.2 por lo que
el analisis hecho para aquella es extrapolable a ésta. De manera mas especifica,
aparecen aqui dos dificultades anadidas que pueden llevar a error:
» No saber trasladar el valor de 10 millones (de bacterias) a un valor en el eje
de ordenadas.

o Confusién semantica: jel enunciado se refiere al inicio del dia? ;durante el
dia? ;al final del dia?

La valoracién de los errores para este problema segun la regla de tercios viene dado

en el cuadro 7.

10.7 Cobertura curricular y cognitiva. Puntuacién de la prue-
ba

Los problemas del examen contemplan los diversos bloques en que se ha dividido
la aplicacién de los logaritmos. El primero conecta mayormente con los contenidos de
cuarto de la ESO. El segundo con el uso de los logaritmos como herramienta aritmética.
El tercero y el cuarto, con las funciones logaritmicas, incluyendo este ultimo también
a las ecuaciones logaritmicas. Finalmente, el quinto problema hace referencia a las
escalas logaritmicas.

A su vez, cada una de las cuestiones atiende a uno o varios estandares de aprendi-

zaje, con la excepcion de algunas del primer problema que, como ya se ha mencionado,
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se enmarcan mas adecuadamente en el curriculo de cuarto de la ESO. Por otra parte,
dichos estandares, y los criterios de evaluacion de los que se desglosan, vienen asocia-
dos a un conjunto de competencias clave. En la tabla 10.7 se lista para cada cuestion el
conjunto de estos estandares y las competencias clave que se les asocia. Por brevedad
se ha omitido la competencia en Matematicas y Ciencia y Tecnologia, pues es aplicable
a todas.

Con objeto de tener una vision global del nivel de exigencia de la prueba se ha
clasificado el nivel cognitivo requerido para cada cuestion en base a la clasificacion del
marco tedrico del TIMSS Advanced 2015 (Mullis, ). Segtin este marco, los niveles

cognitivos de desempenio se organizan en tres niveles:

Conocer. Capacidad de recordar definiciones, terminologia, procedimientos propie-
dades. Se subclasifica en recordar, reconocer, calcular y recuperar informacion

Aplicar. Capacidad de aplicar lo conocido para la resoluciéon de problemas. En este
grupo se encuentran la mayor parte de los problemas convencionales que se desarro-
llan en el aula. Subdivisiones de este grupo son Determinar, Representar/Modelar
e tmplementar

Razonar. Implica afrontar un problema formulando conjeturas, haciendo deduccio-
nes légicas en base a hipdtesis especificas y justificar los resultados. Se divide en

analizar, sintetizar/integrar, evaluar, extraer conclusiones, generalizar y justificar

En cualquier caso esta clasificacion tiene un caracter orientativo, dado que el nivel
cognitivo va a depender del nivel de formacion previa del estudiante y de la forma en
que se ha desarrollado la unidad didactica.

Para dar una valoracién adecuada a cada apartado, vamos a seguir las indicaciones
del TIMMS, que considera que para el ultimo ano de secundaria debe considerar un
35% del nivel de conocer, un 35% del nivel de aplicar y un 30% del de razonar. Sin
embargo, atendiendo a que no se trata del iltimo afio de secundaria, que las actividades
de razonamiento llevan mas tiempo y el tiempo del examen es limitado, se han ajustado
estos niveles a un 40%, 40% y 20%, respectivamente. De forma adicional, el primer
problema se ha valorado menos que el resto por encontrarse (estrictamente) fuera del
curriculo. Con todo esto se propone la valoracién de cada apartado que figura en en
la tabla 10.7.

10.8 Correccion y actividades de aprovechamiento

Un elemento de evaluacién puede tener la finalidad de generar una nota para un
informe de evaluacién y/o puede formar parte de un proceso de evaluaciéon formativa.
Sadler ( ) indica que es conveniente aportar informacion al estudiante de forma
que pueda ser progresivamente mas capaz de monitorizar sus propias producciones y
autoregular de esa forma su aprendizaje. Por su parte Mauri y Barbera ( ) dividen
las situaciones de evaluacion en cinco actividades: preparacion, evaluacion, correc-

cién, comunicacion y aprovechamiento, siendo estas dos ultimas las que concentran el
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Est.MA.2.3.2.

Cuestion  TIMSS Puntuaciéon Estandares C.C.
Al Con.Recordar 0.5 (Est.MA.1.7.2.) CCL
A2 Con.Calcular 0.25
A3 Con.Calcular 0.25
B.1 Apl.Determinar 0.5 (Est.MA.2.3.1.)

B.2 Raz.Integrar 0.5 (Est.MA.1.2.3.) (Est.MA.1.7.3.) CCL
(Est.MA.2.3.1.) CAA

B.3 Apl.Determinar 0.5 (Est.MA.1.2.3.) (Est.MA.1.7.3.) CAA
(Est.MA.2.3.1.)

C.1 Con.Reconocer 1 (Est.MA.3.1.1.)

C.2 Raz.Integrar 0.5 (Est.MA.1.2.4.) (Est.MA.1.7.3.) CAA
(Est.MA.1.2.2.) (Est.MA.3.1.1.)

D.1 Con.Calcular 1 (Est.MA.2.3.2.) (Est.MA.1.84.)

D.2 Apl.Determinar 1 (Est.MA.1.2.1.) (Est.MA.1.8.4.)
(Est.MA.2.3.2.)

D.3 Apl.Determinar 1 (Est.MA.1.24.) (Est.MA.1.2.1.) CCL
(Est.MA.1.2.1.) (Est.MA.1.7.3.) CAA
(Est.MA.2.3.2.)

E.l Apl.Representar 1 (Est.MA.1.7.2.) (Est.MA.2.3.2.)

E.2 Raz.Analizar 0.5 (Est.MA.1.2.3.) (Est.MA.1.84.) CAA
(Est.MA.1.2.1.) (Est.MA.2.3.2.)

E.3 Con.Recuperar 1 (Est.MA.1.2.1.) (Est.MA.1.7.3.) CAA
(Est.MA.1.84.) (Est.MA.2.3.2.)

E.4 Raz.Analizar 0.5 (Est.MA.1.2.3.) (Est.MA.1.8.4.)
( )

Cuadro 8: Clasificacién cognitiva, estandares de aprendizaje, competencias clave, va-
loracién de las cuestiones del examen y relacion con praxeologias.
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suministro de realimentacion a los estudiantes.
Habiendo cubierto en las secciones anteriores la parte destinada a la preparacion,

se propone implementar las restantes del siguiente modo:

Evaluacién En vista de la orientacién no presencial que parece que se va a imponer
en el futuro inmediato, la prueba se podria ejecutar poniéndola a disposicién de los
estudiantes a una hora determinada a través de correo electronico y emplazandoles
a que la resuelvan y reenvien en un plazo determinado. No se llevarian a cabo con-
troles via cdmaras o micréfonos dado que son ineficientes y facilmente enganables.
Para evitar actividades fraudulentas se confiaria en asignar datos diferentes a cada
examen, hacer hincapié en las respuestas textuales (mas complicadas de copiar),
simultaneidad de ejecucién y una duracion temporal razonable pero limitada.

Correccion Se llevara a cabo por parte del profesor, utilizando la regla de tercios y
en el plazo méas razonablemente breve posible. Hay que notar que la regla de tercios
aboga por una consideracion atomistica del examen y se pueden perder matices
mas holisticos, que aunque no se han contemplado de alguna manera deberian
incorporarse.

En el caso de que el examen realmente se haya hecho a distancia, podria considerarse
emplazar a algunos de los alumnos (o todos) una entrevista para que expusieran
parte del examen y respondan a preguntas.

Comunicacién Se publicarian las calificaciones obtenidas junto con la resolucion del
examen. Se indicaria que no se trata de la tinica soluciéon posible.

Actividad de aprovechamiento Cualquier actividad de aprovechamiento inevita-
blemente va a ser interpretada por los estudiantes como un trabajo o carga adi-
cional. Por ello, esta actividad no se llevara a cabo con los estudiantes que hayan
obtenido una nota superior a 6.5, para los que, en cualquier caso, se presupone que
dominan lo suficiente la materia para no necesitarlas. Aunque no es lo que se busca,
de forma lateral esta medida puede suponer un aliciente adicional para todos los
estudiantes para obtener un buen resultado en la prueba.

Para el resto, se abrird una sesiéon de para que hagan comentarios y/o expresen
dudas sobre la realizaciéon de los problemas. Tras esto se les asignarda uno de los
examenes, adecuadamente anonimizado y tendran que corregirlo, siguiendo la regla
de los tercios y presentar un pequeno informe de correccion. Con esta actividad se
pretende, entre otros objetivos, que el estudiante progrese en su capacidad de auto-
evaluarse conforme progresa en el estudio (Sadler, ). El informe serd revisado
por el profesor y enviado al autor del examen. Si se sospecha que la correccién entre
pares puede tener riesgos de crear tensiones en la clase, cada estudiante se corregira

su propio examen.
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Anexos

A Extractos Curriculares

La evaluacion de las competencias clave y su relacion con los estdandares de apren-
dizaje queda recogido en Orden ECD/65/2015, de 21 de enero.

A.1 Logaritmos en el curriculo de ESO

En los tres primeros cursos de la ESO no se introduce el concepto de logaritmo y
unicamente aparecen referencias a potencias con exponente natural.

En el cuarto curso y dentro de la opcién de ensenianzas aplicadas no hay salto
de los potencias de exponente natural a exponente racional. Sin embargo hay una
mencion lateral a la funciéon exponencial en el bloque de funciones que resulta un poco

sorprendente, o que implica implicitamente el exponente racional.

% Interpretacién de un fenémeno descrito mediante un enunciado, tabla, grafica o
expresion analitica.
% Estudios de otros modelos funcionales y descripciéon de sus caracteristicas, usando
el lenguaje matematico apropiado. Aplicacién en contextos reales.
Crit. MAAP.4.1. [CMCT-CSC] Identificar relaciones cuantitativas en una situa-
cion, determinar el tipo de funcién que puede representarlas. Aproximar e inter-
pretar la tasa de variacion media a partir de una gréfica, de datos numéricos o
mediante el estudio de los coeficientes de la expresién algebraica.
Est. MAAP.4.1.1. Est. MAAP.4.1.2 Identifica y explica relaciones entre magni-
tudes que pueden ser descritas mediante una relacién funcional (lineal, cua-
drética, proporcionalidad inversa y exponencial), asociando las graficas con
sus correspondientes expresiones algebraicas.

Para la opcion de ensenanzas académicas, se introducen los exponentes racionales
y se inicia el estudio de funciones elementales en las que se incluye la exponencial y la

logaritmica.

% Potencias de exponente racional. Operaciones y propiedades.
% Logaritmos. Definicién y propiedades.
Crit. MAAC.2.2. [CMCT] Utilizar los distintos tipos de niimeros y operaciones,
junto con sus propiedades, para recoger, transformar e intercambiar informacién
y resolver problemas relacionados con la vida diaria y otras materias del ambito
académico.
Est.MAAC.2.2.3. Establece las relaciones entre radicales y potencias, opera
aplicando las propiedades necesarias y resuelve problemas contextualizados.

% Interpretacién de un fenémeno descrito mediante un enunciado, tabla, grafica o
expresién analitica.
% Reconocimiento de otros modelos funcionales: aplicaciones a contextos y situa-

ciones reales.
Crit. MAAC.4.1. [CMCT)] Identificar relaciones cuantitativas en una situacion,
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determinar el tipo de funcién que puede representarlas, y aproximar e interpretar
la tasa de variacién media a partir de una grafica, de datos numéricos o mediante
el estudio de los coeficientes de la expresién algebraica.

Est. MAAC.4.1.1. Identifica y explica relaciones entre magnitudes que pueden
ser descritas mediante una relacion funcional y asocia las gréaficas con sus co-
rrespondientes expresiones algebraicas

Est.MAAC.4.1.2. Explica y representa graficamente el modelo de relacién entre
dos magnitudes para los casos de relaciéon lineal, cuadratica, proporcionalidad
inversa, exponencial y logaritmica, empleando medios tecnolégicos, si es pre-
ciso.

Est.MAAC.4.1.3. Identifica, estima o calcula pardmetros caracteristicos de fun-
ciones elementales.

Est. MAAC.4.1.6. Interpreta situaciones reales que responden a funciones sen-
cillas: lineales, cuadraticas, de proporcionalidad inversa, definidas a trozos y
exponenciales y logaritmicas.

A.2 Logaritmos en el curriculo de Bachiller

En el primer curso de bachiller, para la asignatura de mateméticas I, dentro de

opcion de Ciencias, se entra ya completamente en el tema:

% Sucesiones numéricas: término general, monotonia y acotaciéon. El ntimero e.

% Logaritmos decimales y neperianos. Ecuaciones logaritmicas y exponenciales.
Crit.MA.2.3. [CMCT] Valorar las aplicaciones del ntimero “e” y de los logaritmos
utilizando sus propiedades en la resoluciéon de problemas extraidos de contextos
reales.

(Est.MA.2.3.1.) Aplica correctamente las propiedades para calcular logaritmos
sencillos en funcién de otros conocidos.

(Est.MA.2.3.2.) Resuelve problemas asociados a fenémenos fisicos, biologicos
o econémicos mediante el uso de logaritmos y sus propiedades.

% Funciones basicas: polindmicas, racionales sencillas, valor absoluto, raiz, trigono-

métricas y sus inversas, exponenciales, logaritmicas y funciones definidas a trozos.
Crit.MA.3.1. [CMCT-CD] Identificar funciones elementales, dadas a través de
enunciados, tablas o expresiones algebraicas, que describan una situacién real,
y analizar, cualitativa y cuantitativamente, sus propiedades, para representarlas
graficamente y extraer informacién practica que ayude a interpretar el fenémeno
del que se derivan.

(Est.MA.3.1.1.) Reconoce analitica y graficamente las funciones reales de va-
riable real elementales.

Dado que la prueba de evaluacién que se propone esta orientado para este nivel,

se incluyen ademaés los elementos de bloque 1 que son relevantes:

% Planificacién del proceso de resolucion de problemas.

x Estrategias y procedimientos puestos en practica: relaciéon con otros problemas
conocidos, modificacién de variables, suponer el problema resuelto.

% Soluciones y/o resultados obtenidos: coherencia de las soluciones con la situacién,
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revision sistematica del proceso, otras formas de resolucién, problemas parecidos, ge-
neralizaciones y particularizaciones interesantes.
% Iniciacién a la demostracion en matematicas: métodos, razonamientos, lenguajes,
etc.
% Meétodos de demostracion: reduccién al absurdo, método de induccion, contra-
ejemplos, razonamientos encadenados, etc.
% Razonamiento deductivo e inductivo.
% Lenguaje grafico, algebraico, otras formas de representacién de argumentos; Ela-
boracién y presentacién oral y/o escrita de informes cientificos sobre el proceso
seguido en la resolucion de un problema o en la demostracién de un resultado ma-
tematico.
% Confianza en las propias capacidades para desarrollar actitudes adecuadas y
afrontar las dificultades propias del trabajo cientifico.
% Utilizacién de medios tecnoldgicos en el proceso de aprendizaje para:
b) la elaboracién y creacién de representaciones gréaficas de datos numéricos,
funcionales o estadisticos.
c) facilitar la comprensién de propiedades geométricas o funcionales y la realizacién
de calculos de tipo numérico, algebraico o estadistico.
d) el diseio de simulaciones y la elaboracién de predicciones sobre situaciones
matematicas diversas.
f) comunicar y compartir, en entornos apropiados, la informacion y las ideas
matematicas.
Crit.MA.1.2. [CCL-CMCT-CAA] Utilizar procesos de razonamiento y estrategias
de resoluciéon de problemas, realizando los calculos necesarios y comprobando las
soluciones obtenidas.

(Est.MA.1.2.1.) Analiza y comprende el enunciado a resolver o demostrar (da-
tos, relaciones entre los datos, condiciones, hipotesis, conocimientos matema-
ticos necesarios, etc.).

(Est.MA.1.2.2.) Valora la informacién de un enunciado y la relaciona con el
nimero de soluciones del problema.

(Est.MA.1.2.3.) Realiza estimaciones y elabora conjeturas sobre los resultados
de los problemas a resolver, valorando su utilidad y eficacia.

(Est.MA.1.2.4.) Utiliza estrategias heuristicas y procesos de razonamiento en
la resolucién de problemas.

Crit.MA.1.3. [CCL-CMCT-CAA| Realizar demostraciones sencillas de propieda-
des o teoremas relativos a contenidos algebraicos, geométricos, funcionales, esta-
disticos y probabilisticos.

(Est.MA.1.3.1.) Utiliza diferentes métodos de demostraciéon en funcién del
contexto matemadtico.

Crit.MA.1.4. [CCL-CMCT-CD-CIEE] Elaborar un informe cientifico escrito que
sirva para comunicar las ideas matematicas surgidas en la resolucién de un pro-
blema o en una demostracién con el rigor y la precision adecuados.
(Est.MA.1.7.2.) Usa el lenguaje, la notacién y los simbolos matematicos ade-
cuados al contexto del problema de investigacion.
(Est.MA.1.7.3.) Utiliza argumentos, justificaciones, explicaciones y razona-
mientos explicitos y coherentes.
Crit.MA.1.8. [CMCT-CIEE-CSC] Desarrollar procesos de matematizacién en con-
textos de la realidad cotidiana (numéricos, geométricos, funcionales, estadisticos

o probabilisticos) a partir de la identificacién de problemas en situaciones de la
realidad.
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(Est.MA.1.8.4.) Interpreta la solucién matematica del problema en el contexto
de la realidad.

Crit.MA.1.10.[CMCT-CAA-CIEE] Desarrollar y cultivar las actitudes personales
inherentes al quehacer matematico.

(Est.MA.1.10.1.) Desarrolla actitudes adecuadas para el trabajo en mateméti-
cas: esfuerzo, perseverancia, flexibilidad para la aceptacién de la critica razona-
da, convivencia con la incertidumbre, tolerancia de la frustracién, autoanélisis
continuo, autocritica constante, etc

B Referencias Legislativas

Orden de 22 de marzo de 1975, por la que se desarrolla el Decreto 160/1975, de
23 de enero, que aprueba el Plan de Estudios de Bachillerato y regula el Curso de
Orientacion Universitaria.

Orden ECD/489/2016, de 26 de mayo, por la que se aprueba el curriculo de la
Educacion Secundaria Obligatoria y se autoriza su aplicacion en los centros docentes
de la Comunidad Auténoma de Aragdn.

Orden ECD/494/2016, de 26 de mayo, por la que se aprueba el curriculo del
Bachillerato y se autoriza su aplicacion en los centros docentes de la Comunidad
Auténoma de Aragdn.

Orden ECD/65/2015, de 21 de enero, por la que se describen las relaciones en-
tre las competencias, los contenidos y los criterios de evaluacion de la educacién
primaria, la educacién secundaria obligatoria y el bachillerato..

Real Decreto 562/2017, de 2 de junio, por el que se regulan las condiciones para
la obtencién de los titulos de Graduado en Educacién Secundaria Obligatoria y
de Bachiller, de acuerdo con lo dispuesto en el Real Decreto-ley 5/2016, de 9 de
diciembre, de medidas urgentes para la ampliacion del calendario de implantacion de
la Ley Orgénica 8/2013, de 9 de diciembre, para la mejora de la calidad educativa.

Resolucion de 1 de marzo de 1978, de las Direcciones Generales de Ensenanzas
Medias y de Universidades por la que se establecen los contenidos y orientaciones
metodologicas del Curso de Orientacion Universitaria y se dictan instrucciones sobre

el mismo.

C Normativa referente a la evaluaciéon

El art. 19 de la Orden ECD/494/2016, de 26 de mayo establece una serie de indi-
caciones sobre la evaluacion. Por su relevancia con respecto a este trabajo, destacamos

las siguientes:

o Los referentes para la comprobacion del grado de adquisicion de las competencias

clave y el logro de los objetivos de la etapa (...) serdn los criterios de evaluacion y
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los estandares de aprendizaje evaluables
o La evaluacion del aprendizaje del alumnado serd continua (...) tendrd un cardcter

formativo
Por su parte, la Orden ECD/65/2015, de 21 de enero, indica que:

o (Art. 5.5) Los criterios de evaluacion deben servir de referencia para valorar lo que
el alumnado sabe y sabe hacer en cada drea o materia. Estos criterios de evaluacion
se desglosan en estandares de aprendizaje evaluables. Para valorar el desarrollo
competencial del alumnado, serdn estos estdndares de aprendizaje evaluables, como
elementos de mayor concrecion, observables y medibles, los que, al ponerse en re-
lacion con las competencias clave, permitiran graduar el rendimiento o desempeno
alcanzado en cada una de ellas.

o (Art. 7.3) La evaluacion del grado de adquisicion de las competencias debe estar
integrada con la evaluacion de los contenidos, en la medida en que ser competente
supone mouvilizar los conocimientos, destrezas, actitudes y valores para dar respuesta
a las situaciones planteadas, dotar de funcionalidad a los aprendizajes y aplicar lo

que se aprende desde un planteamiento integrador.

Siglas

CIDEAD Centro para la Innovaciéon y Desarrollo de la Educacién a Distancia.
COU Curso de Orientacién Universitaria.

ESO Educacion Secundaria Obligatoria.

LGE Ley General de Educacién.

LOMCE Ley Orgéanica de Mejora de la Calidad Educativa.

MER Modelo Epistemologico de Referencia.

REI Recorrido de Ensenanza e Investigacion.

TAD Teoria Antropolégica de lo Didéctico.

TFM Trabajo Fin de Master.

D Scripts de GeoGebra

En este anexo se muestran algunos scripts de Geogebra que pueden servir de apoyo

a alguna de las actividades.

D.1 Tabla (a, £a)

Para evitar la molestia que supone la utilizacién de tablas, este script permite
realizar consultas de la tabla (a, £a) en ambas direcciones. Aunque no se indica ex-
plicitamente, corresponde a la tabla de logaritmos de base 7. El script esté disponible

aqui.
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https://www.geogebra.org/m/ycfdxzg6

= GeaGebra

Tabla (a, La)

Autor: ChilEIMilano

a La
7234243 8.1166832343

19 H 2

D.2 Ajuste de funcién exponencial

Con esta actividad se pretende que los estudiantes analicen el comportamiento de
una curva del tipo:

y = Aek(m—ro)

segun se varia el valor de sus parametros A, k, xg. Ademas incorpora 10 puntos libres
a fin de que se puedan utilizar para marcar las coordenadas de puntos concreto y usar
los deslizadores que controlan los parametros para tratar de realizar un ajuste grafico
de la curva. El script esta disponible aqui.

= GeaGebra

Ajuste Curva Exponencial

Autor: ChilEWMano.

IRGIi 903 £0-03(z—0.3)
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https://www.geogebra.org/m/pmabvqwj

TABLA DE VALORES (a, £a)

a La | a La | a La | a La | a La \ a La
0.610 -0.2540 | 0.675 -0.2020 | 0.740 -0.1547 | 0.805 -0.1115 | 0.870 -0.0716 | 0.935 -0.0345
0.611 -0.2532 | 0.676 -0.2012 | 0.741 -0.1540 | 0.806 -0.1108 | 0.871 -0.0710 | 0.936 -0.0340
0.612 -0.2523 | 0.677 -0.2005 | 0.742 -0.1534 | 0.807 -0.1102 | 0.872 -0.0704 | 0.937 -0.0334
0.613 -0.2515 | 0.678 -0.1997 | 0.743 -0.1527 | 0.808 -0.1096 | 0.873 -0.0698 | 0.938 -0.0329
0.614 -0.2507 | 0.679 -0.1989 | 0.744 -0.1520 | 0.809 -0.1089 | 0.874 -0.0692 | 0.939 -0.0323
0.615 -0.2498 | 0.680 -0.1982 | 0.745 -0.1513 | 0.810 -0.1083 | 0.875 -0.0686 | 0.940 -0.0318
0.616 -0.2490 | 0.681 -0.1974 | 0.746 -0.1506 | 0.811 -0.1077 | 0.876 -0.0680 | 0.941 -0.0313
0.617 -0.2482 | 0.682 -0.1967 | 0.747 -0.1499 | 0.812 -0.1070 | 0.877 -0.0674 | 0.942 -0.0307
0.618 -0.2473 | 0.683 -0.1959 | 0.748 -0.1492 | 0.813 -0.1064 | 0.878 -0.0669 | 0.943 -0.0302
0.619 -0.2465 | 0.684 -0.1952 | 0.749 -0.1485 | 0.814 -0.1058 | 0.879 -0.0663 | 0.944 -0.0296
0.620 -0.2457 | 0.685 -0.1944 | 0.750 -0.1478 | 0.815 -0.1051 | 0.880 -0.0657 | 0.945 -0.0291
0.621 -0.2448 | 0.686 -0.1937 | 0.7561 -0.1472 | 0.816 -0.1045 | 0.881 -0.0651 | 0.946 -0.0285
0.622 -0.2440 | 0.687 -0.1929 | 0.752 -0.1465 | 0.817 -0.1039 | 0.882 -0.0645 | 0.947 -0.0280
0.623 -0.2432 | 0.688 -0.1922 | 0.7563 -0.1458 | 0.818 -0.1032 | 0.883 -0.0639 | 0.948 -0.0274
0.624 -0.2424 | 0.689 -0.1914 | 0.754 -0.1451 | 0.819 -0.1026 | 0.884 -0.0634 | 0.949 -0.0269
0.625 -0.2415 | 0.690 -0.1907 | 0.755 -0.1444 | 0.820 -0.1020 | 0.885 -0.0628 | 0.950 -0.0264
0.626 -0.2407 | 0.691 -0.1899 | 0.756 -0.1437 | 0.821 -0.1014 | 0.886 -0.0622 | 0.951 -0.0258
0.627 -0.2399 | 0.692 -0.1892 | 0.757 -0.1431 | 0.822 -0.1007 | 0.887 -0.0616 | 0.952 -0.0253
0.628 -0.2391 | 0.693 -0.1885 | 0.758 -0.1424 | 0.823 -0.1001 | 0.888 -0.0610 | 0.953 -0.0247
0.629 -0.2383 | 0.694 -0.1877 | 0.759 -0.1417 | 0.824 -0.0995 | 0.889 -0.0605 | 0.954 -0.0242
0.630 -0.2374 | 0.695 -0.1870 | 0.760 -0.1410 | 0.825 -0.0989 | 0.890 -0.0599 | 0.955 -0.0237
0.631 -0.2366 | 0.696 -0.1862 | 0.761 -0.1404 | 0.826 -0.0982 | 0.891 -0.0593 | 0.956 -0.0231
0.632 -0.2358 | 0.697 -0.185 | 0.762 -0.1397 | 0.827 -0.0976 | 0.892 -0.0587 | 0.957 -0.0226
0.633 -0.2350 | 0.698 -0.1848 | 0.763 -0.1390 | 0.828 -0.0970 | 0.893 -0.0582 | 0.958 -0.0221
0.634 -0.2342 | 0.699 -0.1840 | 0.764 -0.1383 | 0.829 -0.0964 | 0.894 -0.0576 | 0.959 -0.0215
0.635 -0.2334 | 0.700 -0.1833 | 0.765 -0.1377 | 0.830 -0.0958 | 0.895 -0.0570 | 0.960 -0.0210
0.636 -0.2326 | 0.701 -0.1826 | 0.766 -0.1370 | 0.831 -0.0951 | 0.896 -0.0564 | 0.961 -0.0204
0.637 -0.2318 | 0.702 -0.1818 | 0.767 -0.1363 | 0.832 -0.0945 | 0.897 -0.0559 | 0.962 -0.0199
0.638 -0.2310 | 0.703 -0.1811 | 0.768 -0.1357 | 0.833 -0.0939 | 0.898 -0.0553 | 0.963 -0.0194
0.639 -0.2301 | 0.704 -0.1804 | 0.769 -0.1350 | 0.834 -0.0933 | 0.899 -0.0547 | 0.964 -0.0188
0.640 -0.2293 | 0.705 -0.1796 | 0.770 -0.1343 | 0.835 -0.0927 | 0.900 -0.0541 | 0.965 -0.0183
0.641 -0.2285 | 0.706 -0.1789 | 0.771 -0.1336 | 0.836 -0.0921 | 0.901 -0.0536 | 0.966 -0.0178
0.642 -0.2277 | 0.707 -0.1782 | 0.772 -0.1330 | 0.837 -0.0914 | 0.902 -0.0530 | 0.967 -0.0172
0.643 -0.2269 | 0.708 -0.1775 | 0.773 -0.1323 | 0.838 -0.0908 | 0.903 -0.0524 | 0.968 -0.0167
0.644 -0.2261 | 0.709 -0.1767 | 0.774 -0.1317 | 0.839 -0.0902 | 0.904 -0.0519 | 0.969 -0.0162
0.645 -0.2253 | 0.710 -0.1760 | 0.775 -0.1310 | 0.840 -0.0896 | 0.905 -0.0513 | 0.970 -0.0157
0.646 -0.2246 | 0.711 -0.1753 | 0.776 -0.1303 | 0.841 -0.0890 | 0.906 -0.0507 | 0.971 -0.0151
0.647 -0.2238 | 0.712 -0.1746 | 0.777 -0.1297 | 0.842 -0.0884 | 0.907 -0.0502 | 0.972 -0.0146
0.648 -0.2230 | 0.713 -0.1738 | 0.778 -0.1290 | 0.843 -0.0878 | 0.908 -0.0496 | 0.973 -0.0141
0.649 -0.2222 | 0.714 -0.1731 | 0.779 -0.1283 | 0.844 -0.0872 | 0.909 -0.0490 | 0.974 -0.0135
0.650 -0.2214 | 0.715 -0.1724 | 0.780 -0.1277 | 0.845 -0.0866 | 0.910 -0.0485 | 0.975 -0.0130
0.651 -0.2206 | 0.716 -0.1717 | 0.781 -0.1270 | 0.846 -0.0859 | 0.911 -0.0479 | 0.976 -0.0125
0.652 -0.2198 | 0.717 -0.1710 | 0.782 -0.1264 | 0.847 -0.0853 | 0.912 -0.0473 | 0.977 -0.0120
0.653 -0.2190 | 0.718 -0.1702 | 0.783 -0.1257 | 0.848 -0.0847 | 0.913 -0.0468 | 0.978 -0.0114
0.654 -0.2182 | 0.719 -0.1695 | 0.784 -0.1251 | 0.849 -0.0841 | 0.914 -0.0462 | 0.979 -0.0109
0.655 -0.2174 | 0.720 -0.1688 | 0.785 -0.1244 | 0.850 -0.0835 | 0.915 -0.0457 | 0.980 -0.0104
0.656 -0.2167 | 0.721 -0.1681 | 0.786 -0.1237 | 0.851 -0.0829 | 0.916 -0.0451 | 0.981 -0.0099
0.657 -0.2159 | 0.722 -0.1674 | 0.787 -0.1231 | 0.852 -0.0823 | 0.917 -0.0445 | 0.982 -0.0093
0.658 -0.2151 | 0.723 -0.1667 | 0.788 -0.1224 | 0.853 -0.0817 | 0.918 -0.0440 | 0.983 -0.0088
0.659 -0.2143 | 0.724 -0.1660 | 0.789 -0.1218 | 0.854 -0.0811 | 0.919 -0.0434 | 0.984 -0.0083
0.660 -0.2135 | 0.725 -0.1653 | 0.790 -0.1211 | 0.855 -0.0805 | 0.920 -0.0428 | 0.985 -0.0078
0.661 -0.2128 | 0.726 -0.1646 | 0.791 -0.1205 | 0.856 -0.0799 | 0.921 -0.0423 | 0.986 -0.0072
0.662 -0.2120 | 0.727 -0.1638 | 0.792 -0.1198 | 0.857 -0.0793 | 0.922 -0.0417 | 0.987 -0.0067
0.663 -0.2112 | 0.728 -0.1631 | 0.793 -0.1192 | 0.858 -0.0787 | 0.923 -0.0412 | 0.988 -0.0062
0.664 -0.2104 | 0.729 -0.1624 | 0.794 -0.118 | 0.859 -0.0781 | 0.924 -0.0406 | 0.989 -0.0057
0.665 -0.2097 | 0.730 -0.1617 | 0.795 -0.1179 | 0.860 -0.0775 | 0.925 -0.0401 | 0.990 -0.0052
0.666 -0.2089 | 0.731 -0.1610 | 0.796 -0.1172 | 0.861 -0.0769 | 0.926 -0.0395 | 0.991 -0.0046
0.667 -0.2081 | 0.732 -0.1603 | 0.797 -0.1166 | 0.862 -0.0763 | 0.927 -0.0390 | 0.992 -0.0041
0.668 -0.2073 | 0.733 -0.1596 | 0.798 -0.1160 | 0.863 -0.0757 | 0.928 -0.0384 | 0.993 -0.0036
0.669 -0.2066 | 0.734 -0.1589 | 0.799 -0.1153 | 0.864 -0.0751 | 0.929 -0.0378 | 0.994 -0.0031
0.670 -0.2058 | 0.735 -0.1582 | 0.800 -0.1147 | 0.865 -0.0745 | 0.930 -0.0373 | 0.995 -0.0026
0.671 -0.2050 | 0.736 -0.1575 | 0.801 -0.1140 | 0.866 -0.0739 | 0.931 -0.0367 | 0.996 -0.0021
0.672 -0.2043 | 0.737 -0.1568 | 0.802 -0.1134 | 0.867 -0.0733 | 0.932 -0.0362 | 0.997 -0.0015
0.673 -0.2035 | 0.738 -0.1561 | 0.803 -0.1127 | 0.868 -0.0727 | 0.933 -0.0356 | 0.998 -0.0010
0.674 -0.2027 | 0.739 -0.1554 | 0.804 -0.1121 | 0.869 -0.0722 | 0.934 -0.0351 | 0.999 -0.0005
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