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Prologo

A lo largo de la historia, la localizacion de los ceros de funciones ha sido objeto de un gran niimero
de estudios matematicos. El Teorema Fundamental del Algebra afirma que todo polinomio se puede
factorizar en C como producto de funciones lineales de la forma (x — x;), con x; los ceros del polinomio.
Sin embargo, si el nimero de ceros fuera infinito, el producto no convergeria en general. El Teorema
de factorizacion de Weierstrass generaliza el Teorema Fundamental del Algebra a funciones enteras
en C con finitos o infinitos ceros. En este trabajo veremos que cualquier funcién holomorfa se puede
factorizar como un producto infinito de funciones holomorfas que involucran a los ceros de la funcién.
Y también el reciproco, definiendo un producto infinito que cumpla una serie de condiciones, se puede
definir una funcién holomorfa que tenga los ceros que queramos con las multiplicidades que queramos.

Para ello vamos a estudiar propiedades de los productos infinitos, en concreto su convergencia.
Veremos bajo qué condiciones podemos definir una funcién holomorfa mediante productos infinitos, y
cuando estos convergen. Todo este estudio estd fuertemente ligado con la convergencia de series.

Mediante la Férmula de Jensen estudiaremos cémo varia la densidad de ceros de funciones acotadas
y holomorfas en el disco unidad D, segiin aumentemos el radio. Y con los Productos de Blashcke vere-
mos las condiciones que tienen que cumplir los ceros de funciones holomorfas y acotadas localizados
en el disco unidad.

Por ultimo, todo este estudio tiene una relacion directa en las conocidas funciones Gamma de Euler
y Zeta de Riemann. La funcién Gamma se puede definir como un producto infinito, aplicando de forma
directa el terorema de factorizacién de Weierstrass. En cuanto a la funcién Zeta, es evidente la impor-
tancia de la localizacion de sus ceros, ya que la Hipédtesis de Riemann es uno de los problemas abiertos
mads importantes de la actualidad. Ademds, estd relacionada con la teorfa de nimeros, ya que la Férmula
de Euler expresa la funcién Zeta como un producto infinito cuyo factor n-ésimo estd definido a partir
del n-ésimo primo.
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Abstract

The main goal of this work is the study of zeros of holomorphic functions. The location and the
growth of the number of zeros are some of the main objectives of this work. This study can be applied
in order to factorize functions using Weierstrass’ factorization Theorem. As we are able to develop
analytic functions in power series, with Weierstrass factorization Theorem we are able to express holo-
morphic functions as infinite products of holomorphic functions. Another goal of the work is to see the
direct consequences, and the importance of the study of zeros of holomorphic functions. The examples
that we use are the Euler Gamma function, which is defined as an infinite product, and the Riemann Zeta
function, which has one of the most important open problems in mathematics: Riemann Hypothesis.

Throughout first chapter, we work with infinite products. In this chapter we obtain the basics in
order to develop next chapters. An infinte product is an expression of the form [],(a,). First of all we
state the definition of convergence, and we see the sufficient and neccesary conditions for an infinity
product of complex numbers to converge. This conditions are related with the absolute convergence of
the series },(1 — a,), as we may expect. This results allow us to determine the conditions of conver-
gence of infinite products of holomorphic functions. This chapter ends with a result of the conditions to
determine when an infinite product of holomorphic functions defines a holomorphic function.

In the second chapter, we define the elementary factors: entire functions with an only zero in the
point z = 1. This functions have the quality to be very similar to 1 on the unity disc ID. With a change
of variable in the elementary factors, we obtain functions with a zero in a chosen point. We can define
then a product of elementary factors, which remains an entire functions with a prescribed sequence of
zeros. Applying the theory studied in the previous chapter, with some hypothesis, the infinite product of
elementary factors converge, and then we can define an entire function with infinite zeros at the points
that we have chosen, and only this zeros. The converse result of this theorem is Weierstrass factorization
Theorem. It states that given an entire function, we can express it as a product of one entire function
with no zeros and an infinite product of elementary factors. One of the main consequences of Weiers-
trass factorization Theorem, is the fact that every meromorphic function is a quotient of holomorphic
functions.

Throughout next section, we study the location of zeros of holomorphic functions which are boun-
ded in the unity disc ID. In order to develop this section, we define Jensen’s Formula. Jensen’s Formula
establishes a connection between the modulus of the zeros of a function f inside a disc of radius r, and
the average of log|f(z)| on the boundary circle |z| = r. This formula can be seen as a generalisation of
the mean value property of harmonic functions. Jensen’s formula allows us to see the relation between
the growth of the function and the number of zeroes inside a disc. In particular, we show that there is
a bound of the number of zeros of a function inside a disc, related to the maximum modulus of the
function in the boundary of the disc of double radius.

In the third section we study Blashcke products. A Blashcke product is a bounded holomorphic fun-
ction in the unity disc D constructed to have zeros at a finite or infinte sequence of prescribed complex
numbers. We can represent it as a finite of infinite product of holomorphic functions, each one with a
zero in a chosen point. In order to define Blashcke products, the chosen points for the zeros ay,as, ...

\Y%



VI Abstract

have to satisty blashcke condition: ¥, (1 + |a,|) < c. This condition turns out to be sufficient in or-
der to define a Blashcke product. We also define Nevanlinna class, a set of functions which includes
bounded holomorphic functions. We see that the Blashcke condition is not only sufficient, but necessary
in order to define a function of Nevanlinne class that has infinite zeros in the unity disc ID. We conclu-
de this section with a theorem that describes the behavour of Blashcke products near the boundary of .

Third chapter is dedicated to study Euler Gamma function and Riemann Zeta function. Euler Gam-
ma function can be defined as an infinite product. In order to do it, we use Weierstrass factorization
Theorem. We define an entire function with the points 0,—1,—2,... as zeros, and then we take the
inverse, which turns out to be a meromorphic function with zeros at the points 0,—1,—2,... . With
Bohr-Mollerup theorem, we can characterize the Gamma function as the unique extension of the facto-
rial to C\ {0,—1,-2,...} satisfying a log-convexity property on the positive real axis. Another way to
express Gamma function is through Gauss’s Formula, which we use to get the Gamma functional equa-
tion. Finally, we define Gamma function integral form in order to relate it with Riemann Zeta function.

Throughout last section we work with Riemann Zeta function. Riemann Zeta function is defined as
a meromorphic function in C with a pole in z = 1. We can relate it with Euler Gamma function in a way
that Gamma function appears in the expression of Zeta function. It satisfies a functional equation that
is used to find the trivial zeros, that are the points z = —2, —4, —6,... . Riemann functional equation is
also used to determine that all the zeros of Zeta satisfy that Re(z) € [0, 1]. The problem of classifying
the zeros of the Zeta function is a formidable (and unsolved) task. Riemann Hypothesis states that all
the non-trivial zeros of Zeta function satisfy that Re(z) = 1/2. In order to note the relation between
Riemann Hypothesis and number theory, we finish the work with Euler’s Formula, which express Zeta
function as an infinite product whose n-th factor is defined from the n-th prime number.
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Capitulo 1

Productos Infinitos

Comenzaremos este capitulo definiento los productos infinitos, y mostrando que su convergencia
es bastante similar a las de las sumas infinitas o series. Al igual que utilizamos series para expresar
funciones analiticas en series de potencias, en este capitulo veremos que podemos factorizar funciones
analiticas en productos infinitos. Ademads, veremos una serie de resultados tedricos sobre convergencia
de productos infinitos que nos servirdn mds adelante.

1.1. Productos infinitos

Un producto infinito es una expresion de la forma uuyus..., que denotamos como [T, u,, donde
los u,, son nimeros complejos. De forma andloga a las series, se podria estar tentado a decir que un
producto infinito converge, si limy_,c quvzl u, existe. Sin embargo, esta definicién estaria incompleta,
ya que si uno de los u, fuera 0, el producto infinito convergeria independientemente del comportamiento
del resto de términos; lo cual se alejaria del “espiritu” de la definicion de limite. Al contrario que con
los productos finitos, un producto infinito puede ser cero sin que ninguno de sus términos sean cero: por
ejemplo 1im,,_,. [T}, (1/k) = 0. Por ello, debemos imponer alguna otra condicién para la convergencia.

Decimos que un producto infinito [, u, converge, si existe N tal que u, # 0, Vn > N, y ademds
1im,, e [ T;_y ux existe y es es diferente a 0. Cuando un producto infinito no converge, decimos que
diverge. Por tanto, aplicando la definicidn, si un numero finito de u; son 0 y el producto infinito converge,
entonces es evidente que el producto converge a cero. Al contrario de lo que nos diria nuestra intuicion,
si hay infinitos u; = O (por lo tanto no se cumple la definicién de convergencia) el producto infinito
diverge, a pesar de que para todo N € N se tenga que 1im,, e, [T;_y ux = 0.

En una serie ), ay, a la hora de estudiar la convergencia, se debe ver que los a,, tienden a 0. En el
caso de los productos infinitos, el interés reside en ver que los terminos del producto se van acercando
a 1, por ello vamos a considerar productos infinitos con factores escritos de la forma (1 + uy,).

Definicién. Sea {u,} una sucesién de numeros complejos. Definimos:

pN:(1+u1)(1—|—u2)...(1—|—u1\/). (L.1)

Si limy_,. py existe, definimos

fI 1+ ty). (1.2)

Llamamos a py productos parciales de (1.2). Decimos que el producto infinito (1.2) converge, si la
sucesion {py} converge.
Lema 1.1. Sean uy,...,uy € C. Definimos

N

N
pN:H(1+un H 1+ |un)).
n=1

n=1
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Entonces, se tiene que
py <exp (Jur]| + ... + |un]|) (1.3)

y ademds,
Ipv—1| < py—1. (1.4)

Demostracion. Podemos representar expx en serie de Taylor centrada en 0, y tenemos que, si x > 0

2 8
ef=14+x+ '—|—3'+ > 1 +x.

2
Sustituyendo x por cada uno de los |u;|, obtenemos que para todo i,

€|ui‘ > 1+ ’Mi‘.

Multiplicando todas las desigualdades, obtenemos que
N
= [T+ lun]) < exp (s + ...+ un])
n=1

de donde deducimos (1.3). Demostraremos (1.4) por induccion. Es evidente que con N =1,
ipr—1=[1+uw—1|=|u[=1+u|-1=pj— 1.
Supongamos cierto (1.4) parak =1,...,N. Tenemos que paratodok=1,....N
Pirt — 1= pe(L 4+ ugp1) = 1= pe+ prtteyr — 1+ (w1 — i) = (pe— D1+ wig1) +wer - (L.5)

Pir1 — 1= pr(1+ w1 |) = 1 = pp+ prlugcr| — 1+ (Juiegr | = w1 ) = (pr — D (14 g ]) + g1 |-

En particular, tomando k£ = N en (1.5) y tomando médulos, tenemos que o
[pv+1 =1 = |(pxy = D) (L +uni1) +unit| < v = (L4 unia]) + [una.
Aplicando la hipétesis de induccidn, y utilizando (1.6) tenemos la desigualdad
[pv1 =1 < (py = D+ [un1]) + [uv 1| = pygg — 1.
O

Teorema 1.1. Sea u, una sucesion de funciones holomorfas en un abierto Q C Cy S C Q un compacto,
tales que Y, |un(z)| converge uniformemente en S. Entonces, el producto

oo

H (1+u(z

n=1

converge uniformemente en S. Ademds, se tiene que f(zo) = 0 si y solo si u,(z0) = —1 para algun n.
Por iiltimo, para cualquier permutacion {ny,ny,n3,...} de {1,2,3,...}, tenemos que

ﬁ l—f—unk

k=1

Demostracion. Por hipétesis, Y |un(z)| converge uniformemente en S, es decir, existe una fj en S tal
que sup,es| YN, [ua(z)| — f1(z)| — 0 cuando N — oo. Ademds, el supremo en el anterior limite es un
maximo ya que S es compacto y f] es continua en S por ser limite uniforme de funciones continuas.
Esta hipdtesis implica que Y |u,(z)| estd acotado en S, y que existe C > 0 tal que para todo N € Ny
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paratodo z € S, Y, |u,(z)| < C. Denotando py como el N-ésimo producto parcial, aplicamos el lema
L1,

N
Ipn(z) = 1] < py(2) — 1 <exp (; un(2)> :

Como 3C >0 tal que VYN € Ny Vz € S, YN | |un(z)] < C, 30 = ¢F, tal que YN E Ny Vz €S,

exp (L1, |un(2)]) < Q.
Sea € € (0,1). Como Y7, |ux(z)] < O € R, sabemos que INj € N tal que

Z\un )| <e.

n=Ny

Sea {ny,ny,n3,...} una permutacién de {1,2,3,...}. Para cualquier N > Ny, podemos tomar un M sufi-
cientemente grande, para que

{1 2,.“,fV} Cﬁ{nl,nz,.“,nﬂl}.
Consideramos gy (z) = [T, (1 +u, (z)). Denotando A = {1 <k <M : ny > N}, tenemos que Vz € S

am IZ_jIlJrun <H(1+unk(1))—1)—PN(Z)(H(1+unk(Z)>—1>-

keA keA

Tomamos moédulos, y aplicando (1.4) tenemos que Vz € S

lam(2) = v (@) = Py I TT(1 +un, (2)) = 1 < Ipv @[T+l (2)]) = 1)

keA keA

Aplicamos el Lema 1,1, y tenemos que

[T+ [, (2)]) — 1 < elreallTn@) 1z e 5. (1.7)
keA

Por tanto, aplicando que, Y5 |u,(z)| < €, tenemos que YN > Ny y Vz € S

|gm(2) = pn(2)] < |pn(2)[(e” —1) <2[pn(2)|e < 2Ce. (1.8)

Hemos utilizado que six € (0,1), e* —1 < 2x.

Si tomamos n; =k, k = 1,2,3,..., tenemos que gy = py, VM, luego mediante la ecuacion (1.8)
vemos que {py} es una sucesién uniformemente de Cauchy en S, luego es convergente uniformemente,
y tiende a una funcién f. Ademads, Vz € Sy VM > Ny

[Pm(2)| = | (2)] < |pu(2) = Py (2)] < 2P (2) e

Luego, Vz € S, |pm(z)| > (1 —2€)|pn, (z)|- Tomando limites
| im pu(2)] = |f(2)] = (1 —2¢€)[pn, (2)]-
— 00

Asi pues, deducimos que si f(zo) = 0 para algin zp € S, entonces py,(z0) = 0, lo que implica que algiin
factor 1+ uy(z0) = 0. Reciprocamente, si un factor 1+ u,(z9) = 0 es claro que f(zo) = 0.

Por tltimo, utilizando la férmula (1.8), {g(z)} converge hacia el mismo limite que {py(z)}, inde-
pendientemente de la permutacion de los ny. O

Acabamos de probar que para la convergencia de productos infinitos, una hipétesis suficiente es ver
que los términos del producto, (1 +u,), se aproximan lo suficientemente répido a 1, como para que la
suma de los valores absolutos j

El siguiente resultado es consecuencia del Lema 1,1, y nos da las hipétesis bajo las cuales un pro-
ductos infinitos de términos entre 0y 1 es 0.
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Teorema 1.2. Sean u, € [0, 1). Entonces,

oo

[TO-u) >0 Zun<°°
n=1 n=1
Demostracion. Consideramos a las u,, funciones definidas dnicamente en un punto. Definimos py =
(I —up)(1 —up)...(1 —uy). Cada (1 —u;) del producto es menor o igual que 1, luego p; > pa,... >
pn > 0. Por tanto, es una sucesién mondtona, en un compacto [0, 1], asi que p = lim py existe.
Suponemos que Y~ u, < oo. Aplicamos el teorema 1,1 a la sucesién —u,, ya que Y| — u,| < oo, y
por tanto converge uniformemente, y tenemos que [],,_;(1 —u,) = 0 si y solo si algin (1 —u,) =0, lo
cual no es posible, ya que u, < 1.
Para la otra implicacion: supongamos que Y-, u, = oo. Utilizando que (1 —u;) <e ", siu; € [0,1).
Multiplicando las desigualdades con todos los u;,

N
p S PN = H(l _un) S e—ul—uz—u.—uN_
n=1
Por hipétesis, Y, | u, = oo, luego tomando limites, el término de la derecha tiende a 0 cuando N — oo,
luego p = 0. O

Teorema 1.3. Sean {f,}, con cada f; holomorfa en Q, y no idénticamente 0. Si

il<ma

converge uniformemente en compactos de €, entonces se tiene que

=ﬁﬂ®

converge uniformemente en compactos de Q. Ademds f es holomorfa en Q.
Si z € Z(f), llamando m(f,z) a la multiplicidad del O de f en z, ademds tenemos

Z fn7

Demostracion. La primera parte del teorema es una consecuencia directa del Teorema 1,1: como Y, |1 —
fn(2)| converge uniformemente en compactos, tomando u,, = f,(z) — 1, que por hipétesis converge uni-
formemente en compactos, obtenemos que [],_; (1 +u,(z)) = [1,—; fu(z) converge uniformemente en
compactos a una funcién f, que es holomorfa en Q.

La segunda parte requiere una demostracién mas técnica. Podemos observar que para cada z € Q
hay un compacto V C Q conteniendo a z, en el cual hay un nimero finito de f,, que tienen un cero: en
caso contrario, si infinitas f, tuvieran un cero en un z fijo, entonces Y,_; |1 — f,(z)| tendria infinitos
sumandos 1, luego llegamos a contradiccién con la primera hipétesis. Ahora, fijamos un z; € Q. Si
tomamos V compacto tal que z; € V C Q, procediendo como en la demostracion del Teorema 1,1, con
un(z) = fu(z) — 1 tenemos que, fijado un € € (0, 1), existe un Ny € N tal que para todo z € V

No
1f(@)] = (I—ZS)UIIfn(Z)

Como cada f; se anula tnicamente en una cantidad finita de puntos de V y Ny es finito, f se anula en
una cantidad finita de puntos de V, luego no es idénticamente nula.

Por el Teorema 1,1, podemos hacer una permutacién de los términos del producto infinito sin alterar
la convergencia. Ponemos en primer lugar aquellos que tienen un cero en V (suponemos que son N):

N oo
lelfn(z) [T @)

n=N+1
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Aplicando otra vez el Lema 1,1, sabemos que [T_y. f2(z) no tiene ceros en V, ya que ese producto
serd 0 si y solo si alguno de los términos es 0, y aquellos que son 0 estan en HLI fn(2). Por tanto, es
evidente que la multiplicidad de cero de f en z, serd la suma de multiplicades del cero en cada factor
del producto. O






Capitulo 2

Teorema de Weierstrass y ceros de
funciones holomorfas

Sea f una funcién holomorfa en una region Q, definimos Z(f) como el conjunto de ceros de f
en Q. Si f no es idénticamente nula, mediante el Principio de prolongacion analitica, podemos de-
ducir que Z(f) no tiene puntos de acumulacién. Mediante el Teorema de Weierstrass, veremos que
para todo conjunto A C €, sin puntos de acumulacidn, existe alguna funcion f holomorfa tal que A es
Z(f). En segunda seccién veremos cdmo es el crecimiento del nimero de ceros de funciones holomor-
fas acotadas en discos centrados en el origen, y una férmula para acotarlos. Finalmente, veremos los
productos de Blaschke, los cuales nos unas condiciones suficientes y necesarias que tienen que cumplir
los ceros en el disco unidad .

2.1. Teorema de Factorizacion de Weierstrass

En esta seccion vamos a ver como resultado final el Teorema de Weierstrass, el cual nos dice que
cualquier funcién f holomorfa en un abierto €, se puede expresar como producto infinito de unas
funciones llamadas factores elementales de f, dependientes de los ceros de f en Q; y de una funcién
también holomorfa en Q que no se anula. Ademads, veremos que para todo conjunto A sin puntos de
acumulacién, podemos definir una funcién g holomorfa en un abierto que contenga a A, tal que el
conjunto de ceros de g sea A.

La manera natural de definir g, seria eligiendo funciones f,, holomorfas, tales que cada f, tuviera un
unico cero en cada o, € A, y considerar el producto

Pn:flefS---fn ,N —> 00,

Para estudiar la convergencia de p,, utilizaremos los resultados del capitulo precedente sobre conver-
gencia de productos infinitos.
Empezaremos por definir los factores elementales.

Definicién. Sea z € C. Definimos Ey(z) = (1 —z), y para p >0

? 7 el
E,(z) = (1—2z)exp <z+2+3+...+p>. 2.1

Estas funciones se llaman factores elementales. Cumplen que su dnico cero estd en z = 1.

Como hemos comentado al principio de esta seccién, mediante el Teorema de Weierstrass, vamos
a poder expresar una funcién f holomorfa como un producto infinito de funciones holomorfas. Para
que ese producto infinito converja, como hemos estudiado en el capitulo anterior, es necesario que los
términos del producto se aproximen a 1. Es por ello, por lo que utilizaremos los factores elementales a
la hora de factorizar f: si|z| < 1y pes grande, E,(z) = 1.

7
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Lema 2.1. Sea |z] <1y p=0,1,2,3,.... Tenemos que
[1—Ep(2)| < [z
Demostracion. Para p = 0 es evidente:
[1—Eo(z)[ =1 - (1=2)| =z

Sea p > 0. E,(z) es una funcién entera que cumple que Vz € C,

B — z N\, z AW 2 1
»(2) = —exp z+2+ —i—p + (1 —z)exp z+5+...+; (I4+z4+z"+...+2"7).

Operando y cancelando términos, tenemos que

2

Z P
—E;,(z):z”exp <z+2+...+p>, vz e C. (2.2)

Como la exponencial de (2.2) no tiene ningtin cero, sabemos que —E;, (z) tiene un vnico cero de orden
p en z = 0. El desarrollo de la exponencial en series de potencias, es:

cuyos coeficientes de cada w" son - ;, todos positivos. Tomando w = z+ % .42 y desarrollando las

n' ’
potencias de w, tenemos que el desarrollo en serie de potencias de — (Z) es

—E’ )y=27" Zanz —Zanz P vzeC (2.3)

cona, >0,YneNyay#0.
Integrando —E,,(w) entre 0y z, por la Regla de Barrow, tenemos que

/ —El(w)=1-E,(z), Vz€C.
[0.]

Integrando la serie de potencias de (2.3), podemos ver que 1 — E,(z) tiene un cero de orden p+ 1 en
z=0:

i an n+p+1 Zp—H - LG, vz e C.
= +p+1 =n+tp+1

Finalmente, definimos ¢ (z) = (1 — E,(z))z~?*1), 1a cual podemos representar como

oo

Z’ner 7", VzeC.

Con a, > 0, como hemos visto antes. Asi pues, |¢(z)| < |¢(1)] =1, si |z] < 1. Luego, finalmente,
1= Ep(2)| = [9(@)[]2]"*! < [zt O

Vamos a utilizar este resultado, para ver bajo qué hipétesis el producto infinito de los factores ele-
mentales converge.

Teorema 2.1. Sea {z,}, con z, € C, tal que z,, # 0,Yn, y limy,_,e|2,| = 0. Si p, es una sucesion de

enteros no negativos, tales que
oo r (pn+1)
) <) < oo (2.4)
n=1 |

|Zn
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para todo r positivo, entonces el producto infinito
- z
@:HEn<> (2.5)
n=1 Zn

define una funcion entera P, que tiene un cero en cada z,, y ninguno mds.
Si un valor o aparece k veces en la sucesion, es decir, & = 2, = Zn, = ... = Zy,, con todos los n;
diferentes, entonces P tiene un cero de multiplicidad k en «.

Demostracion. Sear € R fija. Si |z| < r, aplicando el Lema 2,1, tenemos que

1+pn 1+pn
e ()< (r
"\ zal |zl

para todos los |z,| que cumplen que |z,| > r, que son todos menos un numero finito, ya que {|z,|}
diverge. Aplicamos la hipétesis (2.4), y tenemos que

i <\zz|>'§21(\z\><°°

para todo z que cumple que |z| < r. Podemos aplicar este razonamiento para cualquier r, luego la se-
rie converge uniformemente en compactos (por el criterio M de Weierstrass), y por tanto aplicando el

teorema 1,3, tenemos (25)
" < >
n=1 Zn

es una funcién holomorfa, y ademads tiene un cero en cada z, y ninguno maés. O

<
|z

La condicién (2.4) se satisface, con p, = n — 1: para todo r > 0, como ]zn] es divergente, sabemos
que existe un N, tal que si n > N, entonces |z,| > 2r. Asi pues, 3& > 0 tal que ] <1—&Vn>N.Por

tanto, tenemos que
o »\" N ; n
() 2@+ 2, () @
n=0 |Zn| n=0 |Zn| n=N+1 |Zn

El primer sumando en (2.6) es una suma finita, luego estd acotado por una constante C. Para el segundo

sumando: . . .

y <r>§ Y (l-ef<— <o @.7)
n=N+1 ‘Z"‘ n=N+1 1— (1 - 8)

Luego, tenemos que la serie converge.

Con este teorema hemos demostrado que: eligiendo un conjunto infinito {z,}, tal que |z,| tienda a
infinito, si encontramos una sucesién {p,}, con p, > 0, tal que la serie (2.4) converja para cualquier
r, entonces tenemos una funcién entera con un cero en cada z, (cero multiple si un valor z, se repite).
Como siempre podemos elegir p, = n — 1 para que la serie converja, en general, tenemos que para
cualquier conjunto S numerable no acotado sin puntos de acumulacién, podemos encontrar una funcioén
entera f tal que Z(f) = S.

A lahora de elegir la sucesion { p, }, de entre todos los valores posibles con los que la serie converge,
es interesante elegir los valores de p, més pequefios. En ciertas sucesiones |z, |, basta con elegir p, =k,
con k constante. Si esto ocurre, llamamos a la expresion (2.5) producto candnico correspondiente a {z, }.

Por ejemplo, si ), ﬁ < oo, basta con elegir p, = 0,Vn, con lo que el producto quedaria

ne-2)
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Enel casode que ), ﬁ divergiera, pero ), ﬁ < oo, utilizarfamos p, = 1, y el producto quedaria

= Z z
1—— |ew.
g( Zn)e

Veamos ahora el reciproco del Teorema 2,1. Conociendo los ceros de una funcién entera, podemos
representarla como el producto de una funcién entera, con el producto infinito de sus factores elemen-
tales. Este teorema se conoce como el Teorema de Weierstrass, y es el objeto fundamental de estudio de
este capitulo.

Teorema 2.2. Sea f una funcion entera tal que f(0) # 0, sean z1,22,23, ... los ceros de f repetidos tantas
veces como su multiplicidad. Entonces, existe una funcion g entera y una sucesion {p,} de enteros no
negativos, tales que

f(z) = 8@ ﬁ E, (ZZ) . (2.8)

n=1
En el caso de que f tenga un cero de multiplicidad k en 0, podemos aplicar el teorema a h(z) = %,
ya que & es holomorfa en C\ {0} y tiene una singularidad evitable en 0, luego A(z) se puede extender a
una funcién entera que no se anula en 0.

Demostracion. Sabemos, por el Teorema 2,1 y los comentarios subsiguientes, que existe una sucesién
{pn} C N tal que P(z) definido como

P@) =], (Z)

n=1 Zn

con z, los ceros de f, es una funcién entera cuyos ceros son los ceros de f con la misma multiplicidad.

Entonces, tenemos que % tiene singularidades evitables en cada z,, con lim,_, % € C\ {0}. Proce-

diendo como antes, se puede extender a una funcion entera. Ademads, por hipétesis, % no tiene ningun
otro cero en C. Por ultimo, como el plano complejo es simplemente conexo, tenemos que % = ¢8 para
alguna funcién entera g. O

Supongamos que dos funciones enteras tienen el mismo conjunto de ceros, con las mismas multi-
plicidades. Veamos la relacion que hay entre ellas

Teorema 2.3. Sean f,g funciones enteras tales que sus ceros coinciden tanto en localizacion como en
multiplicidad. Entonces, existe una funcion ® tal que f(z) = eq’(z)g(z).

Demostracion. Definimos h(z) = f(z)/g(z). La funcién & tiene singularidades evitables en cada uno
de los ceros de f, y ademds lim,_, % € C\ {0}, luego podemos extender la funcién i de forma
holomorfa en todo C a una funcién que no se anula. Como C es simplemente conexo y & una funcién

entera, existe ® entera, tal que 4 = ¢®. Por tanto, tenemos el enunciado, f(z) = e®@g(z). O

Vamos a adaptar el Teorema 2,1 a cualquier abierto €2, es decir, vamos a exigir que los ceros que
queramos que tenga nuestra funcién f estén en un abierto cualquiera; y por tanto, la factorizacion de f
en productos infinitos de factores elementales, sea holomorfa en Q. Recordemos que S es la esfera de
Riemann, en la cual representamos co como el polo norte de la esfera.

Teorema 2.4. Sea Q un abierto en S%, distinto de S*. Sea A C Q sin puntos de acumulacion en Q, tal
que a cada o € Q, le asociamos un entero positivo m(&). Entonces, existe una funcion f holomorfa en
Q, tal que sus tinicos ceros son los & € A, cada uno con multiplicidad m(Q).
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Demostracion. Supondremos que o € €, pero oo ¢ A. En caso contrario, utilizamos una transormacién
de Mobius. Por tanto, en este caso, tenemos que s2 \ Q es un compacto. Ademads, consideramos { ¢, } la
lista de los o € A, listados tantas veces como su multiplicidad m(c)

Si A es finito, sea M su cardinal, tomamos la funcién

M

f(Z) = H(Z_an)'

n=1

Si A es infinito, A es contable: en caso contrario, A tendria algin punto de acumulacién. Para cada
., definimos B, € $?\ Q, tal que B, — o, < |B — | para todo B € S?\ Q. Siempre podemos elegir
ese B,, ya que S? \ Q es compacto.

{lat, — Bul} C [0,00) es una sucesién de reales positivos. Si esta sucesion no estuviera acotada,
entonces tendrfa una subsucesién que converge a oo, por lo que oo seria punto de acumulacién de los o,
y esto contradice las hipdtesis. Asi pues, IK > 0, tal que {|a, — B,|} C [0, K], compacto, luego existe
alguna subsucecion convergente.

Vamos a suponer que el limite de dicha subsucesién no es 0, es decir, existe alguna subsucesion tal
que 1imy, 0 |Otg(s) — Bo(n)| = g # 0. Como los f3, estdn en un compacto, también tienen una subsucesion
convergente: 1{my, e By(n) = 5, con s € 52\ Q. Componiendo ambas subsucesiones, tenemos que

1m |0t n(ny) = Bg(niny) | = ¢ € [0, K] (2.9)
y ademds
1im Bypny) = s € 5°\ Q. (2.10)

El conjunto de puntos tales que su distancia a s € >\ Q es menor que 2¢ es un compacto, luego existe
una subsucesion de Oy, (,) convergente en este compacto. Como esa subsucesion no puede converger
en Q, ya que entonces tendriamos un punto de acumulacién en Q y llegarfamos a contradiccidn, lo
tiene que hacer en la frontera de Q. Y por tanto, denotando / la aplicacion de esta nueva subsucesion,
tendriamos que

1m |0ty (4(1(n))) — Be(n(i(n)))| = 0

n—soo
lo cual contradice (2.9), y por tanto contradice nuestra hipétesis inicial de que 1im,,_e. |Q, — B,| = 0. Asi
pues, lim,, o |@, — B| = 0.
Definimos

Veamos que f cumple las hipétesis.
Sea r, =2|a, — B,|- Sea K un compacto de Q. Como r,, — 0, si n — oo, existe N, tal que |z— f,| > r,
para todo z € K, y todo n > N. Por tanto

O‘n_ﬁn
I'n

1
< -
-2

(n+1) 1 (n+1)
<= .
<(z)

Aplicando el Lema 2,1 tenemos que
0y — Bn

()=

Finalmente, aplicamos el Teorema 1,3, y tenemos que

es una funcién holomorfa en Q, con un cero en cada ¢, de multiplicidad igual a las veces que se repite
en la lista {a, }. O
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Como consecuencia, vamos a caracterizar las funciones meromorfas
Teorema 2.5. Toda funcion meromorfa en un abierto Q, es cociente de funciones holomorfas en Q

El reciproco es evidente: Sean g, h holomorfas en Q, /& no idénticamente 0 en ninguna componente
de Q, entones g/h es meromorfa en Q.

Demostracion. Sea f meromorfa en Q. Sea A = {ay,ay,as,...} C Q el conjunto de polos de f. Asocia-
mos a cada a;, un entero m(i), el orden del polo de f en ;. Por el Teorema 2,4, podemos definir una
funcién & holomorfa en Q, con un cero de multiplicidad m(a;) en cada g;, y ningtin otro cero. Definimos
g = fh. Es evidente que g tendrd singularidades evitables en cada uno de los a;, luego podemos extender
g atodo Q de forma holomorfa. Por dltimo, es evidente que f = g/h es holomorfa en Q\ A, y tiene polos
de orden m(a;) en cada q;. O

2.2. Formula de Jensen

Por ahora, tal como hemos visto en el capitulo anterior, la localizacién de los ceros de una funcién
holomorfa no tiene ninguna restriccion, salvo el hecho de que Z(f) no tenga puntos de acumulacién
(excepto el caso en que la funcion sea idénticamente cero). En este capitulo, vamos a estudiar la locali-
zacion de los ceros de funciones de la clase H*(ID), es decir, funciones holomorfas acotadas en el disco
unidad D. La base fundamental de esta seccion es la Formula de Jensen.

Para demostrar el siguiente lema, utilizaremos el Teorema de Cauchy, el cual damos por conocido.

Lema 2.2. La siguiente integral es 0

! /2”1 |1—¢®|d6
- (o) —e .
27 Jo &

Demostracion. Sea Q = {z | Re(z) < 1}. Es evidente que Q es simplemente conexo, ya que es un
semiplano. Ademds, en Q se tiene que (1 — z) # 0, luego por definicion de simplemente conexo, existe
h e H(Q) tal que

9 =(1-2), VzeQ.

Imponemos que 4(0) =0,y h(z) = Log(1 —z), Vz € Q, con Log(z) = log|z| +iArg(_z x(z). Re(1 —z) >0

en Qy el argumento de (1 —z) en Q estd entre " y 7, luego

Re(h(z)) = log|1 —2l, |Im(h(2))| < 3, (z€ Q). @.11)
Sea 0 > 0, definimos el camino Is:

[s(t) =e", t€[8,2m— 6. (2.12)
Definimos 95 como el arco de la circunferencia centrada en 1, que va de e=™® a ¢® por el interior del
disco unidad. Recordamos la férmula de integracion de una funcién f por un camino ¥ : [a,b] — C

b
[ f@iz= [ sy wa.
Y a

Aplicando la férmula de integracién sobre el camino I's, tenemos que

1 dz 1 2n—0 . 1 2n—0 . 1 2r—3 .
/ h(z)— = / h(e")dt = 7/ 1og|1—e”\dt+—/ iArg(1—e")dt  (2.13)
s 5 s 2 Js

27 I ML " o
y entonces
1 29 . 1 dz
— log|1—é€"|dt =R —/ h(z)— ). 2.14
s toglt=etar=re 5 [ 10 %) @14
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Por lo tanto, como 4(0) = 0, utilizando la Férmula de Cauchy

1 d 1 d 1 d
7,/ h(z)—Z:0:>—,/ h(z)—zz—,/ h(z) =
271 Jrsuys V4 27i Jry Z 270 Sy z

1 dz 1 dz
Re| — | h(z)— | =Re| —— h(z)— |.
‘ <27ri Ls &) < > ‘ <27ri % ) z >

La longitud de 5 es menor que 7d, luego podemos acotar la dltima integral de (2.14) como

y asi

1 dz] _md log|1 —z] ) log|1 —¢] 6 —log(d)
Re | — hiz)—| < — _ — == _ — | < .
‘/’[27:5/%s @) z] = o b ”‘{ Z 2P Z =271-6
Por ultimo, si hacemos que 6 — 0, obtenemos que
1 d
h'mRe{, h(z)z}—>0
50 27 Sy Z
Y tenemos el resultado deseado. O

Para demostrar la Férmula de Jensen, necesitaremos el Teorema del Valor Medio de funciones har-
monicas.

Teorema 2.6. Sea u(z) una funcion harmdnica en un dominio abierto que contenga a D(zo,R). Entonces

1 27 0
= — R ! .
u(zo) 27r/o u(zo+Re'”)do

Demostracion. Sea f(z) una funcién analitica en E = D(z9,R+ €), con € > 0, cuya parte real es u(z).
Sea C una circunferencia parametrizada por C : [0,27] — C tal que C(8) = zo + €'®. Aplicando la
Férmula de integracion de Cauchy, tenemos que

R LR flzte?)

) 1 j2n )
= dz = — LT 40 = —/ 9)40. 2.15
f(z0) 2wi Jez—20 ‘T omi 0 P 27 Jo flzo+e") 2.15)

Tomamos las partes reales en ambos miembros de (2.15)

1 2 . 1 2 .
u(z0) = Re[f(z0)] =Re{ — | f(zo+€")d6 } = — / u(zo +Re'®)do
21 Jo 27 Jo
tenemos la conclusion deseada. La formula (2.15) se llama Teorema del Valor Medio de Gauss. ]

Teorema 2.7. Sea Q = D(0,R), sea f holomorfa en Q, f(0) #0.0 <r <R, y sean o,..., 0 los ceros

de f en D(0,r), listados segiin su multiplicidad. Entonces,

N
r 1 (= :
FO o =ew{ 55 [ toelse®)ian . 2.16)
= —T

Esta formula se llama Formua de Jensen. Més adelante nos va a servir para acotar el crecimiento del
nimero de ceros de una funcién holomorfa acotada en el disco unidad ID. Si f tiene un O de multiplicidad
k en 0, podemos aplicar este teorema a f(z)/z~.

Demostracion. Ordenamos los puntos ¢, de forma que ¢y, ..., &, estén en D(0,7), y Qpy1, ..., Oy ten-
gan modulo |r|. Naturalmente, puede ocurrir que m = 0, es decir, todos los puntos estén en la frontera
de D(0,r); o que m = N, y todos los o; estén en D(0,r). Definimos

2

m _ N
2(2) = £(2) [ &

, __
n=1 F(OC,, _Z) n=m-+1 Oy _Z.

2.17)
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Notemos que en el primer productorio estdn sélo los o; del interior de D(0,r), y en el segundo s6lo
aquellos con médulo r. Veamos que g es holomorfa y no se anula en E = D(0,r+ €) para algin € > 0. g
es un producto de 3 funciones holomorfas, excepto en los @,. Luego, g es holomorfa en Q\ { ¢, ..., ay}.

En el caso en que, z = o; para algin ; € D(0,r), el denominador tendréd un cero de multiplicidad
tantas veces como se repita ese ¢; en la lista. f tendrd ese mismo cero en ¢; con la misma multiplicidad
(por definicién de f), luego la singularidad es evitable y podemos extender g de forma holomorfa a los
o; que estén en D(0, ).

Andlogamente al caso anterior, cuando z = ¢; para algun i del segundo productorio, el denominador
tendré un cero de multiplicidad tantas veces como se repita ¢; en la lista, la misma que tendria ese cero
de f. Asi pues, podemos extender g de forma holomorfa a todo E.

;Tiene g algtin cero en E? en el numerador del primer productorio tenemos
2| _

P2 —Oz| > |r?| — |Gl |z] > 7% — (r— 8,)(r+¢)

para algin &, ya que o, no estd en la frontera de D(0, ). Luego, eligiendo un € suficientemente pequefio

para que > — (r — &,)(r + &) > 0 para todos los §,, el numerador no se anula.

El segundo productorio es evidente que nunca se anula. Luego, tenemos que g no se anula en E.
Por tanto, sabemos que log |g| es armoénica en E, y por tanto aplicando la Propiedad del valor medio de
funciones armonicas, tenemos que

1 /7 .
log|g(0)] = Elﬂlogyg(re’9)|de. (2.18)

Evaluando (2.17) en 0 y tomando médulos, tenemos que

2(0)| = [£(0 IH,an (2.19)

En la ecuacién (2.17), si |z| = r, los factores del primer productorio tienen médulo 1:

rr— 0,z
r(an _Z)

B e I | 2 S et <
rley, — 7| rley, — 7| rley, — 7|

Sean a, = re'% los términos del segundo productorio de (2.17). Tomamos médulos y logaritmos a
(2.17), y aplicamos que el médulo de los términos del primer productorio es 1, luego su logaritmo es 0,
y tenemos que

log|g(re™™)| = log| f(re™™))] Z log|1—¢/=0].

n=m+1

Aplicamos esta dltima igualdad a (2.18),

1 (7 i 1
log\g(0)|:—/ log|g(re )|d9:—/ log | f(re'® Z log|1 — @) | do. (2.20)

2m - 2 J- n=m-+1

Como la integral es lineal, tenemos que
log|g(0) / log |f(re'®)|d6 — Z 10g|1 00|40 (2.21)

n= m+1

Aplicamos el Lema 2,2, por tanto todas las integrales del sumatorio se anulan y nos queda la igual-
dad

1 /= ;
togg(0)] = 5- [ tog]f(re") de.

Con esta tltima férmula y la igualdad de (2.19), obtenemos el resultado deseado

FO)IT] = = 12(0)] = expllog g(0)]) = exp <21 [

|t nJ-=m

log | f(re'®) |d9> :
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Mediante la Férmula de Jensen, obtenemos la siguiente desigualdad para funciones en H*(DD):

Teorema 2.8. Sea f € H*(D) tal que f(0) # 0y f no idénticamente nula. Definimos

w(f) = % /ilog |f(re®)|de, (0<r<1) (2.22)

| ,
W) = 5 [ togls* (re®)la. (2.23)

donde f*(e'%) = lim,_,| f(re'®). Entonces, se tiene que

we(f) S us(f), 0<r<s<l, (2.24)

ur(f) —log|f(0)], r—0, (2.25)
y

u(f) <p(f), 0<r<lL. (2.26)

El hecho de que f* esté bien definida no es objeto de estudio de este trabajo. La demostracién
detallada se encuentra en el Teorema 11.32 del libro Real and Complex Analysis de Rudin.

Demostracion. Como tenemos que f € H*(D) y £(0) # 0, podemos aplicar a f la Férmula de Jensen
2.7:
N

O] o =exp { % [ log !f(re’“)\d@} 2.27)

siendo los a, los ceros de f en D(0,r). Sea 0 < r < s < 1. Evidentemente, el nimero de ceros en el
disco D(0,s) es mayor o igual que en D(0, r), luego

con Oy 41, ..., 0y los ceros de f en D(0,s) \ D(0,r). Asi pues,

exp(u (1) =exp{ 5 [ tog (re) a0 } <exp{ oL [ g (se)1d0 | ~exp (a1

Por tanto, i, (f) < us(f), y queda probado (2.24).

Supongamos sin pérdida de generalidad que |f] < 1 en D(0,1). Denotamos f,(e’®) en vez de
f(re'®). lim, o f,(€'%) = £(0), VO; y lim,_; f,('®) = f*(e'®), V0. Para demostrar (2.26), aplicaremos
el Lema de Fatou. En primer lugar,

e |
() < limsupy (f) = —liminf / —log|f(se’®)|d. (2.28)
T

s—1- s—1- _

Ya hemos probado antes que esta dltima integral es finita. Luego, aplicando el Lema de Fatou, tenemos
que

1 /7 . 1 /7 ,
—h’minfﬂ/n—log|f(se’9)|d6 < —EKﬂligigf—log|f(sele)|d9 =

s—1- —

n .
iﬂ limsuplog | f(se’®)|d6 = u*(f).

2 - os—1-

Asi pues, tenemos (2.26).
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Sea {log|f((1/ n)e"'9)|};:1\,0 una sucesion de funciones, con Ny > 0 lo suficientemente grande para
que en D(0,1/Ny) no haya ningiin cero (sabemos que ese Ny existe, ya que f(0) # 0, y ningin cero
tiene puntos de acumulacién). Ya hemos visto que son integrables en [—7, 7). Tomando limites,

lim log|£((1/n)e’®)| = log| £(0)]. (2.29)

Ademis, sea xo = max, {|log|f(x)|| : x € D(0,1/Np)}, tenemos que |log|f((1/n)e'®)| < log|f(xo)|,
Vn > Ny y V0. Por tanto, aplicando el Teorema de Convergencia Dominada, tenemos que

1 7 : 1 /7 :
Jim 1) = lim 5 [ log | £(1/n)e")|d0 = 3 [ lim log (1 /n)e*)|d6 = log]|/(0)

n—oeo LT J g

y queda probado (2.25).

Teorema 2.9. Sea f una funcion entera. Definimos
M(r)= supglf(rei9)|, (0 <r < o).

Sea f una funcion entera tal que f(0) = 1. Sea n(r) el niimero de ceros de f en D(0,r). Entonces,
M(2r) > 2",
La demostracién se obtiene aplicando los resultados obtenidos previamente.

Demostracion. Supongamos que {a,} es la secuencia de ceros de f ordenada de forma que |oy| <
|+ 1]. En primer lugar, acotando tenemos que

exp{zljr/ilogv(zreie)’de} < exp{zln_/:rtlogM(Zr)dG} :M(2r). (2.30)

Mediante la Férmula de Jensen (teorema 2,7), tenemos que

1 T 0 n(2r) 2r n(r) 2 n(r) ”
exp{zn/ log | f(2re' )\de} =|£(0)] ]:[1 ] > Hl ] > ]:[12:2"’. (2.31)

-7

Combinando (2.30) con (2.31) tenemos la desigualdad deseada:

1 z .
meen) = exp{ o [ gl relan = 2
.

Tomando logaritmos, obtenemos una desigualdad equivalente
n(r)log2 <logM(2r). (2.32)

Esta férmula nos da una cota superior del nimero de ceros que puede tener una funcién holomorfa en
un disco centrado en 0 segtin el valor de f en la frontera del disco de radio doble y mismo centro. Por
tanto, la rapidez con la que n(r) aumenta, es decir, la densidad de ceros de f en el disco de radio r, esta
controlada por la cota de crecimiento de M(2r).
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2.3. Productos de Blaschke

Sea D el disco unidad, definimos H*(ID) como el conjunto de funciones holomorfas y acotadas en
D. En esta seccién veremos las condiciones que tienen que satisfacer los ceros de funciones f € H*(DD)
utilizando la Formula de Jensen que hemos visto en la seccién previa.

Teorema 2.10. Sea {a,} una sucesion en D), tal que o, # 0,Yn, y

5]

Y (1= on]) <o (2.33)

n=1
sea k un entero no negativo. Definimos la funcion

& = —Z |0‘n
. 2.34
H -0,z ay ( )

Entonces B € H*(DD), y sus unicos ceros son los &,. (Si k > 0, también el 0).

Llamamos a esta funcidén B Producto de Blaschke. Notar que si algin o, estd repetido [ veces, B
tendré un cero de multiplicidad / en ese punto. El término “Producto de Blaschke” se mantiene incluso
si hay finitos factores; en el caso en que no haya ninguno, B(z) = 1. Podemos ver ademds que si |z| = 1,
todos los factores de B tienen mddulo 1.

Q, 0| a a 2 0,z —70,
‘k’H ot —z| |0t _ ’kH|| na | ‘kH \/‘ n‘ "HZ’ nl — 2 n (2.35)
n<

— ] ol VT PP — e 2

Si |z| = 1, simplificando, tenemos que cada factor tiene médulo 1.
Veamos la demostracion del teorema

Demostracion. Definimos la serie

Z - n:| 8 (2.36)
n=1 -0z oy
Podemos acotar su n-ésimo término por
O =2 ||| o+ |0z 147
- T—ozo |1l = 7 (1 a 2.37
' -0z o ‘1—0;,,1(1" (1-| "|)—1_r( |0t ]) (2.37)

si |z| < r, con r el radio de un compacto contenido en ID. Aplicamos la hipétesis (2.33) y tenemos que

- L
Z+r1f|,,| ”Z o) < oo.

Luego, utilizando la desigualdad de (2.37), tenemos que (2.36) converge uniformemente sobre compac-
tos de ID. Asi pues, aplicamos el Teorema 1,3, y tenemos que

ﬁ Oy — 27 |0y
1 -0z &y

n=1

es holomorfa en D y sus dnicos ceros son los @,. Lo mismo ocurre con B(z) en D, anadiendo los posibles
ceros en z = (. Ademads, teniendo en cuenta la forma que tienen los automorfismos de D en si mismos,
cada factor del productorio de (2.34) tiene médulo menor que 1 en D, luego |B(z)| < 1. O

El teorema anterior muestra que una condicién suficiente para que dado un conjunto numerable
{a,}>_ |, C D exista una funcion f € H*(ID) cuyos ceros sean los o,. Sin embargo, esta condicién
resulta ser necesaria: Si f € H*(D) y f no es idénticamente cero, los ceros de f tienen que satisfacer
(2.33) (consecuencia del teorema que veremos a continuacion). Ademads, es una condicidn necesaria no
solo para H* (D), sino también para una clase de funciones mucho mayor que ahora describiremos.
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Definicién. Sea log™ (t) =log(t),sit > 1y log*(t) =0sit < 1. Definimos la Clase de Nevalinna (la
denotamos N), como el conjunto de f holomorfas en ID, tales que

1 -
sup — log |f(re®)|d6 < co. (2.38)
0<r<l1 2n

Teorema 2.11. Sea f € N, f no idénticamente nula en D, y 01,00, 03... los ceros de f listados tantas
veces como su multiplicidad. Entonces,

i 1)) < oo (2.39)

Suponemos que f tiene infinitos ceros en U. Si tuviera finitos, (2.39) se cumple trivialmente.

Demostracion. Suponemos sin pérdida de generalidad que |o,| < |ot,+1|, Vi € N. Ademds, supondre-
mos que f(0) # 0, ya que en caso contrario, si f tiene un cero de multiplicidad k en el origen, la funcién
g(z) =z 7% f(z) tiene los mismos que f excepto en el origen. Sea n(r) el nimero de ceros de f en D(0,r).
Fijamos un k € N. Sea r > 0 tal que n(r) > k, aplicando la Férmula de Jensen tenemos que

T —ex 1/nlo |f(re'®)|d6
n‘ - p 27_[ o g

)
O)IH i

implica que
1 (= ;
\H [ 107 < exp{m/ﬂlong |f(re’9)|d9}. (2.40)
” _
Como f € N, por definicion, 3C € R, C < « tal que

e o1 [ toe" %) ido | < £ =0 wre o) 241)

Por tanto, aplicandolo a la férmula (2.40), tenemos que
k
FO)*0" < TTloul- (2.42)
n=1
Esta inecuacién se mantiene para todo k, si r tiende a 1. Luego,
[Tlewul = If(0)jQ7" > 0. (2.43)
n=1

Y por tanto, aplicando el Teorema 1,2, tenemos que

(=)

Z(l —|o,|) < oo

n=1

O]

Corolario 2.1. Sea f € H*(D) (también funciona con f € N(D)), si a1, @z, ... los ceros de f en Dy si

Z 1 —|oy]) = oo,

entonces f(z) =0, para todo z € D.
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Una consecuencia de este corolario es que ninguna funcién f acotada en D puede tener un cero en
cada punto (n—1)/n, con n = 1,2,3,... . La demostracion es una aplicacién inmediata del corolario

anterior. Teniendo en cuenta que
- -1 = (1
L ()5 6) ==
n=1 n n=1 \"

tenemos que f es idénticamente 0.

Finalizamos esta seccién con un resultado que nos ayuda a describir el comportamiento de los
Productos de Blaschke cerca de la frontera del disco unidad ID. Remarcamos que, como hemos visto
que B estd acotada, B € H*(ID), y por tanto podemos definir B*(e!®) = 1im,_, 1 (re®), para casi todo 0
(ver Teorema 11,32 del Rudin).

Teorema 2.12. Sea B un Producto de Blaschke. Entonces,

(e!9)| = 1, para casi todo 6, y
1 .
lim-— | log |B(re®)|d6 = 0. (2.44)
-

Demostracion. Aplicando 2,8, la integral (2.44) es una funcién monoétona creciente de r, luego el limite
existe. Sea

= Oty |
H < Jou] (2.45)
1 -0z
Definimos o
= o,—z |oy
By(z) = —_— , N>0. (2.46)
we) I:,[Vl—oc,,z (o

Como log |B/Bxy| es continuo en algtn abierto que contiene a dD, el limite (2.44) no cambia si sustitui-
mos B por By. Aplicamos el Teorema 2,8 a By, y tenemos que

1 T . 1 T .
log By (0)| < lim— [ log|By(re'®)|d6 =1lim— | log|B(re'®)|d6. (2.47)
=121 )7 =127 )2
Ademas,
1 7 ,
hn}—/ log|B(re'®)|d6 < < log |B*(re'®)|d6 < 0. (2.48)
r— -7

Si N — oo, tenemos que

lim log|By(0)| = lim log

= |0 . =
nl%ygw4nw>

n=N n=N

Este dltimo limite es 0, ya que 1im,_.. |a,| = 1, por la hipétesis (2.33) de definicién de B. Por tanto,
tenemos que

1 7 .
<lim— [ log|B(re'® <0.
O_rgl}zn/_n og|B(re'”)|d6 <0

Esto demuestra (2.44), y implica que
! /”1 1B (re®)[dO = 0
— 0 =0.
T g re
Como log|B*(e?)| < 0, para casi todo 6, tenemos que —log|B*(e'®)| = 0, para casi todo 6; luego

|B*(¢®)| = 1, para casi todo 6.
O






Capitulo 3

La funcion Gamma de Euler y la funcion
Zeta de Riemann

En este capitulo vamos a definir la funcién Gamma de Euler como un producto infinito, con las
propiedades que hemos estudiado de ellos en capitulos anteriores. Veremos la férmula de Gauss, el
Teorema de Bohr-Mollerup para caracterizarla, y por dltimo la representacién en forma de integral de
la Gamma, que nos servird para relacionarla con la funcién Zeta de Riemann, de la cual veremos una
serie de propiedades junto con la Férmula de Euler. Por dltimo, nos centraremos en la localizacion de
los ceros de la funcién, ademds de la famosa Hipdtesis de Riemann.

3.1. La funcion Gamma de Euler

Aplicando el Teorema 2,1 con z, = —n para cada n € Ny p, = 1 constante, claramente para cada

r > 0 la serie
) 1+pn o0
L(0) -Ln
n=1 n n=1

converge. Y por tanto, el producto infinito

2 i — - _i Z/Zn: = E —z/n
HEP"(Zn> nl:ll<1 >e H(l—!—n)e

n=1 Zn n=1

‘ Yo
(8]

3.1

converge uniformemente sobre compactos de C y define una funcién entera cuyos ceros son los enteros
negativos, todos ellos simples. Por tanto, el producto infinito

oo

[1(1+5) e (3.2)

n=1

converge en compactos de C\ {—1,—2,—3,...} a una funcién holomorfa, y ademads tiene polos simples
en los enteros negativos.

Definicion. La funcién gamma, I'(z), es una funcién meromorfa en C con polos simplesenz=0,—1,—2
definida como
I(2) efyzf[(lﬁ)*l </n (3.3)
= -) e .
‘ Z n

n=1

con Y una constante tal que I'(1) = 1.
Veamos que la constante y existe. Sustituyendo z = 1 en (3.2), obtenemos una constante

) —1
[1(1+1) o= (34)

n=1

21

goee
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con ¢ positiva. Definimos ¥ = log(c). Con esta eleccién de 7y tenemos que

“log(c) —1 o (11l 1/n
1—-(1)26 H<1+1> el/n: n:I( +n)_le —1. (35)
1 n I, (14_%) el/n

n=1

Llamamos a ¥ constante de Euler, la cual, por definicidn, satisface la siguiente ecuacién

= 14— n,
e H( —}—n) e

n=1

Como ambos miembros de esta ecuacion son reales y positivos, ya que el logaritmo real es una funcién
continua en (0, o), podemos aplicar logaritmos a ambos miembros y obtenemos

1 -1
<1+k> €1/k

v | ] . 1 1
:'}_r&]; {k—log(k+1)+log(k)] :r}l_lg [<1+2+...+n> —log(n—i-l)]

3 1 1 n+1
—r}l_rilo [<1+2+'"+n> —log <n> —log(n)] .

Teniendo en cuenta que
1
lim log <n—|—> =0,
n

= |1
= — —log(k+1)+log(k
¥ [ toxte 1)1zt

n—oo

podemos concluir que
1 1
Y= lim [<1++...+> —log(n)] . (3.6)
n—oo 2 n
Vamos a utilizar esta dltima férmula para obtener otra expresion de I'(z). De la definicion de I'(z)
se sigue que

ef'yz n d —1 efyz n kez/k
I'z) =& Iim (1+7 k=€ " qim 3.7
@ =" Jim]] )= i [T (3.7)
e “n! 1 1
= lim e 1+=+...4+- . 3.8
n—>ooz(z—|—1)...(z—|-l’l) Xp(Z( 2 I’l>> ( )

Teniendo en cuenta que
_ 1 1 [ 1 1
e Fexp |z 1+§—|—...+; =exp |z _Y+1+§+'"+ﬁ —zlog(n) +zlog(n)

=eXp | (—}’-i— 1+ % + ...+ % —log(n)):| elog(n)

[ 1 1
=exp |z (—}/+ 1+ 3 +..+ . —log(n))}nz,

Aplicando esta dltima férmula a la dltima igualdad de (3.7), junto con la caracterizacion de y (3.6),
tenemos que

n!n®
L@ =l e een

Esta formula se llama Formula de Gauss.

(3.9)

Teorema 3.1. Ecuacion Funcional. Para z# 0,—1,-2,... se tiene que

I(z+1) =2zI(2). (3.10)
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Demostracion. Para obtener esta ecuacion, basta con sustituir z+ 1 por z en la Férmula de Gauss (3.9):

n!nZ'H

[(z+1) :,}E}O (z+1)(z+2)...(z+n+1)

=, (Z(Z—H)(zﬁng)...(z—kn)) <z+Z+1> =a).

Para la dltima igualad, utilizamos que

lim (”):1, vzeC.
n—eo \n+z+1

O

Aplicando la ecuacién funcional aI'(z+2), tenemos que I'(z+2) =I'((z+1)+1) = (z+ 1)I'(z+1).
Si volvemos a aplicarla, tenemos que I'(z+2) = z(z+ 1)I'(z). Repitiendo este proceso, obtenemos que

[(z+n)=z2(z+1)(z+2)...(z+n—1)I'(2)
para n entero no negativo, y z# 0, —1,—2,... . En particular, fijando z = 1, tenemos que
I'(n+1)=n!.

Por tanto, podemos considerar la funcién I' como la extensién del factorial al plano complejo, salvo
algunos puntos. Veamos ahora que este hecho, junto con la log-convexidad en (0,o0), caracterizan la
funcién T

Teorema 3.2. Sea f una funcion definida en el intervalo (0,0) tal que f(x) > 0, Vx > 0. Si f satisface
las siguientes propiedades:

a) log f(x) es una funcion convexa
b) f(x+1)=xf(x), para todo x >0
c) f(1)=1

entonces f(x) =T(x) para todo x > 0.

Demostracion. De b) y c) se deduce que f(n+1) =n!, paran=0,1,2,....
La propiedad a) tenemos que Vxj,x; € (0,00) y 7 € [0,1]

log f(tx1 + (1 —t)x2) < tlog f(x1) + (1 —1)log f(x2).
Componiendo ambos miembros con la exponencial, que es continua y convexa en R, tenemos que
Flxi+(1=1)x) < f(x) fx)'
Dado x € (0,1], n € N, por la desigualdad anterior, tenemos que

fr+x+1)=f(1=x)(n+1)+x(n+2)) < f 5 (n+ 1) (n+2) (3.11)
= I m4+ 1) ((n+ D) f(n+ 1)) = (n+ 1) f(n4+1) = (n+1)*n!. (3.12)

Con el mismo razonamiento tenemos que
nl=f(n+1)=fx(n+x)+(1—x)(n+14+x)) < (n+x)*f(n+1+x). (3.13)

Por tanto, de (3.13) deducimos que

flnt14x) fn+1+x) _(HX)X.

nn* T f(n+x+1)(n4+x)"n n

(3.14)
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De (3.11) deducimos que

fm+4+w)<(w+U%!:(w+Ux:<1+l>a (3.15)

n'n* n'n* n* n

Como por b) y ¢) tenemos que f(n+1+4x) = (n+x)(n+x—1)..xf(x), mediante (3.14) y (3.15)

deducimos que
<1+§)x - (n+x)(n—14x)..xf(x) < <l+’11> ' (3.16)

n'n*

Cuando n tiende a infinito y x € (0, 1], en primer y tltimo miembro de esta tltima desigualdad tienden

a 1, luego es claro que
X

n'n

= i =T 3.17

) il (n+x)(n—14x)..x () 17)
por la férmula de Gauss.

Sea x > 1, sea m el entero tal que m < x < m+ 1. Entonces, 0 < x —m < 1, y por tanto podemos

aplicar a f(x —m) el mismo razonamiento que en el apartado anterior:

nlp™m

f)=x=1)..(x—m)f(x—m)=(x—1)...(x —m) lim

n—e (n+x—m)(n—14+x—m)...(x —m)

= <1fm nln* (n—i-X)(n—i—x—1)...(n—|—x—(m_1))>
nee () (n—1+x)..x e
nln*
= lim

n—e (n+x)(n—1+x)..x°
Por tanto, para todo x > 0,

n'n*

fx) = ,}E’L{, (n+x)(n—14x)..x

lo cual prueba que f estd univocamente determinada por las condiciones a), b) y c). Notar que esta
tltima ecuacién es la Férmula de Gauss (3.6), la cual define alaT', y por tanto tenemos que f(x) =I'(x),
Vx > 0. O

Por dltimo, vamos a ver la definicién de la funcién Gamma en forma integral, lo cual nos va a servir
en la proxima seccién para relacionarla con la funcién Zeta de Riemann.

Teorema 3.3. Para todo z € C tal que Re(z) > 0, tenemos que

[(z) = / e ' ar. (3.18)
0
La falta de espacio nos lleva a que la demostracion de este teorema no sea objeto de estudio en este

trabajo. Sin embargo, se puede encontrar en el libro Functions of One Complex Variable de John B.
Conway, a partir del teorema 7.15.

3.2. La funcion Zeta de Riemann

Seaze CyneN, |[nf| = |exp(zlog(n))| = exp(Re(z)log(n)). Por tanto,

i = Z exp(—Re(z)log(k Zk‘Re

Por tanto, si Re(z) > 1+ € para algin € > 0,

Zn: L Z (+e), (3.19)
k=1 k=1
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Por tanto, si hacemos tender » a infinito, aplicando el Criterio M de Weierstrass, tenemos que la serie
Y nt (3.20)
n=1

converge uniformemente y absolutamente en {z | Re(z) > 1 + €} para algtin € > 0. Por tanto, esta seria
converge uniformemente y absolutamente sobre compactos en {z | Re(z) > 1} vy, asi, define funcién
analitica en {z | Re(z) > 1}.

Definicion. Para todo z € C con Re(z) > 1, la funcion Zeta de Riemann, {(z), se define como

C(z) = ilnz- (3.21)

La funcién Zeta, al igual que la Gamma, ha sido sujeto de andlisis en una gran cantidad de estudios
matematicos; de hecho, uno de los problemas sin resolver mds famosos es la localizacion de los ceros
de la funcién Zeta.

En primer lugar, vamos a ver la relacién que hay entre la Zeta y la Gamma. Recordamos la repre-
sentacion en forma de integral de la funcién Gamma

I'(z) = / e dx
0
para z con Re(z) > 0. Haciendo el cambio de variable x = nt, obtenemos
F(Z) — nz/ tzfle—ntdt
0

que es equivalente a

11 g
—=—— | ey 3.22
w0 /0 ¢ (3.22)

Aplicamos la identidad

1— e_k’> l—e X

] (
—nt —t
E e =e
— ! r_
= 1—e e —1

a (3.22) y sumamos los k primeros términos de cada miembro, y obtenemos

Kk o —kt
1 1 1—

Y —= / © .
nt I(z)Jo e —1

n=1

Por tanto, para los z tales que Re(z) > 1, y los enteros positivos k, tenemos que

k 0 -1 o ,—kt

1 1 t? 1 e

pri dr — - ldt 3.23
n;”z F(Z)/o e —1 F(z)/o e —1 (3.23)

ya que ambas integrales convergen. Vamos a ver que la tdltima integral de (3.23) tiende a 0 cuando
k — oo.
Sea z =x+iy. [t*~!| =+, y por tanto

oo —kt
/ IEMPES
0 e —1

Sea € > 0, elegimos un § suficientemente pequefio para que

k) efkt k) txfl
/ — " lar < / dt < e (3.25)
0 1 0

el — el —1

oo e*k[
< / — " lar, (3.24)
o e —1
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para todo k. Elegimos un k suficientemente grande para que

1) e*kt 1) IX71
/ — M lar < e*"‘s/ —_dt<e. (3.26)
s e—1 s e—1

Por tanto, combinando (3.25) con (3.26), es claro que dado cualquier € > 0, podemos tomar un 8 y k
adecuados para que la integral de (3.24) sea menor que 2€, y por tanto podemos hacer que el valor de
esta integral sea tan pequefio como queramos tomando k suficientemente grandes. Asi pues, haciendo
que k tienda a infinito, obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.4. Sea z € C tal que Re(z) > 1, entonces

=1 1 !
C(Z):Z‘lnzzr(z)/o et_ldt. (3.27)

Vamos a dar una serie de resultados acerca de la funcion Zeta, los cuales nos servirdn para ver la im-
portancia de esta funcion y su relacion con la teoria de ntimeros. Utilizando el principio de prolongacién
analitica se puede extender la funcién Zeta a C\ {1}. Lo enunciaremos en el siguiente teorema:

Teorema 3.5. La funcion Zeta se puede definir como una funcion meromorfa en C con un tinico polo
simple en z = 1. Ademds, para todo z # 1, { satisface la ecuacion funcional de Riemann:

E(z)=202m)'T(1 —z)¢(1 —2) sin(%nz). (3.28)

Como I'(1 — z) tiene polos simples en z = 1,2,..., y {(z) es analitica en esos puntos, de la ecuacién
funcional de Riemann (3.28) deducimos que

E(1-2) sin(%nz) =0 (3.29)

paraz=2,3,.... Como I'(1 — z) tiene polos simples en z = 2,3, ..., cada uno de los ceros de (3.29) tiene
que ser simple. Teniendo en cuenta que sin(%nz) = 0 para cualquier z entero par, (3.29) implica que
{(1—z) =0 paraz=3,5,7,... . Por tanto, mediante la ecuacién funcional tenemos que {(z) = 0 para
z=—2,—4,—6,... . Los puntos z = —2,—4, —6, ... se conocen como ceros triviales de {. El conjunto
{z]0 < Re(z) < 1} se conoce como rango critico.

Un razonamiento similar con la ecuacion funcional de Riemann, lleva a deducir que todos los ce-
ros no triviales de { estén en el rango critico. Vamos a enunciar uno de los problemas abiertos mas

importantes en las matemadticas

Hipétesis de Riemann 3.1. Si z es un cero no trivial de §, entonces Re(z) = 3.

Es bien sabido que § no tiene ceros en Re(z) = 1 (y por la ecuacién funcional, tampoco en Re(z) =
0), y que hay infinitos ceros en Re(z) = % Sin embargo, aun no se ha probado que exista algtin cero
fuera de la recta Re(z) = 5 o que todos estén en ella.

La verificacién de la Hipotésis de Riemann implicaria una gran cantidad de resultados en matemati-
cas, especialmente en teoria de niimeros. Para ver la conexién de la funcién § con la teoria de ndmeros,
vamos a ver como teorema final la Férmula de Euler.

Teorema 3.6. Sea z € C tal que Re(z) > 1. Entonces, se tiene que

C(Z)—ﬁ< 1 > (3.30)

n=1 l_p;Z

donde {p,};;_, es la sucesion de niimeros primos ordenados de menor a mayor.
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Re(2) <p, ' < 1 para todo . Luego, mediante la serie geométrica

— Z p;mz
m=1

para todo n > 1. El sumatorio de esta tltima ecuacién contiene todas las potencias de p; !, elevado a z
Primero veamos el caso n = 2. Fijamos p; = 2. Por tanto,

Demostracién. Es claro que |p,%| = pn
vemos que

1

o 27 = 142704 (2) T (2 (3.31)

s

m=1

es decir, econtrariamos en la suma una tnica vez repetida cada potencia de 2 elevada a (—z). Fijamos
ahora p; = 3. De forma andloga al caso anterior, tenemos que

=Y 3 =14374(3) T+ (3) (3.32)

Por tanto, tendriamos que

()~ (=) (= (22 J(E)

— (14275427 L) (T3 (3T (3) ).

En esta tdltima igualdad, por la propiedad distributiva del producto, estarian todos los posibles nimeros

que se factoricen de la forma 2/3* (con i,k enteros > 0), elevados cada uno de ellos a (—z). Como la

factorizacion de los enteros es Unica, cada uno de estos nimeros apareceria una Unica vez en la suma.
En general, si fijamos un N, procediendo como antes, tenemos que

() () (227 (20)

= (142744027 (1437543 7+ ) e (Lo + () 5+ )

Y, al igual que antes, por la propiedad distributiva del producto en estd tltima igualdad encontariamos
la suma de todos los enteros de la forma 2132 pﬁ(}’ (con iy,..., 15 enteros no negativos) elevados cada
uno de ellos a (—z) sin repetir, ya que la factorizacién de enteros en potencias de primos es unica. Por
tanto, la anterior ecuacién equivale a

ﬂ(l— ) -ZW

donde los enteros de la sucesion {w;}*_, son todos aquellos que se pueden factorizar con sélo potencias
de 2,3, ...y PN.
Por tanto, cuando N tiende a infinito, en la sucesion de los w; estardn todos los enteros. Asi pues, se

tiene que ) )
1 (1 —lpﬁz) :n;nﬂ =c

n=1
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